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1. Seja f : R" — R uma fungao continua satisfazendo f(tx) =t f(x), quando ¢t > 0 e

x € R™. Mostre que, se f(y) < 0, para cada y € S"™!, entdo existe a > 0 tal que

f(x) < —allz|], para cada x € R".

Solugao: Como f é continua e a esfera é compacta, existe A na esfera tal que f(y) <
f(A) < 0, para todo ponto na esfera. Definamos a := —f(A) > 0, por outro lado
observe que f(z) = ||z|| f (ﬁ) para todo z # 0. Dai f(z) < —a|x|| para todo x # 0.
Por fim, note que f(0) = 0 e logo verifica a mesma desigualdade.
. Prove que duas normas quaisquer no espaco R" sao equivalentes.

Solucao: Basta mostrar que toda norma em R” é equivalente & norma da soma.

Seja {e1,...,en} a base canénica de R™. Para todo z = (z1,...,z,) € R™, pela

desigualdade triangular,

]l =

m
E Ti€;
i=1

m
<D lzillledll < Clalh,
=1

onde C' := maxj<;<n, ||e;]|. Por outro lado, o conjunto S := {x € R™ : ||z||; = 1} ¢é
compacto e a aplicagdo x +— ||z|| é continua. Portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal
que ||z|| > ¢,Vx € S. Dado = # 0, definindo y = z/||z||; € S, obtemos

lzll = iyl = ellzll-
Concluimos que
clefy < llzll < Clizfh, Yz eR™,
0 que prova a equivaléncia entre || - || e || - [|1-

3. Seja X C R™ um conjunto aberto e conexo. Mostre que X é conexo por caminhos.



Solucao: Seja X C R" aberto e conexo. Fixe xg € X e defina
Y = {x € X | existe um caminho continuo em X ligando zy a z}.

Claramente 2o € Y, logo Y # @. Mostraremos que Y é aberto e fechado em X. Como

X é conexo, teremos Y = X, e portanto X é conexo por caminhos.

Y € aberto em X: Tome y € Y. Como X é aberto, existe r > 0 tal que a bola aberta
B(y,r) C X. Para qualquer z € B(y,r), o segmento de reta de y a z esta contido em
B(y,r) (pois a bola é convexa). Concatenando o caminho de xy a y (que existe por
y € Y) com esse segmento, obtemos um caminho de z a z inteiramente contido em

X. Logo z € Y e, portanto, B(y,r) C Y. Assim, Y é aberto.

X\Y € aberto: Tome w € X \'Y (ndo existe caminho de xy a w). Como X ¢é aberto,
existe £ > 0 com B(w,e) C X. Se houvesse u € B(w,e) NY, entdo existiria caminho
de g a u; o segmento de reta de u a w estd em B(w,e) C X, e a concatenagao daria
um caminho de z( a w, contradizendo w ¢ Y. Logo B(w,e) C X \'Y. Assim, X \Y ¢

aberto.

Temos X =Y U (X \ Y), unido disjunta de dois abertos em X. Como X é conexo e
Y # @, segue que X \ Y = &, ou seja, Y = X. Portanto todo ponto de X pode ser

ligado a xy por um caminho em X, mostrando que X é conexo por caminhos.

. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes continuas definidas em C' = [0, 1] € R?. Suponha

que f, — f uniformemente em C'. Mostre que

Solucgao: Seja € > 0 arbitrario. Da convergéncia uniforme, existe N € N tal que, para

todo n > N e para todo x € C,

|[fn(z) — fz)] <e.

Entao, paran > N,

RTRE

Segue-se o desejado.

/C(fn—f)‘S/CVn_ﬂS/csdx:a.

. Sejam U C R™ um aberto e f : U — R uma funcao de classe C2. Prove que, se a € U
¢ um ponto de minimo local de f entdo a matriz hessiana H f(a) = [%(a)](m) é
z; O ;

semidefinida positiva (isto é, (H f(a)v,v) > 0, para cada v € R").



Solugao: Como U é aberto existe r > 0 tal que B(a,r) C U. Dado v € R™\ {0} defina
o(t) = f(a+ tv), para |t| < w- Note que ¢ ¢ de classe C? em (—ﬁ, ﬁ) Ademais,

como a ¢ ponto de minimo local de f temos que ¢t = 0 é minimo local de ¢. Logo,

©'(0) =0 e ¢"(0) > 0.Por outro lado, da regra da cadeia:

(9:131-856]-

J

@'(t):Z%(a—i—tv) vj e gp”(t)zzz of (a4 tv) v; v;.

j=1 i=1

Aplicando t = 0 temos




