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Padrao de Resposta - Doutorado 2026.1

1. a)Calculamos a matriz jacobiana de F:

e*cosy —e’siny

/ —
Flz,y) = e“siny e“cosy |’

Como o determinante Jacobiano é €**, a qual é nao-nulo para cada (z,y) € R% Entao segue
do Teorema da funcao inversa que F' é um difeomorfismo local

b) F nao é um difeomorfismo global. Por exemplo, ela nao ¢é bijetiva devido ao fato que
F(0,0) = F(0,2m).

2. Seja em R™ a norma euclidiana |z| = y/z - x. Defina
frR™A\{0} =R, f(z) = |2

Vamos calcular a diferencial df(x) e, em particular, df (z) - v para v € R™.

Escrevemos f como composicao de fun¢oes mais simples. Note que

1013

fa)= (=),

pois 2026/2 = 1013. Defina h : R™ — [0, 00) por h(z) = |z|* = (z,z) e g : [0,00) — R por
g(s) = s, Entao f =goh.

Calculamos as derivadas:

g (s) = 1013 "2,
Dh(z) - v = 2(x,v).

Pela regra da cadeia para diferenciais, para todo x # 0 e todo v € R™,
df (z) - v = ¢'(h(z)) (Dh(z) - v) = 1013(|z|?) """ - 2(z, v).

Simplificando os fatores e utilizando (||? , obtemos

df (z) - v = 2026 |z[*** (x - v) .

3. a) A derivada direcional na origem é:

Of () _ o L0+ 10) = J0) _ L f(t0)

%< ):t% t t—0

Pela hipétese, f(tv) =tf(v), temos que

Ji
=L0) = 1)

b) Note que, fazendo v = (a, b) conclui-se que f(v) nao é linear em v. Por outro lado %(0)

é linear em v. Portanto, f nao pode ser diferenciavel. O
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4. a) Suponha que f : K — R nao é Lipschitz. Por definigao, isto significa que nao existe
constante L > 0 tal que

[f(x) = f(y)l < L|z—y| paratodo z,y € K.

Portanto, para cada n existe pelo menos um par (z,,y,) € K x K tal que

[f(en) = flyn)| > nlzn — ynl

Tomando k, := n obtemos uma sequéncia crescente de ntimeros reais com k,, — oo e duas
sequéncias (x,), (y,) C K que satisfazem, para todo n,

|f(@n) = f(Yn)| > kn |0 — Ynl.

Note que x,, # y, para todo n, pois, caso contrario o membro esquerdo seria zero, contradi-
zendo a desigualdade acima.

b) Se f nao é Lipschitz, existe uma sequencia crescente (k,), de nimeros reais tais que
k, — oo e sequéncias (x,), (y,) C K tais que |f(x,) — f(yn)| > kn|lxn — yn| para todo n.
Pela compacidade de K podemos supor que z,, — a € y, — b, para 0 mesmo conjuntos de
indices, de modo que |f(z,) — f(yn)| > kn|zn — yn| para todo n.

I. Se a = b, como f é localmente Lipschitz, deve existir M > 0 e ng tal que k, <
[f(@n) — f(yn)]

|Zn — Ynl
II. Se a # b, a continuidade de f, da norma e os limites acima garantem que o lado direito
do b < M) = Fn)

’mn B yn‘
mesmo motivo do argumento anterior.

< M para todo n > ng. O que é uma contradicao pois k,, — oc.

nao pode tender ao infinito. O que é uma contradi¢ao pelo

5. a)Um conjunto M C R™ chama-se uma superficie de dimensao m e classe C* quando todo
ponto p € M esta contido em algum aberto U C R™ tal que V. =UN M ¢é a imagem de uma
parametrizacao ¢ : Vo — V, de dimensao m e classe C*. O conjunto V ¢é um aberto em M,
chamado uma vizinhanca parametrizada do ponto p.

b) Defina T, M, como T,M :={v € R" : v = XN(0), A : (—e,e) —> M, A\(0) = p}.

c) Seja ¢ : Vg — V, uma parametrizacio de dimensio m e classe C*, onde p(x) = p.
Note que, sendo ¢'(xy) uma transformacao linear injetiva, sua imagem ¢'(xg) - R™ é um
subespaco vetorial de dimensao m. Para concluir a questao, vamos mostrar que vale a
igualdade T,M = ¢'(x¢) - R™.

De fato, suponha que v € T,,M. Podemos supor que € é pequeno de modo que a imagem de
A estd contida na imagem V' de uma parametrizagao ¢ : Vo — V C M com ¢(zg) = p. Entao
v=p tol:(—€€e) — Vj é um caminho diferencidvel em R™ com v(0) = x. Denotando
w = +/(0), temos ¢’ (xg) -w = @' (z0) - (p~ Lo N)'(0) = (pogptoA)(0) = N(0) = v. Portanto,
TpM C QOI(.T()) -R™,

Para mostrar que T,M D ¢'(zo)-R™ considere um vetor v = ¢'(x¢)u de ¢'(x)-R™ e defina o
caminho 7y : (—e¢, ) — V pondo y(t) = x¢ + tu. Entdo v = X'(0) onde A = po~. Portanto,
TpM D) QOI(ZL’()) -R™,



