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Inscricao:

PROVA DE SELECAO DO MESTRADO

Exercicio 1.

Mostre que a fungdo f(z) = x> + 32 + 4z + V17 possui exatamente um raiz real.

Exercicio 2.

Seja X C R. Uma funcdo f : X — R chama-se localmente limitada quando para cada x € X existe um intervalo I, contendo z, tal que
f Ixnr, é limitada. Mostre que:

(a) se X é compacto, toda fungdo f localmente limitada é f é limitada.

(b) se X é conexo, toda fun¢io f localmente limitada é f é constante.

Exercicio 3.

2n41 2 - -~ . .
"+ ¢ de classe C*™ na reta inteira, mas nio é 2n + 1 diferencigvel.

Mostre que f(z) = |z|
Exercicio 4.

b
Prove que se f : [a,b] — R é continua e / f(z)dz = 0 entdo existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Exercicio 5.

Seja A € R,0 < A < 1, e seja (x,) uma sequéncia em R tal que para cada n vale que |zn+1] < Az, |. Mostre que z,, — 0 quendo n — co.
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Solucgao 1. Como f é um polindmio, temos que é diferenciavel e, também, continua. Usando que

lim f(z) =—oc0 and lim f(z)= oo,

T—r — 00 xr—r+00

temos que existe « suficientemente grande tal que f(—a) < 0 < f(a). Logo, usando o Teorema do Valor Intermediério, podemos concluir
que existe ¢ € (—a, a) tal que f(c) = 0. Ou seja, f possui pelo menos uma raiz real.

Para mostrar que ¢ é a Unica raiz real, suponha por absurdo que existem c¢1 < ¢z tais que f(c1) = 0 = f(c2). Pelo Teorema de Rolle,
deveria existir d € (c1,c2) tal que f'(d) = 0. No entanto,

() =32>+6z+4=0

néo possui raiz, desde que o discriminante A = 62 —4-3-4 = 36 — 48 = —12 < 0. Absurdo!

Solucgao 2.

(a) Considere uma cobertura (1), de X tal que f |xnz, é limitada por K, > 0. Isto é, para todo y € X NI, tem-se |f(y) — f(z)| < Ka.
Como X é compacto, pode tomar uma subcobertura finita (Imj)?zo. Entdo, dado y € X, existe x; € X com 0 < j < n, tal que
Yy € X NIy, Assim,
[f(y) = f@o)| < [f(y) = flaj)| + [f(z;) = flzo)| < K,
onde K = max{K;; : 0 < j < n}+ max{|f(z;) — f(zo)] : 0 < j < n}.

(b) Seja o € X um ponto qualquer. Defina ¥ = {z € X : f(z) = f(xo)}. Claramente, z¢o € X. Mostraremos a seguir que X é aberto e
fechado em X e, pela conexidade de X, concluiremos que ¥ = X, resolvendo o item (b).

e Dado z € X, temos f(x) = f(zo) por definicdo de 3. Por outro lado, como f é localmente constante, existe um intervalo I
contendo z tal que f(y) = f(x) para todo y € X N I,. Logo, f(y) = f(xo) para todo y € X N I, mostrando que X NI, C X.
Portanto, ¥ é aberto em X.

e Seja x, € ¥ uma sequencia convergindo para € X. Usando novamente que f é localmente constante, temos f(y) = f(z) para
todo y € XNI,. Tomando n suficientemente grande temos que x,, € XNI,, implicando que z € ¥ porque f(z) = f(zn) = f(x0).
Isto implicar portanto que % é fechado em X.

T , >0

<0 - Vamos usar um argumento de recorréncia. Para isso, defina f, = |z|™. Entdo, temos que
-z ,x

Solucéo 3. Como |z| = {

m—1
, ) mx , x>0
fm(x) - { m(_l‘)mfl T <0

Para x = 0, temos que

fim LW =@ o ERT g B gy (B = (@)

h—0— h h—0— h—0t+ h h—s0+ h

Portanto, f'(0) = 0. Consequentemente, fo,(z) = m|z|™ " = mfm—_1(z) é continua e assim de classe C"". Logo, derivando f,, k-vezes com
1 <k <m — 1, obtemos por recorréncia que:

LIy =mT Imt @)y = = m = 1) = k4 DL f (@) = e m = 1) (m— kA Dlfme(@). (1)

Como fm—k € continua para 1 < k < m — 1, temos que f,, é de classe C*. Em particular, obtemos que fa,,+1 é de classe .

No entanto, por (1), podemos concluir que

dm—lfm
dIm71

(z) =[m-(m—1)---2]fi(z)



nao diferenciavel devido ao fato que fi(z) = |z| ndo é diferencidvel em = = 0 j& que

Ah) = A00) _ L R P R Y fi(h) = f1(0)
- .

h—0— h—o0t b hoo+ h

lim
h—0—

Ou seja, fani1 é de classe C2, mas nao é (2n + 1)-vezes diferenciavel.

Solucéo 4. Como f é continua em um compacto [a, b], temos que existem «, 3 € [a, b] tais que f(a) < f(z) < f(B) para todo x € [a, b].
Logo, temos que

b
F@)0-0) < [ J@ye < [5)0- @) = f@)b-a) 0 F3)0 - a)
Assim, podemos concluir que f(a) < 0 < f(B) e, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € («, 8) tal que f(c) = 0.

Solugdo 5. Note que |znt1] < Az < -+ < A"x1]. Como 0 < A < 1, temos A" — 0 quando n — oco. Portanto, |z.| — 0 e,
consequentemente, x,, — 0 quando n — oo.



