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Inscricao:

PROVA DE SELECAO DO DOUTORADO

Exercicio 1.

Defina a distdncia entre um ponto e um conjunto no espaco Euclidiano. Seja z € R™ e seja F© C R™ um conjunto fechado. Mostre que
existe yo € F tal que a distancia entre x e F' é dada por:

d(z, F) = [l = yol|.

Exercicio 2.
Sejam f : [a,b] = R™ e ¢ : [a,b] — R funcdes de classe C" tais que ||f'(t)|| < ¢'(t) para todo t € (a,b). Mostre que:

1£(6) = fa)ll < ¢(b) — ¢(a).

Exercicio 3.

Sejam A C R™ um retangulo fechado e f : A — R uma fung¢do continua. Mostre que existe ¢ € A tal que:
i [ f@yde = 10
vol(A) /, B '

Exercicio 4.

Prove que o grafico de uma funcio integravel f: A C R™ — R, definida em um bloco n-dimensional, tem medida nula em R

Exercicio 5.

Seja f : R™ — R, onde n > 1, uma fungio continua, possuindo todas as derivadas direcionais em qualquer ponto de R™. Mostre que, se

of

5 (u) >0 paratodou € S" ",

entdo existe um ponto a € R"™ tal que
of

50 (a) =0, para qualquer v € R".
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GABARITO DA PROVA DE SELECAO DO DOUTORADO

Solugédo 1. Dado z¢p € R" e F um subconjunto qualquer de R", definimos a distdncia entre xo e o subconjunto F por:
d(z, F) = inf{d(xo,x) : € F}.
Note que, por defini¢do, dado ¢ > 0 existe x € F tal que d(xo, F') < d(xo,z) < d(z0, F) + €. Logo, podemos sempre considerar uma
sequéncia (zn)n C F tal que d(zo,zn) — d(z, F'). Em particular, obtemos que (z), é uma sequéncia limitada.

Assumindo que F é um subconjunto fechando, temos que o fecho de (z,)» é um subconjunto compacto e estd contido em F. Podemos
tomar uma subsequéncia (z;); convergindo para yo, com yo € F'. Usando que a funcdo distancia d : R™ - R, z — d(z, F) é continua,
podemos concluir que

d(xo,y0) = lim d(zo,xn;) = d(zo, F).

Jj—4oo

Solugédo 2. Observe que como f é um caminho de classe C*, ele é retificdvel. Logo,

1£(6) \|</ 17t ||dt</ o ()t

b
Usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos que || f(b) — f(a)|| < / ' (t)dt = p(b) — p(a).

Solugao 3. Como o retangulo é compacto e conexo, e f é continua, existem a,b € A tais que
f(a) < f(z) < f(b), paratodo z € A.
Dal,
1
< — dx < f(b).
s < iy [ S < 50)

Aplicando o Teorema do Valor Intermediario, conclui-se o resultado.

Solugao 4. Sendo o bloco A compacto e f continua, temos que f é uniformemente continua em A. Ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal

_&

vol(A)

grafico de f esta contido na unido dos cubos da forma B x [infB f(z), sup f(z)] com B € P. Logo,
z€ z€EB

que para todo z,y € A, com ||z — y|| <, tem-se |f(z) — f(y)| < . Assim, dado uma particdo P de A com |P| < ¢, temos que o

=E£.

vol(graf(f)) < vol( U B x [znelf3 f(x), supf Z vol(B) - (sup f(z) — 1nf flz Z vol(B

zEB

Vol (A)
BeP BeP BeP

Como ¢ é arbitréario, concluimos que vol(graf(f)) = 0.

Solucgao 5. Note que a condicdo
of
u
implica que existe um € > 0 tal que, se 1 — e <t < 1, entdo f(tu) < f(u). Dai, o minimo global de f(z) em B (bola fechada de raio 1
centrada na origem) é atingido em um ponto a no interior da bola fechada. Entéo, para qualquer v € R", a fungdo ¢(t) = f(a + tv) tem
um minimo local em ¢ = 0. Portanto,
9 (a) =

ov

(u) >0, seueS"

¢'(0) = 0.



