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Padrao de Resposta - Mestrado

Q1- Sejam (zn)n>1, (Yn)n>1 € (tn)n>1 sequéncia de nimeros reais satisfazendo as seguinte condigdes: 0 <
tn, <1 paratodon € Ne
lim z, = lim y, = L.
n—oo n— oo
Mostre que
lim [tnzn + (1 — tn)yn]

n—oo

existe e calcule seu valor.

Solugao (Sequéncias): Dado € > 0, existe ng > 1 de modo que L—¢€ < &, < L+ee L—€ < yp < L+e.
Portanto, tn (L — €) < tpnxn < tn(L+€) e (1 —=tn)(L—¢€) < (1 —tn)yn < (1 —tn)(L +¢).
Segue-se das ultimas duas linhas que,

L—e<tpntn+ (1 —tn)yn < L+e.

Portanto, a sequéncia em questao converge para L.

Q2- Prove que toda cole¢do de conjuntos dois a dois disjuntos, abertos e ndo-vazios de R é enumeravel.

Solugao (Abertos e enumerabilidade): Lembre que o conjunto dos niimeros racionais é denso em R.
Assim, em cada conjunto aberto de R é possivel obter um nimero racional. Portanto, existe uma funcao
injetora entre a cole¢ao de conjuntos abertos dois a dois disjuntos de R e o conjunto dos niimeros racionais.

Q3- Prove o seguinte resultado: Dada uma sequéncia decrescente Iy D Is D --- D I, D --- de intervalos
limitados e fechados I, = [an, bn] com an < by, existe pelo menos um namero real ¢ tal que ¢ € I,,, para
todo n € N.

Solugao (Topologia da Reta): Definamos uma sequéncia (x,) escolhendo, para cada n € N, um ponto
Zn € [an, by]. Esta sequéncia esta no compacto [a1, b1], logo possui uma subsequéncia (n, , Tng, -, Tng, )
convergindo para um ponto ¢ € [a, bi]. Dado qualquer n € N, temos z,, € [an,bn] sempre que nj > n.
Como [an, by] é€ compacto, seque-se que ¢ € [an, b,]. Isto prova o problema.

Q4- Sejam X CRe f, g: X — R fungdes continuas em a € X com f(a) < g(a). Mostre que existe § > 0 tal
que f(z) < g(x) para todo x € X N (a — d,a + 9).

Solucgao (Continuidade): Defina h(z) = g(z) — f(x). Observe que h é continua em a e h(a) > 0. Pela
defini¢do de continuidade, existe 6 > 0 tal que x € X e |z — a| < § implica h(z) > h(a)/2 > 0. Dai o
resultado segue.

Q5- Sejam f, g: [—1,1] — R fungoes continuas tais que inf f = inf g. Mostre que existe a tal que f(a) = g(a).

Solugao (Continuidade e TVI): Por compacidade existem ¢ e d em [—1,1] tal que f(c) = inf f e
g(d) = inf g. Se ¢ = d, acabou. Caso nao, defina h(z) = g(z) — f(x). Note h é continua em um intervalo
conexo, h(c) =inf f — g(¢) < 0 e h(d) = f(d) — inf g > 0. Dai segue o resultado.



