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Inscricao:

Justifique todas as suas respostas.

1. Seja a > 0. Defina uma sequéncia real (z,) de modo que x; = \/a e x,, = \/a + z,,_1, para
cada natural n > 2. A sequéncia (x,) é convergente?

Pontuacao: 1,25.
Assunto: Limite de uma sequéncia.

Solugao: Primeiro mostraremos por indugao finita que (z,) é crescente. De fato, como
a > 0 temos 1 = Ja < yJa+x1 = x5 e supondo n € N tal que x,, < x,y1 temos
Tpt1 = Va+ 2, < \a+ Tpi1 = Tpyo. Agora mostraremos que (z,,) é limitada. De fato,
Ivliie o <

como T, < Tp41 = /@ + T, temos x% — 1z, —a < 0 e consequentemente
1++/1+4a

2
convergente.

, para cada n € N. Ja que (x,) é monotona e limitada concluimos que (z,) é

oo cosn
’VLZI n2

2. Verifique se a série ) ¢ convergente.

Pontuagao: 1,25.

Assunto: Séries convergentes e Testes de convergéncia.
COos

Solucao: Inicialmente, note que ‘TQ’" <

?.
De fato, pelo teste da integral, tomando f(z) = #, temos que

<1 1

—dr = ——

J1 T €z
cosn

¢ convergente. Assim, a série ) 77 | €5 ¢ absolutamente

A série Y00 | 13 & uma série convergente.

e
=1
1

Isto implica que a série ) o0 | 2

convergente e portanto convergente.

n

3. Dado n € N calcule lim x—.

z—+oo e’

Pontuagao: 1,25.



Assunto: Limites no infinito e Férmula de Taylor.

Solucdo: f: R — R definida por f(z) = e* & uma funcio de classe C°°, pois fU)(z) = €?,
para cada x € Re j € {0,1,...}. Dado = > 1, pela formula de Taylor com resto de
Lagrange, existe xg € (1,z) tal que

" () ) (g ", R
eg;:zf (1)(x—1)‘7+f7(0)($—1)n:z (x—l)]+7(x—1)"+l_

m ' - '
par L (n+1)! = ! (n+1)!
L 0 < z° n (n+1)! 1_ 1) (n41)! C I {1y (n_|_1)| _
0go, _E<$W*( _E) (z—1) " Omoxﬁn;noo( —5) @1 =
n
concluimos que lim — =0.
r—+oo e¥

. Se F C R é um conjunto fechado e x € R é um ponto fixado, mostre que exite yg € F' tal
que a distancia entre x e F' é dada por d(z, F') = |x — yo.

Pontuagao: 1,25.
Assunto: Limite de uma sequéncia, conjuntos fechados e conjuntos compactos

Solucao: A distancia entre o ponto x e um conjunto £ é dada por
d(z, F) = inf{|z —y|;y € F}.
Seja {yn}n C F uma sequéncia de pontos tal que
lim |z — y,| = inf{|x —yl;y € F} =d(x, F).
Em particular, {y,}, ¢ uma sequéncia limitada. De fato, para n suficientemente grande,
lynl = lyn —z+ 2| < |yn — 2 + |2] < d(z, F) + 1+ |z|.

Como F' é um conjunto fechado e a sequéncia {y,}, € limitada, temos que {y,}, possui
uma subsequéncia convergente {yy,, }r que converge para um ponto de F. Ou seja, existe
yo € F tal que limy, y,,, = yo. Pela continuidade da fun¢ao modulo, temos que

lim [z — yp, | = & — yol-
Dai segue o resultado.

. Uma funcao f : R — R é localmente constante se para cada ¢ € R, existem ¢ € R e
um intervalo aberto I contendo z tal que f(y) = ¢ para todo y € I. Mostre que se f é

continua e localmente constante entdo f é constante. Dica: Fixado a € R mostre que
A={zeR: f(z) = f(a)} & aberto e fechado.

Pontuagao: 1,25.
Assunto: Conjuntos abertos e fechados

Solucao: Como f é continua e R\ {f(a)} é aberto temos que R\ A ={zx e R: f(z) =
f(a)} = f7YR\ {f(a)}) & aberto. Consequentemente A & fechado. Por outro lado, dado



xo € A temos que f(zg) = f(a). E, como f é localmente constante temos que existe r > 0
e c € Rtal que f(z) = ¢, Vo € (xg — 7,20 + 7). Em particular ¢ = f(z¢) = f(a). Assim,
(xg — ryz0 + 1) C A. Concluindo que A é aberto. Como R é conexo, A #De ACRé
aberto e fechado concluimos que A = R.

. Sejam f, g : [a,b] — R funcdes de classe C! tais que |f/(¢t)| < ¢/(t) para todo t € (a,b).
Mostre que |f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).

Pontuacao: 1,25.

Assunto: : Os teoremas classicos do Célculo Integral.

Solucgao: Pelo teorema fundamental do calculo,

[f(b) = fla)| = ’/abf’(t)dt‘ < /ab |f/(t)]dt < /abg’(t)dt =9(b) — g(a).

. Sejam ¢, : [a,b] — R funcdes de classe C''. Mostre que

b b b
| otwar=swuo), - [ swuwa.

Pontuacao: 1,25.
Assunto: : Os teoremas classicos do Célculo Integral.

Solugao: Como [p(t)w(t)] = ¢ (t)(t) + ¢(t)'(t), temos

b b b
/ () (e))dt = / & (ty(t)dt + / S(0)/ (1)dt.

Por outro lado, pelo teorema fundamental do calculo temos que

o resultado segue.

. Sejam f : [a,b] — R uma funcio de classe C! e m = %’. Mostre que

b
i / [F(2) + (@ —m)f'(2)]da = f(a) + F(b).

Dica: Use o exercicio acima.
Pontuacao: 1,25.

Assunto: Propriedades da integral.



Solugao: Como f e f’ sdo integraveis (pois sdo continuas), integrando por partes temos

bfa/ab[f(x)ﬂa:—m)f’(x)}dz = bia/abf(m)dx—l—bfa/ab(x—m)f’(g;)dx
- = <[<x —mfal— [ (o= m) ) + / (o - m) f’(x)dm)
= 2= m)I0) ~ (- m)f(a)]
- {b;aﬂb) - “;bﬂaﬂ = f(6) + f(a)



