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Inscricao:

1. Defina disténcia entre um ponto e um conjunto no espaco Fuclidiano. Seja z € R" e seja
F C R™ um conjunto fechado. Mostre que exite yg € F' tal que a distancia entre x e F' é
dada por d(z, F) = ||z — yo||-

Pontuacao: 1,25.
Assunto: Topologia do espaco Euclidiano.

Solugao: A distancia entre um ponto e um conjunto é dada por
d(w, F) = inf{|lz — yll;y € F}.
Seja {yn}n C F uma sequéncia de pontos tal que
lim | — gl = inf{|lz - yll:y € F} = d(x, F).
Em particular, {y,}, ¢ uma sequéncia limitada. De fato, para n suficientemente grande,
[ynll = llyn — 2 + 2|l < llyn — || + [|z]| < d(z, F) + 1+ [|z]].

Como F' é um conjunto fechado e a sequéncia {y,}, é limitada, temos que {y,}, possui
uma subsequéncia convergente {yy,, }r que converge para um ponto de F. Ou seja, existe
yo € F tal que limy, y,, = yo. Pela continuidade da fun¢do norma, temos que

lim {22 =y, [| = [} = yol-
Dai segue o resultado.

2. Uma funcao f : R™ — R™ & localmente constante se para cada x € R”, existem ¢ € R™ e
um aberto U contendo z tal que f(y) = ¢ para todo y € U. Mostre que se f é continua
e localmente constante entao f é constante. Dica: Fixado a € R™ mostre que A = {z €
R™: f(z) = f(a)} ¢ aberto e fechado.

Pontuagao: 1,25.



Assunto: Topologia do Espago Fuclidiano Rn

Solucao: Como f é continua e R™ \ {f(a)} é aberto temos que R"\ A = {z € R" :
f(x) = f(a)} = f7H®R™\ {f(a)}) é aberto. Consequentemente A é fechado. Por outro
lado, dado zo € A temos que f(zp) = f(a). E, como f é localmente constante temos que
existe 7 > 0 e ¢ € R tal que f(x) = ¢, Vo € B(zp,r). Em particular ¢ = f(z¢) = f(a).
Assim, B(xo,7) C A. Concluindo que A é aberto. Como R™ é conexo, A # () e A CR" é
aberto e fechado concluimos que A = R.

. Sejam ¢, : [a,b] — R™ funcdes de classe C'!. Mostre que

b b
/ (O, ' ()dt = (1), ()| / (@(1), (0))dt.

a

Assunto: Calculo com integrais

Solugio: Como ((t), (1)) = (¢/(1), (1)) + (#(1), (1)), temos

b b b
[t wya= [@ovwas [ o w)a

Por outro lado, pelo teorema fundamental do calculo que

b

9
a

b
/ (6(1), ¥(1))'dt = (6(t), (1))

o resultado segue.

. Sejam f : [a,b] — R™ e ¢ : [a,b] — R fungdes de classe C* tais que ||f/(t)| < ¢/(¢) para
todo t € (a,b). Mostre que ||f(b) — f(a)| < ¢(b) — ¢(a).

Pontuagao: 1,25.

Assunto: A integral de caminhos.

Solucao: Pelo teorema fundamental do cédlculo,

5@ - @i = [ b f’(t)dtH </ 10y < / (0t = o(b) - o(a).

. Seja g : [1,e] — R3 dada por g(t) = (t?,2t,Int)). Calcule o comprimento da imagem de g.
Pontuagao: 1,25.

Assunto: A integral de caminhos.



Solugao:
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6. Considere um aberto U C R™ e uma aplicacao f : U — R"™. Dado a € U tal que f é
diferenciavel em a e que f’(a) é injetora mostre que existe uma vizinhanga aberta V' de
a tal que f(x) # f(a), para cada x € V' \ {a}. Dica: Mostre que existe C' > 0 tal que
|lf'(a) - h|| > C, para cada h € S™1. Depois, use a formula de Taylor para mostrar que
existe R > 0 tal que || f(a+ h) — f(a)|| > 0, quando 0 < ||h]| < R.

Pontuacao: 1,25.

Assunto: A Formula de Taylor para fungoes entre abertos do espago Euclidiano.
Solugao: Como f’(a) ¢ injetora temos que || f'(a)-h|| > 0, pra todo h € R™\{0}. Ademais,
como h + ||f'(a) - h|| € continua e S™~! é compacto temos que existe hg € S™ ! tal que
Ilf'(a)h]| > ||f'(a) - ho| = C > 0, para todo h € S™ 1.

Por outro lado, defina r(h) = f(a+h) — f(a) — f'(a)h, quando a+h € U. Segue da férmula
de Taylor que limy,_.g 7H(ThH) = 0. Assim, existe R > 0 tal que I II(}LH)” < C , quando ||h|| < R.
Logo, dado h € B(0, R) \ {0} temos

1f(ath) - (H—U()h+MMHﬂW<

||7’ ) C
> ||h)|(C=%) >0
rmH T ) = I =3)

Deste modo, f(z) = f(a+x —a) # f(a) quando x € B(a, R) \ {a}.

7. Determine os valores extremos da fungdo f(x,y) = 2% + 2y? restrita ao circulo definido
pela equacdo 22 + y? = 1.

Pontuagao: 1,25.
Assunto: Multiplicadores de Lagrange.

Solugao Defina g(x,y) = 22 +y?. Usando multiplicadores de Lagrange, queremos encontrar
A€Re (z,y) € R? de modo que

of

ox gvjj(%y) = )‘@(may% g(w,y) = 1.

(0,9) =252 (z.) i

ox



Isto ¢, 22 = 22\, 4y = 2yl e 22 + 4% = 1. Note que  # 0 ou = 0. Se = # 0 temos A = 1,
y = 0 e consequentemente x € {—1,1}. E, se z = 0 entdao y = 1 ou y = —1 (implicando
A = 2). Por outro lado,

Portanto o valor méaximo procurado é 2 e o valor minimo procurado é 1.

. Sejam a < b, c < de f:ab] xX[c,d — R continua. Mostre que o grafico de f é um
conjunto de medida nula em R3.

Pontuacao: 1,25.
Assunto: Integrais multiplas.

Solucao Como f é continua e [a,b] X [c,d] é compacto temos que f é uniformemente
continua. Logo, para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < m, quando

z,y € [a,b] x [e,d] e ||z — y|| < 20. Sejam m,n € N tais que h = =2 < e k= L£ < 4.

Defina 29 = a,x1 =x0+ h,...,z;m =beyo=c,y1 =yo+ k,...,yn = d. Fixado (i,7) €

{17“-7”} X {177m} denote A(Z,j) - [xi;xi—l] X [Z/j;yj—l], M5 = ( )12£ f(mvy) c
T,Y)EA(,5)

M sup  f(z,y). Note que existem u; ), Ug ) € Ag ) tais que f(ug ;) = m

(z,y)€A )

i.3) =

{lzs zial < [yj yi] X MG MY e ndet.m)
é cobertura do grafico de f e
n m n m €
ZZVOl ([517@'7371’—1] X [yj,yj-1] x [m(i,j)vM(i,j)]) < Zzhkm =€,
i=1 j=1 i=1 j=1

concluindo a solucao.



