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Solugoes

1. Assinale se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira (V) ou falsa (F) justificando de
forma breve sua resposta ou através de um contra-exemplo.

(a) () lim Vnl=1;

n—o0
Solucao: Falso, pois ¥/n! > v2 > 1.

(b) () Toda fungao f : (a,b) — R derivavel com f’(z) > 0 em todo ponto é crescente;
Solugao: Verdadeiro. Se ¢ < d em (a,b), pelo Teo. do Valor Médio vale que f(d) —
f(c) = f'(e)(d —¢), onde e € (¢,d). Dai segue a afirmacao.

(¢) () A fungao f:[0,1] — R definida por f(x) =1, se x é racional, e f(z) =0, se z ¢é
irracional é integravel.

Solugao: Falso. Somas inferiores sempre zero e somas superiores sempre 1, ou conjunto
das descontinuidades nao tem medida nula.

2. Sejam K um compacto em R e f: K — R localmente Lipschitz. Mostre que f é Lipschitz.
Solugao: Suponha que f nao é Lipschitz. Entdo, existem sequéncias (zy) e (yx) tais que
|f(zr)—f (i)

|2~y
(yk, )i convergentes, onde (zy,); tende para a e (yx,); tende para b, com ambos os limites

pertencentes a K. Além disso, devemos ter a = b, caso contrario o limite lim; |y, —x,| > 0,

e visto que | f(z) — f(y)| (para todo z,y € K) é limitada superiormente por uma constante
If (@k;)—f (yr,)] M M
Tk, — Y, | |2k, =Yk, | la—b|°
a = b. Isto implica que, dado € > 0, para ¢ suficientemente grande temos que (xy,); € (Y, )i
pertencem a bola B(a,€). Podemos supor, sem perda de generalidade, que f é Lipschitz

nesta bola com constante de Lipschitz B. Isto é uma contradi¢ao pois teriamos que

f () = fyn;)]

’xki - ykz‘

> k, onde z # yr para todo k natural. Existem subsequéncias (xg,); e

M, temos que k < — o que é uma contradi¢ao. Portanto,

<B

— Y

k; <

para todo 1.



3. Seja f : [0; +00) uma fungao convexa e derivavel. Mostre que, se existem L > 1e A, B >0
tais que
f2z) <L(f(x)+1) e f(z) < Buz,

para cada > A entdo f’ é limitada em [4, +00)

Solugao: Como f é convexa, usando as hipotese, temos que

f@2x) = flz) _ L(fx)+1) - flz)  (L-1)f(x) L

< = +

L
<(L-1)B+ —
20 —x x x < B+ 7

7)< -

para x > A. Por outro lado, como f é convexa temos que f’ é nao-decrescente. Conse-
quentemente f'(z) > f'(A).

4. Sejam I um intervalo, a,b € R, com a < b, ¢ : I — [a,b] e ¢ : [ — [a,b] duas fungoes de
classe C! e f : [a,b] — R uma fungdo continua. Mostre que, se F': I — R ¢ definida por

entdo F ¢ de classe C' e F'(z) = f(¢(x)) - ¢'(z) — f(o(x)) - ¢ (x), para cada z € I.

Solugao: Definindo G(y) = [¥ f(t)dt temos que G € C*([a,b]) e G'(y) = f(y). Usando
as propriedades da integral, temos F(z) = G(¢(z)) — G(¢(x)). Como ¢,9 e G sao de
classe C! temos que F ¢ de classe C! e, pela regra da cadeia concluimos que F'(z) =

FW(x)) - (z) = f(o(x)) - ¢'(2).

xn
5. Mostre que a sequéncia de fungdes f,, : [0,1] — R definidas por f,(z) = 2% + ~— converge
n
uniformemente para uma func¢ao derivavel f e a sequéncia das derivadas f], convergence
simplesmente, mas f’ # lim f.
n
Solugao: Considere f(z) = z% Note que |fn(z) — f(z)] < 1 e daf segue a convergéncia
uniforme. Porém, f;,(z) — 2x[01)(2) + 3xq13(x) # f'(x), para cada = € [0,1].



