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Padrao de resposta: Prova de sele¢ao de Mestrado (PPGMAT-UFAL 2021.2)

1. Existe uma sequéncia {x,} de nimeros reais com z,, > § > 0 natural e x, 1 < para

n
todo n natural? Justifique precisamente a sua resposta.

Solugdo: Assuma que exista uma tal sequéncia {z,} de nimeros reais com x, > J > 0 e

Tn

Tn+1 <

S TT para todo n natural. Entao 1 +x, > 1+ 6, o que implica 2= < L Daf
mn n

1+6°

Tn+l Tp ) 1 \n ;o 4 1 \n . 1 \n .
i e 2 (1T6) , isto &, xp1 < (355)"@1. Portanto, como (y35)"21 ‘Eende.d 7Z€ero
quando n — +o00, existe n grande, tal que x,.; < 6. Um absurdo, logo nao existe tal

sequencia.

2. Prove que a série
1
; n(logn)?

¢é convergente.

1
Solucao: Chame a, = — . Veja que a, é decrescente e lim,a, = 0. Sob estas
n(logmn)?
hipéteses, sabemos que ) a, converge se e sé se »  2"agn converge. Por outro lado, 2"asn =
2TL
= . Portanto
27(nlog?2)?  (log2)? - n? '
1 1
2" agn = . -
; ’ (log2)? <= n”
: fe. Logo, 3 ap =3 — ¢ ¢
ue é convergente. Logo ap, = —— ¢é convergente.

3. Seja f: D C R — R uma funcao e seja ¢ € D. Prove que as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

e f é continua em c.

e Se {z,} é sequéncia em D tal que {z,} converge para ¢, entdo a sequéncia {f(z,)}
converge para f(c).

Solugdo: 1. Suponha que {z,} é uma sequencia tal que limzx, = ¢ entdo para todo § > 0
existe um N tal que se n > N entdo |z, — ¢| < §. Como f é continua, dado € > 0 escolha
um § > 0 tal se |z — ¢| < ¢ entao |f(x) — f(c)| < e. Logo existe um Nj tal que se n > N
entdo |z, —c| < d e dal |f(z,) — f(c)| < e, ou seja, lim f(z,) = f(c) .

2. Suponha, por absurdo, que vale a segunda afirmacao (f sequencialmente continua em c)
mas f nao seja continua em c. Entdo existe uma vizinhanca V de f(c) tal que nenhuma
vizinhanca U de ¢ ¢ tal que f(U) C V. Seja U, ={z € D : |z —¢| < 2}, paran > 1. Em
particular f(U,)NV¢ = (). Para cada n, escolha z,, € U, temos que lim z,, = ¢, mas {f(x,)}
nao converge a f(c) por construgao.

4. Seja f: R — R uma funcdo. Assuma que para quaisquer x,t € R, temos:

[f(x) = @) < |t — 2]
1
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onde a > 1. Mostre que f(x) é constante.
J@)—f@t) _ [f@)=f()

t [t—z|
Fazendo t tender a x, temos que f'(x) = 0 para qualquer x arbitrario dado. Portanto f é

constante.

Solugao: Usando a hipdtese, obtemos < |t—z|'*7%, para quaisquer t # .

. Determine se a seguinte sentenca ¢é verdadeira ou falsa, justificando precisamente a sua
afirmacao.

“Se f e g sdo fungoes integraveis de uma variavel real, definida no intervalo compacto [0, 1]
tais que o conjunto X = {z € [0,1]; f(z) # g(z)} tem medida nula e f é integravel, entao g
também ¢é integravel.”

Solugao: Por hipoétese a funcao g é integravel.



