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1. Seja f: R™ — R" continua. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) limy—oo | f(2)] = o0.

(b) A imagem inversa f~!(K) de todo compacto K C R™ é compacta.

Solugdo: a) = b). Como f é continua, a imagem inversa de um compacto é fechado.
Suponha, por absurdo, que exista um compacto K tal que f~!(K) nao é limitado, entao
existe uma sequéncia em f~'(K) tendendo ao infinito, cuja imagem ¢ limitada (contrariando
a hipdtese em a)).

b) = a). A afirmagao no item a) é equivalente a dizer que para todo M > 0 existe
R > 0 tal que se |x| > R entdo |f(x)| > M. Como todo compacto K esta contido em Bj;(0)
fechada, para algum M > 0. A afirmagao em a) segue de b).

2. Estabeleca um homeomorfismo entre R™\ {0} e S" x R.
Solugao: Considere a aplicagao f : R"™\{0} — S" x R dada por
x
f(@) = (= Inlz]).
|z

Basta mostrar que f é um homeomorfismo.

3. Seja A uma matriz n X n, simétrica e de trago nulo. Mostre det(exp(tA)) = 1, para todo
teR.

Solugao: Podemos tomar vy, v, ..., v, uma base de autovetores de A e A1, Ay, ..., A, 08 res-
pectivos autovalores associados, i.e., Av; = A\jv;. Por definicao

A k
etAvj = Z %Uj.

k>0

Dali,

Mas, A*v; = /\fvj e assim

tA t* k O‘j ) t)k A\t
e ’UJ'IZHA Uj:ZTszerj.

k>0 k>0

tA

isto mostra que e%*, 1 < j < n sao os autovalores de e Como o determinante de uma

matriz € o produto de seus autovalores temos que

det(e') = He)‘j‘t = XNt =1V ¢,

j=1

pois A tem traco nulo e dai 2?21 Aj=0.



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA

4. Suponha que a sequéncia de caminhos continuos ay, : [0, 1] — R??! converge uniformemente
para « : [0, 1] — R?%21. Mostre que a é continuo e

1

lim ag(t)dt = /01 a(t)dt.

k—o0 0

Solugao: Como a integral de um caminho é obtida integrando cada fungao coordenada,
¢ suficiente fazer o caso unidimensional. Sejam {oy}, fungoes continuas que convergem
uniformemente para « : [0, 1] — R. Portanto, a é uma fungao continua e assim integravel.
Por hipétese, dado ¢ > 0 existe kg € N tal que para k > kg

sup |ag(z) — a(z)| < e.
z€[0,1]

/01 ap(@)da — /Ola(m)da:

Isto prova que

Logo,

< /01 () — a(z)|dz < /01 edr = e.

1
klim/ ak(m)dw—/a(x)dm.
—oo Jq

5. Seja C' C R™ um conjunto convexo e f : C'— R uma funcao convexa diferenciavel. Seja D
o conjunto dos pontos criticos de f. Mostre que D é convexo e que a funcao f restrita a D
¢é constante.

Solugao: Sejam a e b pertencentes a D, isto é, a e b sao pontos criticos de f. Por f ser
diferenciavel e continua, segue que f(a) e f(b) sdo pontos de minimo global, logo f(a) = f(b).
Assim dado t € [0,1], tem-se f((1 —t)a +tb) < (1 —1t)f(a) +tf(b) = f(a). Logo, pela
minimalidade global de f(a) f((1 —t)a+tb) = f(a) e por f ser diferencidvel (1 —t)a +tb é
ponto critico, logo esta em D. Portanto D é convexo.



