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Padrao de Resposta - Prova de Mestrado

1. (a) Para cada n € N, seja P, = {X CN; card X =n}. Prove que P, é enumeravel.
Conclua que o conjunto Py dos subconjuntos finitos de N é enumeravel.

Solugao: Veja que todo subconjunto de um conjunto enumeravel é enumeravel e que
P, pode ser visto como subconjunto de N x - -+ x N (n cépias de N). Finalmente, veja
que Py = Uper P

(b) Prove que o conjunto P(N) de todos os subconjuntos de N é ndo enumeravel.

Solugao: Veja que ha uma correspondéncia entre P(N) e o conjunto das aplicagoes
de N no conjunto {0, 1}. Proceda por contradi¢ao, ou seja, suponha que seja possivel
enumerar e construa uma funcao diferente de todas as anteriores.

2. Prove que toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Solugao: Prove inicialmente que toda sequéncia mondtona limitada é convergente e depois
mostre que em uma sequencia limitada podemos extrair subsequéncia mondtona.

3. Seja f : [0,1] — R continua tal que f(0) = f(1) e seja n um numero natural. Prove que
existe z € [0, 2] tal que f(z) = f(z + 2).
Solugao: Suponha o contrério, isto para todo z tem-se f(z + 1) # f(z). Afirmamos que
ou f(z+ L) > f(z) para todo = € [0,1] ou f(z + L) < f(z) para todo z € [0,1]. Com
efeito, caso exita a e b em [0,1) tal que f(a+ ) > f(a) e f(b+ 2) < f(b) o Teorema do
valor intermedidrio aplicado na fungao h(z) = f(x + ) — f(z) no intervalo [a, b] garante a
existéncia de um ¢ € (a,b) tal que h(c) = f(c+ £) — f(c) = 0, uma contradicdo. Agora,
assuma sem perda de generalidade que f(z + <) > f(z). Entdo

FO) < f(+ ) < L+ 2) < oo < (1),

gerando uma contradigao, pois por hipdtese f(0) = f(1).

4. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua, a < b. Mostre que existe ¢ € (a,b) tal que
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A conclusao ainda é verdadeira se f for apenas uma funcao integravel?

Solugao: Como f é continua em um compacto, existem
m = inf{f(x); x € [a,b]} e M =sup{f(z); z € [a,b]}.
Com isso é facil obter m(b —a) < fab f(z)dz < M(b—a), o que implica em

b
bia/ f(z)dz < M.
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O teorema do valor intermedidrio garante a existéncia de ¢ € [a, b] tal que
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Se retirarmos a hipdtese de continuidade a conclusao nao vale. Para isso, considere
1, 0<x <1,
f<”“")_{ 0, 1<z<2.

Note que

1 1
b—a/a f(:z:)dxzé

Porém f(z) # 3 qualquer que seja z € [0,2].

. Defina conjunto de medida nula. Sejam a < b e f : [a,b] — R uma fungao positiva, isto
é, f(x) > 0, para todo = € [a,b]. Mostre que existe a > 0 tal que o conjunto X = {z €
[a,b]; f(x) > a} nao tem medida nula.

Solugao: Definicao: Um subconjunto X C R tem medida nula se, para todo € > 0 dado,
existe uma cobertura enumerdvel X C |J Iy de X por intervalos abertos I}, cuja soma dos
comprimentos € Y |Ix| < e.

Suponha que X = {x € [a,b]; f(z) > a} tem medida nula qualquer que seja a > 0. Seja,

X, ={z € [a,0]; f(z) > —}.

S|

Por hipdtese, X,, tem medida nula, para todo n € N. Logo, U X, tem medida nula. Mas

n=1

isso é absurdo, pois
la.0] = | J X
n=1

e [a,b] ndo tem medida nula.



