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Padrao de Resposta - Prova de Doutorado

1. Prove que duas normas quaisquer no espaco R" sao equivalentes.

Solugao: Mostre que toda norma em R" é equivalente & norma da soma.

2. Sejam X CY C X em R™. Se X ¢ conexo, entdo Y também ¢é conexo.

Solugao: Como todo ponto de Y é aderente a X, para todo conjunto nao-vazio A, aberto
em Y, tem-se AN X # 0. Com este fato prove que Y s6 admite cisao trivial.

3. Seja A C R™ um conjunto convexo. Prove que a fungao f : R" — R definida por f(z) =
d(x,A) é convexa.

(obs.: d(x, A) denota a distancia de = a A)
Solugao: Para x,y € R" e t € [0,1], sejam T,7 € A tais que d(z,A) = |z —T| e d(y, A) =
ly —y|. Entao (1 —t)T + ty € A, pois o fecho de um conjunto convexo ¢ convexo. Como
d(z,A) = d(x, A), tem-se
P = ) 4 ty) = d((1 — )z + 1y, A) < [(1— )z + 1y, (1 )7 + 17
=0 =0)( -7) +tly -yl <A =] =7/ +tly -yl = 1 =) f(z) + Lf(y).

4. Sejam F' C R™ um subconjunto fechado e f : FF — F' uma aplicagao tal que

|f(x)—f(y)|§c|x—y|, vx7y€F7

onde 0 < ¢ < 1. Prove que f tem um tunico ponto fixo.

Solucao: Considere qualquer ponto xy € F', afirmamos que a sequéncia definida por
Try1 = f(x) onde k=0,1,2, ... (1)

converge para um ponto a € F, que é o tnico ponto fixo de f. Com efeito, usando que
lf(x) — fly)] < clx —y|ec < e <1, mostre que (zx) é uma sequéncia de Cauchy, logo
convergente para um ponto a € F', pois F' é fechado. Como f é continua, fazendo k£ — oo na
Eq. (1), obtemos que f(a) = a, mostrando assim a existéncia de um ponto fixo. Em relacao
a unicidade, suponha que f tenha um outro ponto fixo, ou seja, f(b) = b. Assim, terfamos
que

[F(b) = fa)l = |b—al < c|b—al.

Um absurdo, desde que 0 < ¢ < 1. Consequentemente, f tem um tnico ponto fixo.

5. Sejam p(X) e ¢(X) polinémios em n variaveis (z1,...,x,) de grau menor ou igual a s — 1.
Assuma que existem nimeros a > 0 e C' > 0 tal que

Ip(X) —q(X)| < CIXT,

para todo X tal que |X| < a. Mostre que p = ¢q. Deduza que o polinémio da férmula de
Taylor é unicamente determinado.

Solucao: Com essa desigualdade é possivel mostrar que todas as derivadas de ordem menor
que s na origem sao iguais e usando isso deduz-se a igualdade dos polinomios.
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