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Padrao de Resposta - Prova de Doutorado

1. Dados K, L. C R" subconjuntos do R™ defina K * L como sendo a uniao de todos os segmentos
de reta [z,y] com z € K and y € L.
(a) Prove que se K e L sdo compactos entdao K * L também é compacto.
Solucao: Verifique que o conjunto resultante é fechado e limitado.
(b) Mostre que se F' C R" é apenas fechado e a € R™ entéo a * F' pode nao ser fechado.

Solucao: Construa um exemplo no R? com F nao limitado.

2. Prove que toda matriz real n X n é limite de uma sequéncia de matrizes invertiveis n X n.

Solucao: Mostre, por exemplo, que o determinante é uma funcao continua.

3. Seja A o produto vetorial em R3. Para todo v € R3 e todo caminho f : [a,b] — R?, prove
que

/ab[v A FO]dE = v A /ab ()t

Solucdo: Seja P = {tg = a,t1,ts,...,t = b} uma particao de [a,b]. Usando propriedade do
produto vetorial, a soma superior do caminho v A f(t) é dada por
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Fazendo a norma da partigao P tender a zero, obtemos que ff[v A f(t)]dt =v A fab f(t)dt.

k vezes
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4. Sejam fi, fo, -+, fr + I — R™ caminhos diferenciaveis e v : R x -+ x R™ — R" uma
aplicac@o k-linear. Prove que o caminho g : I — R™ dado por ¢(t) = v(f1(t), f2(t), - -, fx(?))
¢ um caminho diferenciavel para todo t € I.

Solugao: Por definicao de derivada de uma caminho, usando a k-linearidade de v e a defe-
rencialidade de f;, obtemos
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Portanto v(f1(t), fa(t), ..., frx(t)) é diferenciavel.
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5. Sejam A : R? — R3 um operador linear auto-adjunto e f : R® — R uma funcao definida por
f(z) = (A(x), x). Mostre que os pontos criticos da restrigdo f|s2, sdo os auto-valores de A,
onde S? é a esfera unitaria do R? centrada na origem.

Solucao: B claro que S2 = ¢~ 1(1), onde ¢ : R — R é definida por ¢(z) = (x, ) e, como
gradp(x) = 2z, 1 é valor regular de . Por sua vez, gradf(z) = 2Az. Portanto, os pontos
criticos da restrigao flsz sdo as solugoes = do sistema

Ax = Az,
(x,z) =1,

isto é, sao os autovetores do operador A que tem comprimento 1.



