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1. Seja Ayea uma familia de subconjuntos de R™ abertos e conexos tais que [(yc) Ax # 0.
Prove que A = J,., Ax € conexo por caminhos.

Solugao:

Fixemos um ponto zg € [, Ax # (). Agora, dados z,y € A, existem ),0 € A tais
que x € Ay ey € As. Entao xz,2¢9 € Ay e y,z9 € A5. Como A, e A5 sao abertos e
conexos em R", segue que eles sao conexos por caminhos. Logo existem caminhos
f:[0,1] —» Ay e g:[0,1] — As tais que f(0) =z, f(1) =z, g(0) = 20 e g(1) =y, entdo
considerando a justaposi¢ao dos caminhos f e g obtemos um caminho em A que
nos leva de x até y. Consequentemente, A é conexo por caminhos.

2. Seja X C R™. Uma aplicagao f : X — R" chama-se localmente injetiva se, para
cada z € X, existe uma bola B com centro em z tal que f|gnx é injetiva. Prove
que se f é continua, localmente injetiva e X & compacto, entao, para todo y € R",
a imagem inversa f~!(y) é um conjunto finito.

Solugao:

Como f é continua e {y} é um conjunto fechado em R", entdo f~!({y}) também
é fechado em X e, sendo X compacto, segue que f~!({y}) também é compacto.
Agora, como f & localmente injetiva, para cada » € f~!({y}), existe uma bola
B; com centro em x tal que f|p,nx € injetiva. Assim {B, N X} ., 1, forma
uma cobertura aberta do compacto f~!({y}) e, portanto admite uma subcober-
tura finita, digamos {B,, N X|i = 1,...,k}. Consequentemente f~!({y}) possui no
maximo £ elementos.

3. Seja «: [a,b] - R™ um caminho continuo, fechado e diferenciavel em (a,b). Prove
que existe ¢ € (a,b) tal que (a(t),a'(t)) = 0.
Solugao:
Defina f : [a,b] — R por f(t) = (a(t),a(t)). Como « é fechado, temos que f(a) =
f(b). Portanto, segue do Teorema do Valor Médio que existe t; € (a,b) tal que
f'(to)(b—a) = f(b)— f(a) = 0. Portanto, (a(ty),a’(tg)) = f'(to)/2 = 0, como queriamos
demonstrar.

4. Seja f : R"™ - R uma fungao continua que possui todas as derivadas direcionais
em qualquer ponto de R". Prove que se %(u) > (0 para todo u € S""!, entao

existe a € R" tal que %(Q) = 0 qualquer que seja v € R".

Solugao:
Seja a € B(0;1) = {x € R™;||z[| < 1} tal que f(a) = min,cp o1 [ ().
a & S"~!. De fato, se a € S""!, defina g : R — R por g( ) = f(a+ ta). Observe que

B(0;1 Afirmamos que
g é derivavel e ¢'(0) = 8f( ) > 0. Portanto, f(a+ta) =g(t) < g(0) = f(a) parat <0



com || < 1, o que contradiz a definicao de a. Portanto, a € B(0;1). Assim, para
cada v € R", a fungao h, : R — R definida por h,(t) = f(a + tv) possui um minimo
local em t = 0. Portanto, %(a) = h,(0) = 0 para cada v € R", o que conclui a
demonstragao.

. Seja f : R® - R dada por f(r,y,2z) = 2* + 22 cosy + sin 2. Analise se em um

vizinhanga de 0, a equagao f(x,y,z) = 0 define 2z como fungao diferenciavel das

variaveis = e y. Em caso afirmativo calcule &2 e 22,

Solugao:
Como % = 423 + 2 cos 7, % = —2rsen y e % = cos z entao f & uma fungao
de classe C'. Além disso, temos g—i = cos z # 0 em uma vizinhanga de (0,0,0).

Logo, pelo teorema da funcgao implicita, em uma vizinhanga préxima de (0,0, 0)
a equacao f(z,y,z) = 0 define z implicitamente como fungoes de z e y, além disso

9z _ __Of/0x __ —(4z°+2cos y) 8z _ __Of/0y _ 2z sen y
vale 5% = — 5775, = cos z € 9y = T9f/9z —  cos =

. Considere a funcao f : R® — R dada por f(z,y,z) = zyz. Encontre o valor maximo
de f na hiper superficie M = {(z,y,2) € R v +y+2=1¢, y >0, 2 > 0}, onde ¢
denota uma constante nao negativa.

Solugao:

Inicialmente, como M é compacto segue que o maximo de f existe em M. Como
f(z)>0sex e Me f(r)=0sex € M\ M segue que o maximo estd em M. Temos
que Vf = (yz,xz,2y) e M = ¢ 1(c), onde p =2 +y+2 e Vo = (1,1,1). Pelo método
dos multiplicadores de Lagrange, num ponto onde f|M é maxima devemos ter
Ty = xz = ry = A, para algum ntmero real \, e x +y + 2 = c. Como em M temos
x#0, y#0ez#0, segue que num ponto onde f|M é maximo devemos ter

r=y=z=% eportanto f(z,y,2) = ;—;



