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Escolha quatro questoes

Nome:
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3-

Sejam K C R™ um subconjunto compacto e {B;} uma sequencia de bolas abertas
que cobrem K. Prove que existe um ntmero real positivo € tal que cada bola de
raio ¢ centrada em um ponto de K estd contida em uma das bolas B;. Solucao:

Suponha que nao existe um tal . Entao existe uma sequencia (z,) em K tal
que nenhuma das bolas B(zy, 711) estd contido em alguma bola B;. Como K ¢
compacto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (z;,) converge a algum ponto
r € K. Entao, desde que as bolas Bj's sdo uma cobertura aberta de K, existe
um j e um ¢ > 0 tal que B(z,e) C B;. Tome % < 5 e escolha n > N tal que

|z — 2, < §. Entdo B(zn,1) C B(z,e) C Bj, contradizendo nossa escolha dos

x,'s. Portanto, o € desejado deve existir.

Sejam A C R™ compacto e z € A. Suponha que {z;} é uma sequencia em A tal
que toda subsequencia convergente de {x;} converge a x.

a) Prove que a sequencia {z;} converge.

b) Dé um exemplo para mostrar que se A ndo é compacto, o resultado no item
a) nao é necessariamente verdadeiro.

Solucao:

a) Suponha que a sequencia {x;} nao converge para x. Temos que existe uma
vizinhanca V' de x, z € V, tal que para todo ¢ € N existe um x,,, € V. Desde
que A é compacto, (z,,) possui subsequéncia convergente que nao converge
para x. O que é uma contradi¢ao a hipdtese.

b) Tome A =R e (x;) C R dada por 29,1 =i e 29, = 0,7 € N.

Responda:
a) Seja F' : R — R uma funcdo de classe C' e suponhamos que a equacio
F(z,y,z) = 0 determina cada uma das varidveis como funcéo, de classe C*,
das restantes, ou seja,

v=u(y,2); y=yx,2) ;2= 2z2(,y).

(5) (5 () =1
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Mostre que se tem



b) A equacdo xy — zln y + e = 1 define fungoes diferencidveis z = f(y, 2),
y=g(z,2), z= h(z,y) em uma vizinhanga do ponto (0,1,1)7

Solucao:
a) E imediato que pelo teorema da fungao implicita temos que
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Logo é imediato que

(5:)(5) (5) =
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b) Vamos utilizar novamente o Teorema da fungao implicita. Defina a fungao
F(z,y,z) = xy — zln y + €*¥ — 1 e note que F(0,1,1) = 0. Observe que
como F,(0,1,1) # 0, F,(0,1,1) # 0, F;(0,1,1) = 0, entdao F apenas define
implicitamente funcoes diferencidveis = = f(y, z) e y = g(z, 2).

4- a) Seja f: R™ — R uma fungao diferencidvel no 0. Suponha que f(tx) = tf(z)
para todo t > 0 e todo = € R™. Mostre que f é linear.
b) A partir do item anterior, deduza que a funcao h : R? — R, dada por
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nao é diferencidvel na origem.

¢) Seja g : R" — R uma funcao diferencidvel no 0 tal que g(tz) = |t|g(x) para
todo t € R e todo € R™. Mostre que g(z) = 0 para todo z.

Solucao:

a) Fixe x € R™. Note que se f é diferencidavel em 0, entao f é continua em 0,
assim

f(0) = lim f(tx) = limtf(x) = 0.
t—0 t—0
Se t ¢ um ntmero positivo suficientemente pequeno , a diferenciabilidade de
f no 0 implica que

ftz) = f(0)+tVf(0)-z+o(t)
tf(x) = tVF(0) z+olt)
f(@) = Vf(0) -z+o(t)/t

fx) = Vf(0) =
onde tomamos o limite para obter a ultima igualdade. Temos assim que f é
linear.
b) Note que a fungao h, satisfaz h(tz,ty) = th(z,y), mas h nao é linear. Portanto,
pelo item anterior h nao é diferenciavel na origem.
c) Fixe x € R™. Pelo primeiro item temos que g é linear. Mais ainda, temos

—9(z) = g(—z) = | = 1|g(x) = g(x), o que implica que g(x) = 0.

5- Seja f: R? — R uma funcao de classe C3. Suponha que o Laplaciano de f,

0% f 4 0% f
0x? = Oy?’
é positivo em todos os pontos. Prove que f nao pode ter um maximo local.
Solucao:
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Suponha que f tem um méaximo local em um ponto a € R? entdo a hessiana de
f € nao-positiva em a. Desde que o laplaciano é o trago da Hessiana, ele deveria
ser nao-positivo. Contrariando a hipotese.

6- Dados n > 1 nuimeros reais positivos x1,x2, - ,x,. Mostre usando o método dos
multiplicadores de Langrange que
T+ T2+ +ay
- .
Dica: Considere f(x1, 22, ...,&n) = /T122 - - &y sujeita a condicao g(z1, z2, ..., Tn) =
x1+ T2+ -+, = c. Solucado: Considere f(x1,x2,...,2,) = YT122 - - Ty sujeito

a condic¢do g(x1,x2,...,xn) = 1 + 22 + -+ + x, = c¢. Note que

Vax1xg - Tp <

85@ n ﬁ ! 2
para todo inteiro 1 < i < n. Por outro lado, Vg = (1,1,...,1). Assim pelo Teorema
dos multiplicadores de Lagrange existe A € R tal que Vf = AVg. Sendo assim

nAT1 = nAry = ..nAx,. Donde temos x1 = 9 = ... = ¥, = . Logo
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O resultado segue.



