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1. Parte 1 - Julgue a veracidade de afirmagoes, com breve justificativa.

1- Seja f : R™ — R uma funcao diferenciavel. Se a € R é um valor regular de f,
entdo f~!(a) é uma hipersuperficie orientével.
( ) Verdadeiro ou ( ) Falso
Verdadeiro, usando o Teorema da funcdo implicita observe que f~!(a) é local-
mente um grafico e que o gradiente de f é um campo de vetores continuo normal

a f~!(a).
2- O conjunto A = {(z,y) € R?; 2% — y?> = 1} é um conjunto desconexo.

( ) Verdadeiro ou ( ) Falso
Verdadeiro. Basta notar que o conjunto é uma hipérbole equilétera.

3- O espago euclidiano R™ é separavel, ou seja, possui um subconjunto enumeravel e

denso.

( ) Verdadeiro ou ( ) Falso
Verdadeiro. Tome o subconjunto formado pelos pontos com coordenadas racio-
nais.

4- Dado n > 3, o conjunto R™\ {0} é homeomorfo a R™.
( ) Verdadeiro ou ( ) Falso
Falso, pois R" é contrétil e R™ \ {0} n&o é.

2. Parte 2 - Resolva os seguintes problemas

1- Seja f : [a,b] — R uma funcgao continua que é duas vezes diferenciavel em (a,b) e
tal que para todo z € (a,b) tem-se f”(z) = af(x), para alguma constante a > 0.
Prove que

|/ (@) <max{[f(a)|,[f(b)[}, paratodo z € [a,b].

O candidato deve estudar propriedades de convexidade de f para obter o resul-
tado desejado, utilizando fungoes auxiliares como g(z) = f(x)?, se necessario.

2- Seja H : R™ — R”™ uma aplicagao linear invertivel. Mostre que existe ¢ > 0 tal que
|H (z)| > c|z|, para todo z € R™.
O candidato deverd usar as propriedades da norma em relagdo a composicao de
transformagdes lineares para concluir que ¢ pode ser tomado maior que 1/||H||.
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Seja U C R™ um conjunto convexo. Dada f : U — R" diferenciavel, mostre que
|f/(x)] < ¢ para todo = € U se, e somente se, f é Lipschitz.

O candidato deve usar corretamente o Teorema do Valor Médio para uma im-
plicagao e a propriedade de Lipschitz junto com a definicao de derivada para a
outra implicagao.

Determine os pontos criticos da funcio f : R*™ — R, f(z,y) = (z,y), restrita &
esfera unitéria |z|? + |y|? = 1.

O candidato deve derivar corretamente e obter o gradiente de f em um ponto
genérico (x,y), utilizar a expressao g(z,y) = |z|? + |y|? para definir a superficie
de modo implicito, observando que 1 é valor regular de g, aplicar o teorema dos
multiplicadores de Lagrange para concluir que os pontos criticos sao da forma
(z,x) ou (z,—x) onde |z|*> = 1/2.



