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Resumo

Neste trabalho, desenvolveremos os célculos feitos por |[3]| no qual sdo usadas técnicas
envolvendo métricas conformes e estimativas para mostrar que uma hipersupeficie minima
imersa, orientdvel, completa e estdvel M3 < R* tem de ser (isométrica a) um hiperplano.

Palavras-chave: Métricas Conformes; Hipersuperficies Minimas; Estabilidade;



Abstract

In this work, we will develop the calculations made by in which techniques involving
conformal metrics and estimates are used to show that an immersed complete, orientable

and stable minimal hypersurface M3 — R?* must be (isometric a) a hyperplane.

Keywords: Conformal metrics; Minimal hypersurfaces; Stability.
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Introducao

A teoria das superficies minimas no espaco euclidiano tridimensional tem suas
raizes no céalculo de variagoes desenvolvido por Euler e Lagrange no século XVIII e em
investigagoes posteriores de Enneper, Scherk, Schwarz, Riemann e Weierstrass no século
XIX. Ao longo dos anos, muitos grandes matematicos contribuiram para essa teoria. Além
dos nomes mencionados que pertencem ao século XIX, encontramos contribuicoes funda-
mentais, por exemplo, de Bernstein, Courant, Douglas, Morrey, Morse, Radd, Shiffman,
Osserman, etc. Boa parte da atividade na teoria das superficies minimas no principio era
focada no problema de Plateau ou em problemas relacionados a EDP’s.

A ideia de Lagrange foi procurar dentre as variagoes em uma regiao compacta do
grafico de uma funcao u :  C R? — R a condicao tal que a variacdo minimize 4rea.
Para resolver isso, utiliza-se a técnica de Fuler-Lagrange (Veja. Mais especificamente,

considere u : Q C R* — R em C?(f2). Sabemos que a drea de seu gréfico é dada por

A, = Area(Gr(u / V14 |Vul?

Assim, se considerarmos para n € C3((2), as variagoes u; := u+1tn: Q x (—¢,¢) —» R, em

que ug = u, semelhantemente

A= [ VITV) = [ VI Vs vl
Q Q

Logo, ao derivarmos a variagao da area, obtemos
V14 |Vu +tVn)?

d d
2 oa, =
dt‘t:o ¢ /dt t=0

(Vu, Vn)

a1+ |Vul?
/ di Vi

= — Vv —_— y
Qn V1+|Vul?

em que a ultima integral é obtida ao integrarmos por partes e utilizarmos o fato que 7

tem suporte compacto. Portanto, uma vez que n é arbitraria, o grafico de u é um ponto

critico para o funcional area se u satisfaz a equacao

) Vu
div| ————= | =0,
Vv 1+ [Vul?
que é, em termos do divergente, equacdo das superficies minimas que também pode ser
escrita como

(1+ uz)um + (14 w2 )y, — Uty Uy, = 0.
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Alguns exemplos de superficies minimas, bem conhecidas na literatura sao:
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Figura 2 — Helicoide
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Figura 3 — Enneper

Mais geralmente, se considerarmos ¢ : "' — M™ uma imersao isométrica de
orientavel em uma variedade Riemanniana orientavel M, temos o conceito de variagao
admissivel em que observamos a variagao da imersao ¢, ® : ¥ X (—e,e) — M tal que
para cada t fixo, ®; é uma imersao isométrica e que fora de um compacto em >, ®; é a

identidade. Se formos olhar a variacao da area, obtemos

d

—|  Area(X;) = —/ H-f,
dt|,_, 5

em que f = (N,¥) € Ci°(X) e H ¢ a curvatura média de ¥ e N normal unitério a
em M. Como f pode ser tomada arbitraria, uma vez que dado um campo V sempre
existe uma variacao ® de X tal que V' é seu campo variacional, segue que uma imersao
isométrica é minima (isto é, sua curvatura média é identicamente nula) se, e somente se,
é um ponto critico para o funcional area. Assim, para estudar a natureza de tais pontos
criticos, analisar a segunda derivada é um caminho natural, e dai obtemos (veja também
Teorema 1, e Teorema 2 nas Preliminares)
d2

7o Area(Zt):—/f(Agf+|A\2f+RicM(N,N)f).
t=0 >

J := Ay + |A|*+ Ricy (N, N) é chamado operador de estabilidade de 3, com ¥ orientdvel
e N normal unitario a ¥ definido em M. (Para demonstracoes, veja [[5])). Donde surge a

nocao de estabilidade, para efeitos de minimizar a area, e dizemos que X é estavel quando
- / f(Asf +|APf + Ricy(N,N)f) >0,
2

para toda f € C§°(%).
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Um problema bem conhecido na literatura em se tratando de superficies minimas
é o problema de Bernstein.

O problema de Bernstein consiste em mostrar que um grafico minimo completo
(isto é, definido em todo o plano R?) em R? ¢é necessariamente um plano. Assim surgiu
um problema de Bernstein generalizado, para dimensoes maiores, que pode ser formulado

da seguinte maneira:

Se o grdfico de uma funcao u : R® — R € uma hipersuperficie minima completa em R" !,

ele € necessariamente um hiperplano?.

Muitos matematicos trabalharam neste problema. A resposta do mesmo é sim, para
n < 7: Bernstein demonstrou o caso n = 2 em 1914; Fleming deu uma nova prova
para o caso n = 2 em 1962; De Giorgi demonstrou para n = 3 em 1965 [@]; Almgren
demonstrou para n = 4 em 1966 e Simons resolveu para os 3 casos restantes, isto
é, 5 < n < 7em 1968, pois Bombieri, De Giorgi e Giusti, em [[2|, Teorema B, p. 245|

mostraram que a partir de uma determinada dimensao, n > 8, tal nao é verdade. Mais

precisamente, obtiveram o seguinte resultado:

Teorema (Bombieri, De Giorgi e Giusti). Sen > 8, entdo existem grdficos minimos em

R™! que ndo sdo hiperplanos.

Uma vez que graficos minimos sao estaveis, uma generalizacao do problema de

Bernstein pode ser formulada da seguinte maneira:

Se M™ — R ¢ uma hipersuperficie isometricamente imersa minima, estdvel, orientdvel

e completa, entao M € um hiperplano?

Por volta do mesmo periodo de tempo, isto é, paralelamente, trés autores resolve-

ram o problema generalizado acima para n = 2. Do Carmo e Peng em |[8], Teorema 1.2
obtiveram o seguinte resultado:

Teorema (Do Carmo, Peng). Seja M uma variedade 2-dimensional, orientdvel, conexa
ex: M — R3 uma imersao minima de M no espaco euclidiano R®. Se x: M — R? for

uma imersao minima completa estdvel, entio x(M) C R3 é um plano.

Fisher-Colbrie e Schoen em [[10], Teorema 3, p. 206| classificaram as superficies

minimas em 3-variedades de curvatura escalar nao negativa segundo o seguinte resultado:

Teorema (Fisher-Colbrie, Schoen). Sejam N uma 3-variedade completa orientada e com
curvatura escalar nao negativa e M uma superficie minima, completa e orientdvel em N.

Existem duas possibilidades:

i. Se M ¢é compacta, entdo M € conformemente equivalente a esfera S? ou M é um toro
flat totalmente geodésico T?>. Se S > 0 em N, onde S € a curvatura escalar, entdo

M € conformemente equivalente a S?.
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ii. Se M nao é compacta, entao M € conformemente equivalente ao plano complexo C,
ou ao cilindro A. Se M ¢é um cilindro e a curvatura total absoluta de M ¢€ finita,
entao M ¢ flat e totalmente geodésica. Se a curvatura escalar de N € sempre positiva,
entdo M nao pode ser um cilindro com curvatura total finita. Se a curvatura de Ricci
de N € nao negativa, entao a hipotese da finitude da curvatura total nao pode ser

removida.

Obtendo assim, como corolario, o teorema de Bernstein:

Corolario (Coroldrio 4, p. 207). As unicas superficies minimas, completas, orientéveis

e estdveis em R? sdao planos.

Pogorelov em |[14]| também obteve este resultado para n = 2.

Schoen-Simon-Yau em [[16], Teorema 1, p. 281| acrescentam uma hipétese sobre

crescimento polinomial mostrando o seguinte:
Seja M uma variedade n-dimensional imersa estdvel em uma (n + 1)-variedade
Riemanniana orientada. Suponha que as curvaturas seccionais de NV estao limitadas entre

K, e Kj, denote a derivada covariante de Kjj;, como tensor de curvatura de NN, por

2 2
§ Kijpim < €

Z‘7‘7'7]€7l7771

Kijki.m € suponha ainda que

Entao,

Teorema (Schoen, Simon, Yau). Para cada p € [4,4+ \/8/n) e para cada fungao suave

nao-negativa f com suporte compacto em M, temos
J1arr<s [ (Vs @5+ 50— By max{-ra0)™ 7).
M M

em que A € a sequnda forma fundamental de M.

No caso particular em que ¢ = 0 e Ky = Ky > 0, obtiveram a desigualdade

g _
AP< —F __Rr|By.
[ IAP< g B
Portanto, se limg_, 1o R7P|Bg|= 0, para algum p € (0,4+/8/n), tem-se |A|= 0, obtendo
assim (Teorema 2, p. 283)

Teorema (Schoen, Simon, Yau). Suponha K; = Ky > 0, ¢ = 0 e limg o, R7?|Bg|=0
para algum p € (0,4 4+ \/8/n). Entdo, M € totalmente geodésica.

Comentam ainda que no caso particular em que o ambiente N possui curvatura
seccional identicamente nula, deduz-se que |Bg| tem ordem no maximo R"™ e consequen-

temente existe um p satisfazendo as condigoes do Teorema 2, desde que n < 4 + 1/8/n,
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isto é, n < 5. Em particular, deduzindo o Teorema de Bernstein para graficos minimos
em R"" quando n < 5.

Até recentemente, os casos restantes, 3 < n < 6, sem hipdteses adicionais, estavam
em aberto. Uma vez que, os resultados de Bombieri, De Giorgi e Giusti , juntamente
com o resultado de Hardt e Simon , mostram que a resposta a generalizagao é nao, se
n > 7. Entretanto, em 2021, Chodosh e Li [[4]] provaram a conjectura de Schoen (Veja[[5],

teorema 2.12), isto é,

Teorema (Chodosh, Li). Uma hipersuperficie minima imersa, completa, orientdvel e

estdvel M3 — R* € isométrica a um hiperplano.

O artigo no qual se baseia este trabalho, Two rigidity results for stable minimal
hypersurfaces, de Catino, G. Mastrolia, P. e Roncoroni, A. , traz uma demonstragao
completamente diferente do resultado acima citado. Ele é baseado na deformagao con-
forme da métrica, resultados de comparacao e estimativas de integrais.

A ideia é a seguinte: trabalha-se com a desigualdade de estabilidade
[ 1apav, < [ [vorav,, v e c),
M M

em que M" — (R""1 g) é isometricamente imersa, A é a segunda forma fundamental de
M™ e N é um vetor normal unitdrio a M em R"*!. Considera-se uma funcdo positiva
u € C*(M) que é solugao de

—Agu = |A]lu em M,

e trabalha-se com a métrica conforme § = u?*¢. A estabilidade de M garante a existéncia
de tal u pelo teorema: (Veja [[10])

Teorema (Fisher-Colbrie, Schoen). As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
i. A (D) > 0 para todo dominio limitado D C M;
ii. A\ (D) > 0 para todo dominio limitado D C M;
iii. Fxiste uma func¢ao u positiva satisfazendo a equacao Au — qu =0 em M,
em que q € uma fungao suave em M e Ny € o primeiro autovalor de A — q.

Com as férmulas ja conhecidas na literatura que envolvem métricas conformes,
uma estimativa de volume e estimativas de integrais, conclui-se que |A|= 0 em M, donde
M ¢é totalmente geodésica. Sob as hipoteses feitas sobre M, chega-se a conclusao que M
deve ser isométrica a um hiperplano.

Este trabalho esta dividido em 3 capitulos:

No capitulo 1, introduzimos algumas nocoes preliminares sobre variedades dife-

renciaveis, e definicoes importantes, que serao usadas ao longo de todo o texto.
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No capitulo 2, trataremos dos resultados essenciais de métricas conformes, os quais
nos dizem como se comportam alguns entes classicos, como a conexao, os simbolos de
Christoffel, o gradiente de uma fungao, a hessiana e algumas curvaturas ao modificarmos
ligeiramente a métrica. Precisaremos dos tais para as estimativas realizadas no artigo, bem
como alguns lemas a serem usados, como a completude da métrica e algumas estimativas
de volume para a demonstracao do resultado principal.

No capitulo 3, provaremos o resultado principal, citado acima, utilizando as ferra-

mentas expostas no capitulo 2.



1 Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Praticamente para todos os fatos deste capitulo nao serao apresentadas provas.

Para algumas, consulte |[7][ ou

Definigdo 1. Um espago topoldgicdl| M ¢ dito ser uma variedade diferencidvel de di-

mensdo n ou uma n-variedade diferencidvep] se

i. M € um espaco de Hausdorff, isto €, dados dois pontos quaisquer x,y € M, existem
abertos U,V C M, comz e UyeV eUNV =0

ii. M possui uma base enumerdvel para a sua topologia;

iii. M € localmente difeomorfa a R™, isto €, existe uma familia de cartas {pyx, Ux}y tal
que M = UU, e dadas duas cartas quaisquer nesta familia, (p,U) e (¥, V), com
UNV #0, a aplicagdo

Yvop i (UNV)—=(UNV),

¢ um difeomorfismo C*, denominada aplicacdo mudanca de coordenadas. As aplicagoes
(p,U) acima definidas sio denominadas cartas coordenadas (apenas cartas ou para-
metrizagoes) e suas aplicagoes coordenadas, definidas por ¢(q) = (x1(q), ..., z.(q)),
sao denominadas coordenadas locais e o conjunto U C M ¢é dito vizinhan¢a coorde-

nada.

1.1.1 Aplicacoes suaves sobre variedades diferencidveis

Definicao 2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma funcio f : M — RF ¢ dita ser
suave em p € M se existe uma carta coordenada ¢ : U — Uy de M com p € U, tal que a
aplicacio foo™: o 1 (U) = R 6 O em ¢ 1(p) € Uy. Tal f é dita suave se é suave

1

para cadap € M. A aplicacao f = fop™" € chamada representacao de f em coordenadas

locais. Denotaremos por C*°(M) o conjunto das fungoes reais suaves em M, isto €,
C®(M):={f: M —R| f ¢ suave em M}.

Tal definicao independe da escolha da carta coordenada escolhida. Com efeito,

uma vez que, para cada p € M seja possivel encontrar uma carta coordenada ¢ de sorte

Um conjunto X munido de uma topologia especificada T, (X, T), é dito um espago topolégico.

2 Diferencidvel e suave possuem o mesmo significado.
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! seja suave, qualquer que seja outra carta coordenada em M contendo p, o

que fo @~
fato da aplicagdo mudanca de coordenadas ser suave garante que seja suave (nos devidos

abertos onde a composicao faz sentido):

foy™=(fop ) o(poy™).

Definicao 3. Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplica¢ao
F: M — N € suave em p € W se existe uma carta coordenada de M, ¢ : U — Uy com
p € U, e uma carta coordenada de N, ¢ : V — Vj tal que F(p) € V e F(U) C V tais que

a aplicagao entre abertos euclidianos
YpoFop:plU)—=y(FU)NV)

¢ suave em @(p). Tal F € dita suave se é suave para cada p € M. A aplicagao F =
o Fop™t é chamada representacio de F' em coordenadas locais, relativamente as cartas

coordenadas dadas.

Como anteriormente, tal definicao nao depende da escolha das cartas coordenadas
satisfazendo a definigao. Isto vem novamente do fato das mudancas de coordenadas
serem suaves nos respectivos pontos, isto é, que se £ e ( sao, respectivamente, cartas
coordenadas em M e em N contendo p e F(p), podemos escrever (nos devidos abertos

onde a composigao faz sentido)

(oFol ' =(Coypo(oFop o(pol™).

Definicao 4. Uma aplicacio F' : M — N € dita um difeomorfismo se F' € bijetiva, suave,
e cuja inversa também é suave. Neste caso, M e N sao ditas difeomorfas. F: M — N é
dita um difeomorfismo local se para cada p € M existe U aberto em M contendo p tal que

F(U) é um aberto em N contendo F(p) nos quais F|y: U — F(U) € um difeomorfismo.

1.1.2 Espaco Tangente

Definicao 5. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. Uma aplicacdo linear v :

C>®(M) — R ¢é dita uma derivagao em p se satisfaz
v(fg) = fp)v(g) + g(p)o(f),
para todas f,g € C>(M).

Definigao 6. O conjunto de todas as derivagées de C*°(M) em p é um espago vetorial,

denominado o espaco tangente a M em p:
T,M = {v:C®(M)— R | v éuma derivagao}.

Um elemento v € T,M € chamado um vetor tangente a M em p. Dadosp € M ev € T,M,

temos que um vetor tangente v satisfaz as propriedades:
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i. Se f é uma fungao constante, entao v(f) = 0.

ii. Se f(p) =g(p) =0, entao v(fg) =0.

Uma outra forma de caracterizar os vetores tangentes a uma variedade M é através

de curvas:

Definicao 7. Seja M uma n-variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferencidvel o :

I — M, onde I C R € um intervalo aberto, € dita uma curva (diferencidvel) em M.

Definicao 8. Seja M uma n-variedade diferenciavel e o : I — M uma curva em M
tal que a(ty) = p € M. O vetor tangente a curva o em p é o funcional linear o/ (ty) =

C>®(M) — R definido por

Qo)) =L (foa), feC=)

t=to
Um vetor tangente a M em p é qualquer vetor tangente a uma curva diferencidvel passando
por p.
Note que se (p,U) é uma carta de M em p, podemos exprimir a funcao f e a

curva « nesta parametrizacao, de sorte que escrevendo xy = ¢(p), a(ty) = p e a(t) =

(poa)(t) := (ai(t),...,a,(t)), temos em coordenadas

(foplopoa)

t=to

1.1.3 A derivada de uma aplicacao suave

Definicao 9. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e F': M — N wma aplicacdo suave.
Para cada p € M, a diferencial de F' em p, dF, : T,M — Try) N € definida da segquinte
forma: dado v € T,,M,

dFp(v)(f) = v(f o F),
para toda f € C®(N). dF,(v) é uma deriva¢io em F(p). Em particular, dada f €
C>*(M), df, : T,M — R € dada por

dfp(v) = v(f).

Temos que tal defini¢ao satisfaz as sequintes propriedades: Sejam F: M — N e G : N —

P aplicacoes suaves entre variedades e seja p € M. Entao,
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i dF, : T,M — Trp N € linear;
il. d(G o F)p = dGF(p) o de : TpM — TGoF(p)P{
1. d(]dM) = ]dTpM : TpM — TpM,'

iv. Se I' € um difeomorfismo, entio dF, : T,M — Tpp) N € um isomorfismo e (ale)_1 =

—1

dFp -

Seja (¢, U) uma carta coordenada em uma variedade diferenciavel M. Tem-se,
em particular, que ¢ é um difeomorfismo de U em ¢(U). Dessa forma, a aplicagdo
dep, + T,M — R™(~T,;»R") é um isomorfismo (aqui, identificando 7,R" com R").
Assim, a pré-imagem de uma base de R" pela aplicagao dy, ¢ uma base de T, M. Defina,

pois, os vetores coordenados associados a carta ¢:

Definig¢ao 10. Seja (¢, U) uma carta coordenada em uma variedade diferencidvel M. Os

vetores coordenados, ai- associados a carta @, definidos por
“lp
0 — (d -1 = (d —1
L = (dgp) (&) = (do™ )y (€3),
‘ p
em que {ey,...,e,} € a base candnica de R™, formam uma base de T,,M,
0 0
Oxy| " Ox, ’
p p

de sorte que dado qualquer v € T,M, podemos escrever

v = ZI:U 90|
= p
Desta forma, se f € C*(U), entdo
9 N -1 8(f0<p 1)
P

1.1.4 Campo de Vetores

Definicao 11. Dada uma variedade diferencidvel M, o fibrado tangente de M, denotado
por TM, é a uniao disjunta dos espacos tangentes a M, isto é, denotando por U a unido
disjunta,
TM = | | T,M.
peEM

Note que podemos enzergar os pontos de TM como sendo (p,v), comp € M ev € T,M.
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Definicao 12. Um campo de vetores X em uma n-variedade diferencidvel M ¢é uma
aplicagio X : M — T'M suave tal que, se m: TM — M € definida por 7(p,v) = p, entdo
moX = Idy;. Logo, um campo de vetores € uma correspondéncia que a cada ponto p € M
associa um vetor X (p) € T,M. Considerando uma carta (p,U) de M em p é possivel
escrever .
X(p) = Zai(p)g
i=1 Li P
em que cada a; : U — R € uma fungao em U C M, chamadas fun¢oes componentes de
X, e { Gy

} € a base associada a @, i =1,...,n. Denotaremos por

X(M):={X M —TM | X campo de vetores diferencidvel}.

Tal conjunto é um mddulo sobre o anel C*°(M).

Defini¢ao 13. Dada M uma n-variedade diferencidvel X € X(M), sejam f € C*(M)
qualquer, p € M e (o, U) uma carta de M em p. Definimos

Xf) = X (D) = 3 a2 (o Z P

i=1 ’ =1
onde, na ultima igualdade, por abuso de notacdo, f na realidade representa a exrpressao

de f na carta . A funcao obtida nao depende da escolha da carta .

Por essa definicao, podemos redefinir, de maneira equivalente, um campo de veto-

res, agora sob o olhar de derivacao:

Definigao 14. Um campo de vetores X : C®(M) — C*(M) é um operador linear
X :C®(M) — C®(M) que é uma derivagao, isto €,

i. Para todos o, €R e f,g € C®°(M),
X(af +Bg) = aX(f) + BX(9);
ii. Para todas f,g € C*(M),

X(fg) = X(f)g+ fX(g)

Assim, como pela definicao de diferencial,

dfy(X(p)) = X(p)(f) == ’ ai(p)axi (p),

segue que
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1.1.5 Colchete de Lie

A interpretagdo de campos de vetores como um operador em C°(M) permite-nos
considerar iterados de campos, isto é, dados X,Y € X(M), e f € C*°(M), entao fazem
sentido as fungoes X (Y f) (bem como Y (X f)), definida por

XY(f) = X(Yf) = X (Y()).

Definicao 15. (Colchete de Lie) Sejam X,Y € X(M). O Colchete de Lie de X eY € o
campo vetorial [X,Y] € X(M) definido por

[X,Y]:= XY - YX.
Logo, dada f € C*(M),
(X Y)(f) = XY ) =Y (XF) = X (Y (f) =Y (X(/)).

O Colchete de Lie satisfaz as seguintes propriedades: dados X,Y, 7 € X(M),
f,g e C®(M) ea,beR,

i [X,Y]=-[V,X] (anticomutatividade):

ii. [aX +0Y, Z) = a[X,Y] + b)Y, Z]  (R—bilinearidade);
. [[X,Y], 2]+ [[Y, 2], X] + [[Z.X]),Y] =0 (Identidade de Jacobi);
iv. [fX,gY] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

Note que se X,Y € X(M) possuem as expressoes

- 0 a 0
X:;alﬁ_xi (S Y:;bja_xja

em coordenadas, entao dada f € C°°(M) (onde, por abuso de notagao, f abaixo, a partir

das igualdades, na realidade representa a expressao de f nas coordenadas locais)
X (Y b = X b—
(Z Jﬁ%) z_: (Jax')
= X (b b; X
gy (%)
Jj=1 Jj=1

ob; 0f
Z "Ox; O, Z bj@x T

2Y)

e de forma similar,

da;
Y(X(f))—zjazjai Z bj@x]x;

2¥)
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Note que, por termoﬂ

o*f  0f
81’iﬂjj N a&fjﬂfi’
segue
Z Ob; Of _, Oa; Of
O 61’] b Oxj Ox;
(0 001 0F
N Z(?xl (9.7:z oz’
e, portanto,

ob; Oa;\ O
X,)Y| = in i L) —
é a expressao do Colchete em coordenadas. Em particular, se X = 8%1_ eY = %, entao
[X,Y]=0.

1.2 Tensores

Definicao 16. Seja V' um espaco vetom’a real e considere V* seu dual. Dados k,l
nidmeros inteiros nao-negativos, um tensor do tipo (k,1) em V' é uma aplica¢ao multilinear

emV e V* de k elementos de V el elementos de V*:

T:V><~-><V)<\V*><~~-><V*—>]R.

-~ _
k copias l copias

O conjunto de todos os tensores de tipo (k,1) em V, denotado por T*D(V), é um espago

vetorial, quando munido das operacoes usuais.

1.2.1 Produto Tensorial

Definicao 17. Seja V' um espago vetorial real e considere V* seu dual. Dados k,l,p,q
inteiros ndo-negativos, considere T € T®(V) e S € TWD(V). Define-se o produto

tensorial de T por S como sendo a aplicagao

T®S:\V><~~~><Vl><y*><---><Vt—>]R

-~ -~

k+p copias l4+q copias

por
T®S<X17 s 7Xk’+p7w1a s 7wl+q) = T(Xla s 7Xk7w1 o ,WZ)S<Xk+1, B an-i-pawH-lv s ,CUH_q),
emque X; €V, w eV, g=1,...)k+p,i=1,...,l4+q, e o produto no lado direito é
simplesmente a multiplicacdo de numeros reais. Logo,

@ : TED(V) x TCO(V) — THEpita (),

3 Observe que estamos olhando para as parciais de segunda ordem de uma aplicagdo em R™ (a expressao
de f), donde segue a igualdade por Schwarz.
De dimensao finita, como em todo o texto.

4
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1.2.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 18. Seja M uma n-variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M
€ uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M uwm produto interno p — g,(,),
isto €, um tensor do tipo (2,0) (uma forma bilinear, simétrica, positiva definida) no
espaco tangente T,M, que varia diferenciavelmente da sequinte forma: se (U, p) é uma

carta coordenada de M em p, as fungoes

g 0
9ij = ¢4 ) 7i7j:17"'7n7
89@ &rj

variam diferenciavelmente em U.

Proposicao 1. Toda variedade diferenciavel M possui uma métrica Riemanniana.

1.3 Conexodes Riemannianas

1.3.1 Conexdes Afins

Definicao 19. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo
Vi X(M)xX(M)— X(M), que se indica por (X, Y)LVXY e que satisfaz as sequintes
propriedades: para todos X,Y,Z € X(M), f,g € C*(M),

1. VfX+gyZ = vaZ + ngZ,'
il. Vx(Y+Z):va+VXz,'
i, Vy(fY)=X(f)Y + fVxY.

Considere (U, ) uma carta coordenada de M em p. Escreva 2 — 9,. Entao, se

ox;
X, Y € X(M) tém as representagée{]
X:ai@- (S Y:bjaj,

entao 4
VY = Voo, 10,
= ai (8l(b‘7)8] + ij@iaj)
que fazendo (por defini¢io) Vy,0; = I'};0), retorna

VxY = (a'0;(b") + a'¥'TE) 0p  (i,5,k=1,...,n).

Em R", identificando os espacos tangentes com o préoprio R”, vetores tangentes

com os proprios vetores de R™ e campos vetoriais com aplicacoes suaves X : R” — R”

5 Usando a notacdo de Einstein.
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temos que conexao euclidiana V : C*°(R",R") x C*(R",R") — C*(R",R") é definida
por

VxY = dY,(X(p)),
isto é, a derivada direcional da aplicagdo Y em p na direcao do vetor X (p), ou seja, se
X =deeY = bjej,
,Ob? ;00"
7. Y ’a

VxY = (a ) = ad'0;(b)e; = a'9;(V)9; = X(b")0;.

Definicao 20. Seja o : I — M uma curva diferencidvel em uma variedade M. Um

campo vetorial V' ao longo da curva o é um campo vetorial V : I — T'M tal que
V(t) S Ta(t)M, Vit e 1.

Proposicao 2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entao,

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva

DV

o a0 longo de o, denominado derivada

diferencidvel o : I — M um outro campo vetorial

covariante de V' ao longo de «, tal que:

L BV+w) =584 88,
i Z(V) = GV +
iii. Se V' € induzido por um campo de vetores X € X(M), isto €, V(t) := X (a(t)), entdo

DV

= VX,
o = Ve

1.3.2 Conexao Riemanniana

Definicao 21. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M € dita

compativel com a métrica quando
X(g(Y,2))=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ),
para todos X,Y, 7 € X(M).

Definicao 22. Uma conexao afim em uma variedade diferencidvel M ¢é dita simétrica
quando
VxY —VyX = [X,Y],

para todos X, Y € X(M).

Note que dada uma carta coordenada (U, ¢) em uma n-variedade M,

Vo.0; — Vo, 0; = 01,05 = 0.
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Proposicao 3. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma tnica

conexao afim V em M que é simétrica e é compativel com a métrica.

Demonstragao. Supondo a existéncia de uma tal conexao, chega-se a conclusao que ela

deve satisfazer

29(VxY,2) = X(g(Y, Z

+
=
)
Is
N

Z(9(X,Y)) (1.1)

mostrando que tal fica univocamente determinada pela métrica. Portanto, caso exista,

sera unica. Logo, basta definir V por (|1.1). [ |

A conexao acima é denominada conexao Riemanniana ou conexao de Levi-Civita.
Onde usarmos uma conexao sera esta conexao, associada a respectiva metrica na varie-
dade. A equacao ¢ denominada férmula de Koszul. Dada uma carta coordenada
(U, @), as fungoes Ffj definidas por

k
sao os coeficientes da conexao V, ou os simbolos de Christoffel da conexao.

Definigao 23. (Campo Gradiente) Seja M uma variedade Riemanniana. Dada f €
C>(M) eziste um tinico campo de vetores V,f € X(M), chamado gradiente de f, tal que
dado X € X(M),

X(f) =df(X) =g(Vyf, X).

Se (U, ¢) é uma carta coordenada em M, escrevendo X = a'd; e V, f = b9;, temos
que

X(f) =9(Vof, X) & 0i(f) =V gy.

Multiplicando por ¢'™, e somando em i obtemos
v Zgijgim = Zgimai(f) SV = Zgijai(f)
isto é, em coordenadas
Vof = g70:(£)0;.

Definigao 24. (Hessiana) Seja M uma variedade Riemanniana. A Hessiana de f €
C>=(M) € um tensor de tipo (2,0), denotado por V*f definido por: dados X,Y € X(M),

VIIXY) =Y (Vo f(X) = Vo f(VyX) =Y (X(f)) = (Vv X) (f),

ou ainda,
V2F(X,Y) =g (VyV,f,X),

em que V é a conexao de (M, g).
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Definigao 25. (Divergente) Seja M uma variedade Riemanniana. Dado um campo X €

X(M), o divergente de X com respeito a métrica g de M ¢é definido como

divy(X) = tr, (V = VyX) =Y ¢"g(Vo, X, ).

il

Definigao 26. (Laplaciano) Dada f € C*(M), o Laplaciano de f com respeito a métrica

g € definido como
Ay f = div (V,f) = try (V’f) =)V, Vif,

em que ViV f := V2 [ (0, 0)).

1.3.3 Geodésicas

Definigao 27. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva diferencidvel v : I — M

D (dyY _
%(E)zo.

Definigao 28. Uma wvariedade Riemanniana M ¢é (geodesicamente) completa se para

€ uma geodésica se

todo p € M as geodésicas (t) que partem de p estao definidas para todos os valores

do parametro t € R.

1.4 Curvaturas

1.4.1 Curvatura

Definicao 29. O tensor de curvatura de uma variedade Riemanniana M é um tensor de

tipo (3,1) R: X(M)*> — X(M) definido por
R(X, Y)Z = VvaZ - VvaZ - V[X7y]Z,

em que V € a conexao Riemanniana de M associada a métrica. Observe que se M = R",
R = 0. De fato, escrevendo Z = c*0y,

vayZ - VvaZ = VX (Y(Ck)ak) - Vy (X(Ck)ak)
= (XY =Y X)(c") 0,
=VixyZ.
Tal satisfaz as propriedades: para todos(as) X,Y,Z, W € X(M), f,g € C>*(M),
i. R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,

i, R(fX +gY,2) = fR(X,Z) + gR(Y,Z) e R(X, fY + gZ) = fR(X,Y) + gR(X, Z);
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i, R(X,Y)(fZ+gW) = fR(X,Y)Z + gR(X,Y)W;
iv. RIX,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z, X)Y = 0;

v. R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W);

vi. R(X,Y,Z,W) =R(Z,T,X.Y),

em que, por definigao, R(X,Y, Z, W) := g(R(X,Y)Z, W).
Dada uma carta (U, ¢) em M, pondo por definigao de Rﬁjk,

R(0:,0;)0, = R0,
vem que para quaisquer X = a'0;,Y =00, e Z = "0 em X(M),
R(X,Y)Z = a'V"R.;,0..
Também, pondo por defini¢ao, temos

R(az, 8]-, 8k, 88) =g (R(&, 8j)8k, 83) = Rijkgls = Rijks-

1.4.2 Curvatura Seccional

Definicao 30. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e o C T,M um plano de
T,M. Se{x,y} geram o, define-se a curvatura seccional de M em o (ou de o em p) como

sendo

K(o:p) = K(0) = Ko = K(2,y) = |x!§§f£ﬁfz/>2'

Tal nao depende da escolha da base de o. Pois se {z,w} € outra base para o, e B € a

matriz de mudanca de base, teremos
R(.T, Y, [L’) = (det B)zR(Z, w,w, Z)

[*y*~g (x,9)* = (det B)* [|2*|w]’~g (z,0)"] ,

donde K(z,y) = K(z,w).

1.4.3 Tensor de Ricci e Curvatura de Ricci

Considere M uma variedade Riemanniana. Sejam X,Y € X(M) e considere a
aplicacao
by : (Z,W) s g (R(X, Z)W,Y), Z,W € X(M).

Defini¢ao 31. Dados X,Y € X(M), o tensor de Ricci é o tensor de tipo (2,0) definido
por
Ric(X,Y) = tr (bxy) = ¢"R(X,8;,0;,Y) = Y _R(X,e;,¢;,Y),
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estas ultimas igualdades em coordenadas e em uma base ortonormal {e;} |, respectiva-

mente. Suas componentes em coordenadas sao

Rij = R(&, ﬁj) = gklRiklj.

1.4.4 Imersoes Isométricas
Sejam (M, g), (X, h) variedades Riemannianas com suas respectivas métricas.

Definicao 32. Uma aplicagio V : (X,h) — (M, g) € dita uma imersio quando dV, é
uma aplicacdo injetiva, para todo p € . U € dita uma imersao isométrica quando, além

de ser uma imersao, tem-se
Gup) (AV,(v), dV,(w)) = hy(v,w), Yo, w € TpX.

Também podemos obter uma imersao isométrica a partir de uma imersao, e definindo a

métrica em X de forma induzida.

Definigao 33. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e "' C (M",g). ¥ € dita
hipersuperficie (Riemanniana) quando a inclusao i : ¥ — M € uma imersao isométrica,

em que a métrica de X € definida de forma induzida por:

hyp(v,w) = gu(p) (dV,(v), d¥,(w)) .

Definicao 34. Uma variedade M € dita orientdvel quando existe uma familia de parame-
trizacées {¢x, U }rer tal que o determinante da mudanga de coordenadas, det(py'o)g) >
0, € positivo para todos \,3 € L. Dada uma imersao isométrica ¥ : X" 1 — M"™, com
M orientdvel, X" ser orientdvel equivale a existéncia de um campo normal (unitdrio)

suave global.

Considere uma imersao isométrica orientdvel ¥ : X"~ — M" com (M", g)
Riemanniana; ou seja, existe um campo normal (unitdrio) global N, tal que N(p) €
(T,M)*, Vp € M. Associado a este campo, podemos definir a aplicagdo linear simétrica,
para cada p € M, A : T,M — T,M dada por Av := —dN - v e a partir desta, po-
demos considerar a aplicagao bilinear simétrica B : T,M x T,M — R, definida por

B(u,v) = g(Au,v). Observe que em uma base ortonormal {e;},

|BJ? = ZB(%@J')Q = ZQ(A&, e;)’ = Z <Z Q(Aez'»Aej)g(A@uA@j))
— ZlA@iF: Z(A@i, A€1>
= Z<A26i,€i>

= tr(A2) = A
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Denote por V a conexao de M associada & métrica ¢ e por V a conexido de ¥
associada & métrica h, definida acima. Denotando dW,X = ¥, X, obtemos (pela formula

de Koszul (L.1)) que para todos X,Y,Z € X(X)
g ((?@*qu*x)T , \IJ*Z> — 1 (Vy X, Z) = g(U,(Vy X), U.(2)),
obtendo, portanto,
Proposigao 4. Se U : (X1 h) — (M™, g) é uma imersao isométrica (h induzida), entio
U, (VxY) = (Ve ()|, VX,V € 2(5).
Notagao: VxY = (VxY)T. Assim,
Vix (L) = T, (VxY) + (Vix (T.7))
equivale a (codimensao 1)
VxY =VxY +g(VxY,N) N =VxY 4+ g(AX,Y)N = VxY + B(X,Y)N

A equacao
VxY =VxY + B(X,Y)N, X,Y € X(M), (1.2)

¢ denominada equacgao de Gauss.

Considere ainda W : X"~ — (M"™*!, g) imsersdo isométrica. Sejam R o tensor de curva-
tura de M e R o tensor de curvatura de X. Entao, podemos escrever a equacao de Gauss
como: para todos XY, Z, W € X(X)

R(X,Y,Z.W) = R(X,Y, Z,W) + B(Y,W)B(X, Z) — BX,W)B(Y, Z) — g (AX, W)
ou ainda, em termos da curvatura seccional: dados X, Y linearmente independentes,

K(X,Y)=K(X,Y)+ g(Au,u)g(Av,v) — g(Au, v)*.

Definigao 35. O vetor curvatura média da imersao ¥ : X"t — (M™, g) € definido por
1 < 1
H:= EZB(%GJ‘) = E(U"A)ﬂ?
i=1

em que {e1,...,en_1,n} € um referencial ortonormal adaptado de T,M.

Definigao 36. Uma imersao isométrica W : X"t — M™ € dita minima se H=0. E ¢

dita totalmente geodésica quando A = 0.

Considere agora uma imersao isométrica ¢ : ¥"~1 — M" com ¥ orientével em uma

variedade Riemanniana orientavel M.
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Defini¢ao 37 (Variagio Admissivel). Dizemos que ® : ¥ x (—e,e) — M € uma variagao

admissivel (ou variagdo) de ¢ se:

i. Para cada t € (—¢,¢), &, : ¥ — M definida por ®:(p) := P(p,t) € uma imersao

isométrica, com Py = ¢. Denote Ly = Oy(X);

ii. & (p) =p, se p € ¥ — K, onde K € compacto (ou seja, hd alteragao apenas numa

regido compacta,).
O campo V(p) := %—T(p, 0) € dito campo variacional.

Teorema 1 (Primeira Variacio da Area).

d

dt

Area(X;) = —/ZH - f,

t=0
em que f = (N,¥) € C3°(X) e H € a curvatura média de ¥ e N normal unitdrio a ¥ em
M.

Teorema (Segunda Variacao da Area).

d2

dt?

Area(%;) = _/zf (Agf + |A]*f + Ricas (N, N)f) .

t=0
J := Ag + |A*+ Ricy (N, N) é chamado operador de estabilidade de 33, com X orientdvel

e N normal unitdario a % definido em M.

Definicao 38. Diz-se que uma imersao isométrica minima ¥ : X"t — M" com ¥

ortentdvel, € estavel quando
- [ r1raazo, vrecy
b

Proposigao 5 (Desigualdade de Simons). Suponha que "1 C R™ é uma hipersuperficie
minima. Entao 5
vslAPz 22 (14 =20 ) (sl

ou, equivalentemente,

2
[A|As|Al+HA['> —— V| Al (1.3)

Demonstragao. Seja E;, parat = 1,...,n, um referencial ortonormal em uma vizinhanca
de algum ponto = € ¥ tal que E,, é normal a ¥ (isto é, um referencial normal adaptado).

Denote por a := Hg, o (2,0)-tensor simétrico em ¥ definido por
a(X’ Y) =9 (A(X’ Y), En) =9 (VXK En) =g (vXEnv Y) )
e ponha a;; = a(E;, Ej) = —g (Vg En, E;), isto é,se X = o'E; e Y = f/E;,

a(X,Y) =a(d'E;, FEj) = —g (Vi En, P E;) = 0;;0; ® 0;(X,Y),
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donde

n—1

a = Z a;;0; ® 6,

ij=1
em que ©; é o respectivo referencial dual. Sejam a_j e a;; definidos pela igualdade

n—1

A k= Z a;jx0; ® ©; = Vg, a.

ij=1
Como a é um (2,0)-tensor simétrico, segue que a_j também o é. Note ainda que como a

curvatura de R" é identicamente nula,

aijr = (Vga) (B, Ej)
= Eya(E;, E;) — a(Vy, E;, E;) — a(E;, Vi, Ej)

= ~Eg(V5,En B) + 9 (Vo 5B By) +9 (Vi B, Vi, Ey)
=—g(Vg Vg E.,Ej)+yg (va,EkEn, Ej)
= Qkji-

Portanto, considere a_ o (3,0)-tensor simétrico definido por

n—1
= Z a;jx0; ® 0; ® O.

i k=1

Deste, definimos um (3,0)-tensor simétrico, a__; dado por

|
—

= Z z]kl® ®@ ® O = VEZ

i,5,k=1
Consequentemente,
A5kl = Vgla..,.(Ei, Ej, Ek)
= Ela..,‘<Ei7 Ej, Ek) — Q.. (VEE@‘, Ej Ek) .
= Eza..,k(Eu Ej) — Q. k (VEEi, Ej) ( i
= EEya(E;, E;) — Eja (Vi Ei, E;) — Ela(EZ
+a(VEVEE,E;) +a(VEE, Vg E;) — Eka (Ei, Vi E;) +a(VE, Ei, VL, E;)
t+a (B, V5 VE E,) - V5 Bua(E,, ) +a (VVT 5 B Ej) ta (E Vi n B )

S ( i) VT ) a.... ( ) Eja VE,Ek)
VE) — VTE a(E;, Ej)
Vi Ej) — Ewa (VL Ei, Ej)

n—1 —
= Qj 1k + E Ritimm; + E Ryt Q.-

m=1 m=1

Lembre que pela equacao de Gauss (|1.2)),

Riju = ajpay — aipaj,
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e, portanto, podemos escever

n—1 n—1
ik, ik = Qik ki + E Rjiimmi + E Rjiem Qi
m=1 m=1
n—1 n—1
= Qi kj + 5 (AkiQjm — QjiQkm)Qmi + E (gl Cjm — QjkQkm ) Qi
m=1 m=1

Dai, podemos obter a equacao de Simon:

n—1 n—1

As|AP =2 a;Asa; +2 ) [Vsayl®

ij=1 ij=1

n—1 n—1
2
=2 ) agagu+2 Y aly,

ij k=1 i k=1

n—1 n—1
2
=2 g @ik jk + 2 E A ke
i,3,k=1 1,5,k=1

n—1 n—1

=2 E QO ij + 2 E @i (ki @, — Qi Gk ) A
igk=1 ijkm=1

n—2 n—1

2
+ 2 g i (QrkQjm — QjQrm ) Am; + 2 g gk

i,j,k,m=1 ig,k=1
n—1 n—1
_ } : 2 2 Z 2
i km=1 i, k=1
Portanto, obtemos a equacao de Simons,

n—1
As|AP= =2/A*+2 Y a}jy. (1.4)

ij k=1

Vamos obter a desigualdade a partir desta. Primeiramente, observe que como a é simétrico,

podemos escolher F;, ¢ = 1,...,n, tais que em x temos a;; = \;d;;. Dai, por Cauchy-
Schwarz,
2 2
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
2 2 212 2 2 2
4APIVIAIP = [VIAPP =) > ai; =4 > aipai | <AAPY  af
k=1 | \ij=1 k k=1 \i=1 i k=1
Consequentemente,
n—1

VIAIPS ) by

ik=1
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Portanto, pela minimalidade,

n—1 n—1
IV|A]]? < Z a?i,k = Za?i,k + Za?i,i
i=1

ik=1 itk
n—1 2
SIS 3 b o)
itk i=1 \i%j
n—1
<D G+ (=23 3 a,
ik i=1 i#j
=(n—-1) Z a?i,k
i#k
=(n—-1) Z a?k,i
i#k
n—1
- (S )
ik itk

Logo,

n—1
(1 + %) VIAIP < D i+ D dia+ D ab

ik=1 itk i#k
n—1
2
<> ah
i1

donde, por (|1.4),

n—1
As|AP = =2[A[*+2 > a}

1,5,k=1

2
> 9| A|*+2 (1 + m) Vs | A2

Observe que como Agx|A[*= div (V]A[]?) = div (2|A|V|A4]) = 2|A|A|A|+2|V|A]?, obtemos
(1.3) diretamente da tltima desigualdade acima. [ |
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2 Meétricas conformes

2.1 Alguns resultados sobre métricas conformes

Nesta segao provaremos alguns resultados sobre métricas conformes (a ser definida

abaixo) que serao necessarios para a demonstragao do teorema principal.

Definigao 39. (Métricas conformes) Duas métricas g e g em uma variedade diferencidvel
M sdo ditas conformes se existe uma funcao suave positiva f tal que g = fg. O conjunto
de todas as métricas conformes a uma métrica g € denotado por [g]. Note que se g € [g],

entao podemos escrever g = e'q.
Nosso primeiro objetivo é calcular a curvatura de Ricci de g em termos de g.

Proposigao 6. Se j = €2/, entdo para todos X,Y € X(M) temos

ViV = ViV + X())Y + V()X — g(X,Y)V,f (2.1)
(&
Il =T + Af, (2.2)
em que
of of of
Ak = s s 2L gkl
Y Oy ikt O b ﬁxlg Jij

Demonstragao. Pela férmula de Koszul ([1.1]), para todos X,Y, Z € X(M), temos

2@(@)()/, Z) = X(g(y’ Z)) +Y(g(X7 Z)) - Z<§<Y7 X)) - f]([Y,X],Z) - g([X’ Z]7Y)
—9([lY, Z], X).

Substituindo § = €?f¢, obtemos

25(VxY, Z) = X(e¥g(Y, 2)) + V(¥ g(X, Z)) = Z (e g(V, X))
- erg([Y7 X]> Z) - €2fg([X7 Z]’ Y) - €2fg<[Ya Z]>X)
=2 X (f)g(Y. Z) + e (g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)) + 27 Y (f)g(X, Z)
+ e (g(Vy X, Z) + g(X,Vy2)) = 2¢* Z(f)g(Y, X)
— e (g(V2Y,X) + g(Y, VX)) — ¥ g(VyX — VxY, 2)
— 2 g(VxZ —V3X,Y)—e¥g(VyZ — VY, X)
=2 X(f)g(Y, Z) +2¢”Y (f)9(X, Z) — 2¢¥ Z(f)g(Y, X)
=2e"" X (f)g(Y,Z) + 2 Y (f)g(X, Z) — 2e¥ g(Vof, Z)g(Y, X)
=29(X(f)Y +Y (/)X —g(Y, X)V,f, Z).

Como Z é arbitrario,

VxY =VxY + X(H)Y + Y ()X — g(X,Y)V,f.
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Em particular, tomando X = 0; := 2 e Y = §; := -2

Ox; = 9z,

> TE0k = Vo,0; = Vo,0; + 0:(£)0; + 0;(£)0; — 95V o f
k

= {rﬁz OS5+ 0N — S gMgia f)} O
k l
Portanto,
T =T+ 0o+ 0;(Now = Y g"950.(1).
l
[ |

Como consequéncia, obtemos as seguintes expressoes para o gradiente e o laplaciano
na métrica § para uma funcdo h € C*°(M), que se relacionam com os mesmos entes

referentes & métrica ¢ e & funcao f, expoente da métrica conforme § = e*/g.
Corolario 1. Se h € C®°(M) e g = €* g, entdo
Vih =e 2V, h;
V2h = Vih = V2h — (df @ dh+ dh @ df) + g(V f, V,h)g.
Demonstracao. Primeiramente, para todo X € X(M),
9(V,h, X) = X(h) = §(V3h, X) = ¥/ g(V;h, X).
Portanto, para todo X
9(e™V4h, X) = g(V;h, X).
Logo,
Vih = e 2V h.
Para todos X,Y € X(M),
VIh(X,Y) = § (@ngh, Y) =¥y (@X(e*fvgh), Y)
= ey (—26_2fX(f)Vgh +e ¥VxV,h, Y>
— 9X(/)Y(h) + g (@ngh, Y) .
Pela [Proposicao [0, temos que
g(VxV,hY) =g (vxvgh + X(f)Voh+ Vh())X = g(X, V)V, f, Y)
= VER(X,Y) + X ()Y (h) = X(W)Y (F) + g (Vb T, f) g(X, V).
Desta forma,
Vih(X,Y) = Voh(X,Y) = [X(f)Y (h) + X(R)Y ()] + g(V4h, Ve f)g(X,Y),
isto é,
Vih=Vih — (df @ dh+ dh @ df) + g(V4f, Vgh)g.
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Por conseguinte, obtemos expressoes que relacionam a curvatura na métrica g com
a curvatura na métrica g mais alguns termos que envolvem a funcao f, expoente da

métrica conforme § = e*/g.
Proposicao 7. Se j = e*/ g, entao

RIX.Y)Z = R(X,Y)Z +V2f(X,2)Y = V2f(Y,2)X + Y () Z(f)X
— X(NZ(NY —g(Y,Z)VxVyf +9(X, Z2)VyV,f
—9(Z V)V fPX +9(Z, X)IV fPY +9(Z,Y)X(F)Vef —9(Z, X)Y (f)V,f,

e YR(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)+ V*f(X, 2)g(Y,W) + V2f(Y,W)g(X, Z)
— V2V, Z)g(X, W) = V2 (X, W)g(Y, Z) + Y (/) Z(f)g(X, W)
+ X(IW(f)g(Z,Y) = X(/)Z(f)g(Y, W) =Y (/)W (f)9(X, Z)
+ [g(X7 Z)g(Y> W) - g(Xv W)g(Y> Z)”ng|2

Demonstracgao. Pela |Proposicao |6, obtemos

ViV Z = Vx(VwZ +Y(f)Z + Z(f)Y — g(Y, Z)V,f)
=VxVyZ + X(f)VyZ + (VYZ( )X — (X VyZ)Vyf
+ XY ())Z+Y()VxZ+ X(N)Y([)Z+Y(f)Z(f)X (2.4)
—Y(N)g(X, 2)Vyf + X(Z(/)Y + Z(/)VxY + X(f)Z(f)Y
+Z(NY(NX = Z(Ng(X,Y)Vof —g(VxY, Z)V,f
—g(Y,VxZ)V,f = g(Y, Z)VxV,f — g(Y, Z)|V,f]’X,

e também que

6[X,Y}Z = V[X,Y]Z + [Xv Y](f)Z+ Z(f)[Xa Y] - g([X’ Y]>Z)ng (2'5)

Assim, das equacoes e
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ

={VxVyZ + X(N)VyZ + (VyZ([)X —9(X,VyZ)V,f + X(Y(f))Z
Y(NHVxZ+ X(N)Y())Z+Y(NZ(NHX =Y ()X, 2)V,f + X(Z(])Y

+Z(NVxY + X(N)Z(N)Y + Z(N)Y ()X = Z(f)g(X.Y)V,yf

—g(VxY, Z)Vyf = g(Y,VxZ)Vof — g(Y, Z)VxVof — gV, Z)|V,f[P X}

—{WVXZ+Y([)VxZ +(VxZ(f))Y —g(Y,VxZ)V,f +Y(X([))Z
X(NHVyZ+Y(NX(f)Z+X(NHZ()Y = X(NgY, Z)Vf +Y(Z(f)X

+Z(N)Vy X +Y(N)Z(N)X + Z([)X(N)Y = Z(f)g(Y, X)Vyf

—9(Vy X, 2)Vof = g(X,VyZ)V,f — 9(X, Z)VyV,f — g(X, Z)|V4f*Y}

Vi Z + (X, Y]()Z + Z(N)[X, Y] = g([X, Y], Z)V,f}.
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Organizando e utilizando as definicoes,

R(X,Y)Z ={VxVyZ —~VyVxZ ~Vixy1Z} + X()VyZ — X(/)VyZ + (V¥ Z(f)) X
—9(X, Vv Z)V, f +9(X, Vy )V, f + X(Y () Z + Y (/)VxZ - Y (f)VxZ
+ XY (NZ-XNHY(NZ+Y(NZ(HX =Y (NHZ()X =Y (fg(X,2)V,f
+ X(Z(NY + Z(HVxY + X(NZ()Y = X(NHZ(N)Y + Z([)Y ()X
= Z(N9 X, Y)Vf + Z([)g(X,Y)Vof = g(VxY, Z)Vof = g(Y,VxZ)V,f
+9(YV,VxZ2)Vf = g(Y, Z)VxVyf — g(Y, 2)|VofPX = (VxZ(f))Y
—Y(X())Z+X()g(Y,Z)Vf =Y (Z(f)X = Z(/)VyX = Z())X ()Y
+9(Vy X, Z)Vof +9(X, Z2)VyVof + 9(X, Z2)|V fPY — (X, Y](f))Z
—Z(NHIX Y]+ 9([X, Y], Z)V,f

Assim,

R(X,Y)Z = R(X,Y, Z) + (Vy Z(I)X + X(Y(/))Z = Y (£)g(X, Z)Vof + X(Z(f))Y
+Z(NVxY + Z(/)Y (X = g(VxY, 2)V,f —g(Y. Z)VxV,f
—9(Y, Z)IVofI’X = (VxZ()))Y =Y (X(f)Z + X (f)g(Y. Z)V,f
—Y(Z()X = Z(HVyX = Z(NHX(N)Y +9(Vy X, )V, f + 9(X, Z)VyV, f
+9(X, 2)IV  fIPY = [X(Y(f) = Y(X(N)]Z - Z())[VxY — VyX]
+9(VxY = Vy X, Z)V,f
=R(X,)Y,Z)+g(VyZ, NV, )X =Y (f)9(X,Z)V,f + Xg(Z,V,f)Y
+Z(HY ()X =gV, 2)VxV,f = g(Y, Z)IVefPX = g(VxZ,V,[)Y
+ X(Ng(Y. Z2)Vof = (Yg(Z,Vyf)X = Z(/)X(N)Y +9(X, Z)VyV,f
+9(X, 2) |V fIPY,

pela definicao de gradiente e pela simetria. Dai, pela compatibilidade da métrica, segue
R(X,Y)Z = RIX.Y)Z + g(Z.VxN )Y = g(Z.Vy V)X + Y (£Z(f)X
—Z(NX(N)Y = g(Y.Z)VxVyf +9(X, Z2)VyV,f — g(Y. Z)|V,fPX  (2.6)
+X(fg(Y. Z)Vof =Y ([)g(X, Z)Vof + (X, 2)|V,fI?Y,
uma vez que
g<Za vagf) = Y(g(Z7 ng)) - g(VYZ, vgf)
g(Za VXng) = X(g(Za vgf)) - g(Vsz vgf)

Portanto, pela definigdo de Hessiana, segue de ([2.6) que
}N%(X, Y)Z =R(X,Y\)Z +V*f(X,2)Y = V*f(Y,2)X +Y (/) Z(/)X — X(/)Z(f)Y
—9(Y, 2)VxVyf + 9(X, Z)VyVof = g(Z,Y)|VefI’X + g(Z, X) |V fI?Y
+9(Z,Y)X([)Vof —9(Z, X)Y(f)V,f.
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Por definicao,

R(X,Y,Z, W) = §(R(X,Y,Z),W) = e g(R(X,Y, Z),W).

Assim,

e M R(X,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) + g(V* (X, 2)Y,W) — g(V*[(Y, Z) X, W)
+Y(f)Z(f)g(X, W) = X(f)Z(f)g(Y, W) —g(Y, Z)g(VxV,f, W)

+ g(X, Z)g(vagfv W) - g(Zv Y)|ng|2g(X, W) + g<Z> X)|ng\2g(Y, W)
+9(Z,Y)X([)g(Vof, W) = g(Z, X)Y (f)g(Vef, W)

Portanto,
e R(X,Y,Z,W) = R(X,Y, Z,W) + V2f(X, Z)g(Y,W) — V2f(Y, Z)g(X, W)
+Y (N Z(Ng(X, W) = X())Z(fg(Y, W) = g(Y, Z)V?f(W, X)
+ (X, Z)VA (W, Y)g(Y,W)g(Z, X) — g(Z,Y)g(X, W)]|V, f|”
+9(Z.Y)X(HW(f) — 9(Z, X)Y ()W ([)
|
Por fim, das proposicoes referentes a métricas conformes, obtemos uma expressao que

relaciona o Ric na métrica g, denotado por Ric com o Ric na métrica g, juntamente com

o gradiente, laplaciano e hessiana de f, bem como a métrica g, em que § = e*/¢g.
Proposicao 8. Se j = e*/ g, entdo
Ric = Ric —(n — 2)VLf — (Ayf + (n — 2)|[Vy f[)g + (n — 2)df ® df. (2.7)
Demonstracao. Primeiramente, observe que §* = e~2/¢%. De fato,
1=g" gy =" gy <= e g7 = 599" g5 = 5.
Assim, pela
Rjk = Zgiléi]’kl = Z gil€72féijkl
il il

= Z gil{Rijkl +ViVifgu+ViVifgi = ViVifga —ViVifgin + Vi fVifau

il
+VifVifgix — VifVifgi — Vi Vif g + (9ingit — 9agin) Vo fI*}
= R, + Z {(ViViefd'an+ ViVifa'aw — ViVifg'ga — ViVifa" gin

il
+ Vi VRfatgu + VifVifg' o — VifVifa'an — Vi fVifa' g
+ g (girgit — 9a9;1) | Vo f1*}
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Dai, distribuindo,

R, = jk+zvkaZngg]l+Zv Vleg Yik — ZV kaZg git
- Z ViVif Zgllgjk + Z V; kafzgdgzl + Z Vi fvlfgllgkj

— > Vil Vil Y g"9n =Y VifVif Y 9" gu + {Z (> d"gg;
i l l % l %
- Zgligilgjkz)} [V, fI?

Como >, g™ g.; = 0ij,
Rjk = Rj, + Z ViVifoi; + Z ViVifou — Z V;Vifou — Z Vivlfg“gjk
i ! 1 il

+ Y ViIVefou+ Y Vil Vifg oy — Y ViV =Y Vi Vifou
l il i l

+ {Z (Oukgjt — 5119;‘1;)} IV, fI*.

I
Note que (veja definigao

vgf = Zaﬁl — a; = Zg”V]f eSS |ng|2: Z vifvlfgila
i J i3

Agf = div(Vef) =Y g"g(Va Vel 0) =Y g"ViVif
il il
Logo,
Rji = Rji + 2V, Vif = nVVif — Agfgje + 0V fVif + Vo f g — 2V, fVif
+ (1= n)gl Vo f|?

ik — (n=2)V;Vif +(n=2)V;fVif —[Agf + (n— 2)|ng’2]gjk-

Portanto, uma vez que df @ df (X,Y) = g(V,f, X)g(V,f,Y), segue que
Ric = Ric —(n — 2)V2f = (Agf + (n—2)|VofI*)g + (n — 2)df @ df.

[ |

O primeiro dos lemas a seguir, trata de uma cota inferior para o tensor de curva-
tura modificado 2-Bakry-Emery-Ricci de g. Em particular, este resultado implica a nao

negatividade do tensor 2-Bakry-Emery-Ricci de g para um k& adequado.
Lema 1. Sejam u positiva e f := k(n — 2)In(u), em que u € uma solug¢do positiva de
—Agu = |A[2u. Entdo, o tensor de Ricci da métrica g = u**g satisfaz

1—Fk(n—2) n—1
Wdf@)df > (k— - )’A’?;g, (2.8)

Rng +V§f -
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no sentido de formas quadrdticas. Em particular, sen = 3 e k = %, entao o tensor
2-Bakry-Emery-Ricci
. ) 1
]%%J:ﬂh%+vyt—?ﬁ®dﬂ

satisfaz
Ric2’ > 0.

Demonstracao. Pela [Proposicao[§] sendo ¢ € C>(M) positiva, temos que
Ric := Ric; = Ric, —(n — 2)V2@ — (A9 + (n — 2)|V,0[})g + (n — 2)de @ do. (2.9)
Neste caso, para que § = u**g, tomamos @ = kInu. Assim,
k 5 k k_, k 5 k
Vo = ;Vgu; Vo = —Edu ® du + Evgu; Ay = —E\Vgu\ —i—zAgu. (2.10)
Substituindo (2.10]) em ({2.9)), obtemos
. _ k k_, k2 k 2
Ric; = Ricy —(n —2) {( - Edu ® du + avgu) - ;du ® du)} - [( — E|Vgu|
k k>
+ ZAgu) + (n — 2)§|Vgu]§} qg.

Note que sendo f = k(n — 2)In(u), obtemos

k(n —2) Viu  du®du
Vil =2 Vif = hln - 2)( 22 - HEA),
Au |V, ul?

Substituindo tais informagoes em (2.3)), com g = €?¢g, vem

k*(n

—2
du ® du + —2>|V9U|2g‘
u

\% d d kE*(n —2
vy:km—m(if_-“®“)_glirl

u2
Logo,

k k k? k
Ric; + V3 f = Ric, —(n — 2) [( — Edu ® du + avﬁu) - Edu ® du)} - K — @Wgulz

k k2 Viu  du®d
+5Agu>—|—(n—2)§|vgu|§]g+k(n—2)( gt _aug® u)

U u?
2. 2w
U

i E2(n —2 k k

= Ric, —%du ® du — E(Agu)g + E|V9u|29
k(n—2) k(n—2)

I i el i k-2 [© 1
= RICg — n—o — E(Agu)g + —Vgu m
o . df®df 2 g 2
= Ric, — +k|A|gg+k(n_2)2|ng| ,
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e, portanto,

df @ df

Ric; +V3f = Ric, — + k|AZg + IV, fI%. (2.11)

9
k(n —2)?
Note que, por Cauchy-Schawrz, vale (no sentindo de formas quadréticas)

VoflPg > df @ df. (2.12)
Com efeito, para todo X € X(M)

df ® df (X, X) = g(Vef, X)g(Vyf. X) < [V fIPIX]*= [V fPg(X, X).

Também, veja que como tr(A) =0,

a_n—1 9
A < T\A]gg. (2.13)
De fato, sejam {ey, ..., e,} autovetores associados aos autovalores ky, ..., k,, respectiva-
mente, de A, isto é, Ae; = kje;, 7 =1,2,...,n. Entao, sendo A auto-adjunta,

|Al’=tr(A®) = Zg (A%e;, e;) Zkf

Assim, sendo tr(A) =0, k; = >, ; k;. Por Cauchy-Schwarz,
kfz(ZZ@) <Y B < (n-1D(JAR-E);
J# JjF o g

donde, deduzimos
n
k} <

Por outro lado, para qualquer X € X(M), escrevendo X = ). z;e;, vemos

|AX|3: g(AX, AX) = g(Ainei,Aijej> = inxjg(Aei, Ae;) = inxjk:ikjc?ij
= Z 22 k2 ] ’ )
< Zgﬁ” Lap

Portanto,
A < IA!gg

Por fim, em nosso caso, M™ C R**! pela Equagao de Gauss,

R(X,Y,Z, W) = g(AX, Z)g(AY, W) — g(AX, W)g(AY, Z).
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Dai, tomando X = ¢; = W, temos
R(e;, Y, Z,e;) = g(Ae;, Z)g(AY, e;) — g(Ae;, e;)g(AY, Z).
Somando em 7, vem que
—Ric, (Y, Z) = —Hg(AY, Z) + g(AY, AZ) = —Hg(AY, Z) + g(A*Y, Z).
Como M é minima, obtemos, portanto,

Ric, = —A”. (2.14)

Substituindo as informagoes de (2.12)), (2.13]) e (2.14) em (2.11)), resulta que

df @ df g
n—2 k(n —2)

df ® df df ® df

n—2 KlAlg + k(n — 2)?
1—k(n—2)

—k:(n—2)2 df®df—|—k|A|§g
1 —k(n—2) 5

1 —Fk(n—2)

df ® df + (k; — %;1)) |Al2g.

Ric; +V§f = Ric, — +k|A|Eg+ 2|ng|2

> Ricy —

= Ricy +

= A%

(n—1)
_1—k(n—-2)
 k(n—2)2

>

|Al2g +

E, por fim,

[1—Fk(n—2)]
k(n —2)?

Ricg +V2f — df @ df > (k— (n; 1))|A|3g.

2.2 Completude da Métrica

De agora em diante, nesta secao, iremos tomar n = 3, k = % eu € C®(M) uma

solugao positiva de

—Agu = [AlZu em M. (2.15)
A estabilidade de M garante a existéncia de tal u pelo teorema (em nosso caso, ¢ = —|A[2):
(Veja
Teorema 2 (Fisher-Colbrie, Schoen). As sequintes afirmacées sao equivalentes:

i. M (D) > 0 para todo dominio limitado D C M;

ii. A\i(D) > 0 para todo dominio limitado D C M;
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iii. Ewiste uma funcao u positiva satisfazendo a equagao Au — qu =0 em M,
em que q € uma fungao suave em M e N\ € o primeiro autovalor de A — q.

sy . 4
No que se segue, vamos mostrar a completude da métrica conforme g = usg. Para o
teorema principal, é necessario que possamos tomar comprimentos arbitrariamente gran-
des na métrica conforme ¢ a seguir, portanto é de suma importancia que a mesma seja

completa.
Lema 2. A métrica g = u%g € completa.

Demonstragao. E sabido da existéncia de uma geodésica que minimiza o comprimento
na métrica g = u*g, v(s), em que s é o comprimento de arco na métrica g, de sorte que
dada qualquer outra curva divergente o (escapa de compactos) satisfaz [(y) < [(«)(Veja
[11]} teorema 1).

Logo, para provar a completude de g é suficiente mostrar que o comprimento de tal curva
~ é infinito, isto é,

/000 uF (y(s)) ds = 0. (2.16)

De fato,

= lim / N )ds = lim / V(5 g (0 (9,79 ds

t—o00 t—o00

- / W (y(5))ds,

0

pois em ¢ tal curva estda parametrizada pelo comprimento de arco.
Como 7 é uma geodésica minimizante, tomando o traco na expressao da segunda
variacao de energia para uma familia de campos adequados, juntamente com a equagao

de Gauss, obtemos

=) [ Geutasz [ gt (k!A\2 - - ZA%) ds
j=2

2.17
2 —k‘vu|2 ( |

—k(n—2) /OOO gozu_k(ln(u))ssds+k/ooogp u

ds,

u?

para toda ¢ com suporte compacto em (0, +00) e para todo k > 0. (Veja [@]], teorema 1
com H =0).
Como tr A =0,

0= Zn:Aii = —Apn = Zn:Au
i=1 i=2

Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vem

(iXZ;Aii>2:<ZZ:;Aﬁ.1) <2:12 ZA — (n—1) ZAW
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Por fim,
AP =D AL 2 A+ A+ AL 1 2) AL
j=2

4,j=1

Dessas consideragoes, segue que

2
1 n n
2 2 2
AP 2 A+ (Zm) +2) A}
i=2 j=2

b
(n—1)

_.n 2 - 2
j=2

— A% 1 (—An)*+2) A} (2.18)
j=2

Dai, de (Z18),
kn

KAP—Af =) A3 > FA% +2k Y A} - AL =D)AL
j=2

j=2 j=2
k‘ n

= (n _”1 - 1) A+ (2k = 1) A3,
j=2

Em particular, se k > (n — 1)/n, entdao kn/(n —1) > 1e2k—1>[2(n—1)/n| -1 =
(n—2)/n >0, para n > 2; isto é,

KIAP-AF =) A3 > 0. (2.19)
j=2

Substituindo (2.19) em (2.17)), resulta

[e'e) '] [e’] 2
n—1 Vs 2ukds > —k(n—2 gpQU_k In(u))ssds + k 902u_k [Vl ds, (2.20
u2
0 0 0

para toda ¢ com suporte compacto em (0, +00), para todon >2ek > (n—1)/n.
Perceba que
d
ug = —u(1(s)) = 9(Vu(r(s).7'(5)) < [V ()h (9= IVulr(s)ly:  (2:21)
e ao integrarmos por partes a primeira integral do lado direito em ([2.20]), obtemos (lem-
brando que estamos aplicando em (s))

t

t—o00

|t nu).ds = fim {ﬁukanm»s

} —2 [ ") ppartas

+k:/ (In(u)) s u™"Tugds.
0

Uma vez que ¢ tem suporte compacto em (0, +00), nao se anula apenas em algum intervalo
fechado [t1,t5], em que é zero nos extremos. Logo, ficamos com

t
|=0
0

lim [gp%‘k(ln(u))s

t—o00
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e, portanto, sendo (In(u))s = us/u,

/ ©*u T (In(u))ssds = —2/ usgogosuklds+k/ ©?u " 2ulds. (2.22)
0 0 0

Assim, usando (2.21)) e (2.22) em (2.20)), vem

(n — 1)/ (g08)2u—kds > —k;(n — 2) [ _ 2/ Ussososu_k_lds
0 0
+k:/ g02u_k_2u§ds] +k/ PuF 22 ds,
0 0

(n— 1)/ (s)?u="ds > 2k(n — 2)/ opu Ftuyds
0 0

+ k[l — k(n — 2)] / ©*u " 2ulds.
0

donde

(2.23)

Escolha ¢ = u*, com 1) suave e suporte compacto em (0, +00). Temos

rur = uMy?
s = ku"ug) + uFy;
(o)™ = K20t 202 4 w2 + 2k,
Substituindo em , obtemos
(n—1) / E2p2uf 202 + uFep? + 2kt uds
0
> 2k(n—2) /000 uFt (kuPugp +uFg) u ™ tugds + k(1 — k(n —2)] /000 w2 "2y ds
= 2k(n —2) /O h kut 200 4w pugds + k[1 — k(n — 2)] /0 N w2 ugds
= 2k*(n —2) /OO "2 *ulds + 2k(n — 2) /00 uF b uds
0 0
+ k[l — k(n — 2)] /OO uF 2 uds

0

Isolando o termo u*4? no lado esquerdo da desigualdade, vem

(n—1) /000 uFyp?ds > 2k (n — 2) /000 "2 ulds + 2k(n — 2) /000 uF b ds
+ k[l — k(n — 2)] /OO P22 ugds
o0 0 oo
—k*(n — 1)/ V2uF?ulds — 2k(n — 1)/ Viput ugds
0 0 (2.24)
= [2K*(n — 2) + k — K*(n — 2) — k*(n — 1)] / V2 2ulds
+ [2k(n — 2) — 2k(n — 1)] / DrpuF tugds

:(k—k2)/0 V2 2ulds — 2kz/ out ugd
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[T k-1 N k
T= [ ovat s = [ ot

Integrando por partes e notando mais uma vez que v possui suporte compacto em algum

Denote

intervalo compacto em (0, +00), vem

%;%%w/ﬁTl—/ W+ pipusds
:_EA YRtds — / bt

A desigualdade de Young diz que se 1 < p < oo e ¢ é tal que (1/p) + (1/¢q) = 1 (iremos

nos referir a p e ¢ como conjugados), entao para quaisquer a,b # 0

jal” 167
lab]< — 4+ — (2.25)
p
Em particular, para todo ¢ > 0, ao escolhermos /¢ - a, b/y/e e p = 2 em (2.25)),
a’e  b?
bl< — + —. 2.26
abl< 5+ o (226)
Dessa forma, escolha
a = wusu%;
b= bt
Substituindo em ([2.26]),
202 2, k
|ppsut | < W A (2.27)

2 2e
Para todo t > 1 e para todo € > 0 podemos escrever

2k1 = 2ktI + 2k(1 —t)I
= -2t / V2ubds + pnpgufds + 2k (1 —t) / DiputLuds
0

00 2ﬂ2uk
< —Qt/ Y2uPds 4 Pipgeufds + k(t — 1)/ rutut e sTds
0 0

Assuma que k < 1 e tome € := (1 — k)/(t — 1). Entéo,
2kI < —2t / ViuFds 4+ PisauFds + k(1 — k) / YruluF2ds + / YiuFds
0

- 1)
— [—2t+kt—]/ V2u Fds — 275/ wwssukds—l—k: 1—k / 1/12u2uk 2ds.

Usando ([2.24)), segue que
—1 2 oo [e%¢)
2kT < {—2t+ %} / YiuFds — 2t / Vipgulds
- 0 0

+(n—1) / uFypids + 2k / YuFtuds
0 0

k(t—1)2

= |-2
{ b+ =

+ (n — 1)] / YiuFds — 2t / Ypgsulds + 2k1,
0 0
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donde obtemos

k(t — 1)

ot
R

+(n—1)

/ Yiubds — 2t / Yihssufds > 0, (2.28)
0 0

para todot >1,n>2e (n—1)/n <k <1, onde ¢ tem suporte compacto em (0, +00).

Ponha
k(t—1)

11—k
Escolhendo n =3 e k = (n — 1)/n = 2/3, podemos ver que P(t) é negativo para algum
t > 1. De fato,

P(t) = =2t + +(n—1).

@Jﬂ: 2t —1)+2(t—1)* = =2(t - 1)(2 — 1),

P(3/2) = =2 (g - 1) (2 - g) = —%,

donde paran =3, k=2/3 et =3/2 em (2.28) (multiplicando por 2),

P(t) = —2t +

eset=23/2,

—/ V2uids — 6/ Wibssudds > 0, (2.29)
0 0
para toda 1 com suporte compacto em (0, +00). Fazendo agora i) = s -7,

Yy =1 + s, implica que (,)? = n* + 2snn, + 5707
Vg5 = 215 + 8155 implica que Yihg, = 2smM, + $2NNss,

que substituindo em , resulta
— /OO (772 + 2snms + 32775) uids — 6 /OO (2877773 + 52777735) uids >0,
0 0
donde ao isolarmos u%nQ,
/OO u%n2ds < — /OO (14877775 + 6520, + 82775) uids.
0 0

Escolhantalquen=1em [0,R], n =0 em [2R, 00) e com |n,|< C/R, |n.|< C/R?, para
n que n y 4, M ) n » |7 p
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R < s <2R. Entao

R R
/ u3ds usn?ds
0

W

o]
2
3

IA

u3n’ds

e}

IN

(_14377775 - 682777788 - 32773) u%ds

R
(_14577773 - 652777753 - 527]?) ugds

— — —

o0

2R
+ / (—14smm, — 652 — s*02) us ds + / (—14s11; — 65>, — 5%0%) ud ds
R 2R
2R 2
C C C
(28R— +2UR?— 4 432—) uids

<
- R R? R?

S

< C ,C 0%\

° 2
'/ usds,
R

para algum C’ > 0 independente de R, uma vez que em [0, R] e [2R, +00) a fungao n é

[
Q?U

(2.30)

constante. Dessa forma, conclui-se que

& 2
/ u3ds = 00,
0

caso contrario, se a integral convergisse, da tultima desigualdade em ([2.30)), isto é,

R o)
/ usds < C’/ u%ds,
0 R
/ uids = 0,
0

o que nao pode acontecer, pois o integrando € positivo, logo a integral diverge. [ |

teriamos

Em [[15]} temos o seguinte resultado sobre estimativas de volumes:

Teorema 3 (Qian). Seja Ricy > C? e seja R > 1 > 0. Entdo

n—1

Vol, (B,(R)) < —
ol (By(R)) < ———

R
) Vol(S”_l)/ Gensa(t) 7ML,
0

em que geg € solugao da E.D.O.

1
9"(s) + ﬁ@g(s) =0, g(0)=1, ¢(0)=1.
Em |[18]} podemos encontrar generalizagoes de tal teorema de comparagao. Para o resul-
tado a seguir, toma-se C' =0, n = 3 e « = 2. Os dois lemas que provamos também sao

utilizados para demonstrar o corolario abaixo, que nos da uma estimativa de volume.
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Coroldrio 2. Seja xo € M3. Entao, para todo R > 0, existe C > 0 tal que o f-volume

Vol Bé(x0) := / e ldV, < OR®,
B (x0)
em que f = §ln u. Equivalentemente, em termos de u e da forma de volume de g,

/~ usdV, < CRP. (2.31)
B, (zo0)

2.3 Algumas estimativas de volume

A seguir, demonstraremos uma desigualdade do tipo Poincaré. Tal é utilizada

. . . 9 8
para obtemos uma estimativa para a integral sobre M de |A[>T%u~275 para uma escolha

adequada de .

Lema 3. Para todo 0 < § < 1—(1)0, existe uma constante C' > 0 tal que

/ APy 2By gy < O / w2 R VAV, W € CR(M). (2.32)
M M
Demonstracgao. Alguns calculos serao feitos para termos arbitrarios, como n, e a medida

que for necessario, serao feitas as escolhas especificas. Temos que para todo p € [4,4 +
\/8/n) e para alguma constante C(n,p) > 0, vale

[1arse <c [ |ap2vip, v e oo, (239
M M
Com efeito, a desigualdade de estabilidade diz que
[ PR, W) v, < [ [9pPavy vee o),
M M

onde A é a segunda forma fundamental de M™ C R N é um vetor normal unitdrio
a M em R" e dV, é a forma de volume de g (Observe que Ric = 0, uma vez que o
ambiente é R"™1). Pondo ¢ = |A|**%), ¢ > 0, e com ¢ € C;°(M), obtemos

[ 1A < [ viapopp
M M
= [ 10+ @lAlrT AL A
M
< [ [0+ @lar(vla+ A vl
M
Usando ([2.25)), obtemos que, para todo € > 0 e toda i € C5°(M),

1 2
21+ AP VIAYIA Vo< AP Ale + LD Ao,



Capitulo 2. Métricas conformes 42

donde
(1+49)°

[1arrme < (a+ap+e) [ |A|ZQ|vrA||2w2+[—+1] [1aprar. e
M M € M
Multiplicando a desigualdade de Simons por |A[|*%)?,
AP A AL A2 > 2 AP A2,
n
integrando por partes,
[ 1Al = - [ (v(aprie), o)
M M
=~ [ (@a+ DIAPVIA2AP 69, V1A)
M
—— [ (a+ DIAPURIVIAP2IAP (T, D)),
M
obtemos
2
- [ o 0IAPRAT AP 2 AP T, 1A + [ 1t [ 2 apgiale,
M M Mn
que equivale a
2
[ earvlaprvLap < [ 2lapeiy -@v,via + [ jamg - [ 2apgeviage
M M M Mn
2
< [ 2aprtowuvials [ jaemgt - [ 2japeviale
M M MmN
Utilizando ([2.25)), temos,

2 AP VY|V All = V2| A1 VAl V2IA[ VY|
1
< [AP*VIA]Pe + Z AP VO,

donde
1
[ ot DIAPAIVIAIPE [ AP VIAlRe + AP op [ (A
M M € M
2
- [ Zapeape,
MmMn
ou seja,

2 1
(—+1+2q—e) [rariwiape < [ ape e L [ apawee @)
n M M € Jm
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Substituindo (2.35) em ([2.34]) vem

2

24+1+2¢—¢)
A4+2q 2< 14 2+8(n

[ 1t < (a4 Gy

# | ] [ apeea

—1
<ladaPe (2riez-c) [

[ 1PVl

2 —1
+=[(14¢)* + €] (E+1+2q—5> / | A2 Vap|?
M

1
€
(1+
[ a] [ v
M

que reescrevendo retorna

{1 —[(1+9)* +¢] (2 +1+2q—8>_1}/ | A 2y? <

{6[<2/%)1qi2++22—g]+ {“tq “]}/ | APV,

Sendo g > 0, para todo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos

2 2 i 4429 ;.2 242g 2
{1—[<1+q> vel(2e1v2-c) }/Mw* v <c [ japrvar

Seja ¢ := (p — 4)/2. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, nés temos

9 -1
1—[(1+q)2+6](g+1+2q—5> =0,
donde se p € [4,4+ +/8/n), obtém-se

/ APg? < C / APV, Wb e CR(M).
M M

Tome em (2.33) f = u*), com ¥ suave e com suporte compacto, u solugao positiva de

—Au = [A2u e a < 0. Note que V(u*t)) = pVu® + u*V. Dai, por Cauchy-Schwarz,

V(@) |* = [0 Vu® + u* Vo P= | Vu® P+u* |V P+20u® (Vi) Vu®)
< PP VUl P4+ | VP 2¢u® | V| | Vu®].

Em ([2.25), tomando os conjugados iguais a 2,

a = V2| Vue|
b =V2u|Vyl,
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obtemos que

20u”| V|| Vu®|< ? | Vu P4+u | Vi,

e, portanto,
[V (uy) [ < 20% |V [*+2u [V [ (2.36)

assim, substituindo (2.36)) em ([2.33)), vem
/ | APu?*p? < 2C {/ ]A|p‘2w2|Vu°‘|2~l—/ yA|p—2u2a|w|2} , Y € C°(M). (2.37)
M M M
Note que ao integrarmos por partes,
—/ ]A|p2¢2uaAua:/ <V (]A\p*2w2u°‘),Vu°‘>
M M
:/ <¢2uO‘V\A|p_2+2|A|p_2¢uaV1/J+ |A|p_2w2Vua,Vua>
M
= [ @A v 2 [ AP (v, vae)
M M
+ [ ap2eva
M
donde
[ 1ap2evap=— [ gt s - [ wg@lap2 vae)
M M M
—2/ | AP~ 2pu® (Veh, Vu®). (2.38)
M

Sendo Vu® = au®"'Vu, temos que[|

|Vua|2 — O{2u2a72|vu‘2

Au® = a(a _ 1)ua—2‘vu|2+aua—1Au
que em ([2.38)) retorna
/ AP = _/ AP~ [ala = Du 2| Vul*+ou® " Au]
M M
_/ ua¢2<v‘A’p—2’ vua> o 2/ |A|p—2wuo¢<vw’vu@>
M M

=0 [P [ APt itae (23)
M M

(0%

= [ wr v V1A <2 [ 1A e o(9un v,
M M
Para a tltima integral, por Cauchy-Schwarz, tem-se

—2/ | AP~ 2u ) (Vu®, V) < 2/ | AP~ 2u ) |V u®||[ V.
M M

' uma vez que div(fX) = (Vf, X) + fdivX
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Dado £ > 0, tome em ([2.25)) os conjugados iguais a 2 e

a = V2e| V|

2
b= \/juo‘|V@/)|,
€

donde resulta

2« 2
—2u V||V < P | Vul P |5W| :
e, portanto,
2, « 2 « 2a|v¢|2
=2 [ APt (v, v < | JAp | Ve P4 — (2.40)
Substituindo (2.40) em ([2.39)), obtemos
/ |A’p72w2’vua|2§ - Oé/ |A|p72u2a71d}2A — ¢2|vuo¢’2
M M

_ / WO (T, V| AP2) 4+ ¢ / AP 202 Ve ?
M M
1

+2 [ 1w,
EJm

para todo € > 0 e ¢ € C3°(M).

Como —Au = |A]*u em M, podemos reescrever
/ ]A|p21/12|Vu°‘|2§a/ |A|pu2a¢2 . (67
M M
- [ wr v VAP 4 [ AP e
M M
1
+2 [ 1w,
€Jm

V|

ou ainda, (note que dois termos do lado direito possuem o mesmo integrando que o lado

esquerdo)

(14250 = c) [ 1ar2wepsa [ jarie - [ e, giap

1
+—/ | AP0 | V)2 (2.41)
€Jm

Por Cauchy-Schwarz,

- [ wvr v vl < [ aeiva|viap)
M M

€ como

V[AP2= (p— 2)|APPV|Al= (p— 2) A" 4] V4],
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para todo t; > 0, em (2.25) tome os conjugados iguais a 2 e

Vi(p = 2uy| A" V] A

\/ wIV 1417

(p — 2)u* 2| AP~ V| Al]*t N (p — 2)P?|Vu®?|AJP~2
2 2t4 ’

entao,

uy?[Vut|[V]AP~2]| <

donde

—92)¢ -2
- [ e vl < p=2)h [ weiiap a2 [ e
M 2 M 2t1 M

Substituindo em ([2.41)), ficamos com
-1 —2)t
(1 X (6] - 5) / |A|p—2¢2|vua|2§a/ |A|pu20‘¢2 + (p ) 1 / uzaw2|A|p—4’v|AH2
o M M 2 M
2 1
P [ vl [ v,
M €Jm

ou seja,

—1 -2 1
(1-e+ 2t = P2) [ urwupsa [ apeest s L [ e
[0 2t1 M M E Jm

—2)t
220 ey
2 M

(2.42)

para todos t;,e > 0 e ¢p € C(M). Por (1.3), multiplicando por [A[P74f2 em que
feCge(M), vem

2
AP PAJARAF 2 = ~[VIA[PIAP
que equivale a
2
[A[Pf2 > Z|V[A|P[APT 2 — |AP AL AL
n
Integrando por partes o dltimo termo, tem-se
| —arsraa= [ 9 (arer) via)
M M
= [ (o= 3)AP A 2P £, 91A4)
M

—(p-3) /M AP 2 V] AP 42 /M APV £, V| AJ).
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e, portanto,
Juarez [ (2ep-s)wlapiars vz [ 1491,
Para a ultima integral, por Cauchy-Schwarz,
[ 2arsswnviah < [ 2apepvsla)
M M
Por (2.25)), temos, para todo t5 > 0,

‘2|A|”‘3f|Vf|IV|A||'=‘ (VaRFIAI V4] (\f |A|2|Vf|)‘

(AP f]?

< PLAPTIAI +

consequentemente, podemos afirmar que
AlP2|V f|?
~ [ oarrerviay < [ pPlapaps - EEEL
M o Iy
isto &,
AlP2|V f|?
[ 2arssorianz - [ plapeiape  HEEL
2

donde, conclui-se que

AlP2|V £|?
/IAV’f2 /( +p- 3> V| A[[?| AP~ % — /fQ‘A|P 42, + A tl fl
2
2 A2 2
= (—+p—3—t2>/ ]A|p—4f2|V|AH2_/ APV /] ’ (2.43)
" M M to
para todo t3 > 0. Escolhendo f = u em (2.43), em que ¢ € C5°(M), resulta
p—2 e! 2
/!A|pu2“w2 ( +p— 3—t2)/|A|p P2V | AP~ / APV o 4
M
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Note que por ([2.25)), para todos to,e > 0
2ut Y |Vu® || V| = V2teth|u”| —uava
1
< toe)? | VUl P —u® V|,
tQE

donde
IV (u) [P < | Vus P+u? | Vi P +2u) | Vus| [V
1
< P?VurPu® Vo [P Ataed? [V P +—u? | Vo
loe

1
= (1 + toe) V*|Vu**+ (1 + t2_5> u** | V|2,
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que substituindo em (2.44)) gera
2
[z (2ap-s-n) [ Jap-teneiap
M n M
/ AP2( (1 + ta2) Y2 TPt (1+ ) e vy )
M

Y

ta

isto é,

2 1
[uarez (2ap-s-n) [lapmiapees - (Lre) [ lapeme

M n M ) M
1 1
- — (1 + —) / |A[P~2u2* | V)2, (2.45)

12 loe ) Jum
para todos to > 0,6 > 0 e ¥ € Cg°(M).
Sendo o < 0,

2
o / APu®y? <a <—+p—3—t2) / APV AP
M n M

1 1
—a(—+e) / AP 22| V2~ (1+—) / AP~ 22| V),
to M to toe ) Jur

que substituindo em (|2.42]) resulta
-1 —2 2
(1-e+ - 222) [ aprwuepsa (2 4p-3- ) [ Lapwiaieees?
o 1 M n M
1
(£+2) [ 1ap2e1vup
o
7(1 tzg) i\
1
+2 [ AP
€Jm

t
4 (p— 5 2) 1/ 2a,¢2|A|P 4|V|A||2
M

—

isto é,
a—-1 (p=2) «a 2 2
1 -1 — AlP @
Lo nes S0 BB apyeeps
1 « 1
- = _ AlP~ 2 2a 2
-2 (i )] LA
2
+ [ t1 +a (n +p— 3—@)} | AP~V | Al Pu?*ep?.
Dado 0 > 0, tomando a = —1 — (6/3), ficamos com

[1_<2+(5/3))g+ Eg;gi <p2t12> (”t(j/?’))
+

I
o528 ) b r-a-0)] [t

+[1 M( +i>} [ 1Az ¥ v,

ta

A2 Va5 )<

w

™



Capitulo 2. Meétricas conformes 49

que, reorganizando, resulta em

N

[T )] et

g 2 t2€

+{(P—22)'51 e —(1+(5/3))p+3+5(1+(5/3))t2}/|A]p‘4|V|A||2u‘2_25§1/J2,

(2.46)
para todos g,t1,t; > 0 e ¢ € C*(M). Tome

2(5 + 36)

n=3, p=5+4+90, t;= 5

e t221

Entao, denotando por

(p—2)tn  2+4(26/3)

C, = 5 (14 (0/3)p+3+6(1+(5/3))ty; e
2+(6/3) (=2 (1+(6/3))
:1 —_— _—
C=N TG T o P
temos
3+6)(5+36 2+ (26/3 ) 5
01:( +0)5+ )—< +( /))— I+-|G+6)+3+0+1+=
9 3 3 3
15+ 146 + 36% (6 + 20) 56 &2 )
= —_ —_ —_ _—— — — 1 —_
5 5 5—10 3 3+3+5+ +3
_ 94120438 | 45 &°
N 9 3 3
_9+120 436 9+ 120 + 367
N 9 9
enquanto

24 (0/3 349 4]
C6+6  93+d) 4
T340 4(5+38) 3
12(5 4 38)(6 + 6) — 27(3 + 6)% — 48(3 + 6)(5 + 30)
B 12(3+6)(5 + 39)
12(30 + 235 + 362) — 27(9 + 68 + 6%) — 46(15 + 146 + 36?)
12(15 4 146 + 362)
360 + 2766 + 3602 — 243 — 1625 — 2762 — 606 — 5652 — 126°

180 + 1689 + 3642
117 + 540 — 476% — 1263

180 + 1686 + 3662
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e, portanto, em ([2.46|), retorna

117 + 546 — 4762 — 1267 ) -
{ 180 + 1680 + 3662 _(2+(5/3))€}/|A|” 22| V173 2<

e () (D)) L v

para todo e > 0 e ¢ € C§°(M). Escolhendo 0 < 6 < ﬁ e ¢ > 0 suficientemente pequeno,

obtemos:

8 o2
[ iapsva i< [ apeeE o, (247
para algum C' > 0. Substituindo (2.47)) em (2.37)), obtemos que
928 g8 926
[tz <o0]| [ japreatipe [ g ¥ e
C// ’A‘3+5u—2—?’vw‘2‘
M

Dado € > 0 qualquer, seja ¢’ = 3¢, Entao, ¢ > 0 é também qualquer. Em 1) tome

5448
_ 546 _ M
P=35¢€4= €
a= |A|3+6w2<53166)5§7ﬁ
= vyt~ e
Entao,
AlPH22(3 + 6 V1|51 —3-09 =389
‘A|3+5‘V¢‘2§| ’ ¢5( + )_'_‘ ¢| |¢| € 2

5490 5490
< ‘A’5+6'¢2€,+ |vw’5+5’,¢| —3— 6

para alguma constante C” < 1, ja que

Logo, (renomeando a constante)

C
[rapesse <o [ apourtee s S [ we ¥ wepep o,
M M M

para todo &’ > 0 e toda ¢ € C§°(M). Que tomando & > 0 adequado resulta em

/M APHu 5y < Oy /M 2B, Vo € O (M),

Perceba que

5 5+4 2 5+48
[y ~(525)  wIAver,
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donde
/ AP S gt < 0y / W[V, vy € O (M),
M M
que substituindo v por wﬂ%, vem (renomeando novamente a constante)

/ [Py 25> < C / w2 E VY e € O (M), (2.48)
M M



52
3 Hipersuperficies minimas, imersas, ori-

entaveis e estaveis sao planos

3.1 Problema de Bernstein

O problema de Bernstein questiona:

Uma hipersuperficie minima X" C R* ™!, comn < 7, que é um grdfico inteiro sobre
um hiperplano R™ C R"*L ¢ um hiperplano?

Muitos matematicos trabalharam neste problema (bem como generalizagoes e adi-
cionando determinadas hipdteses), com resultados mostrando que em algumas dimensoes
isto é verdade, como, por exemplo, DO CARMO e PENG em , FISHER-COLBRIE e
SCHOEN em e POGORELOV em enquanto outros, BOMBIERI, DE GIORGI
e GIUSTI, em |2]| mostraram que a partir de uma determinada dimensao, n > 8, tal nao
¢ verdade.

O artigo no qual se baseia este trabalho traz uma demonstracao de um resultado se-
melhante a este dltimo, sendo agora ¥* C R*, que na realidade ¢ uma prova da conjectura
de Schoen (Veja , teorema 2.12), a qual foi originalmente verificada por CHODOSH e

LI, em .

3.2 Resultado

Agora, mostraremos, com o apoio dos resultados estabelecidos anteriormente, em
particular a desigualdade do tipo Poincaré, que a integral sobre M de ]A\5+5u’2’23*5 é nao
negativa. Uma vez que u é solucao positiva de —Au = |A|*u, e |A|> 0, isto nos forga a
concluir que |A| é identicamente nula sobre M, ou seja, que M é totalmente geodésica.
Com isso, juntamente com as hipoteses feitas sobre M, podemos concluir que M é um

hiperplano.

Teorema 4. Uma hipersuperficie minima imersa, completa, orientdvel e estdavel M> —

R* ¢ isométrica a um hiperplano.

Demonstragao. Note que, pela definicao de gradiente,

0 0
N Y
Vot = 65 (g, @
0 0

Vi = §”a—xj(f)axi.
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Como § = u3g, temos que §¥ = u~3g": donde
0 0
Vath = g —
0 0
= U_S 7"]—
9o (f) oz
= U_%Vgl/}.
Assim,
2 : ] -4 -4 -4 2
|V§1/)|g =usg (Vgl/)vvgﬂ/)) =usg <U ngd}au 5vgw> =u 5‘vg¢|g
5 2(5+5) 5+5
= |Vgl/)|2+ |V91/J|
Que substituindo em ([2.48)
2(5+96)
[1apruatyss <o | B, v e o),
M M
isto é,
/M!Alf’”u”‘%f’” < C/Mu‘éwgwg“, Vip € C°(M). (3.1)

Seja zog € M e considere 7 a funcao distancia a partir de zy com respeito a métrica
§ = u3g. Bscolha em (3.1)) 1 := n(7), com 0 < n < 1,n=1em [0,R], n = 0 em [2R, +00)
e |n'|< C/R em [R,2R)], para alguma constante C' > 0 e algum R > 0. Entao, para algum

0<d<1/100,

/~ |A’5+6 *Z*Edv / ]A\H‘Su*z’% ( )5+6dv </ \A|5+5 —2—
B, (o) B, (z0)

<c [ ulvan).
M

Como |V7|;= 1,

:qIQ

Vathlg= I (F)Varlg= |0 (7)|<

em [R,2R]. Logo, podemos considerar apenas Bg r(20), donde

L are ey <0 | e
zo

M

C’ / 4

< —— uzdV,
R5+6 BgR (z0) 9
C'C"(2R)?

= R5+
C///

©-31)

25

G

Como a métrica g é completa, podemos fazer R crescer tanto quanto quisermos. Uma vez

que estamos considerando a bola com respeito a métrica g, fazendo R — 400, obtemos

/ APy 2% qV, = Jim APy 2% dV, < lim
M R—oo R

B (x0)

=0,
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logo
/ A2 %4y < 0.
M

Por outro lado, |A|> 0 e uE > 0, donde
/ |APHu2 5 4V, > 0.
M

Portanto,
/ |A|5+5u_2_%dVg =0 = |A|=0, em M.
M

Dessa forma, M ¢é totalmente geodésica. Conclui-se, portanto, que M é isométrica a um
hiperplano, uma vez que A = 0 implica que o campo normal é localmente constante,
implicando que a hipersuperficie seja a uniao de abertos em R™™!. Como tal é conexa e
completa, este aberto tem de ser um hiperplano, isto é, M é isométrica a um hiperplano
em R*.



Convencao da Soma de Einstein

Em vez de utilizarmos o sinal de somatorio ¥ para denotar as somas, a convencao de
Einstein utiliza do seguinte artificio: é convencionado que sempre que uma expressao
aparecer com o mesmo simbolo como subindice e superindice existe uma soma neste

indice, por exemplo:
v=1v'e;, S v= Zviei
Rij = " Rij & Rij = ngleijl
R(0;,0,)0, = R.;.0, < R(0;,0;)0% = Z R0,

R(X,Y)Z = a'V*RL,0, & R(X,Y)Z = Z a't " R0
1,7,k,1
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