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Resumo

Neste trabalho, desenvolveremos os cálculos feitos por [3] no qual são usadas técnicas

envolvendo métricas conformes e estimativas para mostrar que uma hipersupef́ıcie mı́nima

imersa, orientável, completa e estável M3 ↪→ R4 tem de ser (isométrica a) um hiperplano.

Palavras-chave: Métricas Conformes; Hipersuperf́ıcies Mı́nimas; Estabilidade;



Abstract

In this work, we will develop the calculations made by [3] in which techniques involving

conformal metrics and estimates are used to show that an immersed complete, orientable

and stable minimal hypersurface M3 ↪→ R4 must be (isometric a) a hyperplane.

Keywords: Conformal metrics; Minimal hypersurfaces; Stability.
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Introdução

A teoria das superf́ıcies mı́nimas no espaço euclidiano tridimensional tem suas

ráızes no cálculo de variações desenvolvido por Euler e Lagrange no século XVIII e em

investigações posteriores de Enneper, Scherk, Schwarz, Riemann e Weierstrass no século

XIX. Ao longo dos anos, muitos grandes matemáticos contribúıram para essa teoria. Além

dos nomes mencionados que pertencem ao século XIX, encontramos contribuições funda-

mentais, por exemplo, de Bernstein, Courant, Douglas, Morrey, Morse, Radó, Shiffman,

Osserman, etc. Boa parte da atividade na teoria das superf́ıcies mı́nimas no prinćıpio era

focada no problema de Plateau ou em problemas relacionados a EDP’s.

A ideia de Lagrange foi procurar dentre as variações em uma região compacta do

gráfico de uma função u : Ω ⊂ R2 → R a condição tal que a variação minimize área.

Para resolver isso, utiliza-se a técnica de Euler-Lagrange (Veja [5]). Mais especificamente,

considere u : Ω ⊂ R2 → R em C2(Ω). Sabemos que a área de seu gráfico é dada por

Au = Area(Gr(u)) :=

∫
Ω

√
1 + |∇u|2.

Assim, se considerarmos para η ∈ C2
0(Ω), as variações ut := u+ tη : Ω× (−ε, ε) → R, em

que u0 = u, semelhantemente

Aut =

∫
Ω

√
1 +∇(ut) =

∫
Ω

√
1 + |∇u+ t∇η|2.

Logo, ao derivarmos a variação da área, obtemos

d

dt

∣∣∣
t=0
Aut =

∫
Ω

d

dt

∣∣∣
t=0

√
1 + |∇u+ t∇η|2

=

∫
Ω

⟨∇u,∇η⟩√
1 + |∇u|2

= −
∫
Ω

η div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
,

em que a última integral é obtida ao integrarmos por partes e utilizarmos o fato que η

tem suporte compacto. Portanto, uma vez que η é arbitrária, o gráfico de u é um ponto

cŕıtico para o funcional área se u satisfaz a equação

div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= 0,

que é, em termos do divergente, equação das superf́ıcies mı́nimas que também pode ser

escrita como

(1 + u2y)uxx + (1 + u2x)uyy − 2uxuyuxy = 0.



Introdução 2

Alguns exemplos de superf́ıcies mı́nimas, bem conhecidas na literatura são:

Figura 1 – Catenoide

Figura 2 – Helicoide
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Figura 3 – Enneper

Mais geralmente, se considerarmos ϕ : Σn−1 → Mn uma imersão isométrica de Σ

orientável em uma variedade Riemanniana orientável M , temos o conceito de variação

admisśıvel em que observamos a variação da imersão ϕ, Φ : Σ × (−ε, ε) → M tal que

para cada t fixo, Φt é uma imersão isométrica e que fora de um compacto em Σ, Φt é a

identidade. Se formos olhar a variação da área, obtemos

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Area(Σt) = −
∫
Σ

H · f,

em que f = ⟨N,Ψ⟩ ∈ C∞
0 (Σ) e H é a curvatura média de Σ e N normal unitário a Σ

em M . Como f pode ser tomada arbitrária, uma vez que dado um campo V sempre

existe uma variação Φ de Σ tal que V é seu campo variacional, segue que uma imersão

isométrica é mı́nima (isto é, sua curvatura média é identicamente nula) se, e somente se,

é um ponto cŕıtico para o funcional área. Assim, para estudar a natureza de tais pontos

cŕıticos, analisar a segunda derivada é um caminho natural, e dáı obtemos (veja também

Teorema 1, e Teorema 2 nas Preliminares)

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Area(Σt) = −
∫
Σ

f
(
∆Σf + |A|2f +RicM(N,N)f

)
.

J := ∆Σ+ |A|2+RicM(N,N) é chamado operador de estabilidade de Σ, com Σ orientável

e N normal unitário a Σ definido em M . (Para demonstrações, veja [5]). Donde surge a

noção de estabilidade, para efeitos de minimizar a área, e dizemos que Σ é estável quando

−
∫
Σ

f
(
∆Σf + |A|2f +RicM(N,N)f

)
≥ 0,

para toda f ∈ C∞
0 (Σ).
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Um problema bem conhecido na literatura em se tratando de superf́ıcies mı́nimas

é o problema de Bernstein.

O problema de Bernstein consiste em mostrar que um gráfico mı́nimo completo

(isto é, definido em todo o plano R2) em R3 é necessariamente um plano. Assim surgiu

um problema de Bernstein generalizado, para dimensões maiores, que pode ser formulado

da seguinte maneira:

Se o gráfico de uma função u : Rn → R é uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa em Rn+1,

ele é necessariamente um hiperplano?.

Muitos matemáticos trabalharam neste problema. A resposta do mesmo é sim, para

n ≤ 7: Bernstein demonstrou o caso n = 2 em 1914; Fleming [12] deu uma nova prova

para o caso n = 2 em 1962; De Giorgi demonstrou para n = 3 em 1965 [6]; Almgren

demonstrou para n = 4 em 1966 [1] e Simons [17] resolveu para os 3 casos restantes, isto

é, 5 ≤ n ≤ 7 em 1968, pois Bombieri, De Giorgi e Giusti, em [2], Teorema B, p. 245,

mostraram que a partir de uma determinada dimensão, n ≥ 8, tal não é verdade. Mais

precisamente, obtiveram o seguinte resultado:

Teorema (Bombieri, De Giorgi e Giusti). Se n ≥ 8, então existem gráficos mı́nimos em

Rn+1 que não são hiperplanos.

Uma vez que gráficos mı́nimos são estáveis, uma generalização do problema de

Bernstein pode ser formulada da seguinte maneira:

SeMn ↪→ Rn+1 é uma hipersuperf́ıcie isometricamente imersa mı́nima, estável, orientável

e completa, então M é um hiperplano?

Por volta do mesmo peŕıodo de tempo, isto é, paralelamente, três autores resolve-

ram o problema generalizado acima para n = 2. Do Carmo e Peng em [8], Teorema 1.2,

p. 903 obtiveram o seguinte resultado:

Teorema (Do Carmo, Peng). Seja M uma variedade 2-dimensional, orientável, conexa

e x : M → R3 uma imersão mı́nima de M no espaço euclidiano R3. Se x : M → R3 for

uma imersão mı́nima completa estável, então x(M) ⊂ R3 é um plano.

Fisher-Colbrie e Schoen em [10], Teorema 3, p. 206 classificaram as superf́ıcies

mı́nimas em 3-variedades de curvatura escalar não negativa segundo o seguinte resultado:

Teorema (Fisher-Colbrie, Schoen). Sejam N uma 3-variedade completa orientada e com

curvatura escalar não negativa e M uma superf́ıcie mı́nima, completa e orientável em N .

Existem duas possibilidades:

i. Se M é compacta, então M é conformemente equivalente a esfera S2 ou M é um toro

flat totalmente geodésico T 2. Se S > 0 em N , onde S é a curvatura escalar, então

M é conformemente equivalente a S2.
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ii. Se M não é compacta, então M é conformemente equivalente ao plano complexo C,
ou ao cilindro A. Se M é um cilindro e a curvatura total absoluta de M é finita,

então M é flat e totalmente geodésica. Se a curvatura escalar de N é sempre positiva,

então M não pode ser um cilindro com curvatura total finita. Se a curvatura de Ricci

de N é não negativa, então a hipótese da finitude da curvatura total não pode ser

removida.

Obtendo assim, como corolário, o teorema de Bernstein:

Corolário (Corolário 4, p. 207 ). As únicas superf́ıcies mı́nimas, completas, orientáveis

e estáveis em R3 são planos.

Pogorelov em [14] também obteve este resultado para n = 2.

Schoen-Simon-Yau em [16], Teorema 1, p. 281, acrescentam uma hipótese sobre

crescimento polinomial mostrando o seguinte:

Seja M uma variedade n-dimensional imersa estável em uma (n + 1)-variedade

Riemanniana orientada. Suponha que as curvaturas seccionais de N estão limitadas entre

K1 e K2, denote a derivada covariante de Kijkl, como tensor de curvatura de N , por

Kijkl;m e suponha ainda que ∑
i,j,k,l,m

K2
ijkl;m ≤ c2.

Então,

Teorema (Schoen, Simon, Yau). Para cada p ∈ [4, 4 +
√

8/n) e para cada função suave

não-negativa f com suporte compacto em M , temos∫
M

|A|2f 2 ≤ β

∫
M

[
|∇f |2+

(
c2/3 +K1 −K2 +max{−K2; 0}

)p/2
fp
]
,

em que A é a segunda forma fundamental de M .

No caso particular em que c = 0 e K1 = K2 ≥ 0, obtiveram a desigualdade∫
BθR

|A|p≤ β

(1− θ)p
R−p|BR|.

Portanto, se limR→+∞R−p|BR|= 0, para algum p ∈ (0, 4+
√
8/n), tem-se |A|= 0, obtendo

assim (Teorema 2, p. 283)

Teorema (Schoen, Simon, Yau). Suponha K1 = K2 ≥ 0, c = 0 e limR→∞R−p|BR|= 0

para algum p ∈ (0, 4 +
√

8/n). Então, M é totalmente geodésica.

Comentam ainda que no caso particular em que o ambiente N possui curvatura

seccional identicamente nula, deduz-se que |BR| tem ordem no máximo Rn e consequen-

temente existe um p satisfazendo as condições do Teorema 2, desde que n < 4 +
√

8/n,
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isto é, n ≤ 5. Em particular, deduzindo o Teorema de Bernstein para gráficos mı́nimos

em Rn+1, quando n ≤ 5.

Até recentemente, os casos restantes, 3 ≤ n ≤ 6, sem hipóteses adicionais, estavam

em aberto. Uma vez que, os resultados de Bombieri, De Giorgi e Giusti [2], juntamente

com o resultado de Hardt e Simon [19], mostram que a resposta à generalização é não, se

n ≥ 7. Entretanto, em 2021, Chodosh e Li [4] provaram a conjectura de Schoen (Veja [5],

teorema 2.12), isto é,

Teorema (Chodosh, Li). Uma hipersuperf́ıcie mı́nima imersa, completa, orientável e

estável M3 ↪→ R4 é isométrica a um hiperplano.

O artigo no qual se baseia este trabalho, Two rigidity results for stable minimal

hypersurfaces, de Catino, G. Mastrolia, P. e Roncoroni, A. [3], traz uma demonstração

completamente diferente do resultado acima citado. Ele é baseado na deformação con-

forme da métrica, resultados de comparação e estimativas de integrais.

A ideia é a seguinte: trabalha-se com a desigualdade de estabilidade∫
M

|A|2φ2dVg ≤
∫
M

|∇φ|2dVg, ∀φ ∈ C∞
0 (M),

em que Mn ↪→ (Rn+1, g) é isometricamente imersa, A é a segunda forma fundamental de

Mn e N é um vetor normal unitário a M em Rn+1. Considera-se uma função positiva

u ∈ C∞(M) que é solução de

−∆gu = |A|2gu em M,

e trabalha-se com a métrica conforme g̃ = u2kg. A estabilidade deM garante a existência

de tal u pelo teorema: (Veja [10])

Teorema (Fisher-Colbrie, Schoen). As seguintes afirmações são equivalentes:

i. λ1(D) ≥ 0 para todo domı́nio limitado D ⊂M ;

ii. λ1(D) > 0 para todo domı́nio limitado D ⊂M ;

iii. Existe uma função u positiva satisfazendo a equação ∆u− qu = 0 em M ,

em que q é uma função suave em M e λ1 é o primeiro autovalor de ∆− q.

Com as fórmulas já conhecidas na literatura que envolvem métricas conformes,

uma estimativa de volume e estimativas de integrais, conclúı-se que |A|≡ 0 em M , donde

M é totalmente geodésica. Sob as hipóteses feitas sobre M , chega-se a conclusão que M

deve ser isométrica a um hiperplano.

Este trabalho está dividido em 3 caṕıtulos:

No caṕıtulo 1, introduzimos algumas noções preliminares sobre variedades dife-

renciáveis, e definições importantes, que serão usadas ao longo de todo o texto.
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No caṕıtulo 2, trataremos dos resultados essenciais de métricas conformes, os quais

nos dizem como se comportam alguns entes clássicos, como a conexão, os śımbolos de

Christoffel, o gradiente de uma função, a hessiana e algumas curvaturas ao modificarmos

ligeiramente a métrica. Precisaremos dos tais para as estimativas realizadas no artigo, bem

como alguns lemas a serem usados, como a completude da métrica e algumas estimativas

de volume para a demonstração do resultado principal.

No caṕıtulo 3, provaremos o resultado principal, citado acima, utilizando as ferra-

mentas expostas no caṕıtulo 2.



8

1 Preliminares

1.1 Variedades Diferenciáveis

Praticamente para todos os fatos deste caṕıtulo não serão apresentadas provas.

Para algumas, consulte [7] ou [13]

Definição 1. Um espaço topológico1 M é dito ser uma variedade diferenciável de di-

mensão n ou uma n-variedade diferenciável2 se

i. M é um espaço de Hausdorff, isto é, dados dois pontos quaisquer x, y ∈ M , existem

abertos U, V ⊂M , com x ∈ U, y ∈ V e U ∩ V = ∅;

ii. M possui uma base enumerável para a sua topologia;

iii. M é localmente difeomorfa a Rn, isto é, existe uma famı́lia de cartas {φλ, Uλ}λ tal

que M = ∪Uλ e dadas duas cartas quaisquer nesta famı́lia, (φ,U) e (ψ, V ), com

U ∩ V ̸= ∅, a aplicação

ψ ◦ φ−1 : φ−1(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

é um difeomorfismo C∞, denominada aplicação mudança de coordenadas. As aplicações

(φ,U) acima definidas são denominadas cartas coordenadas (apenas cartas ou para-

metrizações) e suas aplicações coordenadas, definidas por φ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)),

são denominadas coordenadas locais e o conjunto U ⊂ M é dito vizinhança coorde-

nada.

1.1.1 Aplicações suaves sobre variedades diferenciáveis

Definição 2. Seja M uma variedade diferenciável. Uma função f : M → Rk é dita ser

suave em p ∈ M se existe uma carta coordenada φ : U → U0 de M com p ∈ U , tal que a

aplicação f ◦ φ−1 : φ−1(U) → Rk é C∞ em φ−1(p) ∈ U0. Tal f é dita suave se é suave

para cada p ∈M . A aplicação f̂ := f ◦φ−1 é chamada representação de f em coordenadas

locais. Denotaremos por C∞(M) o conjunto das funções reais suaves em M , isto é,

C∞(M) := {f :M → R | f é suave em M}.

Tal definição independe da escolha da carta coordenada escolhida. Com efeito,

uma vez que, para cada p ∈ M seja posśıvel encontrar uma carta coordenada φ de sorte

1 Um conjunto X munido de uma topologia especificada τ, (X, τ), é dito um espaço topológico.
2 Diferenciável e suave possuem o mesmo significado.
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que f ◦ φ−1 seja suave, qualquer que seja outra carta coordenada em M contendo p, o

fato da aplicação mudança de coordenadas ser suave garante que seja suave (nos devidos

abertos onde a composição faz sentido):

f ◦ ψ−1 = (f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ψ−1).

Definição 3. Sejam M e N duas variedades diferenciáveis. Dizemos que uma aplicação

F : M → N é suave em p ∈ W se existe uma carta coordenada de M , φ : U → U0 com

p ∈ U , e uma carta coordenada de N , ψ : V → V0 tal que F (p) ∈ V e F (U) ⊂ V tais que

a aplicação entre abertos euclidianos

ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U) → ψ (F (U) ∩ V )

é suave em φ(p). Tal F é dita suave se é suave para cada p ∈ M . A aplicação F̂ :=

ψ ◦F ◦φ−1 é chamada representação de F em coordenadas locais, relativamente às cartas

coordenadas dadas.

Como anteriormente, tal definição não depende da escolha das cartas coordenadas

satisfazendo à definição. Isto vem novamente do fato das mudanças de coordenadas

serem suaves nos respectivos pontos, isto é, que se ξ e ζ são, respectivamente, cartas

coordenadas em M e em N contendo p e F (p), podemos escrever (nos devidos abertos

onde a composição faz sentido)

ζ ◦ F ◦ ξ−1 = (ζ ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ F ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ζ−1).

Definição 4. Uma aplicação F :M → N é dita um difeomorfismo se F é bijetiva, suave,

e cuja inversa também é suave. Neste caso, M e N são ditas difeomorfas. F :M → N é

dita um difeomorfismo local se para cada p ∈M existe U aberto em M contendo p tal que

F (U) é um aberto em N contendo F (p) nos quais F |U : U → F (U) é um difeomorfismo.

1.1.2 Espaço Tangente

Definição 5. Seja M uma variedade diferenciável e p ∈ M . Uma aplicação linear v :

C∞(M) → R é dita uma derivação em p se satisfaz

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f),

para todas f, g ∈ C∞(M).

Definição 6. O conjunto de todas as derivações de C∞(M) em p é um espaço vetorial,

denominado o espaço tangente a M em p:

TpM := {v : C∞(M) → R | v é uma derivação}.

Um elemento v ∈ TpM é chamado um vetor tangente aM em p. Dados p ∈M e v ∈ TpM ,

temos que um vetor tangente v satisfaz as propriedades:
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i. Se f é uma função constante, então v(f) = 0.

ii. Se f(p) = g(p) = 0, então v(fg) = 0.

Uma outra forma de caracterizar os vetores tangentes à uma variedadeM é através

de curvas:

Definição 7. Seja M uma n-variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :

I →M , onde I ⊂ R é um intervalo aberto, é dita uma curva (diferenciável) em M .

Definição 8. Seja M uma n-variedade diferenciável e α : I → M uma curva em M

tal que α(t0) = p ∈ M . O vetor tangente à curva α em p é o funcional linear α′(t0) =

C∞(M) → R definido por

α′(t0)(f) :=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ α) , f ∈ C∞(M).

Um vetor tangente àM em p é qualquer vetor tangente à uma curva diferenciável passando

por p.

Note que se (φ,U) é uma carta de M em p, podemos exprimir a função f e a

curva α nesta parametrização, de sorte que escrevendo x0 = φ(p), α(t0) = p e α̃(t) =

(φ ◦ α)(t) := (α1(t), . . . , αn(t)), temos em coordenadas

α′(t0)(f) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ α) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(
f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α

)
= d(f ◦ φ−1)x0 (α̃(t0))

=
n∑

i=1

dαi

dt
(t0)

∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(x0).

1.1.3 A derivada de uma aplicação suave

Definição 9. SejamM e N variedades diferenciáveis e F :M → N uma aplicação suave.

Para cada p ∈ M , a diferencial de F em p, dFp : TpM → TF (p)N é definida da seguinte

forma: dado v ∈ TpM ,

dFp(v)(f) := v(f ◦ F ),

para toda f ∈ C∞(N). dFp(v) é uma derivação em F (p). Em particular, dada f ∈
C∞(M), dfp : TpM → R é dada por

dfp(v) = v(f).

Temos que tal definição satisfaz as seguintes propriedades: Sejam F :M → N e G : N →
P aplicações suaves entre variedades e seja p ∈M . Então,
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i. dFp : TpM → TF (p)N é linear;

ii. d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp : TpM → TG◦F (p)P ;

iii. d(IdM) = IdTpM : TpM → TpM ;

iv. Se F é um difeomorfismo, então dFp : TpM → TF (p)N é um isomorfismo e (dFp)
−1 =

dF−1
F (p).

Seja (φ,U) uma carta coordenada em uma variedade diferenciável M . Tem-se,

em particular, que φ é um difeomorfismo de U em φ(U). Dessa forma, a aplicação

dφp : TpM → Rn
(
≃ Tφ(p)Rn

)
é um isomorfismo (aqui, identificando TpRn com Rn).

Assim, a pré-imagem de uma base de Rn pela aplicação dφp é uma base de TpM . Defina,

pois, os vetores coordenados associados à carta φ:

Definição 10. Seja (φ,U) uma carta coordenada em uma variedade diferenciável M . Os

vetores coordenados, ∂
∂xi

∣∣∣
p
associados à carta φ, definidos por

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

:= (dφp)
−1 (ei) = (dφ−1)φ(p)(ei),

em que {e1, . . . , en} é a base canônica de Rn, formam uma base de TpM, ∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p

 ,

de sorte que dado qualquer v ∈ TpM , podemos escrever

v =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

.

Desta forma, se f ∈ C∞(U), então

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

(f) := ei(f ◦ φ−1) :=
∂(f ◦ φ−1)

∂xi
.

1.1.4 Campo de Vetores

Definição 11. Dada uma variedade diferenciável M , o fibrado tangente de M , denotado

por TM , é a união disjunta dos espaços tangentes a M , isto é, denotando por ⊔ a união

disjunta,

TM :=
⊔
p∈M

TpM.

Note que podemos enxergar os pontos de TM como sendo (p, v), com p ∈M e v ∈ TpM .
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Definição 12. Um campo de vetores X em uma n-variedade diferenciável M é uma

aplicação X :M → TM suave tal que, se π : TM →M é definida por π(p, v) = p, então

π ◦X = IdM . Logo, um campo de vetores é uma correspondência que a cada ponto p ∈M

associa um vetor X(p) ∈ TpM . Considerando uma carta (φ,U) de M em p é posśıvel

escrever

X(p) =
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

,

em que cada ai : U → R é uma função em U ⊂ M , chamadas funções componentes de

X, e
{

∂
∂xi

∣∣∣
p

}
é a base associada à φ, i = 1, . . . , n. Denotaremos por

X(M) := {X :M → TM | X campo de vetores diferenciável}.

Tal conjunto é um módulo sobre o anel C∞(M).

Definição 13. Dada M uma n-variedade diferenciável X ∈ X(M), sejam f ∈ C∞(M)

qualquer, p ∈M e (φ,U) uma carta de M em p. Definimos

Xf(p) := X(f)(p) =
n∑

i=1

ai(p)
∂(f ◦ φ−1)

∂xi
(φ(p)) =

n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p),

onde, na última igualdade, por abuso de notação, f na realidade representa a expressão

de f na carta φ. A função obtida não depende da escolha da carta φ.

Por essa definição, podemos redefinir, de maneira equivalente, um campo de veto-

res, agora sob o olhar de derivação:

Definição 14. Um campo de vetores X : C∞(M) → C∞(M) é um operador linear

X : C∞(M) → C∞(M) que é uma derivação, isto é,

i. Para todos α, β ∈ R e f, g ∈ C∞(M),

X(αf + βg) = αX(f) + βX(g);

ii. Para todas f, g ∈ C∞(M),

X(fg) = X(f)g + fX(g).

Assim, como pela definição de diferencial,

dfp(X(p)) = X(p)(f) :=
n∑

i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p),

segue que

X(f) = df(X).
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1.1.5 Colchete de Lie

A interpretação de campos de vetores como um operador em C∞(M) permite-nos

considerar iterados de campos, isto é, dados X, Y ∈ X(M), e f ∈ C∞(M), então fazem

sentido as funções X(Y f) (bem como Y (Xf)), definida por

XY (f) := X(Y f) = X (Y (f)) .

Definição 15. (Colchete de Lie) Sejam X, Y ∈ X(M). O Colchete de Lie de X e Y é o

campo vetorial [X, Y ] ∈ X(M) definido por

[X, Y ] := XY − Y X.

Logo, dada f ∈ C∞(M),

[X, Y ](f) := X(Y f)− Y (Xf) = X (Y (f))− Y (X(f)) .

O Colchete de Lie satisfaz às seguintes propriedades: dados X, Y, Z ∈ X(M),

f, g ∈ C∞(M) e a, b ∈ R,

i. [X, Y ] = −[Y,X] (anticomutatividade);

ii. [aX + bY, Z] = a[X, Y ] + b[Y, Z] (R−bilinearidade);

iii. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Identidade de Jacobi);

iv. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Note que se X, Y ∈ X(M) possuem as expressões

X =
n∑

i=1

ai
∂

∂xi
e Y =

n∑
j=1

bj
∂

∂xj
,

em coordenadas, então dada f ∈ C∞(M) (onde, por abuso de notação, f abaixo, à partir

das igualdades, na realidade representa a expressão de f nas coordenadas locais)

X (Y (f)) = X

(
n∑

j=1

bj
∂f

∂xj

)
=

n∑
j=1

X

(
bj
∂f

∂xj

)

=
n∑

j=1

X (bj)
∂f

∂xj
+

n∑
j=1

bjX

(
∂f

∂xj

)
=
∑
i,j

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+
∑
i,j

aibj
∂2f

∂xixj
,

e de forma similar,

Y (X(f)) =
∑
i,j

bj
∂ai
∂xj

∂f

∂xi
+
∑
i,j

aibj
∂2f

∂xjxi
.
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Note que, por termos3

∂2f

∂xixj
=

∂2f

∂xjxi
,

segue

[X, Y ](f) =
∑
i,j

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
− bj

∂ai
∂xj

∂f

∂xi

=
∑
i,j

(
ai
∂bj
∂xi

− bi
∂aj
∂xi

)
∂f

∂xj
,

e, portanto,

[X, Y ] =
∑
i,j

(
ai
∂bj
∂xi

− bi
∂aj
∂xi

)
∂

∂xj

é a expressão do Colchete em coordenadas. Em particular, se X = ∂
∂xi

e Y = ∂
∂xj

, então

[X, Y ] = 0.

1.2 Tensores

Definição 16. Seja V um espaço vetorial4 real e considere V ∗ seu dual. Dados k, l

números inteiros não-negativos, um tensor do tipo (k, l) em V é uma aplicação multilinear

em V e V ∗ de k elementos de V e l elementos de V ∗:

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k cópias

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l cópias

→ R.

O conjunto de todos os tensores de tipo (k, l) em V , denotado por T (k,l)(V ), é um espaço

vetorial, quando munido das operações usuais.

1.2.1 Produto Tensorial

Definição 17. Seja V um espaço vetorial real e considere V ∗ seu dual. Dados k, l, p, q

inteiros não-negativos, considere T ∈ T (k,l)(V ) e S ∈ T (p,q)(V ). Define-se o produto

tensorial de T por S como sendo a aplicação

T ⊗ S : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k+p cópias

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l+q cópias

→ R

por

T⊗S(X1, . . . , Xk+p, ω1, . . . , ωl+q) := T (X1, . . . , Xk, ω1 . . . , ωl)S(Xk+1, . . . , Xk+p, ωl+1, . . . , ωl+q),

em que Xj ∈ V , ωi ∈ V ∗, j = 1, . . . , k + p, i = 1, . . . , l + q, e o produto no lado direito é

simplesmente a multiplicação de números reais. Logo,

⊗ : T (k,l)(V )× T (p,q)(V ) → T (k+p,l+q)(V ).
3 Observe que estamos olhando para as parciais de segunda ordem de uma aplicação em Rn (a expressão

de f), donde segue a igualdade por Schwarz.
4 De dimensão finita, como em todo o texto.
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1.2.2 Métricas Riemannianas

Definição 18. Seja M uma n-variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana em M

é uma correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno p 7→ gp(, ),

isto é, um tensor do tipo (2, 0) (uma forma bilinear, simétrica, positiva definida) no

espaço tangente TpM , que varia diferenciavelmente da seguinte forma: se (U,φ) é uma

carta coordenada de M em p, as funções

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
, i, j = 1, . . . , n,

variam diferenciavelmente em U .

Proposição 1. Toda variedade diferenciável M possui uma métrica Riemanniana.

1.3 Conexões Riemannianas

1.3.1 Conexões Afins

Definição 19. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)×X(M) → X(M), que se indica por (X, Y )
∇−→∇XY e que satisfaz às seguintes

propriedades: para todos X, Y, Z ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M),

i. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

ii. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

iii. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Considere (U,φ) uma carta coordenada de M em p. Escreva ∂
∂xl

= ∂l. Então, se

X, Y ∈ X(M) têm as representações5

X = ai∂i e Y = bj∂j,

então
∇XY = ∇ai∂ib

j∂j
= ai

(
∂i(b

j)∂j + bj∇∂i∂j
)

que fazendo (por definição) ∇∂i∂j = Γk
ij∂k, retorna

∇XY =
(
ai∂i(b

k) + aibjΓk
ij

)
∂k (i, j, k = 1, . . . , n).

Em Rn, identificando os espaços tangentes com o próprio Rn, vetores tangentes

com os próprios vetores de Rn e campos vetoriais com aplicações suaves X : Rn → Rn

5 Usando a notação de Einstein.
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temos que conexão euclidiana ∇ : C∞(Rn,Rn) × C∞(Rn,Rn) → C∞(Rn,Rn) é definida

por

∇XY = dYp(X(p)),

isto é, a derivada direcional da aplicação Y em p na direção do vetor X(p), ou seja, se

X = aiei e Y = bjej,

∇XY =

(
ai
∂b1

∂xi
, · · · , ai∂b

n

∂xi

)
= ai∂i(b

j)ej = ai∂i(b
j)∂j = X(bj)∂j.

Definição 20. Seja α : I → M uma curva diferenciável em uma variedade M . Um

campo vetorial V ao longo da curva α é um campo vetorial V : I → TM tal que

V (t) ∈ Tα(t)M, ∀t ∈ I.

Proposição 2. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então,

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável α : I →M um outro campo vetorial DV
dt
, ao longo de α, denominado derivada

covariante de V ao longo de α, tal que:

i. D
dt
(V +W ) = DV

dt
+ DW

dt
;

ii. D
dt
(fV ) = df

dt
V + f DV

dt
;

iii. Se V é induzido por um campo de vetores X ∈ X(M), isto é, V (t) := X(α(t)), então

DV

dt
= ∇α′(t)X.

1.3.2 Conexão Riemanniana

Definição 21. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é dita

compat́ıvel com a métrica quando

X (g (Y, Z)) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) ,

para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 22. Uma conexão afim em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇YX = [X, Y ],

para todos X, Y ∈ X(M).

Note que dada uma carta coordenada (U,φ) em uma n-variedade M ,

∇∂i∂j −∇∂j∂i = [∂i, ∂j] = 0.
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Proposição 3. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão afim ∇ em M que é simétrica e é compat́ıvel com a métrica.

Demonstração. Supondo a existência de uma tal conexão, chega-se a conclusão que ela

deve satisfazer

(1.1)2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(X, Y ))
− g([Y,X], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

mostrando que tal fica univocamente determinada pela métrica. Portanto, caso exista,

será única. Logo, basta definir ∇ por (1.1). ■

A conexão acima é denominada conexão Riemanniana ou conexão de Levi-Civita.

Onde usarmos uma conexão será esta conexão, associada à respectiva metrica na varie-

dade. A equação (1.1) é denominada fórmula de Koszul. Dada uma carta coordenada

(U,φ), as funções Γk
ij definidas por

∇∂i∂j = Γk
ij∂k,

são os coeficientes da conexão ∇, ou os śımbolos de Christoffel da conexão.

Definição 23. (Campo Gradiente) Seja M uma variedade Riemanniana. Dada f ∈
C∞(M) existe um único campo de vetores ∇gf ∈ X(M), chamado gradiente de f , tal que

dado X ∈ X(M),

X(f) = df(X) = g (∇gf,X) .

Se (U,φ) é uma carta coordenada emM , escrevendo X = ai∂i e ∇gf = bj∂j, temos

que

X(f) = g (∇gf,X) ⇔ ∂i(f) = bjgij.

Multiplicando por gim, e somando em i obtemos

bj
∑
i

gijg
im =

∑
i

gim∂i(f) ⇔ bj =
∑
i

gij∂i(f)

isto é, em coordenadas

∇gf = gij∂i(f)∂j.

Definição 24. (Hessiana) Seja M uma variedade Riemanniana. A Hessiana de f ∈
C∞(M) é um tensor de tipo (2,0), denotado por ∇2f definido por: dados X, Y ∈ X(M),

∇2f(X, Y ) := Y (∇gf(X))−∇gf(∇YX) = Y (X(f))− (∇YX) (f),

ou ainda,

∇2f(X, Y ) = g (∇Y∇gf,X) ,

em que ∇ é a conexão de (M, g).
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Definição 25. (Divergente) Seja M uma variedade Riemanniana. Dado um campo X ∈
X(M), o divergente de X com respeito à métrica g de M é definido como

divg(X) = trg (Y 7→ ∇YX) =
∑
i,l

gilg (∇∂iX, ∂l) .

Definição 26. (Laplaciano) Dada f ∈ C∞(M), o Laplaciano de f com respeito à métrica

g é definido como

∆gf := div (∇gf) = trg
(
∇2f

)
=
∑
i

∇i∇if,

em que ∇k∇lf := ∇2f(∂k, ∂l).

1.3.3 Geodésicas

Definição 27. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva diferenciável γ : I →M

é uma geodésica se
D

dt

(
dγ

dt

)
≡ 0.

Definição 28. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se para

todo p ∈ M as geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas para todos os valores

do parâmetro t ∈ R.

1.4 Curvaturas

1.4.1 Curvatura

Definição 29. O tensor de curvatura de uma variedade Riemanniana M é um tensor de

tipo (3, 1) R : X(M)3 → X(M) definido por

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

em que ∇ é a conexão Riemanniana de M associada à métrica. Observe que se M = Rn,

R = 0. De fato, escrevendo Z = ck∂k,

∇X∇YZ −∇Y∇XZ = ∇X

(
Y (ck)∂k

)
−∇Y

(
X(ck)∂k

)
= (XY − Y X)(ck)∂k
= ∇[X,Y ]Z.

Tal satisfaz às propriedades: para todos(as) X, Y, Z,W ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M),

i. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z;

ii. R(fX + gY, Z) = fR(X,Z) + gR(Y, Z) e R(X, fY + gZ) = fR(X, Y ) + gR(X,Z);
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iii. R(X, Y )(fZ + gW ) = fR(X, Y )Z + gR(X, Y )W ;

iv. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

v. R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W );

vi. R(X, Y, Z,W ) = R(Z, T,X, Y ),

em que, por definição, R(X, Y, Z,W ) := g (R(X, Y )Z,W ).

Dada uma carta (U,φ) em M , pondo por definição de Rl
ijk,

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l,

vem que para quaisquer X = ai∂i, Y = bj∂j e Z = ck∂k em X(M),

R(X, Y )Z = aibjckRl
ijk∂l.

Também, pondo por definição, temos

R(∂i, ∂j, ∂k, ∂s) = g (R(∂i, ∂j)∂k, ∂s) = Rl
ijkgls =: Rijks.

1.4.2 Curvatura Seccional

Definição 30. Sejam M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e σ ⊂ TpM um plano de

TpM . Se {x, y} geram σ, define-se a curvatura seccional de M em σ (ou de σ em p) como

sendo

K(σ; p) = K(σ) = Kσ = K(x, y) :=
R (x, y, y, x)

|x|2|y|2−g(x, y)2
.

Tal não depende da escolha da base de σ. Pois se {z, w} é outra base para σ, e B é a

matriz de mudança de base, teremos

R(x, y, y, x) = (detB)2R(z, w, w, z)

|x|2|y|2−g (x, y)2 = (detB)2
[
|z|2|w|2−g (z, w)2

]
,

donde K(x, y) = K(z, w).

1.4.3 Tensor de Ricci e Curvatura de Ricci

Considere M uma variedade Riemanniana. Sejam X, Y ∈ X(M) e considere a

aplicação

bX,Y : (Z,W ) 7→ g (R(X,Z)W,Y ) , Z,W ∈ X(M).

Definição 31. Dados X, Y ∈ X(M), o tensor de Ricci é o tensor de tipo (2,0) definido

por

Ric(X, Y ) := tr (bX,Y ) = gijR(X, ∂i, ∂j, Y ) =
∑
i

R(X, ei, ei, Y ),
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estas últimas igualdades em coordenadas e em uma base ortonormal {ei}ni=1, respectiva-

mente. Suas componentes em coordenadas são

Rij := R(∂i, ∂j) = gklRiklj.

1.4.4 Imersões Isométricas

Sejam (M, g), (Σ, h) variedades Riemannianas com suas respectivas métricas.

Definição 32. Uma aplicação Ψ : (Σ, h) → (M, g) é dita uma imersão quando dΨp é

uma aplicação injetiva, para todo p ∈ Σ. Ψ é dita uma imersão isométrica quando, além

de ser uma imersão, tem-se

gΨ(p) (dΨp(v), dΨp(w)) = hp(v, w), ∀v, w ∈ TpΣ.

Também podemos obter uma imersão isométrica à partir de uma imersão, e definindo a

métrica em Σ de forma induzida.

Definição 33. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e Σn−1 ⊂ (Mn, g). Σ é dita

hipersuperf́ıcie (Riemanniana) quando a inclusão i : Σ → M é uma imersão isométrica,

em que a métrica de Σ é definida de forma induzida por:

hp(v, w) := gΨ(p) (dΨp(v), dΨp(w)) .

Definição 34. Uma variedade M é dita orientável quando existe uma famı́lia de parame-

trizações {φλ, Uλ}λ∈L tal que o determinante da mudança de coordenadas, det(φ−1
λ ◦λβ) >

0, é positivo para todos λ, β ∈ L. Dada uma imersão isométrica Ψ : Σn−1 → Mn, com

M orientável, Σn−1 ser orientável equivale a existência de um campo normal (unitário)

suave global.

Considere uma imersão isométrica orientável Ψ : Σn−1 → Mn, com (Mn, g)

Riemanniana; ou seja, existe um campo normal (unitário) global N , tal que N(p) ∈
(TpM)⊥, ∀p ∈M . Associado a este campo, podemos definir a aplicação linear simétrica,

para cada p ∈ M , A : TpM → TpM dada por Av := −dN · v e a partir desta, po-

demos considerar a aplicação bilinear simétrica B : TpM × TpM → R, definida por

B(u, v) = g(Au, v). Observe que em uma base ortonormal {ei},

|B|2 =
∑
i,j

B(ei, ej)
2 =

∑
i,j

g(Aei, ej)
2 =

∑
i

(∑
j

g(Aei, Aej)g(Aei, Aej)

)
=
∑
i

|Aei|2=
∑
i

⟨Aei, Aei⟩

=
∑
i

⟨A2ei, ei⟩

= tr(A2) = |A|2.
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Denote por ∇ a conexão de M associada à métrica g e por ∇ a conexão de Σ

associada à métrica h, definida acima. Denotando dΨ∗X = Ψ∗X, obtemos (pela fórmula

de Koszul (1.1)) que para todos X, Y, Z ∈ X(Σ)

g
((

∇Ψ∗YΨ∗X
)T
,Ψ∗Z

)
= h (∇YX,Z) = g(Ψ∗(∇YX),Ψ∗(Z)),

obtendo, portanto,

Proposição 4. Se Ψ : (Σn−1, h) → (Mn, g) é uma imersão isométrica (h induzida), então

Ψ∗ (∇XY ) =
(
∇Ψ∗(X)Ψ∗(Y )

)⊤
, ∀X, Y ∈ X(Σ).

Notação: ∇XY = (∇XY )T . Assim,

∇Ψ∗X (Ψ∗Y ) = Ψ∗ (∇XY ) +
(
∇Ψ∗X (Ψ∗Y )

)⊥
,

equivale a (codimensão 1)

∇XY = ∇XY + g
(
∇XY,N

)
N = ∇XY + g (AX, Y )N = ∇XY +B(X, Y )N

A equação

∇XY = ∇XY +B(X, Y )N, X, Y ∈ X(M), (1.2)

é denominada equação de Gauss.

Considere ainda Ψ : Σn−1 → (Mn+1, g) imsersão isométrica. Sejam R o tensor de curva-

tura de M e R o tensor de curvatura de Σ. Então, podemos escrever a equação de Gauss

como: para todos X, Y, Z,W ∈ X(Σ)

R(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) +B(Y,W )B(X,Z)−B(X,W )B(Y, Z)− g (AX,W ) ;

ou ainda, em termos da curvatura seccional: dados X, Y linearmente independentes,

K(X, Y ) = K(X, Y ) + g(Au, u)g(Av, v)− g(Au, v)2.

Definição 35. O vetor curvatura média da imersão Ψ : Σn−1 → (Mn, g) é definido por

H :=
1

n

n∑
i=1

B(ej, ej) =
1

n
(trA)η,

em que {e1, . . . , en−1, η} é um referencial ortonormal adaptado de TpM .

Definição 36. Uma imersão isométrica Ψ : Σn−1 → Mn é dita mı́nima se H ≡ 0. E é

dita totalmente geodésica quando A = 0.

Considere agora uma imersão isométrica ϕ : Σn−1 →Mn com Σ orientável em uma

variedade Riemanniana orientável M .
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Definição 37 (Variação Admisśıvel). Dizemos que Φ : Σ× (−ε, ε) →M é uma variação

admisśıvel (ou variação) de ϕ se:

i. Para cada t ∈ (−ε, ε), Φt : Σ → M definida por Φt(p) := Φ(p, t) é uma imersão

isométrica, com Φ0 = ϕ. Denote Σt = Φt(Σ);

ii. Φt(p) = p, se p ∈ Σ − K, onde K é compacto (ou seja, há alteração apenas numa

região compacta).

O campo Ψ(p) := ∂Φ
∂t
(p, 0) é dito campo variacional.

Teorema 1 (Primeira Variação da Área).

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Area(Σt) = −
∫
Σ

H · f,

em que f = ⟨N,Ψ⟩ ∈ C∞
0 (Σ) e H é a curvatura média de Σ e N normal unitário a Σ em

M .

Teorema (Segunda Variação da Área).

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Area(Σt) = −
∫
Σ

f
(
∆Σf + |A|2f +RicM(N,N)f

)
.

J := ∆Σ+ |A|2+RicM(N,N) é chamado operador de estabilidade de Σ, com Σ orientável

e N normal unitário a Σ definido em M .

Definição 38. Diz-se que uma imersão isométrica mı́nima Ψ : Σn−1 → Mn, com Σ

orientável, é estável quando

−
∫
Σ

fJfdA ≥ 0, ∀f ∈ C∞
0 .

Proposição 5 (Desigualdade de Simons). Suponha que Σn−1 ⊂ Rn é uma hipersuperf́ıcie

mı́nima. Então

∇Σ|A|2≥ −2|A|4+2

(
1 +

2

n− 1

)
|∇Σ|A||2,

ou, equivalentemente,

|A|∆Σ|A|+|A|4≥ 2

n− 1
|∇Σ|A||2 . (1.3)

Demonstração. Seja Ei, para i = 1, . . . , n, um referencial ortonormal em uma vizinhança

de algum ponto x ∈ Σ tal que En é normal a Σ (isto é, um referencial normal adaptado).

Denote por a := HEn o (2,0)-tensor simétrico em Σ definido por

a(X, Y ) = g (A(X, Y ), En) = g (∇XY,En) = −g (∇XEn, Y ) ,

e ponha aij = a(Ei, Ej) = −g (∇Ei
En, Ej), isto é, se X = αiEi e Y = βjEj,

a(X, Y ) = a(αiEi, β
jEj) = −g

(
∇αiEi

En, β
jEj

)
= aijΘi ⊗Θj(X, Y ),
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donde

a =
n−1∑
i,j=1

aijΘi ⊗Θj,

em que Θi é o respectivo referencial dual. Sejam a..,k e aij,k definidos pela igualdade

a..,k =
n−1∑
i,j=1

aij,kΘi ⊗Θj = ∇Ek
a.

Como a é um (2,0)-tensor simétrico, segue que a..,k também o é. Note ainda que como a

curvatura de Rn é identicamente nula,

aij,k = (∇Ek
a) (Ei, Ej)

= Eka(Ei, Ej)− a(∇T
Ek
Ei, Ej)− a(Ei,∇T

Ek
Ej)

= −Ekg(∇Ei
En, Ej) + g

(
∇∇T

Ek
Ei
En, Ej

)
+ g (∇Ei

En,∇Ek
Ej)

= −g (∇Ei
∇Ek

En, Ej) + g
(
∇∇T

Ei
Ek
En, Ej

)
= akj,i.

Portanto, considere a..,. o (3,0)-tensor simétrico definido por

a..,. =
n−1∑

i,j,k=1

aij,kΘi ⊗Θj ⊗Θk.

Deste, definimos um (3,0)-tensor simétrico, a..,.l dado por

a..,.l =
n−1∑

i,j,k=1

aij,klΘi ⊗Θj ⊗Θk = ∇El
a..,..

Consequentemente,

aij,kl = ∇T
El
a..,.(Ei, Ej, Ek)

=Ela..,.(Ei, Ej, Ek)−a..,.
(
∇T

El
Ei, Ej, Ek

)
−a..,.

(
Ei,∇T

El
Ej, Ek

)
−a..,.

(
Ei, Ej,∇T

El
Ek

)
= Ela..,k(Ei, Ej)− a..,k

(
∇T

El
Ei, Ej

)
− a..,k

(
Ei,∇T

El

)
−∇T

∇T
El

Ek
a(Ei, Ej)

= ElEka(Ei, Ej)− Ela
(
∇T

Ek
Ei, Ej

)
− Ela(Ei,∇T

Ek
Ej)− Eka

(
∇T

El
Ei, Ej

)
+ a

(
∇T

Ek
∇T

El
Ei, Ej

)
+ a

(
∇T

El
Ei,∇T

Ek
Ej

)
− Eka

(
Ei,∇T

El
Ej

)
+ a

(
∇T

Ek
Ei,∇T

El
Ej

)
+ a

(
Ei,∇T

Ek
∇T

El
Ej

)
−∇T

El
Eka(Ei, Ej) + a

(
∇T

∇T
El

Ek
Ei, Ej

)
+ a

(
Ei,∇T

∇T
El

Ek
Ej

)
= aij,lk +

n−1∑
m=1

Rklimamj +
n−1∑
m=1

Rkljmami.

Lembre que pela equação de Gauss (1.2),

Rijkl = ajkail − aikajl,
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e, portanto, podemos escever

aik,jk = aik,kj +
n−1∑
m=1

Rjkimamk +
n−1∑
m=1

Rjkkmami

= aik,kj +
n−1∑
m=1

(akiajm − ajiakm)amk +
n−1∑
m=1

(akkajm − ajkakm)ami.

Dáı, podemos obter a equação de Simon:

∆Σ|A|2 = 2
n−1∑
i,j=1

aij∆Σaij + 2
n−1∑
i,j=1

|∇Σaij|2

= 2
n−1∑

i,j,k=1

aijaij,kk + 2
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k

= 2
n−1∑

i,j,k=1

aijaik,jk + 2
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k

= 2
n−1∑

i,j,k=1

aijakk,ij + 2
n−1∑

i,j,k,m=1

aij(akiajm − ajiakm)amk

+ 2
n−2∑

i,j,k,m=1

aij(akkajm − ajkakm)ami + 2
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k

= −2
n−1∑

i,j,k,m=1

a2ija
2
km + 2

n−1∑
i,j,k=1

a2ij,k.

Portanto, obtemos a equação de Simons,

∆Σ|A|2= −2|A|4+2
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k. (1.4)

Vamos obter a desigualdade a partir desta. Primeiramente, observe que como a é simétrico,

podemos escolher Ei, i = 1, . . . , n, tais que em x temos aij = λiδij. Dáı, por Cauchy-

Schwarz,

4|A|2|∇|A||2 = |∇|A|2|2 =
n−1∑
k=1

( n−1∑
i,j=1

a2ij

)
k

2

= 4
n−1∑
k=1

(
n−1∑
i=1

aii,kaii

)2

≤ 4|A|2
n−1∑
i,k=1

a2ii,k.

Consequentemente,

|∇|A||2≤
n−1∑
i,k=1

a2ii,k.
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Portanto, pela minimalidade,

|∇|A||2 ≤
n−1∑
i,k=1

a2ii,k =
∑
i ̸=k

a2ii,k +
n−1∑
i=1

a2ii,i

=
∑
i ̸=k

a2ii,k +
n−1∑
i=1

(∑
i ̸=j

ajj,i

)2

≤
∑
i ̸=k

a2ii,k + (n− 2)
n−1∑
i=1

∑
i ̸=j

a2jj,i

= (n− 1)
∑
i ̸=k

a2ii,k

= (n− 1)
∑
i ̸=k

a2ik,i

=
n− 1

2

(∑
i ̸=k

a2ik,i +
∑
i ̸=k

a2ki,i

)
.

Logo, (
1 +

2

n− 1

)
|∇|A||2 ≤

n−1∑
i,k=1

a2ii,k +
∑
i ̸=k

a2ik,i +
∑
i ̸=k

a2ki,i

≤
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k,

donde, por (1.4),

∆Σ|A|2 = −2|A|4+2
n−1∑

i,j,k=1

a2ij,k

≥ −2|A|4+2

(
1 +

2

n− 1

)
|∇Σ|A||2.

Observe que como ∆Σ|A|2= div (∇|A|2) = div (2|A|∇|A|) = 2|A|∆|A|+2|∇|A|2, obtemos

(1.3) diretamente da última desigualdade acima. ■
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2 Métricas conformes

2.1 Alguns resultados sobre métricas conformes

Nesta seção provaremos alguns resultados sobre métricas conformes (a ser definida

abaixo) que serão necessários para a demonstração do teorema principal.

Definição 39. (Métricas conformes) Duas métricas g e g̃ em uma variedade diferenciável

M são ditas conformes se existe uma função suave positiva f tal que g̃ = fg. O conjunto

de todas as métricas conformes a uma métrica g é denotado por [g]. Note que se g̃ ∈ [g],

então podemos escrever g̃ = eug.

Nosso primeiro objetivo é calcular a curvatura de Ricci de g̃ em termos de g.

Proposição 6. Se g̃ = e2fg, então para todos X, Y ∈ X(M) temos

∇̃XY = ∇XY +X(f)Y + Y (f)X − g(X, Y )∇gf (2.1)

e

Γ̃k
ij = Γk

ij + Ak
ij, (2.2)

em que

Ak
ij =

∂f

∂xi
δjk +

∂f

∂xj
δki −

∂f

∂xl
gklgij.

Demonstração. Pela fórmula de Koszul (1.1), para todos X, Y, Z ∈ X(M), temos

2g̃(∇̃XY, Z) = X(g̃(Y, Z)) + Y (g̃(X,Z))− Z(g̃(Y,X))− g̃([Y,X], Z)− g̃([X,Z], Y )
− g̃([Y, Z], X).

Substituindo g̃ = e2fg, obtemos

2g̃(∇̃XY, Z) = X(e2fg(Y, Z)) + Y (e2fg(X,Z))− Z(e2fg(Y,X))

− e2fg([Y,X], Z)− e2fg([X,Z], Y )− e2fg([Y, Z], X)

= 2e2fX(f)g(Y, Z) + e2f (g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)) + 2e2fY (f)g(X,Z)

+ e2f (g(∇YX,Z) + g(X,∇YZ))− 2e2fZ(f)g(Y,X)

− e2f (g(∇ZY,X) + g(Y,∇ZX))− e2fg(∇YX −∇XY, Z)

− e2fg(∇XZ −∇ZX, Y )− e2fg(∇YZ −∇ZY,X)

= 2e2fX(f)g(Y, Z) + 2e2fY (f)g(X,Z)− 2e2fZ(f)g(Y,X)

= 2e2fX(f)g(Y, Z) + 2e2fY (f)g(X,Z)− 2e2fg(∇gf, Z)g(Y,X)

= 2g̃(X(f)Y + Y (f)X − g(Y,X)∇gf, Z).

Como Z é arbitrário,

∇̃XY = ∇XY +X(f)Y + Y (f)X − g(X, Y )∇gf.
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Em particular, tomando X = ∂i :=
∂
∂xi

e Y = ∂j :=
∂

∂xj
,∑

k

Γ̃k
ij∂k = ∇̃∂i∂j = ∇∂i∂j + ∂i(f)∂j + ∂j(f)∂i − gij∇gf

=
∑
k

{
Γk
ij + ∂ifδjk + ∂j(f)δik −

∑
l

gklgij∂l(f)

}
∂k.

Portanto,

Γ̃k
ij = Γk

ij + ∂ifδjk + ∂j(f)δik −
∑
l

gklgij∂l(f).

■

Como consequência, obtemos as seguintes expressões para o gradiente e o laplaciano

na métrica g̃ para uma função h ∈ C∞(M), que se relacionam com os mesmos entes

referentes à métrica g e à função f , expoente da métrica conforme g̃ = e2fg.

Corolário 1. Se h ∈ C∞(M) e g̃ = e2fg, então

∇g̃h = e−2f∇gh;

∇̃2h := ∇2
g̃h = ∇2

gh− (df ⊗ dh+ dh⊗ df) + g(∇gf,∇gh)g.
(2.3)

Demonstração. Primeiramente, para todo X ∈ X(M),

g(∇gh,X) = X(h) = g̃(∇g̃h,X) = e2fg(∇g̃h,X).

Portanto, para todo X

g(e−2f∇gh,X) = g(∇g̃h,X).

Logo,

∇g̃h = e−2f∇gh.

Para todos X, Y ∈ X(M),

∇2
g̃h(X, Y ) = g̃

(
∇̃X∇g̃h, Y

)
= e2fg

(
∇̃X(e

−2f∇gh), Y
)

= e2fg
(
−2e−2fX(f)∇gh+ e−2f∇̃X∇gh, Y

)
= −2X(f)Y (h) + g

(
∇̃X∇gh, Y

)
.

Pela Proposição 6, temos que

g
(
∇̃X∇gh, Y

)
= g

(
∇X∇gh+X(f)∇gh+∇gh(f)X − g(X,∇gh)∇gf, Y

)
= ∇2

gh(X, Y ) +X(f)Y (h)−X(h)Y (f) + g (∇gh,∇gf) g(X, Y ).

Desta forma,

∇2
g̃h(X, Y ) = ∇2

gh(X, Y )− [X(f)Y (h) +X(h)Y (f)] + g(∇gh,∇gf)g(X, Y ),

isto é,

∇2
g̃h = ∇2

gh− (df ⊗ dh+ dh⊗ df) + g(∇gf,∇gh)g.

■
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Por conseguinte, obtemos expressões que relacionam a curvatura na métrica g̃ com

a curvatura na métrica g mais alguns termos que envolvem a função f , expoente da

métrica conforme g̃ = e2fg.

Proposição 7. Se g̃ = e2fg, então

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z +∇2f(X,Z)Y −∇2f(Y, Z)X + Y (f)Z(f)X
−X(f)Z(f)Y − g(Y, Z)∇X∇gf + g(X,Z)∇Y∇gf

−g(Z, Y )|∇gf |2X+g(Z,X)|∇gf |2Y +g(Z, Y )X(f)∇gf−g(Z,X)Y (f)∇gf,

e

e−2f R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) +∇2f(X,Z)g(Y,W ) +∇2f(Y,W )g(X,Z)

−∇2f(Y, Z)g(X,W )−∇2f(X,W )g(Y, Z) + Y (f)Z(f)g(X,W )
+X(f)W (f)g(Z, Y )−X(f)Z(f)g(Y,W )− Y (f)W (f)g(X,Z)

+ [g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z)]|∇gf |2.

Demonstração. Pela Proposição 6, obtemos

(2.4)

∇̃X∇̃YZ = ∇̃X(∇YZ + Y (f)Z + Z(f)Y − g(Y, Z)∇gf)

= ∇X∇YZ +X(f)∇YZ + (∇YZ(f))X − g(X,∇YZ)∇gf

+X(Y (f))Z + Y (f)∇XZ +X(f)Y (f)Z + Y (f)Z(f)X
− Y (f)g(X,Z)∇gf +X(Z(f))Y + Z(f)∇XY +X(f)Z(f)Y

+ Z(f)Y (f)X − Z(f)g(X, Y )∇gf − g(∇XY, Z)∇gf

− g(Y,∇XZ)∇gf − g(Y, Z)∇X∇gf − g(Y, Z)|∇gf |2X,

e também que

∇̃[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + [X, Y ](f)Z + Z(f)[X, Y ]− g([X, Y ], Z)∇gf (2.5)

Assim, das equações (2.4) e (2.5)

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= {∇X∇YZ +X(f)∇YZ + (∇YZ(f))X − g(X,∇YZ)∇gf +X(Y (f))Z

+ Y (f)∇XZ +X(f)Y (f)Z + Y (f)Z(f)X − Y (f)g(X,Z)∇gf +X(Z(f))Y

+ Z(f)∇XY +X(f)Z(f)Y + Z(f)Y (f)X − Z(f)g(X, Y )∇gf

− g(∇XY, Z)∇gf − g(Y,∇XZ)∇gf − g(Y, Z)∇X∇gf − g(Y, Z)|∇gf |2X}

− {∇Y∇XZ + Y (f)∇XZ + (∇XZ(f))Y − g(Y,∇XZ)∇gf + Y (X(f))Z

+X(f)∇YZ + Y (f)X(f)Z +X(f)Z(f)Y −X(f)g(Y, Z)∇gf + Y (Z(f))X

+ Z(f)∇YX + Y (f)Z(f)X + Z(f)X(f)Y − Z(f)g(Y,X)∇gf

− g(∇YX,Z)∇gf − g(X,∇YZ)∇gf − g(X,Z)∇Y∇gf − g(X,Z)|∇gf |2Y }

− {∇[X,Y ]Z + ([X, Y ](f))Z + Z(f)[X, Y ]− g([X, Y ], Z)∇gf}.



Caṕıtulo 2. Métricas conformes 29

Organizando e utilizando as definições,

R̃(X, Y )Z = {∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z}+X(f)∇YZ −X(f)∇YZ + (∇YZ(f))X

− g(X,∇YZ)∇gf + g(X,∇YZ)∇gf +X(Y (f))Z + Y (f)∇XZ − Y (f)∇XZ

+X(f)Y (f)Z −X(f)Y (f)Z + Y (f)Z(f)X − Y (f)Z(f)X − Y (f)g(X,Z)∇gf

+X(Z(f))Y + Z(f)∇XY +X(f)Z(f)Y −X(f)Z(f)Y + Z(f)Y (f)X

− Z(f)g(X, Y )∇gf + Z(f)g(X, Y )∇gf − g(∇XY, Z)∇gf − g(Y,∇XZ)∇gf

+ g(Y,∇XZ)∇gf − g(Y, Z)∇X∇gf − g(Y, Z)|∇gf |2X − (∇XZ(f))Y

− Y (X(f))Z +X(f)g(Y, Z)∇gf − Y (Z(f))X − Z(f)∇YX − Z(f)X(f)Y

+ g(∇YX,Z)∇gf + g(X,Z)∇Y∇gf + g(X,Z)|∇gf |2Y − ([X, Y ](f))Z

− Z(f)[X, Y ] + g([X, Y ], Z)∇gf

Assim,

R̃(X, Y )Z = R(X, Y, Z) + (∇YZ(f))X +X(Y (f))Z − Y (f)g(X,Z)∇gf +X(Z(f))Y

+ Z(f)∇XY + Z(f)Y (f)X − g(∇XY, Z)∇gf − g(Y, Z)∇X∇gf

− g(Y, Z)|∇gf |2X − (∇XZ(f))Y − Y (X(f))Z +X(f)g(Y, Z)∇gf

− Y (Z(f))X − Z(f)∇YX − Z(f)X(f)Y + g(∇YX,Z)∇gf + g(X,Z)∇Y∇gf

+ g(X,Z)|∇gf |2Y − [X(Y (f))− Y (X(f))]Z − Z(f)[∇XY −∇YX]

+ g(∇XY −∇YX,Z)∇gf

= R(X, Y, Z) + g(∇YZ,∇gf)X − Y (f)g(X,Z)∇gf +Xg(Z,∇gf)Y

+ Z(f)Y (f)X − g(Y, Z)∇X∇gf − g(Y, Z)|∇gf |2X − g(∇XZ,∇gf)Y

+X(f)g(Y, Z)∇gf − (Y g(Z,∇gf))X − Z(f)X(f)Y + g(X,Z)∇Y∇gf

+ g(X,Z)|∇gf |2Y,

pela definição de gradiente e pela simetria. Dáı, pela compatibilidade da métrica, segue

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z + g(Z,∇X∇gf)Y − g(Z,∇Y∇gf)X + Y (f)Z(f)X

− Z(f)X(f)Y − g(Y, Z)∇X∇gf + g(X,Z)∇Y∇gf − g(Y, Z)|∇gf |2X

+X(f)g(Y, Z)∇gf − Y (f)g(X,Z)∇gf + g(X,Z)|∇gf |2Y,

(2.6)

uma vez que

g(Z,∇Y∇gf) = Y (g(Z,∇gf))− g(∇YZ,∇gf)

g(Z,∇X∇gf) = X(g(Z,∇gf))− g(∇XZ,∇gf).

Portanto, pela definição de Hessiana, segue de (2.6) que

R̃(X, Y )Z =R(X, Y )Z +∇2f(X,Z)Y −∇2f(Y, Z)X + Y (f)Z(f)X −X(f)Z(f)Y

− g(Y, Z)∇X∇gf + g(X,Z)∇Y∇gf − g(Z, Y )|∇gf |2X + g(Z,X)|∇gf |2Y

+ g(Z, Y )X(f)∇gf − g(Z,X)Y (f)∇gf.
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Por definição,

R̃(X, Y, Z,W ) := g̃(R̃(X, Y, Z),W ) = e2fg(R̃(X, Y, Z),W ).

Assim,

e−2f R̃(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) + g(∇2f(X,Z)Y,W )− g(∇2f(Y, Z)X,W )

+ Y (f)Z(f)g(X,W )−X(f)Z(f)g(Y,W )− g(Y, Z)g(∇X∇gf,W )

+ g(X,Z)g(∇Y∇gf,W )− g(Z, Y )|∇gf |2g(X,W ) + g(Z,X)|∇gf |2g(Y,W )

+ g(Z, Y )X(f)g(∇gf,W )− g(Z,X)Y (f)g(∇gf,W )

Portanto,

e−2f R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) +∇2f(X,Z)g(Y,W )−∇2f(Y, Z)g(X,W )

+ Y (f)Z(f)g(X,W )−X(f)Z(f)g(Y,W )− g(Y, Z)∇2f(W,X)

+ g(X,Z)∇2f(W,Y )[g(Y,W )g(Z,X)− g(Z, Y )g(X,W )]|∇gf |2

+ g(Z, Y )X(f)W (f)− g(Z,X)Y (f)W (f)

■

Por fim, das proposições referentes a métricas conformes, obtemos uma expressão que

relaciona o Ric na métrica g̃, denotado por R̃ic com o Ric na métrica g, juntamente com

o gradiente, laplaciano e hessiana de f , bem como a métrica g, em que g̃ = e2fg.

Proposição 8. Se g̃ = e2fg, então

R̃ic = Ric−(n− 2)∇2
gf − (∆gf + (n− 2)|∇gf |2)g + (n− 2)df ⊗ df. (2.7)

Demonstração. Primeiramente, observe que g̃ij = e−2fgij. De fato,

1 = g̃ij · g̃ij = g̃ije2fgij ⇐⇒ e−2fgij = g̃ijgijgij = g̃ij.

Assim, pela Proposição 7,

R̃jk :=
∑
i,l

g̃ilR̃ijkl =
∑
i,l

gile−2f R̃ijkl

=
∑
i,l

gil{Rijkl +∇i∇kfgjl +∇j∇lfgik −∇j∇kfgil −∇i∇lfgjk +∇jf∇kfgil

+∇if∇lfgjk −∇if∇kfgjl −∇jf∇lfgik + (gikgjl − gilgjk)|∇gf |2}

= Rjk +
∑
i,l

{∇i∇kfg
ilgjl +∇j∇lfg

ilgik −∇j∇kfg
ilgil −∇i∇lfg

ilgjk

+∇jf∇kfg
ilgil +∇if∇lfg

ilgkj −∇if∇kfg
ilgjl −∇jf∇lfg

ilgik

+ gil(gikgjl − gilgjk)|∇gf |2.}
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Dáı, distribuindo,

R̃jk = Rjk +
∑
i

∇i∇kf
∑
l

gilgjl +
∑
l

∇j∇lf
∑
i

gilgik −
∑
l

∇j∇kf
∑
i

gilgil

−
∑
i

∇i∇lf
∑
l

gilgjk +
∑
l

∇jf∇kf
∑
i

gilgil +
∑
i,l

∇if∇lfg
ilgkj

−
∑
i

∇if∇kf
∑
l

gilgjl −
∑
l

∇jf∇lf
∑
i

gilgik +

[∑
l

(
∑
i

gligikgjl

−
∑
i

gligilgjk)

]
|∇gf |2

Como
∑

∗ g
i∗g∗j = δij,

R̃jk = Rjk +
∑
i

∇i∇kfδij +
∑
l

∇j∇lfδlk −
∑
l

∇j∇kfδll −
∑
i,l

∇i∇lfg
ilgjk

+
∑
l

∇jf∇kfδll +
∑
i,l

∇if∇lfg
ilgkj −

∑
i

∇i∇kfδij −
∑
l

∇jf∇lfδlk

+

[∑
l

(δlkgjl − δllgjk)

]
|∇gf |2.

Note que (veja definição 23)

∇gf =
∑
i

ai∂i =⇒ ai =
∑
j

gij∇jf =⇒ |∇gf |2=
∑
i,j

∇if∇lfg
il,

e

∆gf := div(∇gf) =
∑
i,l

gilg (∇∂i∇gf, ∂l) =
∑
i,l

gil∇i∇lf

Logo,

R̃jk = Rjk + 2∇j∇kf − n∇j∇kf −∆gfgjk + n∇jf∇kf + |∇gf |2gjk − 2∇jf∇kf

+ (1− n)gjk|∇gf |2

= Rjk − (n− 2)∇j∇kf + (n− 2)∇jf∇kf − [∆gf + (n− 2)|∇gf |2]gjk.

Portanto, uma vez que df ⊗ df(X, Y ) = g(∇gf,X)g(∇gf, Y ), segue que

R̃ic = Ric−(n− 2)∇2
gf − (∆gf + (n− 2)|∇gf |2)g + (n− 2)df ⊗ df.

■

O primeiro dos lemas a seguir, trata de uma cota inferior para o tensor de curva-

tura modificado 2-Bakry-Emery-Ricci de g̃. Em particular, este resultado implica a não

negatividade do tensor 2-Bakry-Emery-Ricci de g̃ para um k adequado.

Lema 1. Sejam u positiva e f := k(n − 2) ln(u), em que u é uma solução positiva de

−∆gu = |A|2gu. Então, o tensor de Ricci da métrica g̃ = u2kg satisfaz

Ricg̃ +∇2
g̃f − 1− k(n− 2)

k(n− 2)2
df ⊗ df ≥

(
k − n− 1

n

)
|A|2gg, (2.8)
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no sentido de formas quadráticas. Em particular, se n = 3 e k = 2
3
, então o tensor

2-Bakry-Emery-Ricci

Ric2,fg̃ := Ricg̃ +∇2
g̃f − 1

2
df ⊗ df,

satisfaz

Ric2,fg̃ ≥ 0.

Demonstração. Pela Proposição 8, sendo φ ∈ C∞(M) positiva, temos que

R̃ic := Ricg̃ = Ricg −(n− 2)∇2φ− (∆gφ+ (n− 2)|∇gφ|2)g + (n− 2)dφ⊗ dφ. (2.9)

Neste caso, para que g̃ = u2kg, tomamos φ = k lnu. Assim,

∇gφ =
k

u
∇gu; ∇2

gφ = − k

u2
du⊗ du+

k

u
∇2

gu; ∆gφ = − k

u2
|∇gu|2+

k

u
∆gu. (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos

Ricg̃ = Ricg −(n− 2)

[(
− k

u2
du⊗ du+

k

u
∇2

gu

)
− k2

u2
du⊗ du)

]
−
[(

− k

u2
|∇gu|2

+
k

u
∆gu

)
+ (n− 2)

k2

u2
|∇gu|2g

]
g.

Note que sendo f = k(n− 2) ln(u), obtemos

∇gf =
k(n− 2)

u
∇gu; ∇2

gf = k(n− 2)

(∇2
gu

u
− du⊗ du

u2

)
;

∆gf = k(n− 2)

(
∆u

u
− |∇gu|2

u2

)
.

Substituindo tais informações em (2.3), com g̃ = e2φg, vem

∇2
g̃f = k(n− 2)

(∇2
gu

u
− du⊗ du

u2

)
− 2

k2(n− 2)

u2
du⊗ du+

k2(n− 2)

u2
|∇gu|2g.

Logo,

Ricg̃ +∇2
g̃f = Ricg −(n− 2)

[(
− k

u2
du⊗ du+

k

u
∇2

gu

)
− k2

u2
du⊗ du)

]
−
[(

− k

u2
|∇gu|2

+
k

u
∆gu

)
+ (n− 2)

k2

u2
|∇gu|2g

]
g + k(n− 2)

(∇2
gu

u
− du⊗ du

u2

)
− 2

k2(n− 2)

u2
du⊗ du+

k2(n− 2)

u2
|∇gu|2g

= Ricg −
k2(n− 2)

u2
du⊗ du− k

u
(∆gu)g +

k

u2
|∇gu|2g

= Ricg −

[
k(n−2)

u
du
]
⊗
[
k(n−2)

u
du
]

n− 2
− k

u
(∆gu)g +

∣∣∣∣k(n− 2)

u
∇gu

∣∣∣∣2 1

k(n− 2)2

= Ricg −
df ⊗ df

n− 2
+ k|A|2gg +

g

k(n− 2)2
|∇gf |2,
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e, portanto,

Ricg̃ +∇2
g̃f = Ricg −

df ⊗ df

n− 2
+ k|A|2gg +

g

k(n− 2)2
|∇gf |2. (2.11)

Note que, por Cauchy-Schawrz, vale (no sentindo de formas quadráticas)

|∇gf |2g ≥ df ⊗ df. (2.12)

Com efeito, para todo X ∈ X(M)

df ⊗ df(X,X) = g(∇gf,X)g(∇gf,X) ≤ |∇gf |2|X|2= |∇gf |2g(X,X).

Também, veja que como tr(A) = 0,

A2 ≤ n− 1

n
|A|2gg. (2.13)

De fato, sejam {e1, . . . , en} autovetores associados aos autovalores k1, . . . , kn, respectiva-

mente, de A, isto é, Aej = kjej, j = 1, 2, . . . , n. Então, sendo A auto-adjunta,

|A|2g= tr(A2) =
∑
i

g(A2ei, ei) =
∑
i

k2i .

Assim, sendo tr(A) = 0, ki =
∑

j ̸=i kj. Por Cauchy-Schwarz,

k2i =

(∑
j ̸=i

kj

)2

≤
∑
j ̸=i

12
∑
j ̸=i

k2j ≤ (n− 1)(|A|2g−k2i );

donde, deduzimos

k2i ≤
n− 1

n
|A|2g.

Por outro lado, para qualquer X ∈ X(M), escrevendo X =
∑

i xiei, vemos

|AX|2g= g(AX,AX) = g

(
A
∑
i

xiei, A
∑
j

xjej

)
=
∑
i,j

xixjg(Aei, Aej) =
∑
i,j

xixjkikjδij

=
∑
i

x2i k
2
i

≤
∑
i

x2i
n− 1

n
|A|2g

=
n− 1

n
|A|2g|X|2.

Portanto,

A2 ≤ n− 1

n
|A|2gg.

Por fim, em nosso caso, Mn ⊂ Rn+1, pela Equação de Gauss,

R(X, Y, Z,W ) = g(AX,Z)g(AY,W )− g(AX,W )g(AY,Z).
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Dáı, tomando X = ei = W , temos

R(ei, Y, Z, ei) = g(Aei, Z)g(AY, ei)− g(Aei, ei)g(AY,Z).

Somando em i, vem que

−Ricg(Y, Z) = −Hg(AY,Z) + g(AY,AZ) = −Hg(AY,Z) + g(A2Y, Z).

Como M é mı́nima, obtemos, portanto,

Ricg = −A2. (2.14)

Substituindo as informações de (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11), resulta que

Ricg̃ +∇2
g̃f = Ricg −

df ⊗ df

n− 2
+ k|A|2gg +

g

k(n− 2)2
|∇gf |2

≥ Ricg −
df ⊗ df

n− 2
+ k|A|2gg +

df ⊗ df

k(n− 2)2

= Ricg +
1− k(n− 2)

k(n− 2)2
df ⊗ df + k|A|2gg

= −A2 +
1− k(n− 2)

k(n− 2)2
df ⊗ df + k|A|2gg

≥ −(n− 1)

n
|A|2gg +

1− k(n− 2)

k(n− 2)2
df ⊗ df + k|A|2gg

=
1− k(n− 2)

k(n− 2)2
df ⊗ df +

(
k − (n− 1)

n

)
|A|2gg.

E, por fim,

Ricg̃ +∇2
g̃f − [1− k(n− 2)]

k(n− 2)2
df ⊗ df ≥

(
k − (n− 1)

n

)
|A|2gg.

■

2.2 Completude da Métrica

De agora em diante, nesta seção, iremos tomar n = 3, k = 2
3
e u ∈ C∞(M) uma

solução positiva de

−∆gu = |A|2gu em M. (2.15)

A estabilidade deM garante a existência de tal u pelo teorema (em nosso caso, q = −|A|2g):
(Veja [10])

Teorema 2 (Fisher-Colbrie, Schoen). As seguintes afirmações são equivalentes:

i. λ1(D) ≥ 0 para todo domı́nio limitado D ⊂M ;

ii. λ1(D) > 0 para todo domı́nio limitado D ⊂M ;
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iii. Existe uma função u positiva satisfazendo a equação ∆u− qu = 0 em M ,

em que q é uma função suave em M e λ1 é o primeiro autovalor de ∆− q.

No que se segue, vamos mostrar a completude da métrica conforme g̃ = u
4
3 g. Para o

teorema principal, é necessário que possamos tomar comprimentos arbitrariamente gran-

des na métrica conforme g̃ a seguir, portanto é de suma importância que a mesma seja

completa.

Lema 2. A métrica g̃ = u
4
3 g é completa.

Demonstração. É sabido da existência de uma geodésica que minimiza o comprimento

na métrica g̃ = u2kg, γ(s), em que s é o comprimento de arco na métrica g, de sorte que

dada qualquer outra curva divergente α (escapa de compactos) satisfaz l(γ) ≤ l(α)(Veja

[11], teorema 1).

Logo, para provar a completude de g̃ é suficiente mostrar que o comprimento de tal curva

γ é infinito, isto é, ∫ ∞

0

uk (γ(s)) ds = ∞. (2.16)

De fato,

lg̃(γ) = lim
t→∞

∫ t

0

√
g̃(γ′(s), γ′(s))ds = lim

t→∞

∫ t

0

√
u2k(γ(s))g(γ′(s), γ′(s))ds

=

∫ ∞

0

uk(γ(s))ds,

pois em g tal curva está parametrizada pelo comprimento de arco.

Como γ é uma geodésica minimizante, tomando o traço na expressão da segunda

variação de energia para uma famı́lia de campos adequados, juntamente com a equação

de Gauss, obtemos

(2.17)
(n− 1)

∫ ∞

0

(φs)
2u−kds ≥

∫ ∞

0

φ2u−k

(
k|A|2 − A2

11 −
n∑

j=2

A2
1j

)
ds

−k(n−2)

∫ ∞

0

φ2u−k(ln(u))ssds+k

∫ ∞

0

φ2u−k |∇u|2

u2
ds,

para toda φ com suporte compacto em (0,+∞) e para todo k > 0. (Veja [9], teorema 1

com H = 0).

Como trA = 0,

0 =
n∑

i=1

Aii =⇒ −A11 =
n∑

i=2

Aii.

Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, vem(
n∑

i=2

Aii

)2

=

(
n∑

i=2

Aii · 1

)2

≤
n∑

i=2

12 ·
n∑

i=2

A2
ii = (n− 1)

n∑
i=2

A2
ii.
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Por fim,

|A|2 =
n∑

i,j=1

A2
ij ≥ A2

11 + A2
22 + · · ·+ A2

nn + 2
n∑

j=2

A2
1j.

Dessas considerações, segue que

|A|2 ≥ A2
11 +

1

(n− 1)

(
n∑

i=2

Aii

)2

+ 2
n∑

j=2

A2
1j

= A2
11 +

1

(n− 1)
(−A11)

2 + 2
n∑

j=2

A2
1j (2.18)

=
n

n− 1
A2

11 + 2
n∑

j=2

A2
1j.

Dáı, de (2.18),

k|A|2−A2
11 −

n∑
j=2

A2
1j ≥

kn

n− 1
A2

11 + 2k
n∑

j=2

A2
1j − A2

11 −
n∑

j=2

A2
1j

=

(
kn

n− 1
− 1

)
A2

11 + (2k − 1)
n∑

j=2

A2
1j.

Em particular, se k ≥ (n − 1)/n, então kn/(n − 1) ≥ 1 e 2k − 1 ≥ [2(n − 1)/n] − 1 =

(n− 2)/n ≥ 0, para n ≥ 2; isto é,

k|A|2−A2
11 −

n∑
j=2

A2
1j ≥ 0. (2.19)

Substituindo (2.19) em (2.17), resulta

(n− 1)

∫ ∞

0

(φs)
2u−kds ≥ −k(n− 2)

∫ ∞

0

φ2u−k(ln(u))ssds+ k

∫ ∞

0

φ2u−k |∇u|2

u2
ds, (2.20)

para toda φ com suporte compacto em (0,+∞), para todo n ≥ 2 e k ≥ (n− 1)/n.

Perceba que

us =
d

ds
u
(
γ(s)

)
= g
(
∇u(γ(s)), γ′(s)

)
≤ |∇u(γ(s))|g|γ′(s)|g= |∇u(γ(s))|g; (2.21)

e ao integrarmos por partes a primeira integral do lado direito em (2.20), obtemos (lem-

brando que estamos aplicando em γ(s))∫ ∞

0

φ2u−k(ln(u))ssds = lim
t→∞

[
φ2u−k(ln(u))s

∣∣∣∣t
0

]
− 2

∫ ∞

0

(ln(u))sφφsu
−kds

+ k

∫ ∞

0

(ln(u))sφ
2u−k−1usds.

Uma vez que φ tem suporte compacto em (0,+∞), não se anula apenas em algum intervalo

fechado [t1, t2], em que é zero nos extremos. Logo, ficamos com

lim
t→∞

[
φ2u−k(ln(u))s

∣∣∣∣t
0

]
= 0,
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e, portanto, sendo (ln(u))s = us/u,

(2.22)

∫ ∞

0

φ2u−k(ln(u))ssds = −2

∫ ∞

0

usφφsu
−k−1ds+ k

∫ ∞

0

φ2u−k−2u2sds.

Assim, usando (2.21) e (2.22) em (2.20), vem

(n− 1)

∫ ∞

0

(φs)
2u−kds ≥ −k(n− 2)

[
− 2

∫ ∞

0

usφφsu
−k−1ds

+ k

∫ ∞

0

φ2u−k−2u2sds

]
+ k

∫ ∞

0

φ2u−k−2u2sds,

donde

(2.23)
(n− 1)

∫ ∞

0

(φs)
2u−kds ≥ 2k(n− 2)

∫ ∞

0

φφsu
−k−1usds

+ k[1− k(n− 2)]

∫ ∞

0

φ2u−k−2u2sds.

Escolha φ = ukψ, com ψ suave e suporte compacto em (0,+∞). Temos

φ2u−k = ukψ2;

φs = kuk−1usψ + ukψs;

(φs)
2u−k = k2ψ2uk−2u2s + ukψ2

s + 2kψψsu
k−1us.

Substituindo em (2.23), obtemos

(n− 1)

∫ ∞

0

k2ψ2uk−2u2s + ukψ2
s + 2kψψsu

k−1usds

≥ 2k(n−2)

∫ ∞

0

ukψ
(
kuk−1usψ+ukψs

)
u−k−1usds+k[1−k(n−2)]

∫ ∞

0

u2kψ2u−k−2usds

= 2k(n− 2)

∫ ∞

0

kuk−2ψ2u2s + uk−1ψψsusds+ k[1− k(n− 2)]

∫ ∞

0

uk−2ψ2usds

= 2k2(n− 2)

∫ ∞

0

uk−2ψ2u2sds+ 2k(n− 2)

∫ ∞

0

uk−1ψψsusds

+ k[1− k(n− 2)]

∫ ∞

0

uk−2ψ2usds

Isolando o termo ukψ2
s no lado esquerdo da desigualdade, vem

(2.24)

(n− 1)

∫ ∞

0

ukψ2
sds ≥ 2k2(n− 2)

∫ ∞

0

uk−2ψ2u2sds+ 2k(n− 2)

∫ ∞

0

uk−1ψψsusds

+ k[1− k(n− 2)]

∫ ∞

0

uk−2ψ2usds

− k2(n− 1)

∫ ∞

0

ψ2uk−2u2sds− 2k(n− 1)

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds

= [2k2(n− 2) + k − k2(n− 2)− k2(n− 1)]

∫ ∞

0

ψ2uk−2u2sds

+ [2k(n− 2)− 2k(n− 1)]

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds

= (k − k2)

∫ ∞

0

ψ2uk−2u2sds− 2k

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds.
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Denote

I =

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds =

1

k

∫ ∞

0

ψψs(u
k)sds.

Integrando por partes e notando mais uma vez que ψ possui suporte compacto em algum

intervalo compacto em (0,+∞), vem

I =
����������:0
1

k
lim
t→∞

[
ψψsu

k

∣∣∣∣t
0

]
− 1

k

∫ ∞

0

ψ2
su

k + ψψssu
kds

= −1

k

∫ ∞

0

ψ2
su

kds− 1

k

∫ ∞

0

ψψssu
kds.

A desigualdade de Young diz que se 1 < p < ∞ e q é tal que (1/p) + (1/q) = 1 (iremos

nos referir a p e q como conjugados), então para quaisquer a, b ̸= 0

|ab|≤ |a|p

p
+

|b|q

q
. (2.25)

Em particular, para todo ε > 0, ao escolhermos
√
ε · a, b/

√
ε e p = 2 em (2.25),

|ab|≤ a2ε

2
+
b2

2ε
. (2.26)

Dessa forma, escolha

a = ψusu
k−2
2 ;

b = ψsu
k
2 .

Substituindo em (2.26), ∣∣ψψsu
k−1us

∣∣ ≤ ψ2u2su
k−2ε

2
+
ψ2
su

k

2ε
. (2.27)

Para todo t > 1 e para todo ε > 0 podemos escrever

2kI = 2ktI + 2k(1− t)I

= −2t

∫ ∞

0

ψ2
su

kds+ ψψssu
kds+ 2k(1− t)

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds

≤ −2t

∫ ∞

0

ψ2
su

kds+ ψψssu
kds+ k(t− 1)

∫ ∞

0

ψ2u2su
k−2ε+

ψ2
su

k

ε
ds.

Assuma que k < 1 e tome ε := (1− k)/(t− 1). Então,

2kI ≤ −2t

∫ ∞

0

ψ2
su

kds+ ψψssu
kds+ k(1− k)

∫ ∞

0

ψ2u2su
k−2ds+

k(t− 1)2

1− k

∫ ∞

0

ψ2
su

kds

=

[
−2t+

k(t− 1)2

1− k

] ∫ ∞

0

ψ2
su

kds− 2t

∫ ∞

0

ψψssu
kds+ k(1− k)

∫ ∞

0

ψ2u2su
k−2ds.

Usando (2.24), segue que

2kI ≤
[
−2t+

k(t− 1)2

1− k

] ∫ ∞

0

ψ2
su

kds− 2t

∫ ∞

0

ψψssu
kds

+ (n− 1)

∫ ∞

0

ukψ2
sds+ 2k

∫ ∞

0

ψψsu
k−1usds

=

[
−2t+

k(t− 1)2

1− k
+ (n− 1)

] ∫ ∞

0

ψ2
su

kds− 2t

∫ ∞

0

ψψssu
kds+ 2kI,
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donde obtemos[
−2t+

k(t− 1)2

1− k
+ (n− 1)

] ∫ ∞

0

ψ2
su

kds− 2t

∫ ∞

0

ψψssu
kds ≥ 0, (2.28)

para todo t > 1, n ≥ 2 e (n− 1)/n ≤ k < 1, onde ψ tem suporte compacto em (0,+∞).

Ponha

P (t) = −2t+
k(t− 1)2

1− k
+ (n− 1).

Escolhendo n = 3 e k = (n − 1)/n = 2/3, podemos ver que P (t) é negativo para algum

t > 1. De fato,

P (t) = −2t+
2
3
(t− 1)2

1− 2
3

+ 2 = −2(t− 1) + 2(t− 1)2 = −2(t− 1)(2− t),

e se t = 3/2,

P (3/2) = −2

(
3

2
− 1

)(
2− 3

2

)
= −1

2
,

donde para n = 3, k = 2/3 e t = 3/2 em (2.28) (multiplicando por 2),

−
∫ ∞

0

ψ2
su

2
3ds− 6

∫ ∞

0

ψψssu
2
3ds ≥ 0, (2.29)

para toda ψ com suporte compacto em (0,+∞). Fazendo agora ψ = s · η,

ψs = η + sηs implica que (ψs)
2 = η2 + 2sηηs + s2η2s

ψss = 2ηs + sηss implica que ψψss = 2sηηs + s2ηηss,

que substituindo em (2.29), resulta

−
∫ ∞

0

(
η2 + 2sηηs + s2η2s

)
u

2
3ds− 6

∫ ∞

0

(
2sηηs + s2ηηss

)
u

2
3ds ≥ 0,

donde ao isolarmos u
2
3η2,∫ ∞

0

u
2
3η2ds ≤ −

∫ ∞

0

(
14sηηs + 6s2ηηss + s2η2s

)
u

2
3ds.

Escolha η tal que η ≡ 1 em [0, R], η ≡ 0 em [2R,∞) e com |ηs|≤ C/R, |ηss|≤ C/R2, para
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R ≤ s ≤ 2R. Então∫ R

0

u
2
3ds =

∫ R

0

u
2
3η2ds

≤
∫ ∞

0

u
2
3η2ds

≤
∫ ∞

0

(
−14sηηs − 6s2ηηss − s2η2s

)
u

2
3ds

=

∫ R

0

(
−14sηηs − 6s2ηηss − s2η2s

)
u

2
3ds

+

∫ 2R

R

(
−14sηηs−6s2ηηss−s2η2s

)
u

2
3ds+

∫ ∞

2R

(
−14sηηs−6s2ηηss−s2η2s

)
u

2
3ds

≤
∫ 2R

R

(
28R

C

R
+ 24R2 C

R2
+ 4R2C

2

R2

)
u

2
3ds

≤
∫ ∞

R

(
28R

C

R
+ 24R2 C

R2
+ 4R2C

2

R2

)
u

2
3ds

= C ′
∫ ∞

R

u
2
3ds,

(2.30)

para algum C ′ > 0 independente de R, uma vez que em [0, R] e [2R,+∞) a função η é

constante. Dessa forma, conclúı-se que∫ ∞

0

u
2
3ds = ∞,

caso contrário, se a integral convergisse, da última desigualdade em (2.30), isto é,∫ R

0

u
2
3ds ≤ C ′

∫ ∞

R

u
2
3ds,

teŕıamos ∫ ∞

0

u
2
3ds = 0,

o que não pode acontecer, pois o integrando é positivo, logo a integral diverge. ■

Em [15], temos o seguinte resultado sobre estimativas de volumes:

Teorema 3 (Qian). Seja Ricαh ≥ C2 e seja R ≥ r > 0. Então

Volh (Bp(R)) ≤
n− 1

n+ α− 1
eh(p) Vol(Sn−1)

∫ R

0

gc,n+α(t)
n+α−1dt,

em que gζ,β é solução da E.D.O.

g′′(s) +
1

β − 1
ζ2g(s) = 0, g(0) = 1, g′(0) = 1.

Em [18], podemos encontrar generalizações de tal teorema de comparação. Para o resul-

tado a seguir, toma-se C = 0, n = 3 e α = 2. Os dois lemas que provamos também são

utilizados para demonstrar o corolário abaixo, que nos dá uma estimativa de volume.
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Corolário 2. Seja x0 ∈M3. Então, para todo R > 0, existe C > 0 tal que o f-volume

Volf B
g̃
R(x0) :=

∫
Bg̃

R(x0)

e−fdVg ≤ CR5,

em que f = 2
3
lnu. Equivalentemente, em termos de u e da forma de volume de g,∫

Bg̃
R(x0)

u
4
3dVg ≤ CR5. (2.31)

2.3 Algumas estimativas de volume

A seguir, demonstraremos uma desigualdade do tipo Poincaré. Tal é utilizada

para obtemos uma estimativa para a integral sobre M de |A|5+δu−2− δ
3 para uma escolha

adequada de ψ.

Lema 3. Para todo 0 < δ < 1
100

, existe uma constante C > 0 tal que∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ5+δdVg ≤ C

∫
M

u−2− 2δ
3 |∇ψ|5+δdVg, ∀ ψ ∈ C∞

0 (M). (2.32)

Demonstração. Alguns cálculos serão feitos para termos arbitrários, como n, e à medida

que for necessário, serão feitas as escolhas espećıficas. Temos que para todo p ∈ [4, 4 +√
8/n) e para alguma constante C(n, p) > 0, vale∫

M

|A|pf 2 ≤ C

∫
M

|A|p−2|∇f |2, ∀f ∈ C∞
0 (M). (2.33)

Com efeito, a desigualdade de estabilidade diz que∫
M

[
|A|2+Ric(N,N)

]
φ2dVg ≤

∫
M

|∇φ|2dV g ∀φ ∈ C∞
0 (M),

onde A é a segunda forma fundamental de Mn ⊂ Rn+1, N é um vetor normal unitário

à M em Rn+1 e dVg é a forma de volume de g (Observe que Ric = 0, uma vez que o

ambiente é Rn+1). Pondo φ = |A|1+qψ, q ≥ 0, e com ψ ∈ C∞
0 (M), obtemos∫

M

|A|4+2qψ2 ≤
∫
M

|∇(|A|1+qψ)|2

=

∫
M

|(1 + q)|A|qψ∇|A|+|A|1+q∇ψ|2

≤
∫
M

[
(1 + q)|A|qψ|∇|A||+|A|1+q|∇ψ|

]2
Usando (2.25), obtemos que, para todo ε > 0 e toda ψ ∈ C∞

0 (M),

2(1 + q)|A|qψ|∇|A|||A|1+q|∇ψ|≤ |A|2qψ2|∇|A||2ε+ (1 + q)2

ε
|A|2+2q|∇ψ|2,
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donde∫
M

|A|4+2qψ2 ≤
[
(1 + q)2 + ε

] ∫
M

|A|2q|∇|A||2ψ2+

[
(1 + q)2

ε
+ 1

] ∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2. (2.34)

Multiplicando a desigualdade de Simons (1.3) por |A|2qψ2,

|A|2q+1ψ2∆|A|+|A|4+2qψ2 ≥ 2

n
|A|2qψ2|∇|A||2,

integrando por partes,∫
M

|A|2q+1ψ2∆|A| = −
∫
M

⟨∇(|A|2q+1ψ2),∇|A|⟩

= −
∫
M

⟨(2q + 1)|A|2qψ2∇|A|+2|A|2q+1ψ∇ψ,∇|A|⟩

= −
∫
M

(2q + 1)|A|2qψ2|∇|A||2+2|A|2q+1ψ⟨∇ψ,∇|A|⟩,

obtemos

−
∫
M

(2q + 1)|A|2qψ2|∇|A||2+2|A|2q+1ψ⟨∇ψ,∇|A|⟩+
∫
M

|A|4+2qψ2 ≥
∫
M

2

n
|A|2qψ2|∇|A||2,

que equivale a∫
M

(2q + 1)|A|2qψ2|∇|A||2 ≤
∫
M

2|A|2q+1ψ (−⟨∇ψ,∇|A|⟩) +
∫
M

|A|4+2qψ2 −
∫
M

2

n
|A|2qψ2|∇|A||2

≤
∫
M

2|A|2q+1ψ|∇ψ||∇|A||+
∫
M

|A|4+2qψ2 −
∫
M

2

n
|A|2qψ2|∇|A||2.

Utilizando (2.25), temos,

2|A|2q+1ψ|∇ψ||∇|A|| =
√
2|A|qψ|∇|A||

√
2|A|q+1|∇ψ|

≤ |A|2qψ2|∇|A||2ε+ 1

ε
|A|2q+2|∇ψ|2,

donde∫
M

(2q + 1)|A|2qψ2|∇|A||2≤
∫
M

|A|2qψ2|∇|A||2ε+ 1

ε
|A|2q+2|∇ψ|2+

∫
M

|A|4+2qψ2

−
∫
M

2

n
|A|2qψ2|∇|A||2,

ou seja,(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)∫
M

|A|2q|∇|A||2ψ2 ≤
∫
M

|A|4+2qψ2 +
1

ε

∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2. (2.35)
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Substituindo (2.35) em (2.34) vem∫
M

|A|4+2qψ2 ≤ [(1 + q)2 + ε]

(
2
n
+ 1 + 2q − ε

)(
2
n
+ 1 + 2q − ε

) ∫
M

|A|2q|∇|A||2ψ2

+

[
(1 + q)2

ε
+ 1

] ∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2

≤ [(1 + q)2 + ε]

(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)−1 ∫
M

|A|4+2qψ2

+
1

ε
[(1 + q)2 + ε]

(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)−1 ∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2

+

[
(1 + q)2

ε
+ 1

] ∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2,

que reescrevendo retorna

{
1− [(1 + q)2 + ε]

(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)−1
}∫

M

|A|4+2qψ2 ≤{
(1 + q)2 + ε

ε [(2/n) + 1 + 2q − ε]
+

[
(1 + q)2

ε
+ 1

]}∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2.

Sendo q ≥ 0, para todo ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos{
1− [(1 + q)2 + ε]

(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)−1
}∫

M

|A|4+2qψ2 ≤ C

∫
M

|A|2+2q|∇ψ|2.

Seja q := (p− 4)/2. Para todo ε > 0 suficientemente pequeno, nós temos

1− [(1 + q)2 + ε]

(
2

n
+ 1 + 2q − ε

)−1

> 0,

donde se p ∈ [4, 4 +
√

8/n), obtém-se∫
M

|A|pψ2 ≤ C

∫
M

|A|p−2|∇ψ|2, ∀ψ ∈ C∞
0 (M).

Tome em (2.33) f = uαψ, com ψ suave e com suporte compacto, u solução positiva de

−∆u = |A|2gu e α < 0. Note que ∇(uαψ) = ψ∇uα + uα∇ψ. Dáı, por Cauchy-Schwarz,

|∇(uαψ)|2 = |ψ∇uα + uα∇ψ|2= ψ2|∇uα|2+u2α|∇ψ|2+2ψuα ⟨∇ψ,∇uα⟩

≤ ψ2|∇uα|2+u2α|∇ψ|2+2ψuα|∇ψ||∇uα|.

Em (2.25), tomando os conjugados iguais a 2,

a =
√
2ψ|∇uα|

b =
√
2uα|∇ψ|,
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obtemos que

2ψuα|∇ψ||∇uα|≤ ψ2|∇uα|2+u2α|∇ψ|2,

e, portanto,

|∇(uαψ)|2≤ 2ψ2|∇uα|2+2u2α|∇ψ|2; (2.36)

assim, substituindo (2.36) em (2.33), vem

(2.37)

∫
M

|A|pu2αψ2 ≤ 2C

[∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2 +
∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2
]
, ∀ψ ∈ C∞

0 (M).

Note que ao integrarmos por partes,

−
∫
M

|A|p−2ψ2uα∆uα =

∫
M

〈
∇
(
|A|p−2ψ2uα

)
,∇uα

〉
=

∫
M

〈
ψ2uα∇|A|p−2+2|A|p−2ψuα∇ψ + |A|p−2ψ2∇uα,∇uα

〉
=

∫
M

uαψ2⟨∇|A|p−2,∇uα⟩+ 2

∫
M

|A|p−2ψuα⟨∇ψ,∇uα⟩

+

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2,

donde ∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2=−
∫
M

|A|p−2ψ2uα∆uα −
∫
M

uαψ2⟨∇|A|p−2,∇uα⟩

− 2

∫
M

|A|p−2ψuα⟨∇ψ,∇uα⟩. (2.38)

Sendo ∇uα = αuα−1∇u, temos que1

|∇uα|2 = α2u2α−2|∇u|2

∆uα = α(α− 1)uα−2|∇u|2+αuα−1∆u

que em (2.38) retorna∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2 = −
∫
M

|A|p−2ψ2uα
[
α(α− 1)uα−2|∇u|2+αuα−1∆u

]
−
∫
M

uαψ2⟨∇|A|p−2,∇uα⟩ − 2

∫
M

|A|p−2ψuα⟨∇ψ,∇uα⟩

= −α− 1

α

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2−α
∫
M

|A|p−2u2α−1ψ2∆u (2.39)

−
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩ − 2

∫
M

|A|p−2uαψ⟨∇uα,∇ψ⟩.

Para a última integral, por Cauchy-Schwarz, tem-se

−2

∫
M

|A|p−2uαψ⟨∇uα,∇ψ⟩ ≤ 2

∫
M

|A|p−2uαψ|∇uα||∇ψ|.

1 uma vez que div(fX) = ⟨∇f,X⟩+ f divX
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Dado ε > 0, tome em (2.25) os conjugados iguais a 2 e

a =
√
2εψ|∇uα|

b =

√
2

ε
uα|∇ψ|,

donde resulta

−2uαψ|∇uα||∇ψ|≤ εψ2|∇uα|2+u
2α|∇ψ|2

ε
,

e, portanto,

−2

∫
M

|A|p−2uαψ⟨∇uα,∇ψ⟩ ≤
∫
M

|A|p−2

[
εψ2|∇uα|2+u

2α|∇ψ|2

ε

]
. (2.40)

Substituindo (2.40) em (2.39), obtemos∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤− α

∫
M

|A|p−2u2α−1ψ2∆u− α− 1

α

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2

−
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩+ ε

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2

+
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2,

para todo ε > 0 e ψ ∈ C∞
0 (M).

Como −∆u = |A|2u em M , podemos reescrever∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤α
∫
M

|A|pu2αψ2 − α− 1

α

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2

−
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩+ ε

∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2

+
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2,

ou ainda, (note que dois termos do lado direito possuem o mesmo integrando que o lado

esquerdo)(
1 +

α− 1

α
− ε

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤α
∫
M

|A|pu2αψ2 −
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩

+
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2. (2.41)

Por Cauchy-Schwarz,

−
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩ ≤
∫
M

uαψ2|∇uα||∇|A|p−2|,

e como

∇|A|p−2= (p− 2)|A|p−3∇|A|= (p− 2)|A|
p−2
2 |A|

p−4
2 ∇|A|,
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para todo t1 > 0, em (2.25) tome os conjugados iguais a 2 e

a =
√
t1(p− 2)uαψ|A|

p−4
2 |∇|A||

b =

√
p− 2

t1
ψ|∇uα||A|

p−2
2 ;

então,∣∣∣∣uαψ2|∇uα||∇|A|p−2|
∣∣∣∣ ≤ (p− 2)u2αψ2|A|p−4|∇|A||2t1

2
+

(p− 2)ψ2|∇uα|2|A|p−2

2t1
,

donde

−
∫
M

uαψ2⟨∇uα,∇|A|p−2⟩ ≤ (p− 2)t1
2

∫
M

u2αψ2|A|p−4|∇|A||2+p− 2

2t1

∫
M

ψ2|∇uα|2|A|p−2.

Substituindo em (2.41), ficamos com(
1 +

α− 1

α
− ε

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤α
∫
M

|A|pu2αψ2 +
(p− 2)t1

2

∫
M

u2αψ2|A|p−4|∇|A||2

+
p− 2

2t1

∫
M

ψ2|∇uα|2|A|p−2+
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2,

ou seja,

(
1− ε+

α− 1

α
− p− 2

2t1

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤α
∫
M

|A|pu2αψ2 +
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2

+
(p− 2)t1

2

∫
M

u2αψ2|A|p−4|∇|A||2,

(2.42)

para todos t1, ε > 0 e ψ ∈ C∞
0 (M). Por (1.3), multiplicando por |A|p−4f 2, em que

f ∈ C∞
0 (M), vem

|A|p−3f 2∆|A|+|A|pf 2 ≥ 2

n
|∇|A||2|A|p−4f 2

que equivale a

|A|pf 2 ≥ 2

n
|∇|A||2|A|p−4f 2 − |A|p−3f 2∆|A|.

Integrando por partes o último termo, tem-se∫
M

−|A|p−3f 2∆|A| =
∫
M

⟨∇
(
|A|p−3f 2

)
,∇|A|⟩

=

∫
M

⟨(p− 3)|A|p−4f 2∇|A|+2|A|p−3f∇f,∇|A|⟩

= (p− 3)

∫
M

|A|p−4f 2|∇|A||2+2

∫
M

|A|p−3f⟨∇f,∇|A|⟩,
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e, portanto,∫
M

|A|pf 2 ≥
∫
M

(
2

n
+ p− 3

)
|∇|A||2|A|p−4f 2 + 2

∫
M

|A|p−3f⟨∇f,∇|A|⟩.

Para a última integral, por Cauchy-Schwarz,∫
M

2|A|p−3f⟨∇f,∇|A|⟩ ≤
∫
M

2|A|p−3f |∇f ||∇|A||.

Por (2.25), temos, para todo t2 > 0,∣∣∣∣2|A|p−3f |∇f ||∇|A||
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (√2t2f |A|

p−4
2 |∇|A||

)(√ 2

t2
|A|

p−2
2 |∇f |

) ∣∣∣∣
≤ f 2|A|p−4|∇|A||2t2 +

|A|p−2|∇f |2

t2
,

consequentemente, podemos afirmar que

−
∫
M

2|A|p−3f⟨∇f,∇|A|⟩ ≤
∫
M

f 2|A|p−4|∇|A||2t2 +
|A|p−2|∇f |2

t2
,

isto é, ∫
M

2|A|p−3f⟨∇f,∇|A|⟩ ≥ −
∫
M

f 2|A|p−4|∇|A||2t2 +
|A|p−2|∇f |2

t2
,

donde, conclúı-se que∫
M

|A|pf 2 ≥
∫
M

(
2

n
+ p− 3

)
|∇|A||2|A|p−4f 2 −

∫
M

f 2|A|p−4|∇|A||2t2 +
|A|p−2|∇f |2

t2

=

(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4f 2|∇|A||2−
∫
M

|A|p−2|∇f |2

t2
, (2.43)

para todo t2 > 0. Escolhendo f = uαψ em (2.43), em que ψ ∈ C∞
0 (M), resulta∫

M

|A|pu2αψ2 ≥
(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4u2αψ2|∇|A||2−
∫
M

|A|p−2|∇(uαψ)|2

t2
. (2.44)

Note que por (2.25), para todos t2, ε > 0

2uαψ|∇uα||∇ψ| =
√
2t2εψ|uα|

√
2

t2ε
uα|∇ψ|2

≤ t2εψ
2|∇uα|2+ 1

t2ε
u2α|∇ψ|2,

donde

|∇(uαψ)|2 ≤ ψ2|∇uα|2+u2α|∇ψ|2+2uαψ|∇uα||∇ψ|

≤ ψ2|∇uα|2+u2α|∇ψ|2+t2εψ2|∇uα|2+ 1

t2ε
u2α|∇ψ|2

= (1 + t2ε)ψ
2|∇uα|2+

(
1 +

1

t2ε

)
u2α|∇ψ|2,
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que substituindo em (2.44) gera∫
M

|A|pu2αψ2 ≥
(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4u2αψ2|∇|A||2

−
∫
M

|A|p−2
(
(1 + t2ε)ψ

2|∇uα|2+
(
1 + 1

t2ε

)
u2α|∇ψ|2

)
t2

,

isto é,∫
M

|A|pu2αψ2 ≥
(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4|∇|A||2u2αψ2 −
(
1

t2
+ ε

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2

− 1

t2

(
1 +

1

t2ε

)∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2, (2.45)

para todos t2 > 0, ε > 0 e ψ ∈ C∞
0 (M).

Sendo α < 0,

α

∫
M

|A|pu2αψ2 ≤α
(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4|∇|A||2u2αψ2

− α

(
1

t2
+ ε

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇u|2−α

t2

(
1 +

1

t2ε

)∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2,

que substituindo em (2.42) resulta(
1− ε+

α− 1

α
− p− 2

2t1

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤α
(
2

n
+ p− 3− t2

)∫
M

|A|p−4|∇|A||2u2αψ2

− α

(
1

t2
+ ε

)∫
M

|A|p−2ψ2|∇u|2

− α

t2

(
1 +

1

t2ε

)∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2

+
1

ε

∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2

+
(p− 2)t1

2

∫
M

u2αψ2|A|p−4|∇|A||2,

isto é, [
1 + (α− 1)ε+

α− 1

α
− (p− 2)

2t1
+
α

t2

] ∫
M

|A|p−2ψ2|∇uα|2≤[
1

ε
− α

t2

(
1 +

1

t2ε

)]∫
M

|A|p−2u2α|∇ψ|2

+

[
(p− 2)

2
t1 + α

(
2

n
+ p− 3− t2

)]∫
M

|A|p−4|∇|A||2u2αψ2.

Dado δ > 0, tomando α = −1− (δ/3), ficamos com[
1− (2 + (δ/3))ε+

2 + (δ/3)

1 + (δ/3)
− (p− 2)

2t1
− (1 + (δ/3))

t2

] ∫
M

|A|p−2ψ2|∇u−1− δ
3 |2≤[

(p− 2)t1
2

−
(
1 +

δ

3

)(
2

n
+ p− 3− t2

)]∫
M

|A|p−4|∇|A||2u−2− 2δ
3 ψ2

+

[
1

ε
+

1 + (δ/3)

t2

(
1 +

1

t2ε

)]∫
M

|A|p−2u−2− 2δ
3 |∇ψ|2,
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que, reorganizando, resulta em[
1− (2 + (δ/3))ε+

2 + (δ/3)

1 + (δ/3)
− (p− 2)

2t1
− (1 + (δ/3))

t2

] ∫
M

|A|p−2ψ2|∇u−1− δ
3 |2≤

+

[
1

ε
+

1 + (δ/3)

t2

(
1 +

1

t2ε

)]∫
M

|A|p−2u−2− 2δ
3 |∇ψ|2

+

[
(p− 2)t1

2
− 2 + (2δ/3)

n
− (1 + (δ/3))p+ 3 + δ(1 + (δ/3))t2

] ∫
M

|A|p−4|∇|A||2u−2− 2δ
3 ψ2,

(2.46)

para todos ε, t1, t2 > 0 e ψ ∈ C∞
0 (M). Tome

n = 3, p = 5 + δ, t1 =
2(5 + 3δ)

9
e t2 = 1.

Então, denotando por

C1 =
(p− 2)t1

2
− 2 + (2δ/3)

n
− (1 + (δ/3))p+ 3 + δ(1 + (δ/3))t2; e

C2 = 1 +
2 + (δ/3)

1 + (δ/3)
− (p− 2)

2t1
− (1 + (δ/3))

t2
,

temos

C1 =
(3 + δ)(5 + 3δ)

9
− (2 + (2δ/3))

3
−
(
1 +

δ

3

)
(5 + δ) + 3 + δ + 1 +

δ

3

=
15 + 14δ + 3δ2

9
− (6 + 2δ)

9
− 5− δ − 5δ

3
− δ2

3
+ 3 + δ + 1 +

δ

3

=
9 + 12δ + 3δ2

9
− 1− 4δ

3
− δ2

3

=
9 + 12δ + 3δ2

9
− 9 + 12δ + 3δ2

9

= 0;

enquanto

C2 = 1 +
2 + (δ/3)

1 + (δ/3)
− (3 + δ)

4(5+3δ)
9

− 1− δ

3

=
6 + δ

3 + δ
− 9(3 + δ)

4(5 + 3δ)
− δ

3

=
12(5 + 3δ)(6 + δ)− 27(3 + δ)2 − 4δ(3 + δ)(5 + 3δ)

12(3 + δ)(5 + 3δ)

=
12(30 + 23δ + 3δ2)− 27(9 + 6δ + δ2)− 4δ(15 + 14δ + 3δ2)

12(15 + 14δ + 3δ2)

=
360 + 276δ + 36δ2 − 243− 162δ − 27δ2 − 60δ − 56δ2 − 12δ3

180 + 168δ + 36δ2

=
117 + 54δ − 47δ2 − 12δ3

180 + 168δ + 36δ2
,
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e, portanto, em (2.46), retorna[
117 + 54δ − 47δ2 − 12δ3

180 + 168δ + 36δ2
− (2 + (δ/3))ε

] ∫
M

|A|p−2ψ2|∇u−1− δ
3 |2≤[

1

ε
+

(
1 +

δ

3

)(
1 +

1

ε

)]∫
M

|A|p−2u−2− 2δ
3 |∇ψ|2,

para todo ε > 0 e ψ ∈ C∞
0 (M). Escolhendo 0 < δ < 1

100
e ε > 0 suficientemente pequeno,

obtemos: ∫
M

|A|3+δψ2|∇u−1− δ
3 |2≤ C

∫
M

|A|3+δu−2− 2δ
3 |∇ψ|2, (2.47)

para algum C > 0. Substituindo (2.47) em (2.37), obtemos que∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ2 ≤ 2C̃

[∫
M

|A|3+δψ2|∇u−1− δ
3 |2+

∫
M

|A|3−δu−2− 2δ
3 |∇ψ|2

]
≤ C ′

∫
M

|A|3+δu−2− 2δ
3 |∇ψ|2.

Dado ε > 0 qualquer, seja ε′ = 3+δ
5+δ

ε. Então, ε′ > 0 é também qualquer. Em (2.25), tome

p = 5+δ
3+δ

e q = 5+δ
2

e

a = |A|3+δψ
2(3+δ)
5+δ ε

3+δ
5+δ

b = |∇ψ|2ψ− 2(3+δ)
5+δ ε−

(3+δ)
5+δ .

Então,

|A|3+δ|∇ψ|2 ≤ |A|5+δψ2ε(3 + δ)

5 + δ
+

|∇ψ|5+δ|ψ|−3−δ2ε
−3−δ

2

5 + δ

≤ |A|5+δψ2ε′ +
C ′′

ε′
|∇ψ|5+δ|ψ|−3−δ,

para alguma constante C ′′ < 1, já que

2ε
−3−δ

2

5 + δ
≤ C ′′

ε′
⇐⇒ C ′′ ≤ 1

pqε
1+δ
2

.

Logo, (renomeando a constante)∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ2 ≤ ε′

∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ2 +

C

ε′

∫
M

u−2− 2δ
3 |∇ψ|5+δ|ψ|−3−δ,

para todo ε′ > 0 e toda ψ ∈ C∞
0 (M). Que tomando ε′ > 0 adequado resulta em∫

M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ2 ≤ C1

∫
M

u−2− 2δ
3 |∇ψ|5+δ|ψ|−3−δ, ∀ψ ∈ C∞

0 (M).

Perceba que∣∣∣∇ψ 2
5+δ

∣∣∣5+δ

=

∣∣∣∣ 2

5 + δ
ψ

2
5+δ

−1∇ψ
∣∣∣∣5+δ

=

(
2

5 + δ

)5+δ

|ψ|−3−δ|∇ψ|5+δ,
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donde ∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ2 ≤ C2

∫
M

u−2− 2δ
3 |∇ψ

2
5+δ |5+δ, ∀ψ ∈ C∞

0 (M),

que substituindo ψ por ψ
2

5+δ , vem (renomeando novamente a constante)∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ5+δ ≤ C

∫
M

u−2− 2δ
3 |∇ψ|5+δ, ∀ψ ∈ C∞

0 (M). (2.48)

■



52

3 Hipersuperf́ıcies ḿınimas, imersas, ori-

entáveis e estáveis são planos

3.1 Problema de Bernstein

O problema de Bernstein questiona:

Uma hipersuperf́ıcie mı́nima Σn ⊂ Rn+1, com n < 7, que é um gráfico inteiro sobre

um hiperplano Rn ⊂ Rn+1 é um hiperplano?

Muitos matemáticos trabalharam neste problema (bem como generalizações e adi-

cionando determinadas hipóteses), com resultados mostrando que em algumas dimensões

isto é verdade, como, por exemplo, DO CARMO e PENG em [8], FISHER-COLBRIE e

SCHOEN em [10] e POGORELOV em [14] enquanto outros, BOMBIERI, DE GIORGI

e GIUSTI, em [2] mostraram que a partir de uma determinada dimensão, n ≥ 8, tal não

é verdade.

O artigo no qual se baseia este trabalho traz uma demonstração de um resultado se-

melhante a este último, sendo agora Σ3 ⊂ R4, que na realidade é uma prova da conjectura

de Schoen (Veja [5], teorema 2.12), a qual foi originalmente verificada por CHODOSH e

LI, em [4].

3.2 Resultado

Agora, mostraremos, com o apoio dos resultados estabelecidos anteriormente, em

particular a desigualdade do tipo Poincaré, que a integral sobre M de |A|5+δu−2− 2δ
3 é não

negativa. Uma vez que u é solução positiva de −∆u = |A|2u, e |A|≥ 0, isto nos força a

concluir que |A| é identicamente nula sobre M , ou seja, que M é totalmente geodésica.

Com isso, juntamente com as hipóteses feitas sobre M , podemos concluir que M é um

hiperplano.

Teorema 4. Uma hipersuperf́ıcie mı́nima imersa, completa, orientável e estável M3 ↪→
R4 é isométrica a um hiperplano.

Demonstração. Note que, pela definição de gradiente,

∇gψ = gij
∂

∂xj
(f)

∂

∂xi
e

∇g̃ψ = g̃ij
∂

∂xj
(f)

∂

∂xi
.
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Como g̃ = u
4
3 g, temos que g̃ij = u−

4
3 gij; donde

∇g̃ψ = g̃ij
∂

∂xj
(f)

∂

∂xi

= u−
4
3 gij

∂

∂xj
(f)

∂

∂xi

= u−
4
3∇gψ.

Assim,

|∇g̃ψ|2g̃ = u
4
3 g (∇g̃ψ,∇g̃ψ) = u

4
3 g
(
u−

4
3∇gψ, u

− 4
3∇gψ

)
= u−

4
3 |∇gψ|2g

=⇒ |∇gψ|5+δ
g = u

2(5+δ)
3 |∇g̃ψ|5+δ

g̃ .

Que substituindo em (2.48)∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ5+δ ≤ C

∫
M

u−2− 2δ
3
+

2(5+δ)
3 |∇g̃ψ|5+δ

g̃ , ∀ψ ∈ C∞
0 (M),

isto é, ∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 ψ5+δ ≤ C

∫
M

u
4
3 |∇g̃ψ|5+δ

g̃ , ∀ψ ∈ C∞
0 (M). (3.1)

Seja x0 ∈ M e considere r̃ a função distância à partir de x0 com respeito à métrica

g̃ = u
4
3 g. Escolha em (3.1) ψ := η(r̃), com 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 em [0, R], η ≡ 0 em [2R,+∞)

e |η′|≤ C/R em [R, 2R], para alguma constante C > 0 e algum R > 0. Então, para algum

0 < δ < 1/100,∫
Bg̃

R(x0)

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg =

∫
Bg̃

R(x0)

|A|5+δu−2− 2δ
3 η(r̃)5+δdVg ≤

∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 η(r̃)5+δdVg

≤ C

∫
M

u
4
3 |∇g̃η(r̃)|5+δ

g̃ .

Como |∇g̃r̃|g̃≡ 1,

|∇g̃ψ|g̃= |η′(r̃)∇g̃r̃|g̃= |η′(r̃)|≤ C

R
,

em [R, 2R]. Logo, podemos considerar apenas Bg̃
2R(x0), donde∫

Bg̃
R(x0)

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg ≤ C̃

∫
M

u
4
3 |∇g̃η(r̃)|5+δ

g̃

≤ C ′

R5+δ

∫
Bg̃

2R(x0)

u
4
3dVg

(2.31) ≤ C ′C ′′(2R)5

R5+δ

=
C ′′′

Rδ
.

Como a métrica g̃ é completa, podemos fazer R crescer tanto quanto quisermos. Uma vez

que estamos considerando a bola com respeito à métrica g̃, fazendo R → +∞, obtemos∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg = lim

R→∞

∫
Bg̃

R(x0)

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg ≤ lim

R→∞

C ′′′

Rδ
= 0,
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logo ∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg ≤ 0.

Por outro lado, |A|≥ 0 e u−2− 2δ
3 > 0, donde∫

M

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg ≥ 0.

Portanto, ∫
M

|A|5+δu−2− 2δ
3 dVg = 0 =⇒ |A|≡ 0, em M.

Dessa forma, M é totalmente geodésica. Conclúı-se, portanto, que M é isométrica a um

hiperplano, uma vez que A = 0 implica que o campo normal é localmente constante,

implicando que a hipersuperf́ıcie seja a união de abertos em Rn+1. Como tal é conexa e

completa, este aberto tem de ser um hiperplano, isto é, M é isométrica a um hiperplano

em R4.

■



Convenção da Soma de Einstein

Em vez de utilizarmos o sinal de somatório Σ para denotar as somas, a convenção de

Einstein utiliza do seguinte artif́ıcio: é convencionado que sempre que uma expressão

aparecer com o mesmo śımbolo como sub́ındice e supeŕındice existe uma soma neste

ı́ndice, por exemplo:

v = viei ⇔ v =
∑
i

viei

Rij = gklRkijl ⇔ Rij =
∑
k,l

gklRkijl

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l ⇔ R(∂i, ∂j)∂k =

∑
l

Rl
ijk∂l

R(X, Y )Z = aibjckRl
ijk∂l ⇔ R(X, Y )Z =

∑
i,j,k,l

aibjckRl
ijk∂l.
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em: ⟨https://math.jhu.edu/∼js/Math748/fischer-colbrie-schoen.pdf⟩
[11] FISHER-COLBRIE, Doris. On complete minimal surfaces with finite Morse

index in three manifolds. Inventiones mathematicae, Volume 82, p. 121-132, 1985.

https://www.math.stonybrook.edu/~bishop/classes/math638.F20/Almgren_Int_Regularity.pdf
https://www.math.stonybrook.edu/~bishop/classes/math638.F20/Almgren_Int_Regularity.pdf
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN356556735_0007?tify=%7B%22pages%22%3A%5B253%5D%2C%22view%22%3A%22info%22%7D
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN356556735_0007?tify=%7B%22pages%22%3A%5B253%5D%2C%22view%22%3A%22info%22%7D
http://cvgmt.sns.it/paper/5721/
http://cvgmt.sns.it/paper/5721/
https://arxiv.org/pdf/2108.11462.pdf
http://www.numdam.org/item/ASNSP_1965_3_19_1_79_0.pdf
http://www.numdam.org/item/ASNSP_1965_3_19_1_79_0.pdf
https://www.ams.org/journals/bull/1979-01-06/S0273-0979-1979-14689-5/S0273-0979-1979-14689-5.pdf
https://www.ams.org/journals/bull/1979-01-06/S0273-0979-1979-14689-5/S0273-0979-1979-14689-5.pdf
https://www.ams.org/journals/proc/2007-135-10/S0002-9939-07-08825-9/S0002-9939-07-08825-9.pdf
https://www.ams.org/journals/proc/2007-135-10/S0002-9939-07-08825-9/S0002-9939-07-08825-9.pdf
https://math.jhu.edu/~js/Math748/fischer-colbrie-schoen.pdf


Convenção da Soma de Einstein 57
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