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Resumo

Neste trabalho, estudaremos propriedades ergbdicas do Mapa de Manneville-Poumeau.
Mais precisamente, provaremos que tal dinamica possui uma probabilidade invariante,
equivalente a medida de Lebesgue, cuja densidade é localmente Lipschitz. Provaremos
também que tal transformacado possui decaimento polinomial de correlagoes sobre o es-
paco L> e ('y. Para obter o primeiro resultado, construiremos cones, com propriedades
de compacidade, invariantes pela acao do operador de Transferéncia. Para o segundo,
utilizaremos técnicas de perturbacao de operadores. Os resultados obtidos neste trabalho

foram desenvolvidos por C. Liverani, B. Saussol e S. Vaienti em [5].

Palavras-chave: Mapa de Manneville-Pomeau, Cones Invariantes, Operador de Perron-

Frobenius, Decaimento polinomial de correlacoes.



Abstract

In this work, we will study ergodic properties of the Manneville-Poumeau Map. More
precisely, we will prove that such dynamics has an invariant probability, equivalent to
the Lebesgue measure, whose density is locally Lipschitz. We will also prove that such a
transformation has polynomial decay of correlations over the space L* and C;. To obtain
the first result, we will build cones, with compactness properties, invariant by the action
of the Transfer operator. For the second, we will use operator perturbation techniques.
The results obtained in this work were developed by C. Liverani, B. Saussol and S. Vaienti
in [5].

Keywords: Manneville-Pomeau map, Invariant Cones, Perron-Frobenius Operator, Poly-

nomial decay of correlations.
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Introducao

Por sistema dinamico, entendemos uma fungdo mensuravel 7' : M — M definida
num espaco de medida M. A area da Mateméatica conhecida como Sistemas Dindmicos
se concentra em estudar o que ocorre com os iterados da dinamica estudada. Ou seja,
com a func¢ao mensuravel 7" : M — M. Do ponto de vista ludico, poderiamos dizer que
Sistemas Dinamicos é a area da Matematica que se dedica a estudar os diversos aspectos
apresentados por sistemas que evoluem com o tempo, sejam eles assimtéticos (quanto n
tende ao infinito) ou caracteristicas apresentadas em tempo finito.

Dentre estas caracteristicas de interesse de uma dindmica 7' esta a propriedade cha-
mada de Decaimento de Correlacoes associada a uma medida. Definindo mais precisa-
mente, considere duas funcoes f,g : M — R que pertencem a dois espagos de fungoes

By e Bs, respectivamente. Suponha que p é uma medida definida em M. Defina

Calfs9) = [(foT)gd— [ fdu [ gy, n € N,

Dizemos que o sistema (f, ) tem decaimento de correlagoes sobre os espagos By e By

se
lim C,(f,9) =0 (1)

para todas as fungbes f € By e g € By. O naumero C,(f,g) é chamado de n-ésimo
coeficiente de correlagdo das fungoes f e g.

A importancia da propriedade acima pode ser interpretada de diversas maneiras. Su-
ponha que T™ modele matematicamente o movimento de particulas de gas dentro de um
compartimento isolado que denotaremos por M. Poderiamos estar interessados em re-
alizar medicoOes neste sistema dinamico. Por exemplo, calcular a temperatura, pressao
ou densidade nos diversos pontos do compartimento M. FEssas medicoes serao repre-
sentadas por uma fun¢do f : M — R que chamaremos de observdvel f. Estamos
interessados em saber como o movimento das particulas de gas influenciam na observavel
f no ponto x do compartimento M. Matematicamente, queremos saber o que ocorre
com f o T"(x) para os diversos valores de n. Em particular, isto se resume a analisar
o comportamento da sequéncia (f o T"(z))nen. Em geral, isto ndo é uma tarefa sim-
ples. No entanto, quando a medida 1 em questao ¢ invariante, sabemos que, em termos

médios, ou seja considerando a sequéncia de médias ( / foT"du),en a resposta é dada
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pela igualdade / foT"du = / foTdu. Em outras palavras, a médias das observaveis
com relacao a medida invariante p nao altera com o passar do tempo. Assim, temos que
lim/foT”d,u:/fon,u.

Sendo 4 uma medida T-invariante, poderiamos perguntar: poderiamos estudar o com-
portamento das médias para outros tipos de medidas? Por exemplo, aquelas que sao
absolutamente continuas com relagao a u? Isto é equivalente a estudar o comportamento

da sequéncia ( / foT"dgu)en € investigar a existéncia do limite

lim/(f oT™)dgu = lim/f o T"gdy.

Dai naturalmente surge o conceito de decaimento de correlagdes. Quando o sistema em
questao tem esta propriedade sobre os espagos By e By entao concluimos que tal limite
existe e vale lim/(f oT™)gdu = /fdu/gdu, n € N. Em outras palavras, quando ha
decaimento de correlagoes, as médias de todas as observaveis f de B; realizadas com
relacdo a todas as medidas absolutamente continuas cujas densidades sdao elementos g de
By convergem para o produto das médias de f e g.

Neste texto nés provaremos que o mapa de Manneville-Pomeau, definido por T :
[0,1] — [0,1] e
z(1+2%2%), Vo e|0,3)
2x — 1, Vael;1]

T(x) =

N[

com 0 < o < 1, possui decaimento de correlagoes sobre os espacos C1([0,1]) e L. Além
disso, provaremos que a velocidade de convergéncia do limite dado pela equagao (1)) é
polinomial (ver Teorema . Ou seja, estudaremos o artigo A Probabilistic Approach
to Intermittency ao qual foi escrito por Carlangelo Liverani, Benoit Saussol e Sandro
Vaienti, publicado em 1997.

O sistema de Maneville-Pomeau é um exemplo de dindmica nao-uniformemente ex-
pansora que provaremos admite uma probabilidade invariante p, absolutamente continua
com relagdo a Lebesgue, cuja densidade h é localmente Lipschitz (ver Teorema [2.2.5)).
Conectando com uma pesquisa mais recente, no artigo [2], foi mostrado que sistemas do
tipo F(z,y) = (T(x),G(z,y)) onde T é nao-uniformemente expansora e G(x,y) é uma
contracao nas fibras (ver [2], capitulo 2) possuem decaimento exponencial de correlagoes
sobre o espaco das fungoes Holders e com relagao a medidas F-invariantes, v, que se
projetam em certas medidas T-invariantes, A\, com relacao as quais 71" a velocidade de
decaimento de correlagoes é exponencial. Nenhuma dessas medidas A pode ser u, ja que
para este sistema foi provado que a velocidade polinomial é optimal.

Entao poderiamos formular a seguinte questao: seja v uma medida F-invariante que

se projetaﬂ na medida p, T-invariante, cuja existéncia foi provada no Teorema [2.2.5 A

'Projetar-se na medida p, significa que p = 71, onde m (x,y) = x (ver [2], Lema 5.3, pigina 6806).



dindmica I’ possui decaimento de correlagbes com relacao a p? Sobre quais espacgos de
fungoes? A velocidade é polinomial, assim como (7, 1)? Este é um tema de interesse.

O trabalho estéa dividido em quatro capitulos. No capitulo 1 introduzimos alguns temas
que serao necessarios para um bom entendimento dos capitulos posteriores. Nele apre-
sentamos algumas defini¢oes e resultados tteis sobre teoria da medida e teoria ergddica e
um breve estudo sobre o Operador de Perron-Frobenius.

No capitulo 2, vamos conhecer o nosso mapa de Manneville-Pomeau, definir alguns
cones que possuem a propriedade de serem invariantes em relagao ao Operador de Perron-
Frobenius e obter um ponto fixo h para esse operador que é uma func¢do localmente
Lipschitz.

No capitulo 3, iremos realizar uma pertubacao no mapa e obter alguns lemas e pro-
posicoes que irao nos auxilar na demonstragao do nosso resultado principal.

Finalmente, no capitulo 4, apresentaremos a demonstracao do resultado principal,
onde iremos provar que o Mapa de Manneville-Pomeau possui decaimento polinomial das

fungoes correlagoes.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo iremos revisar alguns conceitos béasicos e resultados de Teoria da Medida

e Teoria Ergddica necessarios para uma boa leitura e compreensao do presente trabalho.

1.1 Resultados e Conceitos Basicos

Dado um subconjunto A C X denotaremos por A® o complementar X\ A do conjunto

A em relacao a X

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra de X ¢ uma familia X de subconjuntos de X que ¢ fechada

para as operagoes elementares de conjuntos e contém o conjunto vazio, isto é, tal que

) dex
2) A€ X implica A° € X
3) A€ X e Be€ X implica AUB € X.

Definicao 1.1.2. Uma algebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de X se também

for fechada para as unides enumeraveis.

e A€ X paraj=1,2..n,..implica U AjeX.
j=1
Definigao 1.1.3. Um espago mensurdvel é uma dupla (X, X') onde X é um conjunto e
X é uma &algebra de subconjuntos de X. Os elementos de X sao chamados conjuntos

mensurdveis do espaco.

Definigao 1.1.4. Uma medida em (X, X') é uma funcao m : X — [0, +oo] tal que () =0

e

m(J4) = Sm(4)

Jj=1
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para qualquer familia enumerével de conjuntos A; € X disjuntos dois a dois. Esta ultima
propriedade é chamada o-aditividade. A tripla (X, X, m) é chamada espaco de medida.
Quando vale m(X) < 400 dizemos que m é uma medida finita e se m(X) = 1 dizemos

que m é uma probabilidade. Neste tltimo caso, (X, X, m) é um espago de probabilidade.

Definigao 1.1.5. A o-dlgebra gerada por uma familia £ de subconjuntos de X é a menor
o-dlgebra o(&) que contém a familia £, ou seja, é a interseccao de todas as o-dlgebra que

contém €&.

Defini¢ao 1.1.6. A o-dlgebra de Borel (ou o-dlgebra boreliana) de um espago topol-
gico é a o-algebra o(7) gerada pela topologia 7, isto é, a menor o-dlgebra que contém
todos os subconjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos mensuraveis recebem o nome de

borelianos.

A medida de Lebesgue formaliza a nocao de volume de subconjunto do espago eucli-
deano R,

Definic¢ao 1.1.7. Consideremos X = [0, 1] e seja A a familia de todos os subconjuntos da
forma A= 1, U...U Iy onde I, I, ..., Iy sdo intervalos disjuntos dois-a-dois. E facil ver
que A é uma algebra de subconjuntos de X. Além dsso, temos uma funcao mg : A — [0, 1]

definida nesta algebra por
mo(lLU...Uly) =L+ -+ |In] (1.1)

onde |;| representa o comprimento de cada intervalo I;. Note que mo(X) = 1. Observe
que a o-algebra B gerada por A coincide com a o-algebra de Borel de X, ja que todo
conjunto aberto pode ser escrito como unidao enumeravel de intervalos abertos disjuntos
dois-a-dois. Podemos mostrar que existe uma tnica probabilidade m definida em B que

¢ uma extensdao de mg. Chamamos m de medida de Lebesgue em [0, 1].

Exemplo 1.1.8. Dado um conjunto A C X definimos a func¢do caracteristica x4 : X — R

de A por:
1, sexe A
Xa(w) =
0, sex ¢ A
k
Definicao 1.1.9. Seja s = Zozj X4, uma fungao simples. Entao a integral de s em relagao
j=1

a medida m é dada por:

/s dm = éajm(Aj).
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Proposigao 1.1.10. Seja f : X — [—o00, +0o0| uma fungao mensurdvel. Entdo existe uma

sequéncia (Sy)n de fungoes simples tal que |s,(x)|< |f(x)| para todo n e

li7rlnsn(x) = f(x), para todo x € X.
Se f € limitada, a sequéncia pode ser escolhida tal que a convergéncia seja uniforme. Se
f € nao negativa, podemos tomar 0 < s1 < 5o < --- < f.

Demonstragio. Ver [1], Pagina 13. O

Defini¢do 1.1.11. Seja f : X — [0, +0c0] uma fun¢do mensurdvel ndo negativa. Entao

/fdm:lién/sndm

onde 57 < 59 < -+ é uma sequéncia nao decrescente de fungoes simples tal que lims,, () =
n

f(z) para todo x € X.

Agora, para estender a definicao de integral a qualquer fungao mensuravel observamos

que dada uma funcao f : X — [—o00, +00] sempre podemos escrever f = f* — f~ com

fH(z) = max{f(z),0} e f~(z) = max{—f(x),0}.

E claro que as funcdes fT e f~ sdo ndo negativas.
Defini¢ao 1.1.12. Seja f : X — [—00, +00] uma fungao mensuravel. Entao
/fdm _ /f+dm+ /f’dm.
Desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita (valem as convengoes
usuais (+00) —a = +00 e a — (+00) = —oo para todo a € R.

Defini¢do 1.1.13. Dizemos que uma funcao f : X — [—o0,+o0] é integravel se for

mensuravel e a sua integral for um ntmero real. Denotamos o conjunto das funcgoes

integraveis por L'(X,X,m) ou simplesmente por L%m).

Proposigao 1.1.14. O conjunto L%m) das funcoes reais integrdveis € um espaco vetorial

real. Além disso, a aplicagdo I : L%m) — R dada por I(f) = /fdm é um funcional linear

positivo, ou Seja,

1) /(af+bg)dm:a/fdm—l—b/gdm,
2) /fdm > /gdm se f(x) > g(x) para todo x.

Em particular,
[ € Ly

/fdm‘ < /|f|dm se |f|e L%m). Além disso, |f|e L%m) se, e somente se,
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Demonstragio. Ver [1], Pagina 43. O

Defini¢ao 1.1.15. Dizemos que uma propriedade é vilida em m-quase todo ponto(ou

m-qtp) se é valida em todo o X exceto , possivelmente, num conjunto de medida nula.

Por exemplo, dizemos que uma sequéncia de fungoes ( f,), converge para uma func¢ao
em m-quase todo ponto se existe um conjunto mensuravel N com m(N) = 0 tal que f(z) =
lim f,(x) para todo x € X\N. Neste caso, supondo que as fungbes sejam integraveis, as

suas integrais coincidem
/fdm = /gdm se  f =g em m — quase todo ponto.

Esta observagao permite definir integral para qualquer funcao f, possivelmente nao men-

suravel, que é igual em m-quase todo ponto a uma funcao mensuravel g: basta tomar
/ fdm = / gdm.
Defini¢do 1.1.16. Dada uma fun¢do mensurdvel f : X — [—00,00] e um conjunto

mensuravel E definimos a integral de f sobre E por

[ fdm = [ fxpdm

onde g é a funcao caracteristica do conjunto E.

Teorema 1.1.17. (Convergéncia Mondtona) Seja f, : X — [—o00, +00] uma sequén-
cia ndo-decrescente de fungoes mensurdveis nao negativas e seja f : X — [—00,+0] a
fungao definida por f(x) = lim fu(z). Entao

liy/fn(x)dm:/f(x)dm.

Demonstragio. Ver [1], pdgina 31. ]

Teorema 1.1.18. (Lema de Fatou) Seja f, : X — [0, +00] uma sequéncia de fungées
mensurdveis nao negativas. Entao, a funcio f : X — [—o00,+0o0| definida por f(z) =

lim inf fo(z) € integravel e vale

lim inf fo(x)dm < lim inf/fndm.

Demonstragao. Ver [I], pagina 33. O

Teorema 1.1.19. (Convergéncia Dominada) Seja f, : X — R uma sequéncia de
fungoes mensurdveis e suponha que existe uma fungao integravel g tal que |f,(z)|< |g(x)|
para m-quase todo ponto x em X. Suponha também que a sequéncia (f,), converge em

m-quase todo ponto para uma fungdo f : X — R. Entao f € integravel e vale:

lim / fodm = / Fdm.

8
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Demonstragio. Ver [1], pdgina 44. ]

Definigao 1.1.20. Sejam m e p duas medidas num mesmo espago mensuravel (X, X).
Dizemos que p é absolutamente continua em relacao a m se todo conjunto mensurdvel E

que satisfaz m(E) = 0 também satisfaz (E) = 0. Nesse caso, escrevemos p < m.

Dizemos que m e u sao equivalentes, e escrevemos, m ~ i, se cada uma delas for abso-
lutamente continua em relagao a outra. Em outras palavras duas medidas sdo equivalentes

se elas tém os mesmo conjuntos com medida nula.

Teorema 1.1.21. (Radon-Nikodyn) Se m e pu sio medidas finitas tais que p < m,

entdo existe uma fun¢io mensurdvel p : X — [0,400] tal que p = pm, ou seja, tal que

[ du= [ opdm

para toda funcao mensurdvel limitada ¢ : X — R.

Em particular, u(E) = /Epdm para todo conjunto mensurdvel E C X. Além disso, p é
essencialmente unica: duas quaisquer fungoes que satisfazem o Teorema sao iquais
em m-quase todo ponto. Chamamos p de densidades, ou derivada de Radon-Nikodyn, de

i relativamente a m e escrevemos
du
dm’

Demonstragio. Ver [1], pdgina 85. ]

p

Teorema 1.1.22. (Teorema de Tonelli) Sejam (X, X, u) e (Y,V,v) espagos de me-
didas o-finitos e seja F' uma fungdo mensurdvel nao negativa em Z = X X Y. Entdo as

funcoes definidas em X eY por

f(x) = /Y Frdv ;o gly) = /X F,dy

| fan= [ Fax = [ gav.
/X(/Yde>du=/ZFdw:/y</Xpdﬂ)du

Demonstragio. Ver [1], pdgina 118. ]

s40 mensurdveis e

Em outras palavras,

Teorema 1.1.23. (Teorema de Fubini) Sejam (X, X, pn) e (Y,V,v) espagos o-finitos
e seja a medida m em Z = X XY o produto de p e v. Se a fungio F em Z = X XY
em [—o0,+00| for integrdvel em relagio a 7, entdo as fungoes estendidas de valor real

definidas em quase todos os lugares por
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f(z) Z/YdeV , 9(y) Z/XFydu

/deuz/ZFdw:/Ygdu.
J ([ Fav)du= [ Fax= [ (] Fa)av.

Demonstragao. Ver [1], pdgina 119. ]

tem integral finita e

Em outras palavras,

Dado qualquer p € [1,00), dizemos que f : X — R é uma funcdo p-integrdvel com
relagdo a m se a fungdo |f|” é integrdvel com relagdo a m. Se p = 1 isto é o mesmo que

dizer que a fungao f ¢é integravel.

Definicao 1.1.24. Denotamos por Lfm) o conjunto das fungoes reais p-integrdveis com

relacao a m.

Definicao 1.1.25. Para cada funcao f € L, definimos a norma L? de f:

I1l= ( fisram)”

Definicao 1.1.26. Dizemos que uma funcao f : X — R é essencialmente limitada com
relagdo a m se existe uma constante K > 0 tal que |f(z)|< K em m-quase todo ponto.
Nesse caso, chamaremos supremo essencial de f, e denotamos por supress,,(f), o infimo

dos valores de K satisfazendo essa condicgao.

Defini¢do 1.1.27. Denotaremos por L, o conjunto das funges reais essencialmente

limitadas com relagao a m. Podemos definir uma norma em L, por

| flloo= supressm(f).

Definicao 1.1.28. Um sistema dindmico é um par (7,m) onde T': I — [ é uma funcao

mensuravel e m ¢ a medida.
Definicao 1.1.29. (Mapa Intermitente) Seja T": [0, 1] — [0, 1] um mapa tal que:

1) Existem Py, Ps,---, P, tais que P, = (a;_1,a;), com a; < a;41 € 0 <i < ¢g—1 onde

ap=0¢ea,=1.
2) Ti =1, : Pi— (0,1) ¢ uma bijegdo e

3) T; é de Classe C.

10
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(4) T'(x) > 1,¥V z € (0,1], T'(0) =1 e T(0) = 0.
Um mapa que satisfaz essas quatro condigoes sera chamado de mapa intermitente.

Defini¢ao 1.1.30. Considere o espago de medida (X, X, m) e T : X — X uma trans-
formagao mensurdvel, tal que T71(A) € X,V A € X. Dizemos que m é uma medida

T-invariante se

m(T~1(A)) = m(A),
VAeX.

Definicao 1.1.31. Uma medida m em X é nao singular em relacao a T se
T"m < m (1.2)

ou seja, dado A € X com m(A) = 0, temos T x m(A) = 0. Nesse caso, T' x m significa a
medida em X definida por T * m(A) = m(T~*(A)) para cada conjunto mensurével A em
X.

Proposicao 1.1.32. Se T é um mapa que satisfaz a Definicao entdo a medida de

Lebesgue m € nao-singular em relacao a T'.

Demonstragdo. Primeiro observe que para todo subconjunto A C X temos que

UT

neP

onde P é uma particao de [0, 1].

m(T~(4)) = (UT )

nep

= > m(T }(4))

|
nepP K

- Z /XT_I(A

nEP

= Z/XAOT dm

nEP

-2 l|DT| ] xadm

neEP

-2/ LDT! XT('“] o

nep
= / [ZIDT| XT(")] Xxadm
neP
1

— -1,
- /A [Z|DT| Ole7 XT(??)] dm

n€P

11
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Consequentemente, se m(A) = 0 temos T * m(A) = m(T1(A)) = 0 uma vez que m é a

integral sobre um conjunto de medida nula. O]

Defini¢ao 1.1.33. Dada um fungao f : X — R, f > 0, p-integrdvel, definimos p ¢, por

1y (A) Z/AfduszoxAdu-

Definicao 1.1.34. Seja T : X — X uma transformagdo mensuravel e seja 1 uma proba-
bilidade invariante. A sequéncia de correlagoes de duas funcoes mensurdveis p, v : X — R
¢ definida por

Cal, ) = [(po T~ [ wdu [ vy, neN.

Definigao 1.1.35. Dizemos que o sistema (f, u) é misturador se
lim Cy, (x4, x5) = lim p(f " (A) N B) = p(A)u(B) =0

para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M. Em outras palavras, quando n cresce, a
probabilidade do evento {x € B e f"(x) € A} converge para o produto das probabilidades
dos eventos {z € B} e {f"(z) € A}.

Defini¢ao 1.1.36. Dizemos que (T, 1) tem decaimento exponencial de correlagies num
dado espaco vetorial V se existe A < 1 e para todo ¢, 9 € V existe A(p, 1) > 0 tal que
|C (@, 0)|< A(p, 0)A" para todo n > 1

temos noc¢oes similares quando a sequéncia A" é substituida por qualquer outra sequéncia
convergindo para zero. Se for substituida por uma expressao polinomial dizemos que o

sistema tem decaimento polinomial de correlagoes.

Proposicao 1.1.37. Seja 0 < o < 1, para qualquer £ € [0, 1] temos

(1+6)°* <1+t
Demonstracao. Primeiramente, vamos relembrar o

Teorema 1.1.38. (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R

continua. Se f é derivavel em (a,b), eziste ¢ € (a,b) tal que

Fo =10 =10

12
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Tomemos f : [0,1] — R definida por f(£) = (1+£)%, temos que f é derivavel em [0, 1]

e f'(€) = a(l + &)t como a — 1 é menor que 1 temos f’(£) decrescente em [0, 1] logo

sup f'(§) =

¢e€lo,1]

como f é continua em [0,&] o Teorema do Valor Médio de Lagrange nés da que existe
c e (0,¢) tal que

fE&) = f(0) = f(e)(€—0)

sup f'(£)(§ —0)
£€l0g]

ag
ag

IN

(I+&)*—1

IN

e assim, obtemos a desigualdade
14+ <1+af

]

Definicao 1.1.39. Seja E um conjunto de funcoes f : X — R, todas com o mesmo
dominio X C R. Dado zg € R, diremos que o conjunto E é equicontinuo no ponto x

quando, dado arbitrariamente € > 0, existir 9 > 0 tal que
reX, |[x—xo|<d=|f(x) = f(xo)|< € para qualquer que seja f € E.

Definicao 1.1.40. Um conjunto E de fungoes f : X — R chama-se equicontinuo quando

E é equicontinuo em todos os pontos xy € X.

Proposicao 1.1.41. As sequintes afirmacoes a respeito de um espaco métrico M sdo

equivalentes:
1) M é compacto;
2) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulagio;
3) Toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente.
4) M é completo e totalmente limitado.
Demonstragio. Ver [4], Pédgina 248. O

Proposigao 1.1.42. Seja f : [0,1] — [0, 1] wma fungdo decrescente e x <y, entdo

13
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1 1
f(z
|Be(2)|/Be(x)

onde |B:(z)|= diam B.(z) e |B:(z)|= | B:(vy)|.

Demonstrag¢io. Suponha que B.(x) N B.(y) = 0, como x < y podemos tomar o extremo

esquerdo da bola B.(y) e sendo f decrescente obtemos

fly—e)= sup f(E).

§€B:(y)

Dado z € B.(z), novamente a monotonicidade de f nos dé

wp [OSG) = [ sw f@das [ f(z)ds

§€B:(y) €B:(y) B:(z)

= 2 sup f(©) < [ RO

§€B:(y)

Assim, devemos ter

sup 1(6) < o [ Fe)

§€B:(y) T 2

Por outro lado,

/Be(y)f(Z)dz <26 sup f(§) = 1€/B€(y)f(z)dz < sup f(€).

€€B.(y) 2 €€B.(y)

Portanto, obtemos

SR CEE G EL S BOT

2 £€B-() 2e

Agora se B.(x) N B.(y) # 0 veja que

O [ g = [ [T e

o) [ f(2)dz = /y ) + y+: f(2)d-.

Be(y) —€ T+

Assim,

1 1 [y—e 1 pate
R O " f ),

% 26 Jz—¢ —&

como [x —e,y —e| N[z +e,y+e] =0 eambos os intervalos tem o mesmo comprimento

y — x logo, pela primeira desigualdade demonstrada, vamos obter

14
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o
1 y+s 1 z+e
o

v

2¢e x+e

1/y+€f(z)dz

2e y—€

[ e
= — z)dz

2¢ JB:(y)

provando assim o resultado. O]

e O = eI A
J ..

v

1.2 O Operador de Transferéncia

Esta secao é dedicada a apresentar alguns fatos sobre o operador que usaremos para
obter as propriedades estatisticas para a dindmica em questdo. Além disso, esta cons-
trugdo nos da naturalmente qual serd o espago de nossa aplicagdo. Sua definicdo pode
ser dada em uma situacao geral, onde T': X — X ¢é uma transformacgao mensuravel no
espago mensuravel (X, X') e m é uma medida finita qualquer neste espago com mais uma
suposicao adicional: m é nao-singular em relagao a T'(Ver Defini¢ao .

Defini¢do 1.2.1. Seja Ur : Lf;,) — L{y,) um operador linear definido por Ur(¢) = o T

chamaremos esse operador de Operador de Koopman de T. Temos que
1) [Ur(#)]loo < [ l]oo
2) Como as fungdes constantes sdo pontos fixos, temos ||Ur||= 1.

Depois disso podemos fazer a pergunta: existe o “dual de Ur, ou seja, um operador

Pr: L% )y — L(m) tal que para todo ¢ € LY e 9 € L%m) vale a “relacao de dualidade ”

JUr(@).@)dm = [ (o) Pr(wydm 2
O préximo resultado nos dara a resposta.

Teorema 1.2.2. Se m ¢é nao-singular(Ver Definicao |1.1.31), entdo existe apenas um
operador
Pr: L*(m) — L*(m)

tal que, para todo 1 € L' e para todo conjunto A temos

JUrtea) - (0)am = [ (xa) - Pre)m (13)

15
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Demonstracio. Para uma dada f € L%m) tal que f > 0 defina a medida m; dada por
my(E) = /fdm. Com essa definicao e a nao singularidade de m temos T * ms(E) =
E

mi(T~YE)) = / fdm = 0, desde que m(T~'(E)) = 0. Usando o Teorema de

T-1(E)

Radon-Nykodyn (Ver Teorema [1.1.21]), defina

Pr(f) = dT’ *my

dm

Vejamos que definindo assim vale a “relagdo de dualidade” é satisfeita (quando f > 0).
Na verdade,
dT * my
Pr(f)dm = / : d
JOPr(fdm = [ =Lam
dT
= 1y dm
A dm
= Txmys(A)

= my(T7(A))

= d
/Tlm)f "

Para uma f € L'(m) arbitraria, nos decompomos f = f* — f~ e dai obtemos

Pr(f) = Pr(f*) — Pr(f7)

Vamos ver que este é um operador linear e é o que procuramos.

[ra-Pr(pdm = [xa(Pr(s*) = Pr(f7))dm
= [0 Pr(fFydm = [xa- Pr(f7)dm
= [Ur(ca) - frdm — [Ur(xa)- £~ dm
= [Ur(xa) - (FF = £)dm

= [Ur(xa) - fam
e chegamos na equagdo [I.3] Observe que f* > 0 e também f~ > 0 de tal forma que
podemos aplicar a relacdo de dualidade acima (para fungbes nao negativas) na terceira

igualdade acima. Portanto, a equacao [1.3| vale para Pr. Para finalizar o teorema resta

provar que Pr é um operador linear. Para isso precisamos do seguinte lema:

16
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Lema 1.2.3. Se f e g sao funcoes integraveis tal que / fdm = /gdm para cada A C X
A A

mensuravel, entdo f = g para m-qtp x € X.

Demonstragio. Do lema seja A = {z € X | f(x) > g(z)}. Entao (f — g)xa ¢ uma fungado

nao-negativa. O mesmo acontece com (g — f)xac. Por hipitese, temos que

/(f—g)xAdm = /fodm—/ngdm
= /Afdm—/Agdm
0

/(g ~ )xacdm = 0.

Como as fungoes sao nao negativas temos que f(z) = g(x) param-qtp z € Ae g(z) = f(x)

para m-qtp x € A°. Portanto, f = g m-qtp x € X. ]

Observagao 1.2.4. Na prova acima usamos o fato: “Se f é uma fungdo integrdvel tal
que f > 0, entao /fdm = 0 se, e somente se, f = 0 m-qtp x € X (A prova dessa

afirmagao pode ser vista em [1], Pdgina 35).

Entao, por dualidade, temos

/APT(fl +afy)dm = /XA - Pr(fi+ afa)dm
= [Ur(xa) - (fi+ afe)dm
= [Urx(f)dm+ a [xaPe(f2)dm
_ /XA - Pr(f)dm + a/XAPT(fz)dm
_ /XA(PT(f1)+OéPT<f2)>dm
= [ (Pe(f0) +aPp(f2))dm.

Como vale para todo conjunto mensuravel A, pelo lema temos a linearidade do
operador. n

Observagao 1.2.5. Esteja ciente de que a relagdao de dualidade equagao[1.3 é fundamental

e vamos usd-la muito neste trabalho.

Por exemplo, no caso em que o sistema dindmico, (T, m), pertence a classe dos mapas

intermitentes (Ver Definigao [1.1.29) o Teorema e a Proposicao |1.1.32| garantem a

existéncia e a unicidade do operador.

A préxima proposicao nos diz que o operador de Perron-Frobenius é positivo.

17
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Proposicao 1.2.6. Se f > 0, entao Pr(f) > 0.

Demonstragcdo. Para um conjunto mensuravel A C X

J Pr(f)dm = [ Pr(f) - xadm

I
S~
i
2
—
=y
3

> 0
pois f > 0. Uma vez que que vale para todo conjunto mensuravel A, devemos ter
Pr(f) > 0. O

Observacao 1.2.7. Observe que a unicidade do Operador de Perron Frobenius depende
apenas da relagio de dualidade(prova do Teorema . O mesmo vale para sua posi-
tividade. Isso significa que se vocé estd em uma situacao especifica em que € capaz de
encontrar um operador linear que satisfaca a relacdo de dualidade, entdo vocé tem tudo:
singularidade e positividade. FEsta observacao nos mostra o buraco da nao-singularidade
da medida. FEle so funciona para garantir a existéncia do operador em uma Situacao

abstrata.
Corolario 1.2.8. Para toda f € L*(m) temos /PT(f)dm = /fdm

Demonstracao.

/PT(f)dm — /1 - Pr(f)dm

Agora vamos ver a limitacgdo do operador de Perron Frobenius

Corolério 1.2.9. Para toda f € L'(m) temos /|PT(f)|dm < /|f|dm e consequente-
mente ||Pr|l;< 1.

Demonstragio. Relembre que f = fT—f~ onde f* = max{f(z),0} e f~ = max{—f(x),0},
ff>0e f~ > 0. Pela Proposicao temos que Pr(fT) >0, Pr(f7)>0e
[1Pe(sHlam = [Pr(st)dm
= /f*dm
= [1f*ldm.
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No entanto,

J1Pe(n)ldm = [1Pr(f* = f7)dm
< [1Pe(F)ldm+ [ 1Pe(f)ldm
= [Iftdm+ [1f71dm
= [rram+ [1dm
= [uF = rydm

= [1/ldm.

P,
UPEDL < ) e todo £ € £1(m) o entio

11k

A relacao acima nos da

1Prlu=sup T2 <y
20 | flh

Vamos denotar
D(X)={feL'(m) f>0m—gqtpel|fli=1}

e chame todos os elementos desde conjunto por densidades.

Teorema 1.2.10. Suponha que f € D(X). Entio Pr(f) = f se, e somente se, a medida

de my for T-invariante e absolutamente continua em rela¢io a m.

Demonstrag¢io. Suponha f € D(X) e Pr(f) = f. Entao

my(THE) = [ fdm
= [ 1 Cam)dm
= [+ (xwoTym
= /f-UT(xE)dm
= [Pr(f) - xwdm

= /Efdm
= my(F).

Assim, my é T-invariante e por sua defini¢ao também ¢é absolutamente continua em relagao

a m. Agora suponha que my é T-invariante. Portanto, para cada conjunto mensuravel A
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temos mp(T~1(A)) = my(A).
Entao, para um dado conjunto mensuravel A, temos
J Pr(ndm = [Pr(f) - xadm
= [1-Ur(xa)dm
= /f'(XAOT)dm
= /f : (XT—l(A))dm
= / fdm
T-1(4)
= my(T7'(A))
my(A)
= /fdm
A
como vale para todo mensuravel A, pelo Lema (1.2.3| temos que Pr(f) = f m-qtp z € X

e nos terminamos a prova do resultado. O

Proposigao 1.2.11. Suponha que (T, m) seja misturador e preserve probabilidades, en-
tao Pr tem 1 como autovalor e seu autoespago associado é simples (seu autoespago €

unidimensional).

Demonstragdo. Primeiro observe que 1 é um autovalor de Pr. De fato como m é T-
invariante, pelo Teorema|1.2.10|a funcao constante 1 deve ser um ponto fico de Pr. E isso

implica que 1 é um autovalor de Pr.

Agora se m é mixing, entdo para cada ¢ € L%m) ey € L‘()%) temos

n—-+oo

lim /gp o T dm = /(pdm/wdm. (1.4)

Se Pr(g) =g e ¢ € L{;, temos

Jo-vam = [Pi(g)-vdm
= [g-@oT")dm

— /gdm/@bdm

quando n — +o00. Portanto,

/g-@bdm:/gdm/wdm.
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No entanto, para um dado conjunto mensuravel A C X e fazendo 1) = x4 temos

/gdm = /g-xAdm
A
= /gdm/XAdm
= //gdeAdm
= //gdmdm.
A

Como vale para todo conjunto mensuravel A C X, significa que g deve ser constante

g= /gdm.

No entanto, a fungao constante 1: X — R, 1(x) = z gera todo o auto espago. O]

m-qtp e

Em alguns casos podemos encontrar uma férmula para o operador de Perron-Frobenius
e € por isso que as vezes € tao util. Em particular, podemos encontrar uma férmula quando

o sistema dindmico em questdao pertence a classe dos mapas intermitentes(Ver definigdo
1.1.29)). Isto é o que diz a proxima proposicao.

Proposigao 1.2.12. Suponha que T : [0,1] — [0, 1] € um mapa satisfazendo as condigoes
da Definicdo|1.1.29. Entdo o operador de Perron-Frobenius associado a T tem a sequinte
férmula. Para todo f € L*(m) ez € [0,1]

_ f _
PHN@ = X e DT o) = X (1077 ) (15)
nep(l) nEP(l)
1
onde PY) é uma particio de [0,1] em intervalos n e g, = —————.
" DT, ()]

Demonstragcdo. Vamos usar a formula de mudancga de variavel para mostrar que a equagao
[1.5] satisfaz a relagao de dualidade. Uma vez feito isso, pela observagao terminamos

a prova. Considere z € [0, 1] arbitrdrio e defina y = T|n(x) Além disso, considere as
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fungdes ¢ € Ly, e v € L,

[ @ @eT@)dmz) = X [ (@) o T(@)dm(z)

ep®) n

1 SO —1
= | Z o ) 0wedn()
= /PT(SQ)wdm

e nos terminamos.
Um outra forma de escrever Pr(f) é quando estamos sobre as seguintes hipdteses

Proposicao 1.2.13. Seja (T, m) um sistema dindmico, com T : I — I diferencidvel,
considerando I a unido disjunta de intervalos {I;} tal que T € injetiva em I; e T"(x) # 0.
Entdao o operador de Perron Frobenius de T é dado pela sequinte expressdo, para toda
fe L(m) ex el

fy)

Pr(f)= > : (1.6)
yET*l(x) |DyT|
Demonstragdo. Definindo Pr(f) como acima temos
(T (=)
- dm = / L
[o(@) - Pr(f(@))dm > T(Ij)g@) |D i@
(7)
= D;T|dm
X, alr | DT ldm @)
= Z/ goT(Z)f(z)dm
il
= [Prlg)- fam.
Assim vemos que Pr(f) satisfaz a relagao de dualidade. ]

De agora em diante, escrevemos P em vez de Pr quando nao houver confusao.

Proposigao 1.2.14. Seja (T, m) como na Proposi¢io entdo para f € L%m) en €N

podemos escrever

Pf= % W) (1.7)
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Demonstragio. Usando a Proposicao [1.2.13] vemos que a aplica¢ao repetida de P nos d4

que

P f(z)

PP ()
n—1 f(?/)
P mm)

yeT—1(x)
f)
2 yer=1(s) \Dny
| DT

Pn—2 Z

seT—1(z)

Pn72 Z f(y> )

yeT—2(x) | D1 T||Dy T

3 _1f (v)

yeT—"(x) i=0 | Drig)T|

5 fly)
1D, T7]

yeT " (x

]

Proposicao 1.2.15. Seja (T, m), um sistema dinamico, com T : [0,1] — [0,1], tal que
|D,T|> X eT satisfaz a Defini¢ao|1.1.29, Seja y,y' € J, com J C [0,1] um intervalo, tal
que T"(J) C [0,1]. Temos a sequinte desigualdade

1
ly —y'|< E\T”(y) —T"(y")|.

Demonstracio. Como T é de classe C* em J, pelo Teorema do valor médio obtemos

ly =y [|D.T|=1T(y) — T(y)]

para algum x entre y e . Por definicao |D,T'|> A, consequentemente temos

Iy~ v/1< {IT) ~ T

Como y,y" € J, temos T(y),T(y') € T(J), com o uso repetido da desigualdade anterior,

obtemos

1
ly —y|< E\T”(y) —T"(y)|.
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Capitulo 2
O modelo

Neste capitulo, definiremos o modelo da dindmica estudada para obter a medida in-
variante. Sera fornecido uma abordagem para essa técnica e suas propriedades para tal

mapa.

2.1 O Mapa de Manneville-Pomeau

Definicao 2.1.1. (O modelo) Vamos considerar para 0 < « < 1, o mapa
T:00,1] — [0,1] P
(1 +2%*), Yz €0, 5)
2z — 1, V€ [35,1]

N

T(z) =

Figura 1 - Dinamica T

0 05 1

Fonte: elaborada pelo autor.

3Note que este mapa satisfaz a Defini¢do [1.1.29] Além disso, D, T > 1 para todo y € [0, %) U (%, 1].
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2.2 Cones Invariantes

Definig¢ao 2.2.1. Um subconjunto C' do espago vetorial £ chama-se um cone quando,
para todo v € C' e todo t > 0, tem-se tv € C.

Definicao 2.2.2. Se definirmos o cone Cy, é imediato ver que Cy é deixado invariante

pelo Operador de Perron Frobenius P, onde

Co={f € C°0,1]); f >0, f édecrescente}. (2.1)

Primeiramente dizer que Cj é deixado invariante pelo Operador de Perron-Frobenius

P, significa dizer que Pr(Cy) C Cy, ou seja,

felCy= Pf e (.

Desse modo, se f € Cp, entao por definicdo, f > 0 e f é decrescente, consequentemente
Pf >0, uma vez que, vale a Proposicao [1.2.6]
Agora considere 1 < 9, entdo ao analisarmos os ramos do grafico da dinamica T

observamos o seguinte: T '(z1) = {yi,ys} e T (z2) = {y?,y3}, como D,T é crescente

em [0, 1) e constante em (3,1], temos que é decrescente em [0, 1) e constante em

2 D, T
(5, 1].

Y

Figura 2 - Ramos do grafico de T

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessas observagoes temos,

25



2. O modelo

1) ! < !
|Dy%T| |Dy%T|

1 1

2) —
DTl [DyT]

onde yi <y e y3 < 3.

Também temos que f é decrescente, logo f(y?) < f(yi) e f(y32) < f(ys). Pela forma

analitica do Operador de Perron-Frobenius o seguinte ¢ valido

Piay =y JW W) | )

yeT—l(m2)|DyT| |DyfT| |Dy§T|
o ) | )
D11 1D,
3 f(y)
ety Dy T
= Pf(xy).

Portanto, obtemos que se 7 < xq, entdo Pf(zy) < Pf(x1), ou seja, Pf é decrescente,
consequentemente teremos Pf € Cy. Mostrando, de fato, que Cy é deixado invariante

pelo Operador de Perron Frobenius P.

Vamos chamar X de a identidade, X (x) = x. O préximo lema mostra mais um cone

que possui a propriedade de invariancia em relagao ao Operador de Perron-Frobenius.

Lema 2.2.3. O cone C; = {f € Co; X*T'f ¢ crescente} é deizado invariante pelo

operador P.

Demonstragcao. Devemos mostrar que dada f € C}, temos que Pf € C;. Desse modo,
seja f € O, entdao f € Cy e X1 f é crescente. Logo,

a+1 f (y)
D,T

B [T(y)]* 'yt fy)
_ Z ya+1 DyT

. lT?(Jy)r“ y“;yj;y)'

X (z)Pf(z) ="' Pf(z) = Y. [T(y)

ye€T~1(2)

Definindo T7(z) = {y1, 2 }; 11 < y2 e & = 2%9Y® podemos escrever
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2. O modelo

P () = [T(yl)rﬂ v ) [T(m)rﬂ ys T f (o)

U1 Dy1T Yo Dsz
a, o) ot] a atl o
_ ly1(1+2 yl)] A (23/2—1) Tyt F(ys)
(7 1+ (a+ 1)2oy¢ Yo 2
2oyt 12y — 1\
_ (1 + €)a+1 a+1 1 2y2 -1 ot a+1
= Ti (et fly) +3 n ys " f(y2).
Uma vez que,
T(T™(z) =2

derivando ambos os lados da expressao acima

(TN 2))(T7) (2) =1
—1y/ 1
D = i)

T = 7

Observando cada ramo de T em seus respectivos dominios, sabemos que

T'(y) > 0 para todo y € [0,1] (onde a derivada de T existe). Logo (T!)(x) > 0.

T T'(y)
Portanto, podemos concluir que = + y1,  — y5 sdo fungdes crescentes. Além disso, como

§ = &(y1) = 2%yf temos

&' () =2y > 0.

Logo a funcao y; — 2%y é crescente. Como composicao de fung¢oes crescentes ainda é
uma funcdo crescente, obtemos que x +— & é crescente. Como por definicio Xt f é

crescente, logo a expressao

a+1 _ a+1
T Pf(x) = my?“f (1) +; <2y2yQ 1) s f (y2)

nos da que Pf € C]. n

Vamos definir .
m(f) = [ fdm.

Obviamente m(Pf) = m(f). Basta observar o Corolario [1.2.8] Iremos considerar em
m(f) a integral sobre a medida de Lebesgue definida em [1.1.7, A tltima propriedade

interessante esta contida no seguinte lema
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2. O modelo

Lema 2.2.4. O cone C, = {f € C; N LY([0,1]) | f(z) < az™®m(f)} € invariante com

respeito ao operador P, desde que “a” seja escolhido suficientemente grande.

Demonstragio. Para cada f € C, vale que

f(z) < az™*m(f)

e como X! f ¢ crescente, também vale que

P (@) S 17 = f(1) = inf f@) < [ fdm=m(f),

z€[0,1]

f

Vamos supor, para simplificar, que m(f) = 1, pois se m(f) # 1 podemos tomar g = W
m

e m(g) =1, com g € C,. Deve-se encontrar uma constante a, independente de f, tal que
Pf(z) < ax~® uma vez que m(Pf) =m(f) = 1.

Desse modo,

Pfz) = §?+g@, (2.2)
ayi “m(f) "
< DT + DT (2.3)

onde obtemos do fato que f € C,, implica
fy) < ayy“m(f)

e por f € C}, obtemos X" f crescente, logo

yg+1f<y2> <1= m(f) = f(y2) < % — y;afl
Ya

continuando,

ay;*m(f)  yr !

Pf(z) < D, T + DT
_oayt
D,T D,T
o ooyt axtyt
- Dy,Tz* ax*D,T
< age ¢ 1 I a”

- _|._ _ 5 .
y¢ Dy, T~ ays™D,,T

Agora observe o seguinte, o segundo termo dentro do colchetes pode ser limitado da
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2. O modelo

seguinte maneira

z® _ Tw)l* A+ yr(d+8)°
ys D, T Y52 Y52 ys 12
yr(1+8)°

- 2—a—12

onde obtemos [2.5] por meio de,

N |

Além disso,

?/(21+1Dy2T N

IA

onde segue de

1
y1<§:>2y1<1:>(2y1)°‘<1:>€<1:>1+€<2:>(1+§)“<2°‘.

1
<yp=2>— =20t >

= 2% (1 +¢)°

Yo ys

2% (146" = &1 +6)°

20¢

Portanto, acabamos de mostrar a seguinte desigualdade

Dai, de 2.4, temos

Pf(x)

IA

IN

IA

1 1 x° 1 a
- ax

+
D, T ays*'D,,T

n

VA
N N
~s
s <
=
S~—
~
Q

_ [ aree
T 1+ (a4 1)¢
o |+

T 1+ (a4 1)¢

(146 + Z€(1 4+ (a+ 1))

wl+O\ 1 1 e
L+ (a+1)§  ays™D,T

. I a® ] —a
- ax
a?JgHDsz

1
+ 2“51 ax~
a

—

axr

1+ (e +1)¢

29
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2. O modelo

Usando a proposicao [1.1.37] em [2.15], obtemos

(e}

_1 + o€ + 2@5(1 + (a+ 1))
1+ (o +1)¢

Pf(x)

IN

ar™® (2.16)

— 204 «
1+(a++(a+1)§)§ B
= ] j_ @ _’C_L T ax (2.17)

_1+(a+:+:(a+1))§
14 (a+1)¢

IN

ax™® (2.18)

_1+(0z+2:(oz+2))§ B
= T+ (ot 1E ar™ . (2.19)

Observando a expressao [2.19[ vemos que se —(a +2) < 1 = 2%a + 2) < a, entdo para
a

essa desigualdade teremos
Pf(z) < azx™“.
Portanto, a partir disso o lema esta provado. O
«

Lema 2.2.5. Eziste uma fungao localmente Lipschitz h tal que Ph = h e h(z) < ax™®.

Demonstragio. O operador P deixa invariante o conjunto
K={feC |m(f)=1}

pois, em particular, podemos usar o lema [2.2.4, mas X**'K consiste em funcoes equi-

continuas uniformemente limitadas, portanto, é compacto(Ascoli-Arzeld) em C®. De

fato, relembre [1.1.39] e [1.1.40| mostraremos agora que X**'K é um conjunto de funcoes

equicontinuas. Seja ¢ € X*T K entdo ¢(z) = 2! f(x) para z > y como f € C}, entao

v f(y) < 2 f(2)
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2. O modelo

assim,

e f () =yt f(y)
e f () =yt f(2)
(z* =y ) f ()
az(1+ a) /y "

az=(1 + a) sup €[z — y|
£€(y,x]

= ar (1 + )z

[a]
A
=
&
!
=
S
IA

IN

IN

= a(l+a)lx—1y|

para 0 < obtemos nossa afirmagao. Com um calculo basico é possivel obter

a(l + «)

que cada funcio ¢ € X" K ¢ uniformemente limitada. Como X**'K é compacto,

consequentemente, para cada f € K a sequéncia

1n71

@n(f) = Xa—HgZPif

1=0

tem pontos de acumulagao em C°, uma vez que |1.1.41| é valido. Logo, existe (p;) C

XK que converge para um ponto de X K, e assim esse ponto ¢ de acumulacao. Seja

h, € X°T'K tal ponto. Temos h, = X°T'h, com h € K afirmamos que h = X °"'h,
k—1

é um ponto fixo de P. Com efeito, observe que ¢x(f) = X““EZPif converge para
=0

h, = X" h, entdao X > 1pp(f) — h, onde h = X °"'h,. Desse modo,

k—1 k—1
IPX ) - X el = [[Xptr- ey e
i=0 i=0 1
1 k—1 ] k—1 ]
= ISPt -S Py (2.21)
k =0 =0 1
= LIPSl (222)
< LIPA 4l (2:23)
1
< AP+ 1£1) (2.24)
< 21l (2.25)

onde em[2.25/usamos[1.2 Logo, quando k — oo, obtemos ||PX = Yor (f)—X Lo (f)|1 —
0. Como P é limitado e a norma || ||; é continua, temos ||Ph — h|| = 0, ou seja, Ph = h,

provando a nossa afirmagao. Afirmamos também que h € C,. De fato, h, é um ponto de
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2. O modelo

acumulacao de XK entao
h, = Xth

com, h € K. Como K = {f € C, | m(f) =1}, logo h € C, e entdao h(z) < az~®. Final-
mente, pelo raciocinio desenvolvido para mostrar que X**'K é um conjunto equicontinuo

podemos concluir que h é localmente Lipschitz. O

Lema 2.2.6. Para cada fungio f € C,

. ) a(l+ «)
é&ﬂ®=ﬂwzmm{zl ] }/ﬁm

Demonstracio. E claramente suficiente mostrar o caso /0 1 fdm = 1. Ja vimos que
f(x) < ax™®,
pois f € C* ={f e C;NLY0,1] | f(z) <ax~m(f)}. E como f € C; temos
2 f (@) 1(1) = flx) < 27T Hf(L).

Tomando o ponto z, = a~ f(1). A esquerda, a primeira desigualdade ¢ estrita e o oposto
vale a sua direita. Se z, > 1 entdo a™'f(1) > 1 = f(1) > a. De outra forma se z, < 1,

temos

1:m(f):/01fdm _ /Ox*fdmjL/;fdm
< /Om*af_adm%—/a:f_l_af(l)dm

B aé-l—oe L 1
- 1_040_7“1)1*
afl_a T —a T
= 1-a, +ff(1)1
_ax® o f(1)
11—« <1) a o«
aa® ' f()' atf(1) 0 f(1)
f— + —
l—« o a
L a T et
- l—« a
aa®f(1)17 +a®f(1)17 — aa® f(1)17

dai, vamos obter

a“f(1)t—« a(l —a)] ™=
R



2. O modelo

do qual segue o lema.
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Capitulo 3
Uma perturbacao aleatéria

Neste capitulo, vamos mostrar as ideias chaves do artigo, que é a pertubacao aleatoria
e suas propriedades. Além disso, iremos definir o kernel do Operador Pertubado P. e

mostrar que em S! este kernel estd limitado inferiormente por um valor v > 0.

3.1 O Mapa Perturbado

Vamos identificar [0, 1] com o circulo S', em S! 0o mapa T néo ¢ suave, mas ¢ continuo,
cuja identificagao pode ser definida por
v:[0,1] — S!
’)/(t) — eQm’t

podemos definir a bola
B.(r) ={y € S% |z —y|< e}

e o operador média

Af(z) = = Ty (3.1)

N 2e B:(x

Agora vamos definir o operador perturbado por
P, = P"A,

onde n, serd especificado mais tarde.
O lema a seguir mostra que o operador perturbado nao é muito diferente do original,

desde que consideremos os observaveis.

Lema 3.1.1. Para cada | € C,

[P f = Peflr < el fllie'
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3. Uma perturbacao aleatéria

10a

onde C1 = m

1
Demonstracdo. Assumimos que f € C, e / fdm = 1. Primeiro, observe que
0

|Pf —Bflly = [P"f - P™Af| (3.2)
= |IP"(f — Al (3.3)
< NP ILllf — At (3.4)
< || PIE=llf — Acflh (3.5)
< |If = Al (3.6)

onde em |3.5| usamos o fato que || P|[; < 1 uma vez que vale. Vamos agora relembrar

as seguintes estimativas

f(x) <ax™™ (3.7)
fly) _ (=)
) < (y) Va>uy. (3.8)

Iremos limitar a norma L! da diferenca entre f e a média. Com efeito,

1
IF =Afl = [ 1f@) = Af(@)lde
1

- [ /L

- — d
2e v

()

= [ - S [ =5 [ i)
= [T i@ [ s ds

UNCE -/ )y dr
- /:_6215 /Bg(x)[f(x) A B-(0) fe) - ;e/e(m)f(ymy o

1

/Bg(”ﬁ) o) =) dy) ot /Ba(O) ’f(x) o /Be(x) J(y)dy|d

IA
ﬁ
|

)= flay ) ao s [ (15l [0k ao

IN

ﬁ\l

&
/N 7 N7 N

&=

o) = )l ) aot [ rioas

1
+/Bs(o) (25 /Bs(m ﬂy)dy) e
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3. Uma perturbacao aleatéria

Ir=arls < [ (G @ - swldy+ [0 - fw)ldy}) do
+/BE( d:v+/ ( / dy)dx

Usando [1.1.42] obtemos que

1 1
— dy > — d
- /B oWy =5 [ )y

logo,

15 -afl < [ (U 1@ = swldy+ [ 15@) - sl dy) ) e
+/BE<0)f(x>dx * /Bg(m <21€ /Bem) f(y>dy> e
< [T (G v ol [ 1)~ )y} da

o @5 [ fw)dy

B.(0)

- [ {/“'f pldy+ [ 15w - Fw)ldy} ) de
+ BE(O)f<x>dx + /B o f Wy

< [T (AL 1t - t@ldns [T1r@) - rwldy} ) do
+/Bs<o>f(x>dx+/3%(o) Fly)dy.

Finalmente, como v —e <y <z = f(z) < f(y) = f(x) — f(y) <0ex <y= f(y) <

f(z) = f(z) — f(y) > 0, temos

ir=alh < [ (o 1w - s de+ [ (o [0 - fw)lay) do

Hf, @it [ fdy
= o[ rw - s@nay)ae+ o [T [T @) - sy do
o T@de [y

vamos desenvolver o primeiro termo da desigualdade acima,

Do [ ([ 1) - pwdy) e

do seguinte modo. Observe que

2l (o —senaae = 5[ ([ g1 f] )
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3. Uma perturbacao aleatéria

dal, 7 —e <y =r<yt+e= fly+e) < flz)= f(?(;e?) : ;g; -
_fyte) o _f®) _f(y+5)21_M' .

fly) = fly) f(y) f(y)

(L[ o = g (a2 o)

f(y) y+e\" L ) _<y+6>1+a
f(y+€)§< y) T w0 v ) 7

1+« Ita
_f(ji(;r)g) < — (y iy|_ 5) =1-— f(]zi(z)ﬁ) <1- (y :{2 . Onde na primeira impli-
3.7

cagdo usamos a estimativa . Além disso, a estimativa 3.7, nos da f(y) < ay~“. Assim,

[ @) - swldy) de
<l (Low] T o)
([ () )

ay
_e (y + €)1+Oz dy> dx

i
2e
1 1—¢ x o T+e a(u _ 5)
= %/5 /m_aay dy—/x it du) dx
1
2
1
2e

Agora, veja que y +¢ > y =

8

IA

N
2
&
TN TN T N T
a\
| 3
o0
=)
<
Q
<
|
a\&s

2¢e Q a
. a 1=e 11—« 11—« 11—«
- 2(1_a)5/€ 207 — (2 — )" — (z+ )" do
a 1—e o o
+%/E {x —(z+e¢) } dx
B a 2077 (z+e)r*  (x—e)r® e
21— a)E |2« 2—« 2—« .
+i v (z4e)le e
200 |1 — « 11—« .
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3. Uma perturbacao aleatéria

([ 1w = iy ) o

a

S T a@o a2 L (267 — (1 267
Ty l(1 -9 — e it

Agora na primeira expressao, da igualdade acima, considere

g(§) = (26)7 =287 — (1 - 26 = 1+ 2(1 — )™

derivando ¢ com relagao a & obtemos

g = (2-0a)(2)72-22-a)f™ = (2 a)(1 - 26)'7(~-2)
+2(2 - a)(1 =€) (-1)
= (2—a)27 % 22— ) 4212 - a)(1 =26 —2(2 — a)(1 - &)
< (2— )2l —2(2 —a)ete
= (2— )¢t - 2]

Onde a primeira desigualdade acima obtemos do fato que definido

u(€) =2(2-a)(1-¢""

(€)= —2(2—a)(l —a)(1—&)~* é negativa, pois £ € [0,1], logo u é decrescente e assim
202 —a)(1 =267 —2(2 — a)(1 — €)™ < 0. Pelo Teorema do Valor Médio, aplicado a

g em [0, ¢], existe um ¢ € (0,¢) tal que

9(e) —9(0) = ¢'(c)(e—0)
(26)2* =262 — (1 -2)"*—1+2(1-2)** = ¢(c)e
(2 — a)ct 22> — 2Je
(2 — a)e® 227 — 2]

IN

IN

onde na ultima desigualdade usamos o fato da fungio j(§) = &' ser crescente e ¢ < ¢,
dai
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3. Uma perturbacao aleatéria

2(1 —a)(2 — a)e

2(1 — €)% — 2e27% — 1+ (26)27* — (1 — 22)>79]

a(2 — «)

S Yi-ae— a)g[QH — e
T 21 —a) (2577 — 2
= < - —[2' - 1)t

1 : .
como 2'7% < 2, obtemos 2!"* —1 <lea < 1= — > 1 e assim concluimos que
o

2(1 — )2 — 227 — 14 (26)2% — (1 — 26)*7°] < a(la_a)gl—a.

2(1 —a)(2 — a)e

No segundo termo, como (1—¢) < 1= (1—-¢g)l™* <1 = (1-e)l"*—-1<0e -7 <0,

logo
a a
1 — l-a _ 1-a 1 21—04 1—] 21—a -«
2a(1 — «) (d-¢) g * = s 2a(1 — «) ©

< a2el~

— 2a(l —a)

_ a 11—«
a1l - a)g

podemos concluir do desenvolvimento dessas desigualdades que

([ ) - sy de < a(f_w

agora vamos desenvolver a segunda expressao,
1 1—¢ r+e
2 o [ ([ @) - rwdy) da

Com efeito, observe que

(@ - swlay) e = o[ (/xmﬂy) [}ng— ]dy) o

desse modo, comox < y<z+e=>r—c<y—c<z=y—c<z=flr)< fly—¢e)=
fl) _ fly—e) fly—e) << y

fly) = fy) fw) y—e¢
utilizamos a estimativa e pela estimativa temos f(y) < ay~“. Logo,

14+«
. Como y > y — ¢ obtemos ) , onde novamente
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3. Uma perturbacao aleatéria

IA
DO
m"_‘
n\

2
i)
—
h
_I_
m
)
Ny
l 3
| — |
VR
Neg <
Q | |<
[Q}
~
—
+
Q
|
—_
—_

QU

<

~

1 1—¢ x x xr+e
= 27/ </ au”“du +/ asu” " du — / ay_o‘dy) dz
EJe r—¢ r—e T
1 rt—= [au'™™ ve
N ?5/5 11—« -

T 11—«

ay
11—«

— xT
asu”~ @

(67

r—¢€ r—e

1—¢ l1-o _ \l-«a —o _ \-a
1/ [a:)s Calz—¢)'"*  asx N ag(r — ) 1 Iy
2e Je 11—« 11—« o «o
1 l—e -« -«
_7/ [a(x%—s) _ax 1dx
2¢ Je 1l -« 1l -«
4 /16[2351_0‘ — (=)' — (z +¢)"dx
28(1 — Oé) €
a 1—e o o d
—i—%/s [(z —e)™ — 27 %dx
a 22« B (x —e)* @ B (x +e)* @ 1-e
26(l—a) |2 —« 2 -« 2 — « .
+i (1‘ . 6)1_0‘ - pl-a 1—¢
2c 11—« 11—« .
a
21_ 2—a 1_2 2—5_1_22—a 2 2—«
a
1—92 l-a 1 — 11—« 1—04'
el =20 = (=g e

Tomando h(§) = 2(1 — £)?7* — (1 — 26)*7* — 1 — 2627 + (2£)*~° temos que

W) =

22-a)(1 -8 (=1 = 2—a)(1 = 2§)""*(=2) 22— )¢

+(2—a)(26) 7.2

= 2Q2-a)1-6)""+22—-a)(1 -2 —2(2— ) +2(2 — a)(26)
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3. Uma perturbacao aleatéria

como (1 =& > (1—-2e)7=2(2 —a)(1 =28 —2(2 — a)(1 — &)@ < 0, assim
WE) < (2 a)e 2 — 9]

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, existe um d € (0, ¢) tal que

h(g) —h(0) = K (d)(e—0)
21— &)™ @ = (1—2e)* =1 -2+ (26)>™® = Hh'(d)e
< (2—-a)d' 2 -2
< (2- @)t =2
logo,
a _ _ _ _ a(2 — «) _
2(1 — 2—a 1—-2 26_1_22a 22a < 2—a
R (e L A S ST s i oe—a
a
< 21—a -1 11—«
- 1- a[ le
a
< -«
- 1- a€
portanto,
“ 2(1— )2 — (1 —26)F — 1 — 227 4 (26)27°] < ——_¢l-o,
2¢(1 —a)(2 — ) ~ ol —a)
Para a segunda expressao,
a a
— [(1-=2 l-a _ 1— 1-« lea] % l-a
2a(1 — «) ( 2 (1—e) ™+ = 2a(1 — oz)8
< a l1—a
ol -
1 1—¢ z+e 2
Portanto, 276/5 </z [f(z) — f(y)]dy) dr < Oé(li()é)gla‘
Agora usando a identificacao de [0,1] com S, obtemos que:
1) limaz % =00
z—0t
2) limz =1
0—0—
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3. Uma perturbacao aleatéria

0 €
logo,/ x %dr < / x~%dz. Usando esse fato, obtemos
0

—&
(3

f@)de = | f(r)dz

BE(O) —€
0 5
= [ f@dz+ [ fa)da

< 2/ axr” “dx
0

€
= 2a/ z™%x
0
2a
11—«

< 2(]/ 51—06
~ a(l-a) '

-«

Do mesmo modo temos,

/. oWy = /. o @
= /zaf(x)dx

—2e
0 2¢e

= f(z)dx + ; f(z)dx

—2¢

2e
< 2/ ar~“dx
0

2e
= 2a/ z %z
0

2a
dy < 2e)!
/1325(o)f(y) y < 1_a( €)
< 4a o
- a(l—oz)6 ‘

Desse modo, usando todas as desigualdades encontradas na expressao

15-afl < [ (1@ = swldy+ [ 15@) - sl dy) ) e

2¢

—&

Hf, @it [ fdy

B:(0
obtemos,
2a 2a 2a
— A < -7 l—« 11—« 1—a
If=Afllh < oz(l—oz)g i a(l — a) a(l — )
< 10a o
— a(l-a)
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3. Uma perturbacao aleatéria

0 que prova o lema. O

Agora vamos obter uma nova expressao para o operador perturbado. Com efeito, para

qualquer f € C, e pela proposicao [1.2.14] temos que

P.f(z) = P™A.f(x)
TN 1
= P 28/Bs(x)f(z)dz
1 1

B Z |D Tne| 2€/Bs(y)f(2)dz

€T e (x)

= Z |DyT"E|25/o XBe(y)(Z)f(Z)dZ

yeT e (z)

_ 1 f(Z)

yeT—ne(x)

= 26/ Z XBa(y)(Z)uify(;ﬂlE’dz

yeT—ne ()

_ XBg(z)(y)
- 25/ 2 D, | | )%

€T —ne(x)

1 1

Portanto,

x) = /OlKE(a:,z)f(z)dz.

Onde obtemos a igualdada da sétima linha pelo fato que, se z € B.(y), entao y € B.(2),
pois |y — z|< g, por outro lado se z ¢ B.(y), entdo y ¢ B.(z), pois |y—z|> ¢, logo devemos
ter Xp.(2)(¥) = XB.@)(2)-

Nossa préxima tarefa é encontrar um limite inferior para o Kernel K.(x,z). Para este
proposito, vamos definir 7} como o mapa 7T restrito ao intervalo [0, ] e a, =17 "1. Temos

o seguinte limite assintético para a sequéncia a,,.

Lema 3.1.2. Para todos os inteiros n > 0, o sequinte € vdlido

a, < 2(?12+é)n(_é)
Demonstracio. O lema é comprovado por indugao. Primeiro, é claramente satisfeito para

n = 1, pois

o =T = =27 <2(t3),

1
2
Em seguida vamos supor que a, < en(=2) ¢ vamos provar que a,1 < c¢(n + 1)(_%). Se
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3. Uma perturbacao aleatéria

for falso, entao
a, = 17"1
. T11+(—1+n)1
= 117 ")
= Tl(an+1)
— aun(1+2%2,,)

> cn+ 1) a(1+2%(n—+1)"1Y

pela suposicao de a,,, obtemos

cn"w > c(n+ 1)_5(1 +2%%(n+1)71)
1 1 2%
Ta > 1)7= (1
" 2 (n+1) < * n + 1)
ou equivalente,
no\"= 2%c”
> 1 3.9
<n + 1) = n+1 (3:9)
1 é 20{ (07
(1 + > > 14 = (3.10)
n n+1
1 1
Agora considere a fungao f(§) = o — 1, vemos que f'(§) = —¢ <é_1), consequentemente,
1/1 1 /1
(¢ = — ( — 1) £é_2. Como 0 < a < 1, temos — ( — 1) >0e f(é_2) > 0, pois
a \a a \a
€ >0, entao f7(£) >0, V& >0, logo f é convexa. Desse modo,
1 2 1 1 1
l+—=1+"——=(1—=)1+2—.
n n o n n n
Logo, por convexidade, segue que
1 1 1
f(1+) _ fky_n+a-} (3.11)
n n n
1 1
< - — 1 —f(2 3.12
< (1= )1+ @ (312)
—-(1 1) 0+ L42) (3.13)
B n n '
1
= —f(2 3.14
L) (3.14)
1,
= —(2« —1). 3.15
HCLE) (315)
Assim,
1 1
1+—) < —(2= —1). 3.16
1) <@ - (3.16)
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Q=

1 1
como f (1 + n) = (1 + n) — 1, segue que da desigualdade [3.16| e da |3.10| que

1 2aa
(25 —1)- > =
n_ n+1l
isto é,
1
28 — )2 5> gee
n
1
gt Pl 5 e
n

2—0&-}-1(2% . 1) Z &

11
o que é contraditério, pois se escolhermos ¢ = 2a? "o temos

¢ =2at1 =225 > 27 (25 — 1) >

Definimos Ay = [ax, ax_1] para cada k > 0. Agora somos capazes de provar

Proposicao 3.1.3. Eziste v > 0 tal que para cada € >0, z, z € S*

K.(x,z) >~
desde que escolhamos n. = [2”%5_0‘] + 1. Aqui os colchetes representam a parte inteira.

Demonstracao. Em primeiro lugar escolhemos ky = 3. Em seguida observe que para cada

intervalo J e inteiro m

yer—m@ DT o=y DyT™

Agora, se xs(y) = 1, entdo y € J, como y € T~ (z) temos T™(y) = z, logo x € T™(J),
consequentemente, xrm;(x) = 1. Por outro lado, se x;(y) = 0, entdo y ¢ J e utilizando
o mesmo raciocinio vamos obter que x ¢ T™(J), ou seja, xrm; (z) = 0. Logo podemos

concluir que
XTmJ(ﬁL') = XJ(y) (318)

Consequentemente, de [3.17] obtemos

P (x) > xpmy(x) - igg(Dmi)’l.

Seja 0y = ax, —ak,+1. Como cada intervalo J aplicado em 7" sofre uma expansao existe ng €

N tal que T™(J) = [0,1], logo para n > ng teremos y7n;(x) = 1, entdo encontraremos
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3. Uma perturbacao aleatéria

um ¢y tal que para todo intervalo I de tamanho maior que &g vale
P'xr = c

quando n > ng. Assim, a tarefa é controlar o ing (D,T™)~", onde m é o tempo necessario
ye

para que o intervalo .J se torne um intervalo de tamanho dy. Seja Iy = [0, ay,]. Tomando

um intervalo J, trés possibilidades podem ocorrer:
1) JNIy=0.
2) JN 1y # (e J contém, no maximo, um ay, para k > k.

3) J contém mais de um ay para k > k.

Podemos associar a cada J uma sequéncia ny, k1, ..., k,—1, n, de inteiros (n; pode ser nulo)
retracando a trajetéria de J da seguinte maneira: Para o tempo ny, 7™ (J) N Iy = 0,
entdo a imagem de J entra na regido intermitente Iy e T (J)N Iy # (), onde T*1+1 ()
contém no maximo, um a, para k > kg e k = ky + ko, entao apos k; interagoes ela existe
a partir de I. Entao a imagem de J fica na regiao hiperbodlica por ns iteragoes, e assim
por diante. Finalmente terminamos quando o tamanho do intervalo torna-se maior que
dp ou se a imagem de J contém mais de um a; para k > ky. Vamos ver o que acontece

nesses regimes.

D2T
1) Sejam D =  sup 5 e = (D, T)"". Paran < ny as estimativas de
y€larg+1,1] D,T ’
D
distor¢ao usuais produzem, para cada y € J, com ¢y = 1 ,
—r
D,T"|J|
— < E ™ J||. 3.19
e < Bl T (319)
Com efeito, para n < ny temos que para cada yi,ys € J,
n—1
Drj,nT
1 Dlen 1 Jll) ! (yl) (3 20)
(e = O _— .
g DyQTn g n—1
HDTj(y2)T
§=0
n—1
= Z(log DTj(yl)T — log DTj(yQ)T). (321)
7=0

Usando o Teorema do Valor Médio em cada parcela em obtemos um ¢; € (T9(y1), T7(y2)),
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3. Uma perturbacao aleatéria

para cada 7 € 0,1,...,n — 1, tal que

D, " -
log (yln> = Z log _DTj(yl)T — log DTj(yQ)T) (3-22)
Dy2T Jj=0
n—1
< [log DT ‘ C_-|Tj(?/1) — T (y2)| (3.23)
Jj=0 !
n—1 D2 T .
= AT (y1) — T ()] (3.24)
7=0 DC]
n—1p)

< Z AT (y1) — T (y2)|- (3.25)
Onde em [3.24] usamos a proposicao [1.2.15] onde estamos supondo conhecido o valor de \.
Nosso candidato ao valor de A é encontrado do seguinte modo, observe que para n < n;

vale que T"(J) N Iy = 0, logo D, T > D T, para todo y € T"(J), uma vez que, DT é

Qko+1
uma funcao crescente. Assim,
D..T" n—ngT 1
log (“) < . =T (y1) — T" (o) (3.26)
Dy2Tn Jz:(:) DC]'T (Dak0+1T)n7J
n—lDQ'T 1 1 n—1—j
< 9. g 3.27
- gDC]T Dy, T (DakoﬂT) | | (3:27)

COMO Ay < Cj, Agot1 < Qky, DyT" crescente e DZT decrescente, temos

DT DT D T 8
< < .
DT D%T Dy, T (3.28)

logo,
DT 1 D T 1 D2T
g, < —. =D= sup y (3.29)
DCjT Dak0+1T Dak T Dak0+1T y€laky+1,1] DyT2

Portanto, usando [3.29) em [3.27] temos

D, T" n-1 1\
log | =2—| < D.JT"J
(o) < PS5 )

=i ak0+1T
_ D] ( )
j=0 Dak0+1T
< Dy ( )
5\ Doy T
D
< —T"J
- 1—7" |
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3. Uma perturbacao aleatéria

1

onde r = ———. Pela ultima expressao obtemos,
Ako+1
D, T"
——— < Exple[T"J 3.30
Bl < BplealT| (330
com co = T Como a desigualdade vale para qualquer y,,y2 € J e n < nq, se
-7

J = lay, as], entdao T™(J) = [T"(a1), T"(az)]. Logo pelo Teorema do Valor Médio, temos
que existe yo € J aplicado em T™ tal que

1T J|= D,, T" - |J|. (3.31)

Substituindo [3.31] em [3.30, obtemos a expressao Consequentemente, podemos ob-

servar que [3.19 nos da um controle sobre D,T™ para n < n;.

2) Seja J; = T™.J. Vamos ver o que acontece na regiao intermitente. Supondo que
J1 C (a1, a5-1), isto é, J; contém no maximo um ay, com k = ko + k1. Neste caso,

um célculo direto para 7 < ky e y1,y, € J; implica

j—1

1 =0
log (Dz Tj> = log | =—— (3.32)
HDTi(yz)T
=0
j—1
= Z(log DTi(yl)T - lOg DTi(y2)T). (333)
=0

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada i temos que existe um ¢; € (T%(y1), T"(y2)) tal

que

D, T’ pT .
1 ) < “_|T" -1 . .34
o (Prg) < P IT ) - T (3:34

Como y1,y2 € J1 C (ags1,ak-1), temos (y1,y2) C (ar+1,ax—1). Consequentemente,

(T (1), T"(y2)) C (apy1-i,ax_1-i). Logo para cada i, temos

DT < sup DT (3.35)
E€[agt1—ian—1-4)
¢ 1 1
inf DT <D.T = < ) 3.36
Ee[ak_‘_llfli,ak_l_i] é - ‘ DCZT - lnf DgT ( )

E€lapy1—i,an—1-4]
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Assim,
sup DT
DfiT < E€lant1—iak—1-i] ¢
D.T — inf DT
§€lak+1—iap—1-]
logo,
. . sup DT
D, TV ! 1§€kt iy O—1—i] ¢ ; ;
1 Y1 : < k4+1—i0k—1—1 . TZ —TZ
o (o) < el ) - )
T E€lak1—iap—1-4]
A sup DET
_ zj:ﬁe[amz—i,ak—ﬂ -’Ti_l( )_Ti—l( )‘
2 inf DT v vl

E€apyo—i,an—q]

Como T é expansora em [ag, ai_1] e 7 < ki temos

D, T’ b sw o DeT
1 vt < §€lakt2—i,ak—i] T _ i
og (Dy2TJ> - ; inf DeT T (v1) (y2)]

T E€akya—isak—]
sup D?T
Dy 1/ al é€lapya—iap—il X )
1 < E 1 7 . TZ _T'L
b, = B\l o T = Tl

E€lapt2—i,ar—i]
Para z € [0, 1) temos T'(z) = x + 22", logo

L T(z) =1+ (o + 1)2%x* (crescente)

. T"(z) = (a+ 1)a2%*""! (decrescente)

Para cada i € {1,2,..., k1 },

sup DT = (o + 1)o2%ag_;

E€lapyo—i,ak—i]

inf DT =D, ., T

Ak+2—1i
E€agto—s,an—q] i

logo, usando essas expressoes em [3.41] teremos

D, T’ il

i=1
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usando [1.2.15| na desigualdade acima e considerando A = inf D ,T', obtemos

Al42—

D Tj _kl o _a— — )
i < B Yo+ a2l (Do, 1) |T’f1<y1>—T'f1<yz>|] (3.43)
Y2 i=1

_kl |
< Exp |Y(a+ Da2*ai) (Day,, 18T

=1

(3.44)

onde em [3.44| usamos o fato que y1,92 € J1 = (y1,y2) C J1 = (T (y1), T'(y2)) C T(J,) C
TH Jy, ou seja, [T (yy) — T (y2)|< |T*Jy|, para cada i € {1,2,....,k}. Seja g =k — i+ 2

como 1 <4 < k; temos

k—k < k—1 <k-1

k—k+2< k—1+2 <k+1
]f0+2§ q §k0+k1+1

e ky —1=q— (ko +2). Assim, fazendo as substituigdes acima em [3.44] segue que

D.. TJ ko+k1+1
U <Exp | Y (a+ 1)a2%a? (D, TRt TR g (3.45)
DWT] q=ko+2 ! ’

Como o mapa ¢é convexo, temos

T(x)—T(a) > D, T(x —a), comzx>a. (3.46)
Por outro lado,
q—(ko+2)—-1
Daqqu(kow) = H DrjtapT (3.47)
j=0
= Do, T Dy, \T-Do, ,T...- Doy T+ Dgy ;T (3.48)

T(x)-T
Se < a em [3.46| teremos M < D,T. Substituindo esse resultado em cada
Tr—a
produto de [3.48] obtemos
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D, Ta—(ko+2) T(z) —T(a,) ) T(x) — T(aq,l)‘ . T(x) — T(akos+3)

T —a, T — a4 R
- T(x) —ag _ T(x) — ag2 T(x) — agosz
T —a, T— Qg1 T — Akyes
_ T(ag-1) —ag1 T(ag—2) —ag-2  T(an+2) — arose
Qg—1 — Qq Qg—2 — Qg—1 ‘ . Qgo+2 — Ako+3
Qg2 —Gg-1 Qg3 —Qg—2  Qky4+1 — Ak042
A1 =g Qg9 — Qg1  Ggyro — Gryis

Qgo—"65"1 Og3—"Cg2  Qkyt1 — Ak0+2
Qg1 — Qg  Qgo—t771  Gpero—ff i3
Ako+1 — G042
Qg—1 — Qq

- Ako+1 — G042
(g—1 — Qg
T(ary12) = Argy2
T(aq) — aq

a+1
ko2 + 2%k o — Argy2

= 1" .
a a+1l
aq + 2%ag aq
a+1
_ G2
= e
CLq
. a+1 — (14«
= 7 (agys2) ,aq( )

Usando a desigualdade acima, em [3.45] temos

D. Ti [ko+k1+1
Mo < Exp| Y. (a+1)a2%a¢ (D, 77 ko2 Tk gy | (3.49)
D,, T :k !
L ¢=ko+2
_k0+k1+1
< Exp| Y (a+Da2%'rt (afey) tayt TR (3.50)
L ¢=ko+2
[ko+k1+1
= Exp| > (a+Da2%a ™" (ap ) T | (3.51)
L ¢=ko+2
Usando o Lema [3.1.2] em [3.50, obtemos
D, T friat 242 -2 -1 1 1k
Dlej < Exp| Y. (a+1)a2a¢7%r™h - (a7 0) 7T A | (3.52)
Y2 q=k0+2
Tomando G = a(a + 1)2a 2~ (ajt,) !, teremos
Dlej ko+k1+1 -
m S EXp 7]{/‘2 C3q |T J1| (353)
q=Fko+2
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ko+k1+1
considerando c3 = ¢3. Z ¢, vamos concluir que
q=ko+2

Dlej k
DT < Exp [es| T | (3.54)

e o regime 2) estd mostrado.
3) Finalmente, vejamos o que acontece se K = T7.J contém mais de um ay para k > k.

Se mais de um tergo do tamanho de K estd em [aq, 1], entdo consideramos K N [a, 1] e

o caso 1) é valido para sempre, perdendo apenas o fator 3 Caso contrario, cortamos K

K
em pedacos Ay_,- -+, Ay, de modo que a unido deles seja de tamanho maior que | |
Para estes Ay, o calculo anterlor produz
_ Exp|—cs| A
Pk kOXAk > XAkO [|A3|| OH |Ak| (355)
ko

Portanto, com [ = ng + k. — ko

ky
PlXK Z ZPl-i—ko—kpk—k’oXA

k

k=k_
S ngo}mu
k=k_
Expl—c3dp] | K
0

Uma vez que controlamos o que acontece em cada regiao, é possivel estimar a distor¢ao
total apés m = ny + ky + - - - +n, + [ iteragoes, onde [ = ng se o caso 3) nunca acontecer

(I =np+ ky — ko) se o caso 3) ocorrer.

PmXJ > PanpPkp_l e Pn2pk1pn1X
> |J‘ EXp[ 0350 — C2‘Tnp+».<+k1+n1 J|_ e — C3’Tkl+m=]‘—02’Tn1JH
= |J| EXP[ (ca + c3)00(1 4 77 4 ™=t oL g et tn2)]

¢ co + ¢3)dor
> |J|3%Exp [—( 21_32 : ] =11J]

Para concluir, precisamos corrigir n.. Escolhemos o supremo sobre todos os valores pos-

siveis de m = ny + ki + - - - +n, + [, associados a intervalos J de tamanho 2e. E imediato

2¢ 4
—E, E). Neste
373

2e
caso, m € tal que agyt1m < 3 Claramente, n, = [2”%5_0‘} + 1 é grande o suficiente e o

ver que o pior cenério é quando o caso 3) acontece no inicio e J = (—

lema esta provado. O
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Capitulo 4

Decaimento de Correlacoes

Neste Capitulo, apresentaremos a demonstragdo do nosso resultado principal, onde

iremos provar que o Mapa de Manneville-Pomeau T' possui decaimento polinomial das

fungoes correlagoes.

4.1 Convergéncia Exponencial em L'

A proposicao permite concluir imediatamente que P, tem uma densidade invari-

ante para qual converge exponencialmente rapido em L'. De fato , vamos relembrar bre-

vemente o seguinte argumento: Defina 2 = [0, 1] e considere f € L'(Q) com / fdm = 0.
Q

Relembre que P.1 = 1, uma vez que

1

Pf(@) = [ K. )f(:)dz

1
e como K. (z,z) = Q—P”SXBE(Z)(x), temos
£

P.1 = K.(x,z)dz
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4. Decaimento de Correlagoes

e assim temos P.1 = 1. Também definimos QFf = {x € Q| P.f >0} e Q" = {z € Q|f >

0}, entao

[P 111

Assim,

= [ Ps(@)ida

/[IP’ flz +dx+/ P. f(z
/ P, f(z +dm+/ P, f(z +dx+/ P f(z dx+/Q/QE+[IP’Ef(x)]‘d
/+IP> f(a)da — /Q/ij f(a)de

Q;

2/ P, f(z)dx

2/ | Koy (y)dyda

2/ f) | jm y)dady

2 £ { [ eoy) = ldw + [ v} dy

2| £ [ 1K) — )dedy + 2 / 1) [, Adedy
2 [ 100 [ 1K)~ ldody + 2o (9) [ £
2/Qf(y)/QS+[Ka(w7y) = dzdy

2Jo 1 /Q[Ke(%y) —dzdy

Al < (1=7)-2/ f)dy

Desse modo, concluimos

P flh< (L= f]h- (4.2)
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4. Decaimento de Correlagoes

Agora, para cada f € L'(Q) e definindo [] f = /fdm, vale que
Q

(P = TD"flli= P2 (2 = [Df1:< (1 =9)"[1f1h (4.3)
Por indugao em n vamos mostrar que a primeira igualdade é verdadeira.

e Paran=1

P.(f=11f) = Pf—P]]f

= P.f-]If P1
= P.f-[[f-1
= P.f-1/f

= (P.—IDs

IOgO, Ps(f - Hf) = ]PJEUL - H)f

e Paran =2

. ~[D* = @ —P.J[-[IP-+ 1)/
= Pf-rJlf-TIPf +1]f
= P2f—[f Pr-][P.f+1]*
= Pf-IIf-1IP-f + 111
= P2f - [[P.f.

Por outro lado, P2(1 — [])f = P2f — P2[] f = P2f — [1 f. Logo, conseguiremos o caso

n=2se

[1P.f =11~
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4. Decaimento de Correlagoes

De fato,

[IP.f() = [ P.f(@)de

- /925/ (o Wy

= 2; / / XB:(x y)dydzx
“ > o [ S / X (y)dady
= 5 /Q f(y) /Q XB.(y)(x)dxdy

1
= o | fw)- 2=dy

= /Qf(y)dy
117

Portanto, teremos (P, — [1)?f = P2f — [[P.f =P2f —[1f =P*(1 —I])f,e o caso n = 2

esta provado.
» Suponha agora que o resultado seja valido para n = k, ou seja
.- ID*f=r:2 - IDf
Vamos usar o seguinte lema para concluir o nosso raciocinio.
Lema 4.1.1. Os operadores P. e 1 — [[ sao comutativos. Além disso, 1 — [[ € uma
projecio, ou seja, (1 —I[)*> =1 —[].

Demonstragio. Observe que para cada f € L'(€), temos

P(1-TDf = Pf-1If
=1 'Pef - H]P)sf
= (IL _H)Pef

o que comprova a comutatividade dos dois aperadores. Para a ultima afirmacio, observe

que

1-1D* = a-IDa-1ID
= 21—+
= 1-2]]+]]
= 1-]].
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4. Decaimento de Correlagoes

Assim, para n = k + 1, temos

P —ID*'f = @--ID*®--TDf
= PX1-[D®-[Df
= Px(1-]Dr-(1 -]/
= Pi1-]D"P.(L-]Df
= [P.(1 -]
- [Ps( H)
= P -TD
= B - IDf

}kpe(ﬂ - H)f
]

]]__
]]__ k+1f

Portanto, pelo principio de inducao finita temos que
(. = TD"flh=IPZ(L — D f1]s-

Agora observe que/(]l—H)fdm :/ fdm —/ I fdm = / fdm —/ fdm = 0. Logo
Q Q Q 0 Q
a fungdo (1 —[])f € L'(Q) com /(IL — [ fdm = 0. Além disso, podemos observar que
Q

/QIP’E(II —H)fdm:/g(]l—H)fdmzo (4.4)

e indutivamente a igualdade vale para qualquer iterado de P.. Desse modo, podemos usar

o resultado

[P fll< (1= f]l-

Com efeito,

P2 =Dk = (PP (1 =D SIh

< @A=ylPr @ -IDfIh
< @A=yPr*@-IDsAK
< (1=9)"I(@ =IDAIl-

Vamos mostrar que para qualquer f € L*(2) vale

1f = TLAL=1I£1h- (4.5)
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Observe, primeiramente, os seguintes casos

Casol) : 0< f—TIf

-1 = f+—f‘—(/ﬂf+dm—/9f‘dm>
_ f+—f*—/Qf+dm+/Qf*dm

< f++/Qf’dm.
Desse modo, temos que
P10 < |17 [l
= T+ [ frdm

integrando ambos os membros da desigualdade acima com relacao a 2 na medida de

Lebesgue, temos

/Q]f—Hfjdm < /Qf+dm+/gf‘dm
= [+ )dm

ou seja, || f =TT fIL<||f]]:-
Caso2) : 0> f—1IIf

Dai temos [] f — f > 0, entao

I1r-7

| £ram— [ fam = (7= 1)
= /f+dm—/f_dm—f++f_
Q O
< [ fram g
novamente,
-1 < /Qf+dm+f_

e uma integracao em relacao a {2 na medida de Lebesgue nos da que

1f = T A=< lIf1l
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o que conclui o resultado. Agora conseguimos mostrar que

IP2(L = TDAL< =)@ =TDfAL< @ =) f]]
Portanto, vale

1(Pe = D" flli=[IP2(L = IDfIh< (1= )" f1h
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4. Decaimento de Correlagoes

4.2 Decaimento de Correlacoes para o Mapa de Manneville-

Pomeau

Proposicao 4.2.1. Para k € N ey > 0 temos que

IP2PF fIli< Exp[ k][ ]l

Demonstrag¢ao. Sabemos que se /fdm =0, entao ||P.f||1< (1 —~)||f]]1, pela relagao de
Q

dualidade temos que

/Qw.Pdem - /Q(w o T).fdm (4.6)

onde ¢ € Ly, e f € L. Em particular, para ¢y =1 e f € L; temos
/Pdem :/1.Pdem:/(loT).fdm: /fdm.
Q Q Q Q
Logo, devemos ter / Pr'fdm = 0. Assim,
Q

12 flh< (L= )*1PF Iy

como ||Pr||< 1 temos
IBEPE 1< (1= 2)*[Ifl]-

Afirmamos que: 1 — v < Exp|[—v]. Com efeito, considere f : [0,7] — R definida por
f(€) = e5. Observe que f'(£) = —e~¢, pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,~) tal

que

f)=10) = fky-0) (4.7)
e’—-1 = —e % (4.8)
= () (4.9

como e ¢ < 1 temos (—v)e ¢ > —~. Usando em , obtemos e™7 — 1 > —v. Logo,
e F > (1 — ~)*. Assim,

IPEPE Il < (1 =2)"IIf1h
< e Al

0 que prova a proposicao. ]

Proposicao 4.2.2. Considere o operador perturbado P. temos que

IB.][1< 1. (4.10)
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4. Decaimento de Correlagoes

Demonstragdo. Primeiramente, observe que para cada f € C, temos

Pl = [[P*AflL
< 1P [L]IASL
< |IPIIF[IAf ]k
< lAflh

assim, precisamos mostrar que o Operador Média [3.1{é uma contracao, ou seja, ||Al[;< 1.

De fato, por defini¢ao, temos

sl = [ 14
- [ ()f( D)y
- 25/ / y)dydz
= 25// Y)XB. () (y)dydz
= 25 / / Y)xB.() (x)dydz
"> o [ F @)y
= 5 /0 f) /0 XB.(y) () ddy
= 216/1]‘ ) - 2edy

= [y

= |f“1

dx

onde na sexta expressao, acima, usamos o Teorema de Fubini [I Portanto, devemos
ter [[Pe fl[s< [[f]s- 0

A seguir, chamaremos p a medida invariante dy = hdm. Usando todos os fatos acima,

podemos comprovar nosso principal resultado.
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4. Decaimento de Correlagoes

1
Teorema 4.2.3. Para toda g € L™=, f € C1([0,1]) tal que / fdu = 0. O sequinte é
0
valido )
_1 1
[go 1 ] < s o) lolloon™++ log ).

onde C': R — R ¢é afim.

1
Demonstracio. Seja f € C, + R, / fdu =0eg € L™ ||g|lw= 1. Para cada n € N,
0

vamos escrever pelo algoritmo da divisao euclidiana

n==kn.+m

k € N em < n.. Desse modo, temos

1 1
‘/ gP”fdm' < / lgP" fldm (4.11)
0 0
= |lgP"fllx (4.12)
< lgllsoll1P" £l (4.13)
= [P"flh (4.14)
= |[P"f —PLP™f +PLP™ f|]y (4.15)
< [P = BEPTfI[+[[BZP™ f] (4.16)
Usando a Proposicao 4.2.1| no segundo termo da desigualdade [4.16, obtemos
1
[ oP"sdm| <[P = PP 1 Expl=k] 1]l (417

para o primeiro termo em [4.16] temos

1P f =PeP flly = [|PMf —PeP™ ]
=[PP —PiP fl
= [|[Pfeprf — P pRTON P f o P PRI P f — PLPT |y
[ PP f — PP P fl| PP P f — PEP™ £

IN

tomando o segundo termo do lado direito acima, temos

[P P nepre f —PLP™ £ [P (PEDme P f —BELP™ )]y
< BB |[PE e P f — PELPT

[P prf — PP £y

IN

onde sabemos que ||P.|[;< 1 por [1.2.2] Dai,

|P"f = PEP™ f|[,< [|[P*e P™ f — P PR P f| | [ PEDne P f — PEELP™ |y
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Fazendo o mesmo processo mais uma vez, teremos

k—1

|P"f =PEP™fI< Do ([P P f — B P P f|| ]| PR3 P f — PE2P™ f||y

i=k—2
consequentemente,
k—1 A A
|P"f = PEP™ i< YO ||[PUHIme P f — P P ||y
i=0

completando assim a equacao COmM a exXpressao

1 k—1 ) )
[P pdm| < SYPE<p g~ PP |4 Expl- k] ]
1=0

Observamos agora que, pelo Lema |3.1.1

e Parai=20

[PP™f —PP"flli < allP" et

| fllet e

IN

e Parai=1

||P2ngpmf . Papngpmel ||Pn5Png+mf o P€Pn5+mf||1
cr||[ Pt f et e

< allfllhe

IN

e Parai=k-1

||Pkn5me . ]P;EP(k—l)nEme| |1 _ ||Pn5P(k—1)n5me . ]P;EP(k—l)nEme| |1

< Cl||P(k—1)n5me||1€1—a

< allflhet

Logo, aplicando as observagoes acima no somatério em [£.19] obtemos

1
[P pdm| < eillfllake = + Expl—ka)l| ]
2| llke' =" + Expl—Fn] /]

A
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n m _n )
como n = kn. +m temos k = — — — < —. Assim,
Neg Mg Ne

1
[oprsdm| < 2a|fllke" + Expl—ks] 1]
noq_, m n
< 2allflie =+ Bxp (2 = ) o] 11l
nE nE n€

n o q_, m n
= 2|l e Bxp | | Bxp [~ 211
Ne N Ne

no, n
< 2allflhe = + Expll. Exp | =7 7]
Ne Ne
Como n, = {2”%5"‘} +lex—1<[z] <z Tomando z = 2*"ac~* temos

[2“%5—&} 41 < 9%ago 4

< 2.2%ag
Dali,
n. < 2.2%ag
1
— > (22%a) et =
ne
< —(2.2%F3) e,
Ne
Logo,

n 1. 1 ¢
Exp[y] Exp {—vn} < Exp[y] Exp [—7(2.2*" %) "en] .
241 3
Dai, tomando £ = n"= (log =17 G D2 +“) teremos
e* = n_llogn(l_”fl(é_”22+é (4.22)

consequentemente,

Expl[y] Exp [—vn] < Exply] Exp [—7(2.22 %) 1en]

£

[ — 1
— Exp[y] Exp |—7(2.2275) nogn(-0 7 G027 E

= Exp[y] Exp _log n_2_17(1—7)_1(§—1)}

1

— Exp[fy]n*Z_lV(l*V)_l(g*l)

— Expmnflw(lﬂ)‘l(lfé)_

2—1
Agora, considerando 2y < 1 = vy <1 —7v = T~ T 1= ] 7
-7 -7

< 1. Assim, tomando
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co = Exp[y], temos

"

cont @ (4.23)

™
w
el
=
=
»
o
1
A

< cznl_é(log n)é. (4.24)

Novamente, como n, = [2“55_”‘} +lexz—1<[z] <z. Tomando z = 22+§€_a, obtemos

92+ —a _ ] < [22+§€—a}:>
22+§5—a < [22+§€—a}+1:>
(22+é)718a > 1 N
nE
28y ey > L
Ne

Logo,
781701 < (22+é)718an€17a

= (2%%) ne

1

. _1 -1+ d \ @
considerando € = n"a (logn(l NG -2 > , teremos

%51*a < (2%%) lne (4.25)
1
— (@)t (log n<1v>‘1<é1>22*3) ° (4.26)
1 a
= @)= (- 1) @I gy (427)
= c;;nl_%(logn)% (4.28)

1 1 1 1
onde ¢z = (2?Ta)a 11 —~v) = ( — 1) . Finalmente, pelas desigualdades [4.24| e |4.28)
oY

encontradas anteriormente, vamos obter

1 n n
[P sdm| < 2allfii e + Expl). Bxp [~ 11l (429)
< 26| fllesn' == (logn) = + ean' == (logn) = || f|x (4.30)
< c|f]lin' % (logn)a (4.31)

onde ¢4 = 2cq1¢3 + 3.
Isso ainda nao é o decaimento de correlagdo com respeito a medida invariante absouluta-

mente continua dp = hdx do nosso sistema dinamico. Para obter tal resultado, precisamos
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4. Decaimento de Correlagoes

notar que f € C, entdo podemos escolher \,v,d € R tal que

frvs(@) = (f(z) + Az +v)h(z) + d € C,

Az +v)h(z)+6 € C,

a dependéncia dos pardmetros em relacdo & norma CM de f ser afim. De fato, para Favs
ser decrescente e fy, 5 > 0 (Ver[2.1)) devemos ter:

1) Como f € CW, f(x)+ \r+v é decrescente para [f(x) + Az +v] < 0= f(z)+ A<

0= A< —fl(z) = A< sup{—f(2)} = N < — i{lofu f'(z). Precisamos ter
z€(0,1] ze(0,

também f(x)+Ax+v >0,V x € (0,1] para concluirmos nosso raciocinio, ou seja,

fx)+Xx+v > 0
v > —f(z) =Xz
> inf {— - A
> inf {~f(o) - Ao}
= — sup {f(z) + A\z}.
z€(0,1]
Desse modo, para x > y temos
fy)+xy+v> flz)+ e +v (4.32)
e como h € Cy, entao
hy) > hz), (4.33)

multiplicando as expressoes e temos

h(y)(f(y) + Ay +v) > h@)(f(z)+ Az +v)
hy)(fly) + dy+v)+0 > hx)(f(x)+ Iz +v)+0

f)\,ll,é (y) > f>\7u,5 (l’)

ou seja, fi,.s ¢ decrescente.

Para f),s > 0 temos que

d > inf {—(f(z) + Xz +rv)h(z)}

z€(0,1]
= - stlp}{(f(l") + Az +v)h(z)}.
z€(0,1

Portanto, fx,s € Co.

2) Para termos f),5 € Cy (Ver [2.2.3)) basta que X**!f, ;5 seja crescente. Com efeito,
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4. Decaimento de Correlagoes

se x <y

X s@) = 2°T(f(2) + Az +v)h(z) + 62T
< Yy TR(y) (f(2) + Az +v) + oy

como no item 1) temos § > — sup {(f(z) + Az + v)h(z)} basta tomar ¢ suficiente-
z€(0,1]
mente grande tal que

2 favs(@) <y h(y)(f(y) + Xy +v) + 6yt
“h(y)(f(y) + Ay +v) + 4]

Y
?/aﬂfx,u,a(?/)

ou seja, X“+1f,\7,,,5 é crescente. Portanto, f,s € Ch.

3) Para f),s € C, (Ver[2.2.4)), observe primeiro que

1
m(fz\,u,&) = /0 f)\,V,ddm
1 1 1
- / fhdm+>\/ xhdm+u/ hdm + §
0 0 0

1 1
_ /fh+)\/ oh+v+6.
0 0

Por outro lado,

hows(x) = (f(z)+ A Xx+v)h(x)+9
< ar”*(f(x)+ A +v)+9
= ar *(f(z) + A\x +v) + ax *6a "2
= ar *[f(z) + \x + v + da'2°]
< ax”?[f(x) + Az + v +4].

Desse modo, temos que

f)\,l/,é (:E) S am_am(fk,u,é) .

LOgO? f)\,u,é S C*

4) Para (Az + v)h(z) + 0 € C,, basta tomar f = 0 e aplicar os resultados obtidos

anteriormente.

1
Finalmente, o decaimento de correlacoes com respeito a p para cada f € C, / fdu =
0

0 e g € L™ pode ser estimado como segue:
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Considere fy, s+ c € C. + R, onde ¢ é uma constante, tal que

1
/0 (faws +c)dp = 0.
Entao,
1 1
‘/0 gP"(favs + c)dm‘ = ’/0 gP"[(f+ e+ v)h+ 5+ c]dm‘
1 1
— ‘/ gP" fhdm+ [ gP (A +v)h+ 6+ c]dm‘
0 0
Sabemos que para z,y € R vale que |z — y|> ||z]|—|y||, logo
1 1
‘/ gP" fhdm — (— / gP"[(\x + v)h + 8 + c]dm> ‘
0 0

1
> ‘ ‘/ gP"fhdm’—
0

1 1
> ’/ gP"fhdm’ _ ‘/ gP" (A + )b + 6 + C]dm‘ |
0 0

1
/ gP”[()\x+V)h+5+c]dm‘ ‘
0

Logo,

1 1 1
‘/ GP"(faws + c)dm‘ 4 ‘/ gP"[(A\x + v)h + 6 + c]dm’ > ‘/ gP " fhdm|,  (4.34)
0 0 0

1 1

como / fdu =0, entao temos que / [(Az 4+ v)h + § + c]dp = 0. Pelas observagoes feitas
0 0

anteriormente podemos usar o primeiro resultado aplicado a f nos dois termos do lado

esquerdo da desigualdade [4.34] Assim, vamos ter que

1
’/0 gP”fhdm' < C4Hf>\,l,,5—i—c||1nl_i(logn)é

ted|(Az + v)h 4 6+ ¢|in' 5 (log n) =,

como (Ax+v)h+d+c € C.+R, entdo ||[(Ax+v)h+0+c||;= K < co. Portanto, teremos

Q |~

1 1
‘/o gP"fhdm’ < || fows + i+ K)n'"a (logn)a, (4.35)
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observe que

1
1 faws +elli = /Ol(f+>\$+u)h+6+c|dm

1 1
< / ‘(f+)\a:+y)h+5\dm+/ |c|dm
0 0

= /01[(f+)\:v+y)h+5]dm+ |c|

= [ phdm ot [ [+ 0)h o+ dldm + e
0 0

1
= /0 Az + v)h + dldm + |c|

1
< [ 10w+ v)h+ldm + e+ e
= A+|[fllew,

1

onde A = / Az + v)h 4+ 0 + |c|< +o0 e || fleay= sup |f(z)|+ sup |f'(z)]. Uma vez que
0 z€(0,1] 2€[0,1]

(Ax +v)h + 0 € Cy, tomando C(||f||ca)) = B+ ||f||cw), onde B = A + K, obtemos

1 1 1
‘/0 gpnfhdm' < (|| faws + clli+E)n'"3 (log n)

< aO(|fllea)n = (logn)a,

e como i = hdm, concluimos que vale

1 1
[ 9P sdn| < cxClIleo)n™++ (og )5

Finalmente, a relacao de dualidade (Ver noés da que

1 1
/OgP”fduz/O goT" fdpu,

a partir da expressio concluimos que vale

1 1 1
[ 90T dn] < i1 fllew)llgllon ™+ log ).
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