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RESUMO

Nesta dissertacao, investigamos propriedades geométricas de dominios extremais,
limitados ou nao. Os dominios extremais sao os dominios que sao pontos criticos para
o primeiro funcional de autovalor para variagoes de preservagao de volume. Mostra-
mos que esses dominios se caracterizam por admitir uma solucao nao trivial para um
problema do tipo Serrin sobredeterminado. Isso nos motiva a definir os dominios f-
extremais, quando usamos uma funcao arbitraria f como a nao linearidade do problema
sobredeterminado. A principal ferramenta utilizada é o principio do maximo no for-
mato do método dos planos méveis e o principal resultado é o Teorema de Ros-Sicbaldi
na prova da Conjectura de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg na dimensao dois quando a

nao linearidade cresce pelo menos como uma funcgao linear.

Palavras-chave: Dominio extremais; problemas sobredeterminados; principio do méaximo;

método dos planos moéveis.



ABSTRACT

In this dissertation, we investigate geometric properties of extremal domains, boun-
ded or not. The extremal domains are the domains that are critical points for the first
eigenvalue functional for volume-preserving variations. We show that these domains
are characterized by admitting a non-trivial solution to an overdetermined Serrin-type
problem. This motivates us to define the f-extremal domains, when we use an arbitrary
function f as the nonlinearity of the overdetermined problem. The main tool used is
the maximum principle in the format of the moving planes method and the main result
is the Ros-Sicbaldi Theorem on the proof of Berestycki-Caffarelli-Nirenberg Conjecture

in dimension two when the nonlinearity grows at least as a function linear.

Keywords: Extremal domains; overdetermined problems; maximum principle; moving

plane method.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacao, investigamos propriedades geométricas de dominios (i.e., abertos
e conexos) bidimensionais, limitados ou nao, que admitem uma solugao para o seguinte

problema sobredeterminado:

Au+ f(u)=0 em €,
u >0 em (),
u=20 em 02,

(Vu,v) =a em 09,

onde v € R é uma constante nao positiva.

Em seu célebre artigo, Alexandrov [2] introduziu um método inovador no estudo
de hipersuperficies mergulhadas com curvatura média constante, ferramenta esta que
atualmente conhecemos como Método dos Planos Méveis (MPM). Por meio dele, foi
possivel demonstrar que as unicas hipersuperficies conexas, compactas e mergulhadas
com curvatura média constante no espaco Euclidiano sao as esferas.

Em [20], Serrin adaptou a técnica dos planos méveis para solugoes de EDPs elipiticas

e mostrou que se o problema

Au=1 em
u=0 em 0, (2)
(Vu,v)y =cte em 09,

admite uma solucao num dominio limitado 2, entao €2 é uma bola e a funcao u é
radialmente simétrica. No mesmo artigo ele estende este resultado de forma a classificar

os dominios f-extremais limitados com o seguinte teorema:

Teorema 1 (Serrin, [20], Teorema 2). Seja Q@ C R™ um dominio limitado com fronteira
suave. Se existe uma solugio u € C2(Y) para o Problema (1), entdo Q é uma bola e u

€ radialmente simétrica.

Este resultado tem véarias aplicagoes em problemas fisicos. Por exemplo, quando f é
constante, o Problema (1) descreve a viscosidade de um fluido incompressivel movendo-
se em retas paralelas através de um tubo reto de forma transversal dada por 2. Ao

fixarmos as coordenadas retangulares (z,y,z) com o eixo z apontando ao longo do
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tubo, é conhecido que a velocidade do fluxo u ao longo do tubo é dada por uma funcao
nas variaveis = e y satisfazendo

Au+k =0,

onde k é uma constante relacionada a viscosidade e densidade do fluido. A condigao
de aderéncia é dada por u = 0 em 0f2.

O resultado de Serrin nos impele a concluir que a tensao tangencial por unidade
drea na parede do tubo (representada por u(Vu,v), onde p é a viscosidade) é a mesma
em todos os pontos da parede se, e somente se, o tubo tiver uma secao transversal
circular. Outros modelos da fisica também estao relacionados ao Problema (1), como
a teoria linear da tor¢ao de uma barra reta sélida de segao €2 [22] e o problema de
obstaculo de menor dimensao (Problema de Signorini) [9].

O método de Serrin inspirou véarios trabalhos na drea das EDP’s elipticas. Dentre
eles, podemos mencionar o importantissimo trabalho de Berestycki, Cafarelli e Ni-
renberg [3], que estendeu o problema para dominios nao limitados. Neste caso, foi
considerada a nao linearidade f(u) = u — u®, o que reduz a equacao em (1) & equagao
de Allen—Cahn. Sob a hipdtese de ser €2 um epigrafico Lipschitz com algum controle
adequado no infinito para sua fronteira, eles provaram que se o Problema (1) admite
uma solucao suave e limitada, entao €2 é um semi-espago. No mesmo artigo, os autores
propuseram uma importante conjectura, com o objetivo de generalizar o Teorema de

Serrin para dominios nao limitados.

Conjectura BCN (Berestycki-Caffarelli-Nirenberg, [3]). Se f : R — (0,00) € uma
fungao de Lipschitz e Q@ C R™ é um dominio suave tal que R™\ Q0 é conexo, entio a
existéncia de um solugdo limitada para o Problema (1) implica que 2 é ou uma bola,
ou um semiespaco, ou um cilindro generalizado B¥ x R"™*, onde B¥ C R* ¢ uma bola,

ou o complementar de um deles.

Esta conjectura foi verificada em muitos casos, mas ¢ falsa em geral. Em [21],
Sicbaldi forneceu um contraexemplo a Conjectura BCN para n > 3 quando f(t) = At,
A > 0, construindo uma perturbagao periddica do cilindro reto BY x R, onde B} ¢ a
bola unitdria de R™, que suporta uma solucao periédica (e entao limitada) do Problema
(1). Em [19], Schlenk e Sicbaldi construiram uma familia a 1-pardmetro de dominios
ilimitados s — €2, em R™ para n > 3, cujos limites sao hipersuperficies peridédicas
suaves de revolucao em relagdo a um eixo coordenado e tais que (1) tem um solucédo
limitada em Qg, com f(t) = At, A > 0. Em [5], alguns contraexemplos em dimensao
n > 9 foram obtidos com base no Teorema de Bernstein. Finalmente, em [18], Ros,
Ruiz e Sichbaldi construiram exemplos de dominios extremais que sao pertubagoes do

exterior de uma esfera para equagoes que envolvem a nao linearidade de Allen-Cahn.
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Estes exemplos valem em todas as dimensoes; em particular, eles obtiveram o contra-
exemplo em dimensao 2.

Embora nao seja valida em geral, Ros e Sicbaldi [17] encontraram uma resposta po-
sitiva para a conjectura BCN em dimensao 2, desde que assumamos algumas hipéteses
acerca do crescimento da nao linearidade ou sobre o dominio €2. De fato, temos o

seguinte teorema:

Teorema 2 (Ros-Sicbaldi, [17], Teorema 1.1). Em dimensdo n = 2, a conjectura de

Berestycki-Caffarelli- Nirenberg é verdadeira em dois casos:
(A) Quando existe uma constante positiva A tal que f(t) > At, para todo t > 0, ou
(B) quando Q C R? estd contido em um semiplano e |Vu| € limitado.

A parte (A) do Teorema 2 torna a conjectura verdadeira quando a nao linearidade
cresce pelo menos como uma funcao linear e segue como consequéncia das proposicoes
enunciadas ao longo do Capitulo 2, no qual utilizamos como ferramenta principal o

principio do méximo no formato do método dos planos moveis.

Teorema 3 (Ros-Sicbaldi, [17], Coroldrio 2.4). Seja Q C R? um dominio f-extremal,
onde f:(0,00) = R € uma fun¢ao Lipschitz que satisfaz f(t) > At , para cadat >0 e

para algum X\ > 0, de tal forma que R?\ Q seja conexo. Entao Q é uma bola.

A parte (B) do Teorema 2 seguirda como coroldrio das proposigdes enunciadas ao

longo do Capitulo 3, que culmina com o seguinte resultado:

Corolério 1 (Ros-Sicbaldi, [17], Coroldrio 2.10). Seja Q C R? um dominio de classe
C® tal que R?\ Q seja conexo e u € C2(Q) seja uma solugio do Problema (1). Se Q
estd contido em um semiplano e |Vu| é limitado, entao ou Q € uma bola e u é uma
solugdo radial ou (apds um movimento rigido) Q = {(x,y) € R? | y > 0} e u depende

apenas da varidavel y.
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2 DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS

No escopo deste capitulo constam alguns resultados essenciais para o bom prosse-
guimento da leitura, tais como algumas versoes do Principio do Maximo e o Problema
de autovalor para o operador Laplaciano. Para tanto, foram utilizados como referéncias
principais os textos de Evans [7] e Gilbarg-Trudinger [12]. Nao consideramos que haja
prejuizo ao leitor que desejar omitir tal secao, desde que o mesmo esteja familiarizado

com os topicos subsequentes.

2.1 Principios do Maximo

Considere o operador linear de segunda ordem dado pela expressao

n

Lu= Y a’(2)ugq, + Y _ U (2)tg, + c(z)u, (2.1)
ij=1 i=1
onde u € C?*(Q) e os coeficientes a¥, b’, ¢ : Q — R sao fungoes reais. Salvo disposi¢ao
contraria, estamos admitindo que 2 C R™ é um dominio (i.e., um aberto conexo)
limitado.
Se u € C*(), entdo o Teorema de Schwartz (LIMA, [13]) garante que Uy,z;, = Usg;q, -
Dessa forma, podemos reescrever a Expressao (2.1) como
"1, y L
Lu = Z 5(@”(@ + @' (2))tgya; + Z b (z)ug + c(x)u.
i=1

4,j=1

Sem perda de generalidade, podemos supor que para cada x € {2, a matriz associada

Al)y=| + . (2.2)
a™(z) - a"()

¢ simétrica. Estamos em condigoes de precisar sob quais circunstancias o operador

linear L é um operador eliptico.

Definicao 2.1. Dizemos que o operador L € eliptico se a forma quadrdtica associada

a matriz A(zx) definida em (2.2) € positiva definida, ou seja, se A(x) denota o menor

12



autovalor de A, entdo

3 agg; = Ma)lEP> 0,

ij=1
para todo § = (&1, ...,&,) € R*"\ {0} e para todo x € Q. Dizemos que L é uniformemente
eliptico em Q) se existe 6 > 0 tal que A(z) > 0, para todo x € Q. Em particular, vale a
sequinte desigualdade .
Z a’&;&; > 0)¢l.
ij=1
O operador Laplaciano é um operador uniformemente eliptico de segunda ordem.
De fato, a’ = d;;, b = 0, ¢ = 0, § = 1, e portanto para qualquer vetor £ € R™ \ {0},

temos
n

n n
D aligg =Y 08 = & =I¢
ij=1 ij=1 i=1
Introduziremos agora algumas versées do Principio do Méximo expostas em [12].

Teorema 2.1. (Principio do Mdximo Fraco). Sejam Q@ C R™ um dominio limitado e

L um operador uniformemente eliptico em  com ¢ =0. Se u € C*(Q)NC(Q), entdo:

(i) Se Lu >0 em €, entdo
max u = max u.
a 20
(ii) Se Lu <0 em S, entao
min v = min u.
2 o9

Demonstragao. Ver [12], pagina 32. ]

Vamos considerar uma versao do Teorema 2.1 para o caso em que o termo c(z) é
nao positivo. Antes disso, definamos, respectivamente, as partes positiva e negativa de

uma funcao u : 2 — R por
ut(z) ;== max{u(z),0} e u (x):=max{—u(z),0},
onde z € Q. E de fAcil verificacao que valem as igualdades
lu=u" +u- e wu=u"—u".

Teorema 2.2. (Principio do Mdzimo Fraco para ¢ < 0). Sejam Q C R™ um dominio
limitado e L um operador uniformemente eliptico em € com ¢ < 0. Seu € C*(Q) N

C(Q), entdo valem os sequintes itens:
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(i) Se Lu >0 em €, entdo

maxu < maxu’.

Q o0

(ii) Se Lu <0 em €, entao

minu > minu .
Q 0

(iii) Se Lu =0 em €, entio

max|u|= max|ul.
Q G)

Demonstragao. Ver [12], pagina 33. ]

Os Teoremas 2.1 e 2.2 sao necessarios, por exemplo, na obtengao de resultados

acerca da unicidade da solugao. A respeito disso, temos

Corolario 2.1. (Unicidade da solu¢ao) Sejam @ C R™ um dominio limitado e L um

operador uniformemente eliptico em 0 com ¢ < 0, entao o problema

{Lu =f emQ, (2.3)

u =g em 0,

possui no mdzimo uma solugcdo u € C*() N C(LQ).

Demonstracdo. Sejam uy,uy € C2() N C(Q) duas solucdes para o Problema (2.3). A
linearidade do operador L garante que a fungao definida por v(z) = wu(z) — uz(x)

cumpre em ) a condi¢ao

Lv=1Luy — Luy = f— f=0.

Dado que v € C?*(2) N C(), entdo o item (iii) do Teorema 2.2 nos garante que

max|u|= I%%XM. Contudo, sobre o bordo 02, temos que
Q
v=u —uy =g —g=_0.

Dessa forma, encontramos que max|v|= 0, de onde concluimos que v = 0 e as
Q

solugoes u; e up sao iguais no dominio 2. O

Corolario 2.2. (Principio da comparagao) Sejam Q C R™ um dominio limitado e L
um operador uniformemente eliptico em Q com ¢ < 0. Se u,v € C?(Q) N C(Q) sdo

duas funcoes que satisfazem

Lu = Lv em €,
(2.4)

uw=wv em 0S,

14



entdo u = v em 2. Por outro lado, se

Lu > Lv em (Q,
(2.5)

u<wv em 0f,
entao u < v em €2.

Demonstragdo. Considere a fungao w € C*(Q) N C(f) definida por w = u —v. Em
(2.4), w satisfaz

Lw =0 em €,
w = 0 em 0f).

Pelo item (iii) do Teorema 2.2, temos que
max|w|= max|w|= 0,
o 0
de onde w =0 e u=wvem Q. Em (2.5), w satisfaz

Lw >0 em €,
w < 0 em Of).

Logo, pelo item (i) do Teorema 2.2, temos que

maxw < maxwt <0,
Q a0

deonde w <0eu<wvem

O

O lema a seguir, atribuido ao matematico austro-hungaro Eberhard Hopf, afirma
que se uma funcao continua com bordo suficientemente suave é harmonica em seu
interior e o valor da fungao em um ponto do bordo é maior do que os valores em pontos
proximos dentro do dominio, entao a derivada da funcao na direcdo do vetor normal

exterior é estritamente positiva.

Lema 2.1. (Hopf)Sejam Q2 C R"™ um dominio limitado, B C 2 uma bola aberta, L um
operador uniformemente eliptico em 0 e u € C*(Q) N CY(Q). Suponha que Lu >0 em

Q e eziste xy € OB NI tal que u € continua em xy e u(xg) > u(x) para todo x € Q.

u
(i) Sec=0 em Q e existe a derivada normal 8_(%)’ entdo
v

15



(i) Sec <0 emQ eu(xg) > 0, entao vale o mesmo resultado do item acima.
Demonstracao. Ver [12], pagina 34. O]

Teorema 2.3. (Principio do Mdzimo Forte) Sejam Q C R"™ um dominio limitado, L

um operador uniformemente eliptico em  com ¢ =0 eu € C?(Q) N C(Q).

(i) Se Lu > 0 em Q e u atinge um mdzimo no interior de §2, entdo u € constante

em SQ.

(ii) Se Lu <0 em 2 e w atinge um minimo no interior de §, entao u é constante em

Q.

Demonstragao. Ver [12], pagina 35. ]

Teorema 2.4. (Principio do Mdzimo Forte para ¢ < 0) Sejam Q@ C R™ um dominio

limitado, L um operador uniformemente eliptico em  com ¢ <0 eu € C2(Q)NC(Q).

(i) Se Lu <0 em Q e u atinge um minimo nao positivo no interior de 2, entdo u é

constante em €.

(ii) Se Lu > 0 em Q e u atinge um mdximo nao negativo no interior de ), entdo u

é constante em §).

Demonstragao. Ver [12], pagina 33. ]

2.2 Espacos de Sobolev
Nesta secao estabeleceremos uma caracterizagao para os espagos de Holder e Sobo-
lev. O conteiddo desta se¢ao foi essencialmente retirado de [7].

Definigao 2.2. Um vetor da forma o = (aq, ag, ..., ), onde cada componente c; € um

nidmero inteiro nao negativo, é chamado de multi-indice de ordem |a|= a1 +ag+... 4.

Definicao 2.3. Seja u: Q C R* — R. Dado um multi-indice «, definimos a derivada

parcial da fun¢ao u como sendo

olaly

D u(x) = m(x

Defini¢ao 2.4. Sejam 0 C R™ um aberto e v € (0,1]. Uma fungio u : Q@ — R €

Hoélder continua com expoente v se existe alguma constante C' > 0 tal que
u(z) — uly)|< Cle =yl

para quaisquer x,y € 2.
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Definicao 2.5. Seja u : Q — R uma funcao limitada e continua. Definimos a norma
[[ul| ey = sup u(z)].
z€e)

Definicao 2.6. A v-ésima seminorma de Holder de u : Q0 — R € dada por

[Wlcori =  sup {M}

T, yeN,x#y |ZII - ylfy

e a y-éstma norma de Holder é

[l o @ = llullo@+ulcon @)-

Definigao 2.7. O espaco de Hélder C*7(Q) consiste de todas as funcoes u € CF(Q)

para 08 qQUaLs a Norma

||U’|ck»v(§)1: Z ||DOKUHC(§)Jr Z [Dau]co,v@)

|| <k |al=k
¢ finita.

Dessa forma, o espaco C*7(Q) consiste de todas as fungdes k-vezes diferencidveis
cujas k-ésimas derivadas parciais sao limitadas e Holder continuas com expoente ~.

Frequentemente os espacos de Holder nao sao suficientes para desenvolver uma
teoria sélida sobre EDP’s; o que nos impele a considerar espagos mais gerais do que
C*7(Q). Suponha que u € CY(Q) e ¢ € C(Q) é uma fungdo suave com suporte

compacto em (). Segue da integracao por partes que

/ugbxidq:: —/uxigbdx.
Q Q

Em geral, se k é um inteiro positivo, u € C*() e a = (ay, ..., ;) é um multi indice

de ordem |a|= a1 + ... + a,, = k, entdo

/ (@) D6(x)dz = (—1) / Do u(z)b(x)dz.
Q Q
Esta observacao nos possibilita definir o conceito de derivada fraca.

Definigao 2.8. Sejam Q C R™ um aberto e u € L, .(), ou seja, u é integrdvel em
1

todo subconjunto compacto de §). Dizemos que uma fungao v € L.

(Q) € uma a-ésima

deriwada fraca de u se

/Q (@) Do)z = (—1) / o(2)6(x)dz. (2.6)

Q
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para toda ¢ € C3°(Q).

Exemplo 2.1. Sejam Q= (0,2) eu: Q — R dada por

r,5e 0 <z <1,
u(z) =
1, sel <x<2.

Entdo a derivada fraca de u € dada por

1, se0<x <1,
v(z) =
0, sel<z<2.

Note que u € L}, (0,2) e que nao existe a derivada no sentido cldssico, pois nao

existe a derivada (cldssica) no ponto x = 1. Afirmamos que a fun¢ao u possui derivada

fraca v : (0,2) — R dada por

1, se0<ax <1,
v(r) =
0, sel<z<?2.

De fato, perceba que v € L}, (0,2). Dada uma fungao ¢ € C5°(0,2), pelo Teorema

Fundamental do Céalculo, temos que

/Q w(@)d (2)de = /0 o (o) + /1 ()
= wotwlde — [ ote)te + (6(2) — o(1)
= o)~ [ oz — ot
- - /0 ()
S /Q o(2)(x)da.

De modo que, u' = v, no sentido fraco.

Exemplo 2.2. Sejam Q2 = (0,2) eu: Q — R dada por

{x, se 0 <x <1,
u(z) =

0, sel<z<?2.

Entdo a funcao u ndo admite derivada fraca.
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Suponha, por contradicao, que existe v € L}, () tal que

/02 w(x)d' (z)de = — /jv(:v)gb(x)dx

para toda funcao ¢ € C§°(2). Entao

_/02U(g;)¢(x)dx = /Olw’(x)dx

(1) - /01 ¢(z)dx

= o)~ [ o)ts

:xqﬁ

Logo, , )
1=9¢(1)= —/0 v(x)p(z)dr —I—/O o(z)dz. (2.7)
Escolha uma sequéncia de fungoes {¢,,}5o_, C C§°(Q) tais que
(i) 0 < ¢y, < 1, para todo m € N.
(ii) (1) =1, para todo m € N.

(iii) lim ¢, (x) =0, para todo = # 1.

m—o0

Para todo m € N, as fungoes ¢,,, sdo integraveis, pois {¢,,}°_; C C§(2). Além
disso, ¢, = 0 q.t.pe 0 < ¢,, <1, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

que
1

1
lim Om()dr = / 0dz = 0.
0 0

m—o0

Além disso, por (2.7),

| = () = — /OZU(@%(;L-)dx + /01 b ()

Assim, novamente usando o Teorema da Convergéncia Dominada e usando o fato

de v ser Lj,.(Q), temos

| = lim {_ /0 ()b (2)d + /0 1 ¢m<x)dx1 0,

m—0o0
o que é um absurdo. Concluimos que a a funcao u nao admite derivada fraca.

Definigao 2.9. (Espagos de Sobolev) Sejam @ C R™ um aberto, 1 < p < o0 ek €
N U {0}. Definimos o espaco de Sobolev W*P(Q) como sendo
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WHEP(Q) :={u € LP(Q) | D*u € LP(Q), |a|< kY,
onde D*u denota a derivada no sentido fraco.

Definimos em W*P as normas

RS

)
g /\Dau]pdx se 1 <p< oo,
Q

jal<k
[ullyrni) = (2.8)

Z esssup|D"ul se p = 00.

\ || <K

Quando p = 2, podemos denotar W*?(Q) simplesmente por H*(2). Em particular,

se k =1, temos

HY(Q) =W (Q) = {u e L3(Q) | Ou

2 -
oz, € L*(Q),para i = {1, ,n}} .

Por fim, denotamos por W (Q) o fecho de C5°(Q) em W P(Q), onde C°(Q) é o

conjunto das funcoes C'° com suporte compacto em 2.

2.3 Problema de autovalor

Examinaremos o problema de autovalor do Laplaciano com a condicao de fronteira
de Dirichlet, usando como referéncia [12]. Seja @ C R™ um dominio limitado e Wy* o

espaco de Sobolev munido com a norma

Jull, o = (L[u(x)]de+/£2]Vu($)|2dx)%.

O operador Laplaciano ¢é definido por

AWAQ) — WH(Q)
u = Au:=div(Vu),

—_ , 1,2 . . .
onde W12 ¢ 0 espaco dual de W,*. Estamos particularmente interessados em analisar

o problema de autovalor

{Au A =0 emQ, 29)

u=0 em Of).
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A formulagao fraca de (2.9) é obtida como segue. Seja v € Wol’Q, entao
vAu + Auv = 0.

Integrando em (2 e utilizando a integracao por partes, obtemos

/(Vu,Vv}dx = )\/uvdm.
Q 0

Defini¢ao 2.10. Seja u € Wol’g(Q) \ {0}. Dizemos que u é uma autofun¢do para o
Problema (2.9) se

/Q<Vu, Vou)dr = /\/uvdx (2.10)

Q

para toda funcao v € WOI’Q(Q). Nessas condi¢oes, o numero real X é chamado de

autovalor do Laplaciano.

Em [7] encontramos um teorema interessante que caracteriza o espectro do Lapla-

clano.

Teorema 2.5. Seja 2 C R™ um dominio limitado. Entao o problema de autovalor
—Au=Xu em Q,u € Wy*(Q)
possui um numero infinito enumerdvel de autovalores
D<A < <. <\ <.
tais que

)\k—>OO

quando k — oo. Além disso, as autofungoes (uy)gen constituem um sistema ortonormal

completo para L*(SY), isto é,
vV = Z o U;
i=1
para todo v € L*(R).

Demonstragao. ver [7], p.337.
O

Podemos estabelecer uma caracterizagao variacional para o primeiro autovalor do

Laplaciano em termos do Quociente de Rayleigh dada por

M(Q) = inf M

2.11
wewl Aoy fouPde 20
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O primeiro autovalor é simples, isto €, o autoespaco associado a A; é unidimensio-
nal, possuindo uma autofuncao positiva associada. Este resultado é classico e pode ser
encontrado em diversas referéncias bibliograficas sobre esta teoria. Por uma questao
de completude e devido a sua importancia nesta dissertacao, faremos aqui sua demons-

tragao em detalhes. Para tanto, seguiremos os passos estabelecidos em [7].

Proposicao 2.1. Sejam 2 C R™ um dominio limitado, \y o primeiro autovalor asso-

ciado ao Problema (2.9) e v1 uma autofungdo associada a este autovalor. Entao

(i) o1 >0 ou 1 <0 em Q.

(ii) Se o € uma A\ -autofuncdo, entao existe a € R tal que po = vy .
Demonstragdo. Conforme vimos na Secao 2.1, podemos escrever ¢, = ¢ — ], com

o1 o1 € WP(Q) e

—_— Vi  qtp. em {z € Q| pi(x) >0},
Y1 =
0 q.t.p. em {x € Q| pi(x) <0},

_ o q.t.p. em {z € Q| ¢1(z) > 0},
Vo =

—Ve1  qtp.em {x € Q| p(x) <0}

Fazendo v = ¢ em (2.10), temos

/(V%Vwﬁdx: Al/solsofd:c. (2.12)
Q Q
Contudo,

/(Vsm,vsoﬂdﬂf = / (Vi Vol )de

Q {1>0}

= /IWH%, (2.13)
Q

e

/ prpfde = / el ¢ de
Q {p1>0}

= /Q(gpj)zdx. (2.14)

Portanto, usando (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos

/ Vot Pde = A / (o).
Q Q
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Assim, ] é uma autofuncao associada ao autovalor \;. Da mesma forma, pode-se

mostrar que ¢; também é uma A;-autofuncao. Temos que

Apf + Mol =0 em Q,
0 =0 em OS2,

e
Apr + XM =0 em
p; =0 em Of).
Sabemos que ¢ é niao negativa em . Provaremos agora que ¢} > 0 ou ¢ =
em ).

De fato, se existe g € Q tal que ¢ (z¢) = 0, entdo o é um minimo para a fungio
¢ . Além disso,
—Apl =Ml >0.

Segue do Principio do Maximo Forte 2.3 que ¢ = 0 em . De forma andloga, pode-se
mostrar que ¢; > 0 ou ¢; =0 em 2. Segue que ¢; > 0 ou p; < 0 em (.
Para provarmos o item (i), considere duas autofungoes ¢; e po de ;. Note que

prdx
/ prdr #0 e / @odr # 0. Tome ¢ = 22— e defina a funcdo ¥ = ¢; — cps, donde
Q Q

/ podx
Q

¥ é uma autofuncao de \; e / ¥ = 0.

Q
Por outro lado, ¥ < 0 ou ¥ > 0, de onde ) = 0 e o resultado segue.
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3 A CONJECTURA BCN EM R?

O principal objetivo deste capitulo é provar o teorema de Ros e Sicbaldi [17] que
fornece uma resposta parcial para a conjectura Berestycki-Caffarelli-Nirenberg em
dimensao 2. Para tanto, exigiremos apenas que a nao linearidade satisfaga f(t) > At,

para alguma constante A > 0.

Teorema 3.6 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolario 2.4). Seja Q C R? um dominio f-extremal,
onde f:(0,00) = R € uma fun¢do Lipschitz que satisfaz f(t) > At, para cada t > 0 e

para algum X\ > 0, de tal forma que R?\ Q seja conexo. Entdo Q é uma bola.

3.1 Dominios f-extremais

O proposito desta secao consiste em exibir uma caracterizagao para dominios ex-
tremais como sendo pontos criticos para o funcional primeiro autovalor sobre variagoes
que preservam volume.

Seja 2 C R™ um dominio limitado com bordo de classe C?. Temos que seu primeiro
autovalor, A1 (), existe e é um nimero real positivo. Dessa forma, temos bem definido

o funcional primeiro autovalor nessa classe de dominios:
Q= A\ (Q). (3.1)

Dizemos que um dominio é extremal se é um ponto critico para este funcional para
deformagoes que preservam volume.

Seja V : R" — R™ um campo de vetores e considere a seguinte familia de difeomor-
fismos ¢; : R™ — R"™ dada por

¢i(r) =z +1V(2) =y,

com t € (—e¢,€). Se ||[V] é limitado e € é suficientemente pequeno, entdao segue do
Teorema da Fungao Inversa que ¢; ¢ um difeomorfismo.

Seja ; = ¢(2). Como ¢y = Id, temos que 2, é uma perturbagao de Q. Se A(t) é
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o primeiro autovalor de €, entao temos que a primeira autofungao u(t,y) é solugao de

Au(t,y) + AMt)u(t,y) =0 em €,
u(t,y) =0 no 0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que th u?(t,y)dy = 1, para todo t €
(—€,€). Suponhamos também que u(t,x) e A(t) sejam diferencidveis com respeito ao

parametro t. Assim, temos
Au'+ Nu+ M/ =0 em Q, (3.2)

d
onde v’ = au(t, x).
Multiplicando (3.2) por v = u(t, x) e integrando por partes, obtemos

0 = / uAu'dy+)\/(t)/ u2dy—|—)\/ wu'dy
Q4 Q Qe
/
= / u’Audy+/ ua—uda—/ u/@da—k)\'(t)—i-)\/ uu'dy
Q o0, OV o0, OV Q
= —)\/ uu/dy—/ u'@da—i-/\’(t)—l—)\/ uu'dy
Q o0, OV Q

. / o 1=
= N(t) /Mtu ayda.

Por outro lado, como y = x + tV(x) também depende de t, podemos derivar a

condicao de bordo
u(t,x +tV(z)) =0,V € 0Q,Vt € (—¢,¢€),

para obtermos
u'(t,y) + (Vu(t,y), V(z)) =0, no 08,
ou seja, u = u'(0) = —(Vu, V(x)), para € 0). Assim,

ou
N(0) = —/ Vu,V)—do.
0=- [ wun)Z

Como u = 0 sobre 052, temos que Vu é um vetor normal ao bordo, ou seja, Vu =

(Vu,v)v, onde v é o vetor conormal apontando para fora de 2. Desse modo, concluimos

v =~ [ W) (%) (33)

A prova da diferenciabilidade de u; e A foi realizada por Garabedian e Schiffer em

que

25



[10]. Para fins de registro, temos o

Teorema 3.1 (Garabedian-Schiffer, [10]). Sejam Q@ C R™ um dominio limitado de
classe C?, 'V um campo suave ao longo de 9Q e {4 }re(—c) uma deformagao do dominio
Q cujo campo variacional seja V. Entao o primeiro autovalor A\i(§)) € diferencidvel,

com

Sv ()] = — /8 ) (%)2650, (3.4)

onde uy € a primeira autofuncgdao positiva associada a A\(2) e v € o normal exterior ao

longo de OS2.

Dado um campo suave V' ao longo de 052, entao a variacao ¢, = x 4tV (x) preserva

/mw, V) = 0.

Em particular, segue de (3.4) que €2 é um dominio extremal se, e somente se,

volume se, e somente se,

Ow
v

= cte,
l9)

isto ¢, se existe uma solugao positiva para o problema sobredeterminado

Au+lu=0 em £,
u=0 em 0f, (3.5)
(Vu,v) =cte em 0.

Em geral, se f : [0,00) — R é uma fungao Lipschitz, dizemos que um dominio
(limitado ou nao) Q@ C R™ é f-extremal para o operador Laplaciano se existe uma

solucao u € C?(QQ) para o problema

Au+ f(u)=0 em Q,

u>0 em €
(3.6)

u=1>0 em 0f),

(Vu,vy =a  em Of.

onde v € R é uma constante nao positiva.
A seguir, temos o famoso Teorema de Serrin que classifica os dominios f-extremais

limitados.

Teorema 3.2 (Serrin, [20], Teorema 2). Seja Q@ C R™ um dominio limitado com fron-
teira suave e simplesmente conexo. Se existe uma solugcdo u € C*(Q) para o Problema

(3.6), entao Q2 é uma bola e u € radialmente simétrica.
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Demonstragao. Ver [20], p. 311; ou ainda [15], p. 198. ]

Para o caso de dominios nao limitados existem varios resultados parciais, como
os obtidos por Reichel [16] e Aftalion e Busca [1]. Em particular, este problema foi
estudado por Berestycki, Caffarelli e Nirenberg em [3]. Neste artigo, eles propoem a

seguinte conjectura:

Conjectura BCN (Berestycki-Caffarelli-Nirenberg, [3]). Se f : R — (0,00) € uma
fungdo de Lipschitz e Q@ C R™ € um dominio suave tal que R™\ Q € conexo, entio a
existéncia de um solugao limitada para o Problema (3.6) implica que Q € ou uma bola,
ou um semiespaco, ou um cilindro generalizado B*¥ x R" ™% onde B¥ C R¥ é uma bola,

ou o complementar de um deles.

O principal objetivo desta dissertacao é provar o teorema de Ros e Sicbaldi [17]
que fornece uma resposta positiva e muito elegante para esta conjectura quando n = 2
e a nao linearidade satisfaz f(t) > Mt, para alguma constante A > 0. Para tanto,

precisaremos de alguns resultados geométricos.

3.2 Propriedades de estreitamento

Nesta secao veremos que dominios f-extremais apresentam como uma de suas ca-
racteristicas o fato de serem estreitos.

Podemos encontrar uma expressao para o primeiro autovalor em uma bola de raio
R > 0. De fato, denotando por By = By(p) e Bgr = Br(p) as bolas de raios 1 e R > 0,

ambas centradas em p, respectivamente.

Lema 3.1. O primeiro autovalor do Laplaciano em uma bola de raio R > 0 é dado

por

A (By)
R? 7

onde \i(By) € o primeiro autovalor para o Laplaciano em Bj.

/\1(BR) = (3-7)

Demonstracao. Seja u : By — R uma solugao positiva para o problema de autovalor

Au+ A =0, em B,
u =0, em 0B,

e considere a aplicacao ¢ : Br(p) — Bi(p) dada por

Seja u = u o ¢.
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At

Afirmagao. —Au = RQ&.
Note que ¢(z1, ..., 2,) = (Y1 (21, .-, T0n), oo Yn(T1, ... ), emque . = (21, ..., 2,).
Dessa forma, y;, = Emk’ com k =1,...,n, e pela regra da cadeia, obtemos:
(1o b, Z@u@yk_lﬁu'
Oyr 0xr; ROy,

Derivando novamente, obtemos

1 ou 1 [~ 0*u Oy 1 0%u
Wo¢»ﬂf—(Ea%)w—;ﬁ(hﬂa%mma%>-—Eﬁaﬁomwy

Assim, para um ponto x € Bpg, encontramos

~Aifa) = =Y G)

. A1 :
o que demonstra a afirmagao. Dessa forma, T2 é um autovalor do Laplaciano em Bp,

e como a fungao u > 0 em Bpg, a Proposicao 2.1 garante que

M (Br) = )\1551)_
O
Em particular, temos o seguinte corolério:
Corolério 3.1. Para todo A\ > 0, existe um raio Ry tal que \i(Bg,) = A.
Dessa forma, R, é uma constante positiva que resolve o problema
Au+Au=0 em Bp,,
u >0 em Bp,, (3.8)

u=70 em OBg, .
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Teorema 3.3 (Ros-Sicbaldi, [17], Proposicao 3.1). Seja 2 C R™ um dominio (limitado
ou nao). Suponha que exista uma solugdo estritamente positiva u € CQ(Q) da equacao
eliptica

Au+ f(u) =0 em , (3.9)

onde f :(0,00) = R ¢ uma funcdo Lipschitz que satisfaz a condi¢io f(t) > At, para
alguma constante positiva A e para todo t > 0. Entao ) ndo contém nenhuma bola
fechada de raio R).

Demonstragao. Vamos supor, por contradicao, que Bg, (p) C 2, para algum p € R™.

Seja v € C?(Q) uma solugao de

Av+Xv=0 em Bg,(p),
v>0 em Bg, (p), (3.10)
v=>0 em O0Bg, (p).

Considere a fungao v, : @ — R definida por v (x) := ev(x), onde € > 0. Perceba
que v, também é uma solu¢do do Problema (3.10), pois v, > 0 em Bg,(p), v. =
0 em OBg, (p) e

Ave + M. = A(ev) + Aev) = e(Av + \v) = 0.

Sabemos que u > 0 em Bpg, (p). Dessa forma, variando o parametro e adequada-

mente, podemos fazer com que v, satisfaca as condigoes:
(1) ve(x) < u(z), para todo z € Bg,(p), e
(2) existe g € Bg, (p) tal que v (zg) = u(xy).

Figura 3.1: Gréfico das fungoes u (em azul) e v, (em rosa).

u

Ve

L =,
PEERREEEE T —
Br,
Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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Perceba que a hipdtese realizada acerca da ndo linearidade f implica que
0=Au+ f(u) > Au+ u.
Dessa forma, garantimos que Au + Au < 0 = Av, + Av. em Bpg,. Donde
Alu—ve) < =Au—wve) <0. (3.11)
Nessa situacao, o Principio do Méximo 2.1 indica que

min (v —v.) = min (u—wv.) =0.
Br, () 9B, (»)

Por outro lado, para zy € Bg, (p), a fungdo u — v, satisfaz

(u = ve)(20) = u(xo) — ve(wo) = 0,

ou seja, u— v, tem um ponto de minimo no interior. Neste caso, o Principio do Maximo

Forte 2.3 implica que u = v, em Bpg,, o que ¢ uma contradigao. O

Para o préximo teorema, imporemos duas condi¢oes de bordo, a fim de obtermos

um resultado mais forte.

Teorema 3.4 (Ros-Sicbaldi, [17], Proposi¢ao 3.1). Sob as hipdteses do Teorema 3.3,
suponha que exista uma solu¢do estritamente positiva u € C%*(Q)) para o problema

eliptico sobredeterminado

Au+ f(u) =0 emQ,
u=0 em 02, (3.12)
(Vu,vy =a  em 05,

para alguma constante o < 0. Entao
i) ou Q ndo contém nenhuma bola fechada de raio Ry;
ii) ou Q € uma bola de raio Ry.

Demonstracao. Seja 2 C R™ um dominio nao limitado. Suponha, por contradicao,
que existe um ponto p € R™ tal que Bpg, (p) C Q. Com isso, também deve existir um

ponto ¢ € Bg, (p) N 0N, pois caso contrério, terfamos Bg, (p) N 92 = O e, portanto,
Bg, (p) C Q, fato que contradiz o Teorema 3.3.
Pelas condigoes de bordo explicitadas em (3.12), existe uma constante dy > 0 tal

que a funcao vsg : 2 — R definida por vsg = dyv cumpre as seguintes propriedades:
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(1) vso < u(z), para todo = € Bg, (p);

(2) (Vuso,v) = 8 em Bg,(p), onde a < 5 < 0.

Vamos agora aumentar continuamente o parametro J, até encontrarmos uma cons-
tante positiva § > 0 tal que a funcao vs : 2 — R definida por vs = dv satisfaca apenas

uma das seguintes situacoes:

(1’) ou vs(xg) = u(zp), para algum zy € Bg, (p);

(2”) ou (Vus, ) = e no ponto ¢ € IQNIBg, (p) e vs(x) < u(z), para todo x € Bg, (p).

No caso (1'), a funcao (u—vs)(z) = u(x) —vs(z) é ndo negativa e seu Laplaciano é nao

positivo, ou seja, (u—vs) >0 e

A(u—vs) = —AMu—1v5) <0

Como o minimo ¢ atingido no ponto interior xy € Bg, (p), o Principio do Maximo
Forte 2.3 garante que u = v; e, por conseguinte, 2 = Bg, (¢).

No caso (2'), temos que (u — vs) > 0 em Bpg, (p) e
Alu—vs) = —Au —vg) < 0.
Por outro lado, no ponto ¢ € 0f2, temos
(V(u=vs),v)(q) = (Vu = Vus,v)(q) = (Vu,v)(q) = (Vus, v)(¢) = a —a =0,

o que contraria o Lema de Hopf 2.1. Dessa forma, Bg, (p) ¢ Q. O]

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o seguinte corolario:

Corolario 3.2. Sejam Q C R™ um dominio e u € C*()) uma solucao positiva de
Au+ f(u) =0 em S

Se eziste X > 0 tal que f(u) > Au, entao Q nao pode ser:

(i) nem o complementar de uma bola;

(il) nem um semiespago;

(iii) nem um epigrafico;

(iv) nem o complementar de um cilindro B*¥ x R"™* onde B* é uma bola em RF.

De fato, quaisquer desses dominios contém alguma bola Bg(p) C R™, para algum
R > 0.
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3.3 Propriedades de simetria do dominio via método

dos planos madveis

Uma importante ferramenta advinda do principio do maximo é o Método dos Planos
Modweis. Introduzido por Alexandrov em [2] com o intuito de demonstrar que as tnicas
hipersuperficies conexas, compactas, mergulhadas, de curvatura média constante em
R™ sao as esferas, ele vem sendo utilizado na investigacao de problemas de simetria
envolvendo equagoes diferencias parciais (GIDAS et al., [11]).

O Método dos Planos Méveis também foi a técnica usada por Serrin em [20] para
provar o seu Teorema 3.2. Passemos agora a uma descricao do método de Serrin:

Seja {H(t) }ser uma folheacao de R™ por hiperplanos H(t), onde
H(t) = {(x1,....,xp_1,1) | t € R}
Considere entao os semiespagos
H () ={(x1, s T, @) | @ <t} e HT(t) = {(21, s Tr1, Tn) | T > L},

onde R™ \ H(t) = H™(t) UHT(t), conforme mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2: Reflexao de €2, em torno de H(t).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Para todo t € R, considere a reflexdo R, : Q — R™ com respeito ao hiperplano #(t)
dada por
Ri(x) = (z1, .oy Tp_1, 2t — x4,).

Perceba que H(t) ¢ invariante por estas isometrias. Para cada dominio Q@ C R”
limitado, vamos definir os conjuntos Q := QNHT(t), O := QNH(t) e O == Ry ().
Para algum ¢, € R, temos H(t)) NQ =0 e Q C H*(to). Aumentando continuamente
o parametro t, podemos encontrar um ponto t; > ty de tal forma que quando t = t;

estabelecemos a primeira interse¢ao entre 02 e algum hiperplano de {H(t)}+cr-
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Para t > t;, o hiperplano #(t) determina uma componente conexa limitada €2 .
Podemos aumentar continuamente o parametro ¢t € (t1,t; + ¢), para algum § > 0, de
tal forma que Qf C €2, o que continua valendo, a menos que alguma das seguintes

situacoes ocorra:

(i) Q; = R(€;) tangencia internamente 02 em algum ponto g € 92\ H(t), ou

(i) H(t) L 092 em ¢, para algum ponto g € 0S2.

Figura 3.3: Método dos Planos Mdveis.

(a) Qf tangencia 9Q. (b) Qi é ortogonal & 9Q.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Nosso objetivo consiste em mostrar que o dominio 2 é simétrico com respeito ao
hiperplano H(t*) para o qual o item (i) é satisfeito, ou seja, Qi = Q NHT(t*), para
algum ¢ = t* na qual a situacdo (i) ocorra. Optamos por omitir a prova da situagao
(ii), a qual pode ser ser consultada em [20].

Seja u € C2%(Q) N C(Q) uma solucdo do Problema (3.6) e @ : Qf — R a funcio
definida por i(z) = u(R;(z)), para todo t € (t;,t*), onde R, : Q — R™ é a aplicacio

reflexdo com respeito ao hiperplano H(t). Note que

Atfz) = Au(Ry(r)) = —f(u(Ri(z)) = —f(a(x)).

Mais que isso, a funcao u satisfaz as seguintes condigoes:

p

A+ f(a) =0 em Q,
u>0 em er,
=0 em Q" NH*(t), (3.13)
u=u em O NH(t),
| (Vi,v)=a em OO NHH(t),
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pois @(z) = u(Ry(x)) > 0, para = € QfF; @(z) = u(Ry(z)) = 0, para = € dQ;F N H(t);
i(x) = u(Ry(x)) = u(x), para z € QY NH(t); e

% = (ao7)(0)=((uop)oy)(0)

(
- a) (3.14)

onde p € 99, v(p) é o campo normal ao bordo de Q em p, p = R~' e vy : (—¢,¢) - R"
¢ um caminho diferenciavel tal que v(0) = p e v/(0) = v(p).

Considere agora a funcao auxiliar v = u — u definida em Q:’ , a qual cumpre
Av =Au— At = —(f(u) — f(a)). (3.15)

Desde que a fungao f é Lipschitz, entao |f(u) — f(4)|< clu — 4, para alguma

constante ¢ > 0. Em particular,

= (f(u) = f(@)) < e(u —a). (3.16)

Afirmacgao. u = em Q.

De fato, considere o operador operador A — ¢, o qual é uniformemente elitico em
uma vizinhanca V' C Q do ponto ¢ onde Q) é tangente & 9Q. Por (3.15) e (3.16),
encontramos

Au — cu < A — ca. (3.17)

Além disso, u = @ em H(t*) e u > @ em QF NHT(t*), pois u > O em Q e & =
0 em 8(2? . Reunindo estas duas informacoes, concluimos que u > 4 em 8(2? . Pelo
Corolério 2.2, temos que v > % em Q;’ Contudo, se u > @, entdo v(q) > 0 e pelo

Lema de Hopf 2.1
v

- >0 3.18
O que é um absurdo, pOiS

ol =5t - S @) =a—a=0, (3.19)

de onde concluimos que u = @ em €2;".
Observe que a limitacao do dominio €2 é usado apenas para garantir que para cada

direcao possamos encontrar um hiperplano de simetria para €2, o que nos permite
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expandir, em alguns casos, a utilizagao desse método para dominios nao limitados.
Sejam Q C R™ um dominio ndo limitado, u € C%(Q) uma solucdo para o Problema
(3.6), H C R™ um hiperplano que intersecta 2 e H™ e H~ as duas componentes conexas
de R™\ H tais que R*\ H = H* U H~. Estamos interessados em estudar algumas
propriedades relativas & componente conexa limitada HNQ (ou H~ NQ), a qual surge

ao aplicarmos o Método dos Planos Moveis.

Proposicao 3.1. Sejam 2 C R™ um dominio f-extremal nao limitado e H um hiper-
plano em R™ tal que QN H # (). Se C' € uma componente conexa limitada de QN H™,
entao o fecho de 0C N H™ € um grdfico sobre 0C N H.

Figura 3.4: Método dos Planos Mdveis aplicado a componente conexa C'.

Hity)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Demonstragao. Sejam C' uma componente conexa limitada em QN HY e {H () }ier
uma folheacao de R™ por hiperplanos paralelos ao hiperplano H. A menos de um
movimento rigido, podemos supor que H = R"™! x {0}. Como a componente conexa
C' é limitada, podemos escolher um ty € R tal que H(to) N C = 0.

Seja t; = inf{t € R|oC N H(t) # @}. Diminuindo o pardmetro ¢, para cada
€ > 0 e para cada t € (t; —€,t;), podemos encontrar uma componente conexa limitada
Cy := CNHT(t) tal que Ry(Cy) C Q. Dessa forma, para cada t € (t; — €,t1), a curva
OC, NH*(t) é um grafico de alguma fungao sobre dC; N H(t).

Vamos continuar diminuindo o parametro t até que:

(i) Ri(C;) tangencie internamente 02 em algum ponto ¢, o qual nao pertence ao

hiperplano H(t), ou
(ii) H(t) L 052 em algum ponto ¢, ou

(iii) H(t) = H.
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Se as situagoes (i) ou (ii) ocorrem, entdao o Principio do Maximo garante que o
dominio  é simétrico em relacdo ao hiperplano H(t) e, portanto, limitado, o que é
absurdo.

Se (iii) ocorre, entdo dC; NH*(t) é um grifico sobre AC N H.

]

Os proximos corolarios que apresentaremos seguem como consequéncia imediata da

Proposicao 3.1.

Corolario 3.3. Sejam ) C R™ um dominio f-extremal nao limitado e H um hiperplano
em R™ tal que QNH # (. Suponha que QNH™ possua uma componente conexa limitada
C, entao O0C N H € conexo.

Demonstracao. Seja C' uma componente conexa e limitada de Q N H*. Suponha, por
absurdo, que 9C N H fosse nao conexo. Assim, o fecho de 0C N H' nao poderia ser
um grafico sobre 9C' N H, que contraria a Proposicao 3.1. Portanto, concluimos que
0C' N H é conexo. |

Corolario 3.4. Sejam Q) C R™ um dominio f-extremal nao limitado e H um hiperplano
em R" tal que QNH # 0. Suponha que QNH™ possua uma componente coneza limitada
C. Entao o fecho de 90C N H" ndao € ortogonal a H.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exista um ponto g € R" tal que 0C N H*
seja ortogonal a H em ¢. Nesse caso, incorremos na situagao (ii) do método de Serrin,
de onde o dominio €2 é simétrico em relagao a H e, portanto, é limitado, o que é um

absurdo. Dessa forma, concluimos que que 0C N H+ J H. O]

Corolario 3.5. Sejam 2 C R™ um dominio f-extremal nao limitado e H um hiperplano
em R™ tal que QN H # (. Suponha que QN H™ tenha uma componente conexa limitada
C. Se C'" ¢ a reflexio de C sobre o hiperplano H, entdo C'UC" C Q.

Demonstragao. Seja {H(t)}cr uma folheagdo de R™ por hiperplanos paralelos a H,
com H(ty) = H. Desde que C' é uma componente conexa limitada, existe um t; > to
tal que H(tg) N OC = (). Variando o parametro ¢, encontramos um primeiro ¢, < t; tal
que H(tz) NOC = 0.

Perceba que, para cada t € (to,t1), existe uma componente conexa Cy = CNH™T (1),

cuja reflexdo em torno do hiperplano H(t) é dada por Cj.
Afirmacao. CUC' C Q.

Suponha, por absurdo, que CUC" ¢ Q. Dessa forma, existe t € (tg,t,] tal que

C} tangencia o 0f2 internamente em algum ponto ¢, o qual ndo se encontra em H(t).
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Segue do item (i) do método de Serrin que € é simétrico sobre H(t), logo limitado, o

que é uma contradicao. Dessa forma, temos que C' U C’ C Q. n

Corolario 3.6. Sejam 2 C R™ um dominio f-extremal nao limitado e H um hiperplano
em R™ tal que QN H # (. Suponha que QN H™ tenha uma componente conexa limitada
C e que ezista uma fungao f : (0,00) — R Lipschitz, com f(t) > At para todo t > 0
e para alguma constante X > 0. Entao nao existe nenhuma semi bola de raio Ry com

base em OC N H e inteiramente contida em C'.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exista uma semi bola de raio Ry, centrada
no ponto ¢ € JC N H e completamente contida na componente conexa C. Seja C’ a

reflexdo de C' em torno do hiperplano H. Assim, a bola Bg, (¢c) C C U (C".
Afirmacgao. Br, C (.

De fato, o Coroldrio 3.5 garante que C'UC’ C Q. Como Bg,(c) C C UC’, entdo
tomando o feixo em ambos os conjuntos, concluimos que Bg, C Q. Contudo, isso
contraria o Teorema 3.4. Dessa forma, nao existe uma semi bola de raio Ry, com as

caracteristicas acima expostas. O

3.4 Dominios com topologia finita

Estudaremos agora algumas propriedades geométricas e topoldgicas relacionadas
aos dominios com topologia finita, mais especificamente no que tange aos seus fins
f-extremais nao limitados em R?. Para tanto, seguiremos a exposicao apresentada em
(ROS; SICBALDI, [17]), a qual baseia-se no ilustre artigo de W. Meeks sobre superficies
com curvatura média constante (MEEKS III, [14]).

Definicao 3.1. Um dominio 2 C R™ tem topologia finita se existe uma bola B}, (de

raio R > 0 suficientemente grande) tal que
1. Q\ By =10, isto €, Q é compacto, ou
2. Q\B_E = R_”\B_E, isto €, ) € o complemento de uma regiao compacta, ou

3. Q\ B} tem um nidmero finito de componentes ndo compactas, sendo cada com-

ponente ndio compacta E ¢é difeomorfa a B x [0, 00).

A Figura 3.5 ilustra um exemplo de dominio que possui topologia finita. De fato,
para um raio R grande, Q; \ Bg tem um nitimero finito de componentes nao compactas,

sendo cada componente ndo compacta E difeomorfa a B} x [0, 00).
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Figura 3.5: Exemplo de dominio cuja topologia é finita

O

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Por sua vez, a Figura 3.6 exibe um exemplo de dominio que nao possui topologia
finita. Com efeito, Qs ndo é um dominio compacto nem o complementar de um dominio
compacto. Além disso, dado R > 0, Q, \ Bg nao é difeomorfo a um semicilindro
Bt x [0, 00).

Figura 3.6: Exemplo de dominio cuja topologia nao é finita

JUUL

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

No ultimo caso da Definicao 3.1, podemos supor que a esfera 0B}, intersecta Of2
transversalmente e que cada componente de 9B% N 9N é difeomorfa & OB} . Neste
caso, diremos que () tem topologia prépria finita e E é um fim cilindrico solido de
Q, se n > 3, ou um fim planar de §2, se n = 2. Dessa forma, () tem topologia prépria
finita se, e somente se ele, é nao compacto, 02 tem um nidmero finito de componentes
limitadas, algumas delas sendo nao compactas.

Um importante resultado encontrado em [17] consiste em demostrar que, quando
um dominio f-extremal em dimensao 2 possui topologia finita e a funcao f satisfaz
propriedade f(t) > At, para alguma constante A > 0 e para todo ¢ > 0, entdo cada fim
de Q encontra-se contido em um semicilindro. De forma mais precisa, temos o seguinte

teoremas:
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Teorema 3.5 (Ros-Sicbaldi, [17], Teorema 2.2). Seja Q C R? um dominio f-extremal
com topologia finita, onde f : (0,00) — R € Lipschitz e satisfaz f(t) > At, para todo

t >0 e para algum \ > 0. Entao, valem as sequintes propriedades:
1. Se E € um fim de (), entdo E estd a uma distancia limitada de uma reta.
2. Q possui no minimo dois fins.

3. Se Q) apresenta exatamente dois fins, entao existe uma reta H tal que
dist(Q, H) < K,

para algum K > 0. Em particular os fins de {2 se encontram em lados opostos de

cada reta T ortogonal a reta H.

Dessa forma, se o dominio f-extremal 2 C R? possui topologia finita, entdo cada
fim de 2 tem a topologia de uma semi faixa. Além disso, se 2 possuir dois fins, entao
Q2 estd contido em um cilindro.

A partir deste momento, concentraremos nossos esforcos em exibir e demonstrar
alguns resultados necessarios & demonstracio do Teorema 3.5. Para tanto, seja Q C R?
um dominio f-extremal nao limitado tal que 9 seja de classe C? e que exista uma
solucdo u € C?(Q) do Problema (3.6). Suponha que a funcdo f : (0,00) — R satisfaca
a propriedade f(t) > At, para todo t > 0 e para algum A > 0, isto é, o dominio 2 néao
contém nenhuma bola de raio Ry > 0 (conforme observado no Teorema 3.3).

Considere também uma reta H C R?, a qual divide R? em dois semiespacos, os
quais denotaremos por H e H~, de tal sorte que R*\ H = H-UH ™. O préximo lema
garante uma cota superior para a distancia entre o bordo de uma componente conexa

em (2 e limitada pela reta H.

Lema 3.2. Seja Q C R? um dominio f-extremal ndo limitado, com f : (0,00) — R
uma funcdo tal que f(t) > M, para todo t > 0 e para algum A > 0. Sejam C uma
componente conexa limitada de QN H' e h(C) = dist(0C, H). Entdo

max

h(C) < 3Ry,

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que h(C) > 3R,. Realizando, se necessério,
uma rotacao seguida de uma translacao de €2 em torno de H, podemos fazer coincidir
H={(z,y) e R? | y =0} e H" = {(z,y) € R* | y > 0}. Pela Proposigao 3.1,
existe uma funcdo ¢ : [a,b] C H — R de tal forma que tenhamos g([a,b]) = 0C N H+.

Podemos transladar o dominio €2 novamente a fim de obtermos ¢g(0) = h(C), o qual,
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por simplicidade, denotaremos por h := h(C) (pelo mesmo motivo, vamos denotar
R = R)\>
Seja Hp = {(z,y) € R?* | y = R} a reta que intersecta o ponto (0, R) e é paralela

a0 eIxo X.

Afirmacao. CNHp € formado por intervalos abertos cujos comprimentos sao inferiores
a2R.

Figura 3.7: Grafico da funcao g.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

De fato, C'N Hg é formada por intervalos abertos, visto que o conjunto C' é aberto
e Hgi é uma reta. Podemos entao supor que cada um desses intervalos que compoem
C' N Hp é da forma
I ={(z,R) € R* | x € (a;,b;)} C Hpg,

de onde C N Hr = U I;, para algum conjunto de indices A. Suponha por contradicao
ieA
que se tenha, para algum i € A, dist(a;, b;) > 2R. Entao o retangulo (a;, b;)x (0, R) C C

contém uma semi bola de raio Ry, cujo centro ¢ pertence a dC' N H, o que contraria o
Corolario 3.6. Dessa forma, concluimos que nenhum intervalo I; possui comprimento
maior que 2R.

Sejam C” uma componente conexa de C'N{(x,y) € R? | y > R} na qual o ponto
(0,h) € C" e T é o fecho de C' N {(x,y) € R? | y > R}, com pontos extremos e;
e e5. Dado que C' C C, entdao C’ é uma componente conexa limitada de Q N H}.
Segue da Preposicao 3.1 que m = g(0C" N Hg), com altura méxima dada por
hi =h—R>3R— R =2R. Além disso, pela afirmacao realizada acima, concluimos
que

dist(e1,es) < 2R.
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Considere a fungao distancia ao ponto e; definida por d., (t) = dist(t,e;), comt € T.
Por ser I' um compacto e d,, ser positiva em [eq, e5], existe um ponto m € I"\ {ex} que

maximiza essa funcao, de onde estabelecemos as desigualdades

de,(m) > hy > 2R > d., (e2).

Denotamos por H, a reta que passa pelos pontos e; ¢ m e por H ¢ H_ os dois
semiespacos de R? separados por H,, escolhidos de tal forma que e; € H,. Note
que H, L 9C" no ponto m, o que é absurdo, pelo Corolario 3.4. Portanto, com esta
contradigao, obtemos que h(C) < 3R,.

m

Consideremos agora um dominio f-extremal plano {2 com topologia finita. Estamos
interessados em analisar o comportamento dessa regiao nas suas extremidades, tarefa

esta que nos impele a considerar um tipo mais simples de fim. Passemos a definicao:

Definigao 3.2. Um fim (faizva plana) de Q C R? é um subdominio E C Q ndo limitado,

com um homeomorfismo F : [0,1] x [0,00) — FE tal que:
1. F(0,s) € 092, para todo s € [0, 00).
2. F(1,s) € 09, para todo s € [0,00).

3. F(t,s) €, para todo (t,s) € (0,1) x [0,00).

Figura 3.8: Um fim E e uma curva transversal ~.

[0,1]x[0, )

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Dentro do subconjunto E, podemos ainda tracar uma curva transversal 7y, que

corresponde a uma curva partindo de um ponto F(0, s;) e terminando em um ponto
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F(1,s2), com sy,s9 € [0,00). Dado que caracterizamos os fins de um dominio f-

extremal, podemos estudar algumas caracteristicas que a eles sao inerentes.

Lema 3.3. Sejam E um fim de um dominio f-extremal Q e H C R? uma reta tal
que H N E contém uma componente conexa ilimitada. Se H' é uma reta paralela a H
tal que a distancia entre essas duas retas seja superior a 2Ry, entao H' intercepta F

apenas em componentes conexas limitadas.

Demonstragao. Podemos supor, a menos de movimento rigido, que areta H = {(x,y) €
R? |y =0} eque HNE = {(z,0) | > 0}. Considere entdao uma reta H' paralela a
H tal que

H' = {(z,y) € R* | y = k. ||k[|> 2R, }.

Por simplicidade, denotaremos R := R).
Suponha, por absurdo, que exista uma componente conexa nao limitada G em

H' N E. Entao devem existir uma constante p € R tal que

G={(r,k) €R* |z € (—00,p]} ou G = {(x,k) ER* | z € [p,o0)}.

Além disso, existe uma curva v C R?, com int(vy) C int(E), que interliga os pontos
(0,0) e (p, k). Seja 0 = H U~ UG uma curva que separa R? em duas componentes
conexas. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Seja G = {(x,k) € R? | x € [p,00)}. Entdo a curva
oc={(z,00eR? |z €[0,00)} UyUG

divide R? em duas componentes conexas na qual uma delas estd contida em E, como
mostra a Figura 3.9. Por construcao, dist(H, H') > 2R, de onde concluimos que o fim

E C Q contém bolas de raio R, o que contraria o Teorema 3.3.

Figura 3.9: O fim F contém uma componente conexa nao limitada H.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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Caso 2: Considere G = {(z,k) € R* | # € (—o0, p|}. Entao a curva
o={(2,0)€R? |z € (~o0,p)} Uy U{(z,k) ER* | 2 €[0,00)} CE

estende-se na diregao do eixo z de —oo a 0o, ocorrendo o mesmo com E (Figura 3.10).
Contudo, F ¢ um fim para €2, de onde uma das componentes de R? determinadas por
o estd contida em E e, com maior razao, no dominio 2.

Em particular, E contém um semiplano e portanto contém bolas cujos raios excedem
a constante R > 0 inicialmente fixada, o que novamente contraria o Teorema 3.3. Sendo

assim, a reta H' intercepta E apenas em componentes conexas limitadas.

Figura 3.10: No segundo caso, o fim E é degenerado.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

]

No trecho que segue, vamos diluir a demonstracao do Teorema 3.5 nas Proposicoes
3.2, 3.3 e 3.4.

Proposicao 3.2. Seja E um fim de um dominio f-extremal 2, onde f : (0,00) - R ¢
uma fungao Lipschitz que satisfaz f(t) > At, para todo t > 0 e para alguma constante

A > 0. Entao E se encontra a uma distancia limitada de uma semirreta.

Demonstracao. Sejam F : [0, 1] x [0, 00) — E o homeomorfismo dado na defini¢ao 3.2,
B = F([0,1] x{0}) a curva transversal inicial em E e B = B,(0) C R? uma bola tal que

a curva J C B. Escolha uma sequéncia divergente (p;);en de pontos em FE e considere
Pi

vl
uma sequéncia contida no conjunto compacto S!, existe uma subsequéncia convergindo

a sequéncia normalizada (¢;);eny cujos elementos sdo da forma ¢; = Como (g;); é
para um ponto g € S'. Nosso primeiro passo serd mostrar que o fim E estd a uma
distancia limitada de uma semirreta apontando na direcao de ¢q. Por conveniéncia,
suporemos (a menos de uma rotacao de E) que ¢ = (0,1) e que tal semirreta é o eixo

x.
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Afirmagao. 1. O fim E se encontra a uma distancia limitada do eizo x.

Por simplicidade, vamos denotar o eixo x por X = {(z,y) € R? | y = 0}. Suponha,
por absurdo, que
max dist(p, X) > K, VK > 0.

pEE

Em particular, para toda reta I, = {(z,y) € R* | y = a}, com a > 0, temos que
ENly # 0. Denotaremos por I = {(z,y) € R? |y > a}el; = {(z,y) e R? |y < a}.
Vamos escolher a@ > r + 1 tal que [, intersecte o bordo JF transversalmente.
Observagao 1: A regiao E N IF possui uma componente conexa ilimitada.
De fato, caso isso ndo ocorra, todas as componentes conexas de ENI} sao limitadas.

Seja C' uma componente conexa limitada de F N [}

-, a Proposicao 3.1 garante que

0C NI+ é grafico sobre 0C' N, e o Lema 3.2 garante que
= ' <
h(C) max dist(p,la) < 3Ry,

o que é absurdo, pois supomos que F N, # (), para todo a > 0. Dessa forma, existe
uma componente conexa ilimitada, a qual denotaremos por C'.

Observagao 2: Existe uma curva transversal v C F tal que v C C.

Sejam C; = F({1} x [0,00)) e Cy = F({0} x [0,00)) duas curvas no bordo 0F.
Definimos as curvas C; e Cy de modo que C] estard sempre acima de (', no sentido de
que C intersectard primeiro qualquer reta horizontal situada acima da bola B,. Note
que a observagao 2 equivale a mostrar que Cy NI} # (), pois teremos partes de C; e
(5 acima da reta [, permitindo tragar um caminho ~ ligando as duas curvas dentro do
conjunto conexo por caminhos E NI

Suponha que Cy NIF = (), entdao a curva Cy estd abaixo da reta [, enquanto C}
deve intersectar qualquer reta lg, V3 > a. Em particular, [, N C ¢ ilimitada. Além
disso, sempre ¢é possivel escolher uma reta [z tao distante de [, quanto se queira e de
modo que [3NC admite uma componente conexa ilimitada. Isto contradiz diretamente
o Lema 3.3 e demonstra a observacao 2.

Dessa forma, temos que 5 C I e v C I}t. Dado € > 0, considere os semiplanos
Io={(z,y) eR*|y>ex+a}el, ={(r,y) € R* |y < ex + a}. Note que, para ¢
suficientemente pequeno, ainda temos 8 C I ey C I .

Seja E* o subfim de E, obtido de tal forma que v que seja sua curva transversal
inicial. Dado qualquer reta horizontal I, = {(z,y) € R? | y = b}, temos que [N, # 0
e existe uma semirreta [ C [, .. Como Zlgg ¢; = (1,0), entdo o fim E contém uma
semirreta horizontal [j e a subsequéncia (p;)en estd contida em alguma semifaixa
[—6,0] x [}, para algum § > 0. Além disso, se t — oo, entao dist(l;(t),ln(t)) — oo.

Observe que a subsequéncia (p;)ien passara a estar contida em [ a partir de um certo
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Figura 3.11: Fim E e a sequéncia (p;)en.

A"
N

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

indice. Em particular, (Cy N E*) N, # 0.

Observagao 3: Existe uma curva transversal o C E* tal que o C [ .

+

o temos que Cy intersecta

Uma vez que a curva transversal v estd contida em [
lo antes de Cp. Além disso, j4 haviamos observado que (Cy ﬂﬁ) N l(;,e # (). Note que
a observagio 3 equivale a mostrar que (Cy N E*) Nl;, # 0.

Suponha que (C1NE*) NI =0, entdo Cy N E* estd acima da reta lo. A partir de
certo ponto, a semirreta [ estd contida em [ N E e, desse modo, tem-se que Cy estd
abaixo de [j. Repetindo o argumento da observagao 2, podemos tomar uma semirreta
l' paralela a [} e tao distante dela quanto se queira, de modo que I' N E admite uma
componente conexa ilimitada, contradizendo o Lema 2.2. Logo, existe s > 0 tal que
o=F([0,1] x {s}) C If..

A existéncia das curvas 7 e o leva a uma contradicao. De fato, a componente
conexa C' de N l;;e contendo o arco transversal v deve ser limitada, o que contradiz
a Proposicao 3.1, pois W nao pode ser um grafico sobre dC' N1, ., visto que sua
projecao nao ¢ injetiva. Portanto, o fim E permanece a uma distancia limitada do eixo

x.
Afirmagao. 2. O fim E estd a uma distancia limitada de uma semirreta.

Sejam v = OENJN e e k = dist(E, X). Suponha que BN{(z,y) e R? | z < —b} =
0, com b >0, earetal_,= {(xjrgl/a)gge R? | z = —b} intercepta I' transversalmente. Por
isso, o conjunto E N 1[_; consiste em uma uniao finita de arcos proprios mergulhados
cujos extremos pertencem a I'. Como (p;)ien é uma subsequéncia em E, entao os
pontos p; € {(x,y) € R? | z > 0, |y|< k}, para cada i € N.

Portanto £ N {(z,y) € R? | + < —b} é formado unicamente por componentes

conexas limitadas e, pelo Lema 3.2, temos que dist(OF,l_,) < 3R,. Logo, podemos
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concluir que o fim F C {(z,y) € R?* | z > —(b+ 3R)), ly|< k} e se encontra a uma
distancia limitada de alguma semirreta (.
[

Proposicao 3.3. Sejam Q C R? um dominio f-extremal com topologia finita, onde
f:(0,00) = R € uma fungao Lispchitz e satisfaz a propriedade f(t) > M, para todo

t > 0 e para alguma constante A > 0. Entao §2 possui pelo menos dois fins.

Demonstracao.

Afirmacgao. 1. Nao existe uma semi faixa S que contenha o dominio ).

De fato, suponha por absurdo que apds um movimento rigido, tenhamos Q C S,
onde S := {(z,y) € R? |z > 0 e |y|< A} é uma semi faixa em R? com largura igual a
2A, para alguma constante A > 0.

Sejam Hjy, = {(z,y) € R? | z = k} uma reta que intersecta o dominio Q e H, =
{(z,y) e R* | & > k}, H, = {(z,y) € R* | z < k} as duas componentes conexas de
R?\ Hy,. Para qualquer k > 0, cada componente conexa Cj, = QNH, é limitada. Assim,
para qualquer raio R) > 0 fixado, podemos escolher um k suficientemente grande de
tal forma que dist(0C, Hy) > 3Ry, o que contraria o Lema 3.2. Dessa forma, podemos

concluir que Q ¢ S.
Afirmacao. 2. Q) possui pelo menos dois fins.

Suponha, por absurdo, que 2 possua somente um fim E. Logo, a regiao Q \ F
é limitada e a Proposicao 3.2 garante a existéncia de uma semifaixa S que contém o
fim F. Assim, apés um aumento do diametro e uma translagdo de .S, concluimos que
Q2 C S, o que contraria a Afirmacao 1. Dessa forma, €2 deve possuir pelo menos dois
fins. O

Proposicao 3.4. Sejam Q C R? um dominio f-extremal com topologia finita, onde
f:(0,00) = R é uma fungao Lispchitz e satisfaz a propriedade f(t) > A, para todo
t > 0 e para alguma constante A > 0. Se Q admite exatamente dois fins, entao eziste
uma reta H tal que

dist(Q, H) < K,

para algum K > 0. Em particular os fins de €2 se encontram em lados opostos de cada

reta T' ortogonal a reta H.

Demonstracao. Sejam Fy e Fy os dois fins do dominio 2. A Proposicao 3.2 garante
a existéncia de semirretas H; e Hy em R? tais que dist(E;, H;) < k;, com i € {1,2}.

Como a regiao 2\ (F; U E») é limitada, entdo vamos formular duas consideragoes
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acerca da posicao relativa entre as retas H; e Hs, extensoes das semirretas homonimas
anteriormente apresentadas, e mostrar que apenas a primeira possibilidade se verifica.
Caso 1: Hy || Hs.
De fato, se H; ¢é paralela a Hy, entao existe uma reta H, paralela a ambas, tal que

é possivel tracar uma faixa que contenha (). Por conseguinte, temos que
dist(Q, H) < K,

para algum K > 0 e o resultado segue.

Caso 2: Hy || Hs.

Suponha por absurdo que as retas H; e Hy nao forem paralelas, entao existe uma
reta [ tangente ao bordo 0f) tal que {2 se encontra em uma das componentes conexas
de R?\ I. Sem perda de generalidade, podemos supor que [ = {(z,y) € R? | y =0} e
que Q C {(z,y) e R? | y > 0}.

Dada aretal, = {(z,y) € R? | y = k, k > 0}, seja Q, = QN{(x,y) | R?* |y < k}. A
Proposicao 3.2 garante que, para cada k > 0, a regiao Q,;l possui apenas componentes
conexas limitadas. Como dist(0S), ,l) = k, entdo podemos escolher k > 3R,, para
cada R > 0 dado. Assim, "

dist(08Y,,1) > 3R,

max
o que contradiria o Lema 3.2. Dessa forma, as retas H; e Hy sao paralelas e recaimos

no caso 1.

Afirmacao. F, e E5 se encontram em lados opostos com relacdo a qualquer reta or-

togonal a reta H.

Com efeito, seja T uma reta ortogonal a reta H e suponha, por contradi¢ao, que os
fins F; e F3 se encontram do mesmo lado com relagao a reta T'. Por cada um dos fins
estar contido em uma semi faixa e por ser 2\ (E; N Ey) limitado, entdo o dominio 2
estd contido em uma semi faixa, fato que contradiz a primeira afirmacao demonstrada
na Proposicao 3.3. Como a reta T foi escolhida de forma arbitraria, garantimos que E
e F5 se encontram em lados opostos com relagao a qualquer reta ortogonal a reta H.

m

Aplicando os resultados anteriormente estabelecidos em conjunto com alguns fa-
tos de Analise complexa, conseguimos obter uma resposta parcial para a conjectura

Berestycki—Caffarelli-Nirenberg em dimensao 2.

Teorema 3.6 (Ros-Sicbaldi, [17], Coroldrio 2.4). Seja Q C R* um dominio f-extremal,
onde f:(0,00) = R é uma fung¢ao Lipschitz que satisfaz f(t) > At, para cadat >0 e

para algum X\ > 0, de tal forma que R?\ Q seja conexo. Entao Q é uma bola.
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Demonstracao.

Afirmagao. ) tem topologia de um disco e o seu bordo consiste de uma unica curva
plana.

De fato, seja  um dominio cujo complementar R?*\ Q2 é conexo, entao a equivaléncia
(7i1) do Teorema 22 garante que ) é um dominio simplesmente conexo. Vamos admitir
que © € R?. O Teorema da Aplicagao de Riemann 22 garante a existéncia de um
difeomorfismo F : Q@ — C ~ R? tal que F(Q2) = B;(0). Dessa forma, o bordo 92
consiste de uma tnica curva e divide o plano em duas em duas componentes conexas.

Seja Br uma bola aberta de raio R, com R > 0. Se 0f) for uma curva fechada, entao
Q\ B}, =0 (e Q é6 compacto) ou Q\ Bf = R*\ B}, (e Q é o complemento de uma regiio
compacta). Se 9 nao for fechado, considere o homeomorfismo F~! : B;(0) — €.

Perceba que, para algum k > 0, temos que B;(0) \ By pode ser parametrizado por

[0,1] x [0,00). Dessa forma,
O\ Br=F" (Bi(0)\ By,

isto é, Q \ Bg tem um uma componente nio compacta E difeomorfa a [0, 1] x [0, 00).

Figura 3.12: Difeomorfismo entre Q \ Bg e [0, 1] x [0, 00).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Dessa forma, o dominio €2 possui topologia finita. Além disso,
(i) ou Q ¢é limitado,
(ii) ou §2 é o complementar de um dominio compacto,
(iii) ou © é um dominio com topologia prépria finita possuindo fim tnico.

No caso (ii), podemos escolher R, > 0 suficientemente grande de tal forma que
Bgr,(p) C Q, o que contradiz o Teorema 3.4. No caso (iii), € tem fim unico, o que
contradiz o Teorema 3.3. Se ocorre (i), o Teorema 3.2 garante que o dominio Q2 = Bg(p),

como queriamos. O
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4 LIMITACAO PARA DOMINIOS f-EXTREMAIS

Neste capitulo provamos algumas propriedades inerentes a dominios planares onde
o Problema (3.6) pode ser resolvido, assumindo unicamente que a fungdo f admita
regularidade Lipschitz. Em toda essa secao, assumiremos que o dominio €2 é de classe
C2.

No caso de 2 ser um dominio nao limitado cuja fronteira é um arco préprio I,
considere v(t) = (x(t),y(t)) uma parametrizagdo de I' pelo comprimento de arco,
Y(t) = (2/(t),y'(t)) seu vetor tangente e n = —v = (—y/(t),2'(t)) o vetor normal
apontando para dentro ao longo de I'. Uma propriedade bésica do dominio 2 é a

seguinte:

Lema 4.1. Seja Q C R? um dominio f-extremal nao limitado, onde f : (0,00) — R é

uma funcao Lipschitz. Entao, para todo p € T,

L*(p) ={p+sn(p) | s >0} CQn{p}.

Demonstracao. De fato, se 0 < s << 1, entao a propriedade é verificada. Suponha
por absurdo que (L*(p) \ {p}) NT # 0, entao a componente conexa C' C 2 delimitada

pelas curvas I' e L™ (p) é limitada e

(v(p),n(p)) = (('(p),¥'(p), (=¥ (p), 2’ (p))) = 0.

Dessa forma, I" e L™ (p) sdo ortogonais no ponto p, o que contradiz o Corolario 3.4.
Assim, temos que Lt (p) C QU {p}, para todo p € T.
]

A fim de enunciar os préximos resultados sobre dominios f-extremais, vamos intro-

duzir a nogao de epigrafico.

Definicao 4.1. Seja 2 C R™ um dominio cujo bordo é formado por um dnico arco
proprio I'. Dizemos que o dominio € € um epigrdfico se, apos uma mudanca de

coordenadas adequada, T' € o grdfico de uma funcio ¢ : R — R de classe C?, ou seja,

Q= {(z,y) e R? |y > p(x)}.

49



O epigrafico €2 é coercitivo se

lim ¢(z) = +o0
|z| =400
e é uniformemente Lipschitz se a fungao ¢ for uniformemente Lipschitz. Sao exem-

plos de epigréficos uniformemente Lipschitz os cones e os semiplanos.

Definicao 4.2. Um dominio Q) é um quase-epigrdfico se, para todot € R, o bordo
I'={(z(t),y(t)) | 2'(t) = 0} e {z(t) [t € R} = R.

Proposigao 4.1. Seja Q) C R? um dominio f-extremal nao limitado, onde f : (0,00) —
R é uma funcao Lipschitz. Se §) estiver contido numa regiao conica cujo angulo € menor
que w (sem restrigao sobre a topologia do dominio), entdo ou Q € uma bola ou € € um

epigrdfico uniformemente Lipschitz.

Demonstragdo. Seja W C R? a regiao conica tal que o angulo entre as suas semirretas
seja ay < w. Apo6s uma mudanga de coordenadas adequada, podemos supor que a
regiao conica W C {(z,y) € R? | y > 0} e é simétrico com relagao ao eixo y. Defina a
regiao

Qu=0n{(z,y) eR* |y < a},

o qual é limitada, para todo a > 0.

Figura 4.13: O dominio 2 C W.

{2

oW

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Sejam r, = {(z,y) € R? | y = a} e R,(C,) a reflexdo de €2, com relagao a reta r,.

Vamos aumentar o parametro a > 0 até que uma das seguintes situagoes ocorra:
(i) Rq(Q,) tangencia internamente 92 em algum ponto g € 9 \ r,, ou
(ii) r, L 0f), para algum ponto ¢ € 92, ou

(iii) 74 £ O
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Caso (i) ou (ii) ocorram, o Teorema 3.2 garante que 2 = Bg(p). Se ocorre (iii),

entao as afirmacoes seguintes sao verdadeiras.

Afirmacao. 1. A curva I’ é um arco préprio cuja projecio @ : I' — R? dada por

m(z,y) = (2,0)
¢ injetiva.
De fato, se m nao fosse injetiva, entao existem ti,t; € R tais que v(t1) # Y(t2) e

z(t1) = x(t2) = zo. Como a fungao = : R — R ¢ de classe C?, entao o Teorema de

Rolle garante que existe ty € (t1,t2) tal que 2/(ty) = 0. Assim, no ponto

(rato), 7' (to)) = ((2'(s),0), (+'(t0), '(t0)))
= ((@(s),0),(0,9/(t)))
= 0.

O que é um absurdo, pois 92 L r,. Logo, m é injetiva.
Afirmacgao. 2. FEriste € > 0 tal que, para todo t € R, x'(t) > e.

Seja ey := (0,1) e considere a aplicagdo angulo

0:I' - R

p = (n(p),e2) = [n(p)|lez|cos b,

onde 6 é o angulo entre os vetores n(p) e es.

Desde que LT (p) C W, temos que, para todo p € T,

aw

< —<
- 2

SE

~ , . ™ ~
Como a funcgao cosseno é decrescente no intervalo (0, 5), entao

™

O(p) = cos(f) > cos (QTW> > oS <§> = 0. (4.1)

Por outro lado, (n(p),es) = 2/(t), para algum ¢t € R. Segue de (4.1) que 2'(t) > e,
para algum € > (0 e para todo t € R.

Afirmacgao. 3. Q = {(x,y) € R* | y > ¢(2)}, onde a fungdo ¢ : R — R € Lipschitz.

Considere a fungao coordenada z : R — R. Desde que z/(t) > 0, para todo t € R,

a funcao é crescente e, portanto, inversivel. Podemos entao reparametrizar a curva I’
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por
L ={(t,yox'(t) |t €R}.

Note que a funcio ¢ = yox~' € C?. Além disso,

L= [lnll= V=P + @R = VE = Iy (+2)
e, portanto,

Il
€

Y

x/

lell=lly' (==Y = <2 (4.3)

para algum € > 0 dado. Como ||¢|| é limitada, entao ¢ é Lipschitz e o dominio {2 é um

epigrafico Lipschitz. O

Proposigao 4.2. Seja Q) C R? um dominio f-extremal ndo limitado, onde f : (0,00) —
R € uma fungdao Lipschitz. Se Q) estiver contido numa a regido conica de angulo menor

T
que 5 (sem restrigao sobre a topologia do dominio), entao 2 é uma bola.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que o dominio €2 seja nao limitado. Apds uma

mudanca de coordenadas adequada, podemos assumir que
QcC{(r,y) eR*|0<y < b},

para algum b > 0. Sejam 6 e  os angulos que as semirretas L1 (p) e y = bz fazem com
o eixo z. Considere também os vetores n; = (b, —1) e 7/(t) = ((2(t),y'(t)) e os angulos
7r
, —_—

T
pr=g—Bet =20

Afirmacao. 1. g/ < ¢

Por construgao, temos que 6 < 5. Entao,

cosf’ = cos <g - 9>

T T
= cos—cosf + sin —sin @
2 2

= sin#

sin 3

. T ,)

sm<2 15}

LT ;T
SlIl2 cos 3’ — sin 3’ cos 5

= cosf. (4.4)

IN

~ , . ™ ~
Como a funcao cosseno é decrescente no intervalo [O, 5], entao ' < 0 e, em
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particular, ¥’ < —1. Segue de (4.4) que

Logo, pelo Teorema do valor médio,

t

V162

Assim, quanto t — oo, entao y(t) < 0, o que é um absurdo, pois Q C {(z,y) € R? |

y(t) <y(0) —

y > 0}. Dessa forma, o dominio 2 C R? ¢ limitado e, pelo Teorema 3.2, Q = Bg(p). O

Sejam I' o grafico de uma funcao ¢ : R — R de classe C? e Q C R? um dominio
tal que 2 = {(z,y) € R? | y > p(x)}. Desde que p = (z,p(x)), podemos escrever
a semirreta LT (p) como LT (p) = {(z,¢(x)) + s(—¢'(z),1) | s > 0}. Vejamos alguns

casos onde o dominio €2 satisfaz as conclusées do Lema 4.1, isto é, para todo p € T,
L*(p) C QU {p}. (4.5)

Caso 1: ¢'(x) > 0.
Apds uma reparametrizacao da funcao ¢, temos que os pontos ps € LT (p) sao da

forma
bs = (t - Sgol(t)a So(t) + S)'
Como ¢/(t) > 0, para todo t € R, ent@o a fungao é nao decrescente, de onde

Pt —s@'(t) < o(t) < o(t) + 5,

de onde concluimos que ps € QU {p}.
Caso 2: ¢"(x) <0.
Seja R?\ Q = {(z,y) € R? | y < p(z)}. Fazendo ¥(x) = —p(z), temos

R*\ Q= {(z,y) e R* | y > ¢(x)}

é um epigréfico tal que ¥"(z) = (—p(z))" = —¢"(z) > 0, de onde R?\ Q é um conjunto

convexo. Assim, como 1) é convexa e p; € LT (p), temos que

b(x—s¢'(x) = @)+ (Vih, —s¢'(2))
= ¥(@) +5(Ve' (), ¢'(2))
= (@) +sl¢'(@)]* (4.6)
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Multiplicando a desigualdade (4.6) por -1, obtemos
p(r —s¢'(2)) < p(a) = s]l¢'(2)|IP< p(2) + 5

e ps € QU {p}.

E importante ressaltar que, se Q for convexo, a inclusao (4.5) nao é vélida em
geral. Entretanto, podemos verificar diretamente alguns casos onde ¢” > 0, tais como
o dominio Q = {(x,y) € R? | y > /1 + 22}. Neste exemplo em particular, percebemos
que nao é possivel melhorar a Proposicao 4.2 incluindo o caso ay = g

Caso 3: |[¢'|< 1.

Seja p = (z1,¢(x1)) € T'. Suponha, por absurdo, que exista xo > x; tal que o
ponto g = (xq,p(z2)) € LT(p) NT. Usando semelhanga de triangulos e o Teorema

Fundamental do Célculo, encontramos

-1 - 1
/
@' (1) Tog — Ty T2 — 21 Jg
Por um lado, ¢'(z1) = —1; em contrapartida, ¢'(z) = 1, para z; < = < x5, 0 que é

um absurdo. Por exemplo, a inclusdo (4.5) é verificada para as fungoes

p(xr) =sinz e p(x) = ilog(l + %) sin (log (1 4 2%)).

A primeira funcao é periddica e a segunda ¢ oscilante e fornece um dominio 2 C R?
que nem contém um semiplano nem estd contido em um semiplano. Vamos agora

utilizar o argumento dos planos méveis para provar a proposicao seguinte.

Proposicao 4.3. Seja Q C R? um dominio f-extremal contido em um semiplano.
Entao ou Q é uma bola ou (apds um movimento rigido) existe uma fungdo positiva

¢ : R — (0,00) de classe C? tal que:
(i) ou o dominio Q = {(x,y) € R* | y > ¢(z)}.
(ii) ou p € limitada e Q = {(z,y) € R* | |y|< p(x)}, 0 qual é simétrico.

Demonstragao. Se ) é limitado entao, pelo Teorema de Serrin 3.2, = Br(p). Supo-
nha que 2 é um subconjunto nao limitado do semiplano {(z,y) € R? | y > 0}. Apds
uma translagao adequada, podemos supor que 0f) intercepta o eixo y transversalmente.
Suponhamos que a intersecao de 02 com o eixo y seja feita por mais de um ponto.
Considere os conjuntos ; = QN{(x,y) € R? |z > 0} e Oy = QN {(x,y) € R? | z < 0},
0s quais sao nao vazios. Se 2; ou Qs estao contidos em {(x,y) € R* | z = ¢,y > 0},
entao segue da Proposicao 4.1 que €2 é um epigrafico com relacao a uma das diagonais

do plano.
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Vamos supor que €y e {25 sao ilimitadas e que a projecao ortogonal de 92 sobre
{(x,y) € R? | y = 0} é sobrejetiva. Perceba que QN {(x,y) € R?* | x = 0} é uma unido
discreta de intervalos abertos no eixo y, sendo o menor desses intervalos limitado.
Denote por p o ponto mais baixo na fronteira deste intervalo. Dados uma reta T', para
qualquer = € R? e qualquer X C R2, sejam 2’ a reflexdo de = sobre T e X’ a reflexao

de X sobre T'. Fixe € > 0 e considere os conjuntos
T, = {(z,y) € R? ly=a} e T, ={(x,y) € R? |y = ex +a},

com a € R. Denote por T' = T, ,. Para a = 0 a reta T nao intercepta {};. Supomos
que esta reta seja movida continua e paralelamente a si mesmo até tocar no ponto p.
A partir desse momento, em cada etapa do movimento a reta resultante T' cortard €,
e definird uma regiao limitada 3(T) = Q;NT~, onde T~ = {(z,y) € R? | y < ex + a}.

Como X(T) é limitada, segue da Proposigao 3.1 que a imagem refletida em relagao
a T das componentes conexas de 2; N1~ estao contidos em 2, exceto possivelmente

para a componente cujo bordo contém p. Vamos denotar esta componente por (7).

Figura 4.14: Método dos planos méveis inclinados.

Tnn:

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.f

Sejam I = OX(T)NT, J =0%(T)N{(z,y) € R? | x = 0}, K = 9X(T) NN e,
respectivamente, (7)), K’ e J' suas reflexdes em torno de T'. Observe que p € JN K.
Defina a funcéo 4, : £(T') — R dada por u}(z) = u(z’). No inicio, temos que X(T") C
e up < uem X(T). Vamos continuar o processo enquanto isso acontece, e como o eixo
y corta transversalmente 02 em pelo menos dois pontos, encontraremos um primeiro

valor a = a(€e) > 0 para o qual um dos seguintes casos ocorrem:
(i) K'noQ{q}, com q € int(K'),

(ii) K encontra T' ortogonalmente,
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(iii) em um ponto de X(T) U1, o gréfico da fungao resultante u/. é tangente ao grafico

da funcao u,
(iv) p' € 09,

v) quando restrito ao segmento J, o grafico da funcao resultante u/. é tangente em
q g g G T g

algum ponto interior ao grafico da fungao wu.

Pelo método de reflexdo de Serrin, deduzimos que (i), (i7) e (i4) implicam que
K C 09). Portanto, ambos os eventos (iv) ou (v) também sdo verdadeiros. Concluimos
que, de fato, o processo pode ser continuado até que o evento (iv) ou (v) ocorra para
um primeiro valor a = a(e) > 0.

Agora tome uma sequéncia (€;);eny com €; > 0 e ¢, — 0 e repita o processo com
€ = €. A sequéncia a(e;) é limitada, admitindo entdo uma subsequéncia convergindo
para a de tal forma que existe uma reta horizontal T" = T,, com a > 0, tal que
X(T) C Q, up <uem X(T) e um dos dois eventos (iv) ou (v) acima ocorre. Além
disso, como € = 0, temos que J é um intervalo contido no fecho do menor intervalo de
QN {(z,y) € R? | x = 0} e o valor de a depende apenas de J e do comportamento de
u restrito a Q N {(z,y) € R? | x = 0}.

Vamos repetir o procedimento anterior para o fim )y com retas de inclinagao
positiva definidas por T,, = {(z,y) € R* | y = ex + a}. Dessa forma, obtemos
uma reta horizontal T = {(z,y) € R? | y = a} tal que a imagem refletida de
QN {(z,y) € R? | y < a*} permanece em 2, v, < u e um dos dois eventos (iv)
ou (v) ocorre.

Segue que a = a* e T = T* sao tais que a imagem refletida de Q N {(z,y) € R? |
y < a} com relagdo a T estda contida em Q, ) < u e uma das assergoes (i), (i7)
ou (2ii) vale (em algum ponto do eixo y). Do argumento de reflexdo Serrin, obtemos
que €2 é simétrico com relacao a 7. Como €2; e ), sao ilimitados, existe uma fungao
¢ : R — (0,00) de classe C? tal que ¢ ¢é limitada e, a menos de movimento rigido,
Q= {(z,y) e R? | [y|< p(2)}.

Agora vamos considerar o caso onde qualquer reta vertical toca 0€) transversalmente
em apenas um ponto. Dessa forma, o bordo 0f2 consiste em apenas um arco proprio I', o
qual é projetado monotonica e sobrejetivamente sobre o eixo x. Se existe alguma fungao
g tal que graf(g) = I, entao € é um epigrafico. Se existe b € (0, 00) tal que I' é tangente
a Ty, = {(x,y) € R* | y = b}, entdo repetimos o argumento da reflexao realizado na

primeira parte da prova com as retas 7' =1T,, e T* = T”,, com a < b, e concluimos

que Q é simétrico com respeito a T = {(z,y) € R? | y = a}, o que é um absurdo, pois
o bordo  toca o eixo y apenas uma vez. Portanto, Q = {(z,y) € R* | y > ¢(z)}.

]
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Proposicao 4.4. Seja Q C R? um dominio f-extremal nao limitado cujo bordo OS2 é

dado por um unico arco proprio, entao ou €} contém um semiplano ou €2 € um quase

epigrafico.

Demonstragao. Sejam v : R — R? uma parametrizacio de 9 pelo comprimento
de arco dada por v(t) = (z(t),y(t)) e n(t) = —v(t) = (—=y'(t),2'(t)) o vetor normal
unitario sobre 02 apontando para dentro da curva. Considere entao a aplica¢gao normal

N : 0Q — S! dada por
p = n(p).

Perceba imagem normal N(0f2) estd contida em um semicirculo e, apés um movi-
mento rigido, podemos supor que z’ > 0 (ver 3.4). Se a imagem {z(t) | t € R} = R,
entao {2 é um quase epigréfico. Se {z(t) | t € R} # R, podemos supor que é {z(t) | t €
R} ¢ limitada por uma constante a e, portanto, as curvas 9 e {(z,y) € R* | x = a}
sao disjuntas, donde (2 estd contido em um semiplano. Usando o item (i) da Proposicao
4.3, temos que () é um epigrafico.

Se existem p, ¢ € 0S tais que n(p) = —n(q), entdo do Lema 4.1 temos que o dominio
2 contém duas semirretas paralelas com orientacao oposta, portanto, €2 contém um

semiplano. O

Em [8], Farina e Valdinoci provaram que se f é localmente Lipschitz, n = 2 e 2 é um
epigréfico coercitivo uniformemente Lipschitz de classe C?, entao nao existe nenhuma
funcdo u € C%(Q) N L>®(Q) que é solugdo de (3.6).

Proposigao 4.5 (Farina-Vildinoci, [8], Teorema 1.6). Sejam Q C R™ um subconjunto
aberto com bordo de classe C°, u € C%*(Q) N L=() ¢ uma solugdo para o sistema

sobredeterminado (3.6) e f uma fun¢ao localmente Lipschitz. Suponha que
(i) oun =2
(i1) oun =3 e f(r) >0 para qualquer r > 0.

Entao, 2 nao pode ser uma epigrdfico coercitivo uniformemente Lipschitz.

Ainda em [8], Farina e Valdinoci provaram que se f é uma funcdo localmente
Lipschitz, n = 2 e u € C?(Q2) é uma solucao de (3.6) crescente na segunda varidvel e

com gradiente limitado, entao {2 ¢ um semiplano.

Proposigao 4.6 (Farina-Vildinoci, [8], Teorema 1.2.). Sejam Q C R? um dominio

com bordo de classe C® e f uma funcao localmente funcdo Lipschitz. Suponha que
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u € C%(Q), com |Vule L=(R), satisfaz

Au+ f(u)=0 em Q,
Ou >0 em ,
u=20 em Of).

Suponha também que ou ) seja um semiplano ou que d,u seja constante em 0). Entado,
Q deve ser um semiplano e existe w € S* eug : R — (0,00) de tal forma que w € normal

a 0 eu(z) =ug(w - x), para qualquer x € .

Com estes teoremas, obtemos alguns corolarios importantes que seguem das Pro-

posicoes 4.1 e 4.3.

Coroldrio 4.1. Seja Q C R? um dominio de classe C* (com topologia arbitrdria) e
u € C%(Q) N L>®(Q) uma solu¢do do Problema (5.6). Se Q estd contido em uma regido

conica de angulo menor que m e u € limitada, entao 2 € uma bola.
Demonstragao. Segue diretamente das Proposicoes 4.1 e 4.5. O]

O préximo corolario fornece mais uma elegante resposta parcial para a Conjectura
3.1 no caso bidimensional, admitindo somente que |Vu| seja limitada e € esteja contido

em um semiplano.

Corolario 4.2 (Ros-Sicbaldi, [17], Coroldrio 2.10). Seja Q C R? um dominio de classe
C® tal que R?\ Q seja conevo e u € C*(Q seja uma solugio do Problema (3.6). Se Q
estd contido em um semiplano e |Vu| é limitado, entao ou 2 é uma bola e u é uma
solugdo radial ou (apds um movimento rigido) Q = {(xz,y) € R? | y > 0} e u depende

apenas da varidvel y.

Demonstracao. Perceba que estamos nas condi¢oes da Proposicao 4.3. Dessa forma,

ou 2 = Bg(p) e u é radial ou existe uma fungao ¢ : R — (0, 00) de classe C? tal que:
(i) ou o dominio Q = {(z,y) e R? | y > ¢(z)}
(i) ou ¢ ¢é limitada e Q = {(z,y) € R? | |y|< ()}

Queremos mostrar que vale o item (7) e 2 é um epigréfico. De fato, na demonstragao
do caso (i) da Proposi¢ao 4.3 usamos o argumento dos planos méveis de uma forma
inclinada e variamos € > 0 de tal sorte que a reflexao da reta movel possa ser aplicada
para qualquer linha horizontal. Isso mostra que €2 é um epigrafico coercitivo e a funcao
u deve ser estritamente crescente na segunda varidvel (ver [6] e [3]). Como |Vu| é
limitado, a Proposicao 4.6 garante que €2 é um semiplano e, a menos de movimento

rigido, Q = {(x,y) € R? | y > 0} e u depende somente da varidvel . O

o8



Cabe aqui uma breve explicacao adicional do Corolario 4.2. Para um epigrafico
Q) existem duas situagoes geométricas onde a condi¢ao de que a funcao u é limitada
implica em |Vu| é também limitado: o caso em que a curvatura de 02 é limitada e o
caso em que €2 é um epigrafico uniformemente Lipschitz.

No primeiro caso, assumindo que |Vu/| é ilimitado, é possivel escolher uma sequéncia
(Pn)nen de pontos em Q com |Vu(p,)|— oo tal que as homotetias impelem a con-
vergéncia p, — (0,0) e, fazendo |Vu(p,)|= 1, transformamos a fun¢do u : @ — R em
uma sequéncia de fungoes v, : D,, — R com |Vu,(0)|= 1 e gradiente uniformemente
limitado em subconjuntos compactos. Passando a uma subsequéncia, obtemos no li-
mite uma funcao nao negativa limitada v definida em uma regiao D C R? sem bordo

ou limitada por uma linha reta satisfazendo

Av =0 em D,
|Vu|=1 em 0€D,

v=20 em oD,

(Vu,v)y =0 sobre  0D.

O Teorema de Liouville 22 implica que D # R2. Entdo D é um semiplano e neste
caso contradizemos o principio de continuagao tnica ao longo de dD. No caso em que
2 é uma epigrafico uniformemente Lipschitz e u ¢é limitada, a limitagao de |Vu| segue
dos resultados da Segao 6.2 de [12].
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5 CONCLUSAO

Nesta dissertagao, investigamos propriedades geométricas de dominios bidimensio-
nais, limitados ou nao, que admitem uma solugao para o Problema (1), encontrando
uma resposta positiva para a conjectura BCN em dimensao 2, desde que assumamos
algumas hipdteses acerca do crescimento da nao linearidade ou sobre o dominio a ser
estudado.

Provamos que, em dimensao n = 2, a conjectura de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg
é verdadeira quando existe uma constante positiva A tal que f(t) > At, para todo
t > 0, ou quando 2 C R? estd contido em um semiplano e |Vu| ¢ limitado. Para tanto,
utilizamos como ferramenta principal o principio do maximo no formato do método
dos planos méveis.

E interessante destacar que o trabalho realizado pode ser expandido quando con-
sideramos ambientes ou operadores mais gerais. Dessa forma, consideramos que este
texto poderd servir como suporte para estudantes e pesquisadores que queiram iniciar

seus estudos sobre tal tema.
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APENDICE A - RESULTADOS DE CALCULO

Este apéndice tem por objetivo fornecer uma revisao acerca de alguns fatos de
Caélculo que utilizamos ao longo desse trabalho. Para tanto, foram consultados os
Apéndices C.1 e C.2 de [7].

Sejam 2 C R™ um aberto limitado, com 9 € C*, v(z) = (vi(z), ..., vu(z)) 0 vetor

unitdrio normal exterior no ponto x € 9N e ' = (v, ¢;).

Teorema A.1. (Integracio por partes) Sejam u,v € C*(Q). Entdo

/uxivdzvz—/uvxidxjt/ uvr'dsS, (5.1)
Q Q 00

onde i € {1,...,n}.

Teorema A.2. (de Gauss-Green) Suponha que u € C*(Q). Entdo

/uxidx:/ uv'ds, (5.2)
Q o0

onde i€ {1,....,n}.

Teorema A.3. (da Divergéncia) Seja u = (uy,...,u,) € CHLR™) um vetor
definido em §2. Entao

/Q div udz — /8 ) (5.3)

onde i € {1,....,n}.

Teorema A.4. (Formulas de Green) Sejam u,v € C?(Q). Entdo

/Auda::/ @dS.
Q a0 OV
ov

/(Vu,Vv)da: = — / ulAv dr+ | u—dS.
Q Q o OV
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(i)

/(uAv —vAu)dr = / u@ - U@ ds.
Q a0 ov ov
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APENDICE B - RESULTADOS DE ANALISE
COMPLEXA

Estabeleceremos uma revisao acerca de alguns fatos de Andlise complexa que utili-
zamos na demonstragao do Teorema 3.6. Para tanto, utilizamos [4] como referéncia

para esta secao.

Seja 2 C R™ um conjunto aberto e conexo. Dizemos que {2 é simplesmente
conexo se, e somente se, toda curva retificavel fechada em €2 é homotdpica a zero.
Vamos mostrar algumas defini¢oes equivalentes a no¢ao de conjunto simplesmente

conexo.

Teorema B.1. ([4], Teorema 3.2) Seja Q C C um subconjunto aberto e conexo.
Entao os sequintes sao equivalente:
(i) Q ¢é simplesmente conexo.

(ii) n(v;z0) = 0 para cada curva retificdvel fechada v em Q e cada ponto em

C\ Q.
(i7i) Cs \ Q2 € conezo.

(iv) Para qualquer f € H(QY), onde H(Q) € o conjunto das funcgées analiticas
definidas em ), existe uma sequéncia de polinomios que converge a f em
H(9).

(v) Para qualquer f € H(Q) e qualquer curva retificavel fechada vy C ), temos
f7 f=0.

(vi) Toda fungio f € H(QQ) tem uma primitiva.

(vii) Para qualquer f € H(QY) tal que f(z) # 0, para todo z € Q, existe uma
fungao g € H(Q) tal que f(z) = exp g(2).

(viii) Para qualquer f € H(S) tal que f(z) # 0, para todo z € €, existe uma
funcao g € H(Q) tal que f(2) = [g(2)]?.

(ix) Q é homeomorfo ao disco unitdrio.

(r) Sewu:Q — R € harmonica, entio existe uma fun¢ao harmonica v : @ — R

tal que f = u+ v € analitica em ().
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Demonstracao. Ver [4], pagina 204. ]

Teorema B.2 (Teorema da Aplicacdo de Riemann). Sejam @ C C uma regido

propria e simplesmente conexa e zy € . Entao existe uma unica funcao analitica
f:Q — C tal que

(i) f(20) =0 e f'(z) > 0.
(ii) [ € injetiva.
(iii) f(Q)={z€C||z|< 1}.

Demonstragao. Ver [4], pagina 156. ]

Teorema B.3 (Liouville). Se (X, ¢) ¢ uma variedade analitica compacta, entdo

nao existe nenhuma fun¢ao analitica nao constante de ¢ : X — C.

Demonstragao. Ver [4], pagina 240. O
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