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Mestrado em Matemática

Domı́nios f-Extremais para o
operador Laplaciano

por

Carlos Eduardo Soares de Maria

sob a orientação do

Prof. Dr. Marcos Petrucio de Almeida Cavalcante

Maceió – AL
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Ao meu orientador Prof. Marcos Petrúcio pela orientação, apoio e aconselhamento

durante o desenvolvimento deste trabalho e demais etapas do curso. Muito obrigado!!
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RESUMO

Nesta dissertação, investigamos propriedades geométricas de domı́nios extremais,

limitados ou não. Os domı́nios extremais são os domı́nios que são pontos cŕıticos para

o primeiro funcional de autovalor para variações de preservação de volume. Mostra-

mos que esses domı́nios se caracterizam por admitir uma solução não trivial para um

problema do tipo Serrin sobredeterminado. Isso nos motiva a definir os domı́nios f -

extremais, quando usamos uma função arbitrária f como a não linearidade do problema

sobredeterminado. A principal ferramenta utilizada é o prinćıpio do máximo no for-

mato do método dos planos móveis e o principal resultado é o Teorema de Ros-Sicbaldi

na prova da Conjectura de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg na dimensão dois quando a

não linearidade cresce pelo menos como uma função linear.

Palavras-chave: Domı́nio extremais; problemas sobredeterminados; prinćıpio do máximo;

método dos planos móveis.



ABSTRACT

In this dissertation, we investigate geometric properties of extremal domains, boun-

ded or not. The extremal domains are the domains that are critical points for the first

eigenvalue functional for volume-preserving variations. We show that these domains

are characterized by admitting a non-trivial solution to an overdetermined Serrin-type

problem. This motivates us to define the f -extremal domains, when we use an arbitrary

function f as the nonlinearity of the overdetermined problem. The main tool used is

the maximum principle in the format of the moving planes method and the main result

is the Ros-Sicbaldi Theorem on the proof of Berestycki-Caffarelli-Nirenberg Conjecture

in dimension two when the nonlinearity grows at least as a function linear.

Keywords: Extremal domains; overdetermined problems; maximum principle; moving

plane method.
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1 INTRODUÇÃO

Nesta dissertação, investigamos propriedades geométricas de domı́nios (i.e., abertos

e conexos) bidimensionais, limitados ou não, que admitem uma solução para o seguinte

problema sobredeterminado:
∆u+ f(u) = 0 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

⟨∇u, ν⟩ = α em ∂Ω,

(1)

onde α ∈ R é uma constante não positiva.

Em seu célebre artigo, Alexandrov [2] introduziu um método inovador no estudo

de hipersuperf́ıcies mergulhadas com curvatura média constante, ferramenta esta que

atualmente conhecemos como Método dos Planos Móveis (MPM). Por meio dele, foi

posśıvel demonstrar que as únicas hipersuperf́ıcies conexas, compactas e mergulhadas

com curvatura média constante no espaço Euclidiano são as esferas.

Em [20], Serrin adaptou a técnica dos planos móveis para soluções de EDPs eĺıpiticas

e mostrou que se o problema
∆u = 1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

⟨∇u, ν⟩ = cte em ∂Ω,

(2)

admite uma solução num domı́nio limitado Ω, então Ω é uma bola e a função u é

radialmente simétrica. No mesmo artigo ele estende este resultado de forma a classificar

os domı́nios f -extremais limitados com o seguinte teorema:

Teorema 1 (Serrin, [20], Teorema 2). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com fronteira

suave. Se existe uma solução u ∈ C2(Ω) para o Problema (1), então Ω é uma bola e u

é radialmente simétrica.

Este resultado tem várias aplicações em problemas f́ısicos. Por exemplo, quando f é

constante, o Problema (1) descreve a viscosidade de um fluido incompresśıvel movendo-

se em retas paralelas através de um tubo reto de forma transversal dada por Ω. Ao

fixarmos as coordenadas retangulares (x, y, z) com o eixo z apontando ao longo do
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tubo, é conhecido que a velocidade do fluxo u ao longo do tubo é dada por uma função

nas variáveis x e y satisfazendo

∆u+ k = 0,

onde k é uma constante relacionada à viscosidade e densidade do fluido. A condição

de aderência é dada por u = 0 em ∂Ω.

O resultado de Serrin nos impele a concluir que a tensão tangencial por unidade

área na parede do tubo (representada por µ⟨∇u, ν⟩, onde µ é a viscosidade) é a mesma

em todos os pontos da parede se, e somente se, o tubo tiver uma seção transversal

circular. Outros modelos da f́ısica também estão relacionados ao Problema (1), como

a teoria linear da torção de uma barra reta sólida de seção Ω [22] e o problema de

obstáculo de menor dimensão (Problema de Signorini) [9].

O método de Serrin inspirou vários trabalhos na área das EDP’s eĺıpticas. Dentre

eles, podemos mencionar o important́ıssimo trabalho de Berestycki, Cafarelli e Ni-

renberg [3], que estendeu o problema para domı́nios não limitados. Neste caso, foi

considerada a não linearidade f(u) = u− u3, o que reduz a equação em (1) à equação

de Allen–Cahn. Sob a hipótese de ser Ω um epigráfico Lipschitz com algum controle

adequado no infinito para sua fronteira, eles provaram que se o Problema (1) admite

uma solução suave e limitada, então Ω é um semi-espaço. No mesmo artigo, os autores

propuseram uma importante conjectura, com o objetivo de generalizar o Teorema de

Serrin para domı́nios não limitados.

Conjectura BCN (Berestycki-Caffarelli-Nirenberg, [3]). Se f : R → (0,∞) é uma

função de Lipschitz e Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave tal que Rn \ Ω é conexo, então a

existência de um solução limitada para o Problema (1) implica que Ω é ou uma bola,

ou um semiespaço, ou um cilindro generalizado Bk ×Rn−k, onde Bk ⊂ Rk é uma bola,

ou o complementar de um deles.

Esta conjectura foi verificada em muitos casos, mas é falsa em geral. Em [21],

Sicbaldi forneceu um contraexemplo à Conjectura BCN para n ≥ 3 quando f(t) = λt,

λ > 0, construindo uma perturbação periódica do cilindro reto Bn
1 × R, onde Bn

1 é a

bola unitária de Rn, que suporta uma solução periódica (e então limitada) do Problema

(1). Em [19], Schlenk e Sicbaldi constrúıram uma famı́lia a 1-parâmetro de domı́nios

ilimitados s → Ωs em Rn para n ≥ 3, cujos limites são hipersuperf́ıcies periódicas

suaves de revolução em relação a um eixo coordenado e tais que (1) tem um solução

limitada em Ωs, com f(t) = λt, λ > 0. Em [5], alguns contraexemplos em dimensão

n ≥ 9 foram obtidos com base no Teorema de Bernstein. Finalmente, em [18], Ros,

Ruiz e Sicbaldi constrúıram exemplos de domı́nios extremais que são pertubações do

exterior de uma esfera para equações que envolvem a não linearidade de Allen-Cahn.
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Estes exemplos valem em todas as dimensões; em particular, eles obtiveram o contra-

exemplo em dimensão 2.

Embora não seja válida em geral, Ros e Sicbaldi [17] encontraram uma resposta po-

sitiva para a conjectura BCN em dimensão 2, desde que assumamos algumas hipóteses

acerca do crescimento da não linearidade ou sobre o domı́nio Ω. De fato, temos o

seguinte teorema:

Teorema 2 (Ros-Sicbaldi, [17], Teorema 1.1). Em dimensão n = 2, a conjectura de

Berestycki-Caffarelli-Nirenberg é verdadeira em dois casos:

(A) Quando existe uma constante positiva λ tal que f(t) ≥ λt, para todo t > 0, ou

(B) quando Ω ⊂ R2 está contido em um semiplano e |∇u| é limitado.

A parte (A) do Teorema 2 torna a conjectura verdadeira quando a não linearidade

cresce pelo menos como uma função linear e segue como consequência das proposições

enunciadas ao longo do Caṕıtulo 2, no qual utilizamos como ferramenta principal o

prinćıpio do máximo no formato do método dos planos móveis.

Teorema 3 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolário 2.4). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f-extremal,

onde f : (0,∞) → R é uma função Lipschitz que satisfaz f(t) ≥ λt , para cada t > 0 e

para algum λ > 0, de tal forma que R2 \ Ω seja conexo. Então Ω é uma bola.

A parte (B) do Teorema 2 seguirá como corolário das proposições enunciadas ao

longo do Caṕıtulo 3, que culmina com o seguinte resultado:

Corolário 1 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolário 2.10). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio de classe

C3 tal que R2 \ Ω seja conexo e u ∈ C2(Ω) seja uma solução do Problema (1). Se Ω

está contido em um semiplano e |∇u| é limitado, então ou Ω é uma bola e u é uma

solução radial ou (após um movimento ŕıgido) Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} e u depende

apenas da variável y.

11



2 DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES BÁSICAS

No escopo deste caṕıtulo constam alguns resultados essenciais para o bom prosse-

guimento da leitura, tais como algumas versões do Prinćıpio do Máximo e o Problema

de autovalor para o operador Laplaciano. Para tanto, foram utilizados como referências

principais os textos de Evans [7] e Gilbarg-Trudinger [12]. Não consideramos que haja

prejúızo ao leitor que desejar omitir tal seção, desde que o mesmo esteja familiarizado

com os tópicos subsequentes.

2.1 Prinćıpios do Máximo

Considere o operador linear de segunda ordem dado pela expressão

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u, (2.1)

onde u ∈ C2(Ω) e os coeficientes aij, bi, c : Ω → R são funções reais. Salvo disposição

contrária, estamos admitindo que Ω ⊂ Rn é um domı́nio (i.e., um aberto conexo)

limitado.

Se u ∈ C2(Ω), então o Teorema de Schwartz (LIMA, [13]) garante que uxixj
= uxjxi

.

Dessa forma, podemos reescrever a Expressão (2.1) como

Lu =
n∑

i,j=1

1

2
(aij(x) + aji(x))uxixj

+
n∑

i=1

bi(x)uxi + c(x)u.

Sem perda de generalidade, podemos supor que para cada x ∈ Ω, a matriz associada

A(x) =


a11(x) · · · a1n(x)

...
. . .

...

an1(x) · · · ann(x)

 (2.2)

é simétrica. Estamos em condições de precisar sob quais circunstâncias o operador

linear L é um operador eĺıptico.

Definição 2.1. Dizemos que o operador L é eĺıptico se a forma quadrática associada

à matriz A(x) definida em (2.2) é positiva definida, ou seja, se λ(x) denota o menor

12



autovalor de A, então
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ λ(x)|ξ|2> 0,

para todo ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn\{0} e para todo x ∈ Ω. Dizemos que L é uniformemente

eĺıptico em Ω se existe θ > 0 tal que λ(x) ≥ θ, para todo x ∈ Ω. Em particular, vale a

seguinte desigualdade
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ θ|ξ|2.

O operador Laplaciano é um operador uniformemente eĺıptico de segunda ordem.

De fato, aij = δij, b
i = 0, c = 0, θ = 1, e portanto para qualquer vetor ξ ∈ Rn \ {0},

temos
n∑

i,j=1

aijξiξj =
n∑

i,j=1

δijξiξj =
n∑

i=1

ξ2i = |ξ|2.

Introduziremos agora algumas versões do Prinćıpio do Máximo expostas em [12].

Teorema 2.1. (Prinćıpio do Máximo Fraco). Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e

L um operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≡ 0. Se u ∈ C2(Ω)∩C(Ω), então:

(i) Se Lu ≥ 0 em Ω, então

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

(ii) Se Lu ≤ 0 em Ω, então

min
Ω
u = min

∂Ω
u.

Demonstração. Ver [12], página 32.

Vamos considerar uma versão do Teorema 2.1 para o caso em que o termo c(x) é

não positivo. Antes disso, definamos, respectivamente, as partes positiva e negativa de

uma função u : Ω → R por

u+(x) := max{u(x), 0} e u−(x) := max{−u(x), 0},

onde x ∈ Ω. É de fácil verificação que valem as igualdades

|u|= u+ + u− e u = u+ − u−.

Teorema 2.2. (Prinćıpio do Máximo Fraco para c ≤ 0). Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio

limitado e L um operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≤ 0. Se u ∈ C2(Ω) ∩
C(Ω), então valem os seguintes itens:

13



(i) Se Lu ≥ 0 em Ω, então

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+.

(ii) Se Lu ≤ 0 em Ω, então

min
Ω
u ≥ min

∂Ω
u−.

(iii) Se Lu = 0 em Ω, então

max
Ω

|u|= max
∂Ω

|u|.

Demonstração. Ver [12], página 33.

Os Teoremas 2.1 e 2.2 são necessários, por exemplo, na obtenção de resultados

acerca da unicidade da solução. A respeito disso, temos

Corolário 2.1. (Unicidade da solução) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e L um

operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≤ 0, então o problema{
Lu = f em Ω,

u = g em ∂Ω,
(2.3)

possui no máximo uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

Demonstração. Sejam u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) duas soluções para o Problema (2.3). A

linearidade do operador L garante que a função definida por v(x) := u1(x) − u2(x)

cumpre em Ω a condição

Lv = Lu1 − Lu2 = f − f = 0.

Dado que v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), então o item (iii) do Teorema 2.2 nos garante que

max
Ω

|u|= max
∂Ω

|u|. Contudo, sobre o bordo ∂Ω, temos que

v = u1 − u2 = g − g = 0.

Dessa forma, encontramos que max
Ω

|v|= 0, de onde conclúımos que v ≡ 0 e as

soluções u1 e u2 são iguais no domı́nio Ω.

Corolário 2.2. (Prinćıpio da comparação) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e L

um operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≤ 0. Se u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) são

duas funções que satisfazem {
Lu = Lv em Ω,

u = v em ∂Ω,
(2.4)
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então u = v em Ω. Por outro lado, se{
Lu ≥ Lv em Ω,

u ≤ v em ∂Ω,
(2.5)

então u ≤ v em Ω.

Demonstração. Considere a função w ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) definida por w = u − v. Em

(2.4), w satisfaz {
Lw = 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω.

Pelo item (iii) do Teorema 2.2, temos que

max
Ω

|w|= max
∂Ω

|w|= 0,

de onde w = 0 e u = v em Ω. Em (2.5), w satisfaz{
Lw ≥ 0 em Ω,

w ≤ 0 em ∂Ω.

Logo, pelo item (i) do Teorema 2.2, temos que

max
Ω

w ≤ max
∂Ω

w+ ≤ 0,

de onde w ≤ 0 e u ≤ v em Ω.

O lema a seguir, atribúıdo ao matemático austro-húngaro Eberhard Hopf, afirma

que se uma função cont́ınua com bordo suficientemente suave é harmônica em seu

interior e o valor da função em um ponto do bordo é maior do que os valores em pontos

próximos dentro do domı́nio, então a derivada da função na direção do vetor normal

exterior é estritamente positiva.

Lema 2.1. (Hopf)Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, B ⊂ Ω uma bola aberta, L um

operador uniformemente eĺıptico em Ω e u ∈ C2(Ω) ∩C1(Ω). Suponha que Lu ≥ 0 em

Ω e existe x0 ∈ ∂B ∩ ∂Ω tal que u é cont́ınua em x0 e u(x0) > u(x) para todo x ∈ Ω.

(i) Se c ≡ 0 em Ω e existe a derivada normal
∂u

∂ν
(x0), então

∂u

∂ν
(x0) > 0.

15



(ii) Se c ≤ 0 em Ω e u(x0) ≥ 0, então vale o mesmo resultado do item acima.

Demonstração. Ver [12], página 34.

Teorema 2.3. (Prinćıpio do Máximo Forte) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, L

um operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≡ 0 e u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

(i) Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge um máximo no interior de Ω, então u é constante

em Ω.

(ii) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge um mı́nimo no interior de Ω, então u é constante em

Ω.

Demonstração. Ver [12], página 35.

Teorema 2.4. (Prinćıpio do Máximo Forte para c ≤ 0) Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio

limitado, L um operador uniformemente eĺıptico em Ω com c ≤ 0 e u ∈ C2(Ω)∩C(Ω).

(i) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge um mı́nimo não positivo no interior de Ω, então u é

constante em Ω.

(ii) Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge um máximo não negativo no interior de Ω, então u

é constante em Ω.

Demonstração. Ver [12], página 33.

2.2 Espaços de Sobolev

Nesta seção estabeleceremos uma caracterização para os espaços de Hölder e Sobo-

lev. O conteúdo desta seção foi essencialmente retirado de [7].

Definição 2.2. Um vetor da forma α = (α1, α2, ..., αn), onde cada componente αi é um

número inteiro não negativo, é chamado de multi-́ındice de ordem |α|= α1+α2+...+αn.

Definição 2.3. Seja u : Ω ⊂ Rn → R. Dado um multi-́ındice α, definimos a derivada

parcial da função u como sendo

Dαu(x) =
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(x).

Definição 2.4. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e γ ∈ (0, 1]. Uma função u : Ω → R é

Hölder cont́ınua com expoente γ se existe alguma constante C > 0 tal que

|u(x)− u(y)|≤ C|x− y|γ,

para quaisquer x, y ∈ Ω.
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Definição 2.5. Seja u : Ω → R uma função limitada e cont́ınua. Definimos a norma

∥u∥C(Ω)= sup
x∈Ω

|u(x)|.

Definição 2.6. A γ-ésima seminorma de Hölder de u : Ω → R é dada por

[u]C0,γ(Ω) = sup
x,y∈Ω,x ̸=y

{ |u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
e a γ-ésima norma de Hölder é

∥u∥C0,γ(Ω)= ∥u∥C(Ω)+[u]C0,γ(Ω).

Definição 2.7. O espaço de Hölder Ck,γ(Ω) consiste de todas as funções u ∈ Ck(Ω)

para os quais a norma

||u||Ck,γ(Ω):=
∑
|α|≤k

∥Dαu∥C(Ω)+
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ω)

é finita.

Dessa forma, o espaço Ck,γ(Ω) consiste de todas as funções k-vezes diferenciáveis

cujas k-ésimas derivadas parciais são limitadas e Hölder cont́ınuas com expoente γ.

Frequentemente os espaços de Hölder não são suficientes para desenvolver uma

teoria sólida sobre EDP’s, o que nos impele a considerar espaços mais gerais do que

Ck,γ(Ω). Suponha que u ∈ C1(Ω) e ϕ ∈ C∞
0 (Ω) é uma função suave com suporte

compacto em Ω. Segue da integração por partes que∫
Ω

uϕxi
dx = −

∫
Ω

uxi
ϕdx.

Em geral, se k é um inteiro positivo, u ∈ Ck(Ω) e α = (α1, ..., αn) é um multi ı́ndice

de ordem |α|= α1 + ...+ αn = k, então∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

Dαu(x)ϕ(x)dx.

Esta observação nos possibilita definir o conceito de derivada fraca.

Definição 2.8. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u ∈ L1
loc(Ω), ou seja, u é integrável em

todo subconjunto compacto de Ω. Dizemos que uma função v ∈ L1
loc(Ω) é uma α-ésima

derivada fraca de u se∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx. (2.6)
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para toda ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Exemplo 2.1. Sejam Ω = (0, 2) e u : Ω → R dada por

u(x) =

{
x, se 0 < x ≤ 1,

1, se 1 ≤ x < 2.

Então a derivada fraca de u é dada por

v(x) =

{
1, se 0 < x ≤ 1,

0, se 1 < x < 2.

Note que u ∈ L1
loc(0, 2) e que não existe a derivada no sentido clássico, pois não

existe a derivada (clássica) no ponto x = 1. Afirmamos que a função u possui derivada

fraca v : (0, 2) → R dada por

v(x) =

{
1, se 0 < x ≤ 1,

0, se 1 < x < 2.

De fato, perceba que v ∈ L1
loc(0, 2). Dada uma função ϕ ∈ C∞

0 (0, 2), pelo Teorema

Fundamental do Cálculo, temos que∫
Ω

u(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

xϕ′(x)dx+

∫ 2

1

ϕ′(x)dx

= xϕ(x)|10dx−
∫ 1

0

ϕ(x)dx+ (ϕ(2)− ϕ(1))

= ϕ(1)−
∫ 1

0

ϕ(x)dx− ϕ(1)

= −
∫ 1

0

ϕ(x)dx

= −
∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx.

De modo que, u′ = v, no sentido fraco.

Exemplo 2.2. Sejam Ω = (0, 2) e u : Ω → R dada por

u(x) =

{
x, se 0 < x ≤ 1,

0, se 1 < x < 2.

Então a função u não admite derivada fraca.
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Suponha, por contradição, que existe v ∈ L1
loc(Ω) tal que∫ 2

0

u(x)ϕ′(x)dx = −
∫ 2

0

v(x)ϕ(x)dx

para toda função ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Então

−
∫ 2

0

v(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

xϕ′(x)dx

= xϕ
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

ϕ(x)dx

= ϕ(1)−
∫ 1

0

ϕ(x)dx

Logo,

1 = ϕ(1) = −
∫ 2

0

v(x)ϕ(x)dx+

∫ 1

0

ϕ(x)dx. (2.7)

Escolha uma sequência de funções {ϕm}∞m=1 ⊂ C∞
0 (Ω) tais que

(i) 0 ≤ ϕm ≤ 1, para todo m ∈ N.

(ii) ϕm(1) = 1, para todo m ∈ N.

(iii) lim
m→∞

ϕm(x) = 0, para todo x ̸= 1.

Para todo m ∈ N, as funções ϕm são integráveis, pois {ϕm}∞m=1 ⊂ C∞
0 (Ω). Além

disso, ϕm → 0 q.t.p e 0 ≤ ϕm ≤ 1, e pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

que

lim
m→∞

∫ 1

0

ϕm(x)dx =

∫ 1

0

0dx = 0.

Além disso, por (2.7),

1 = ϕm(x) = −
∫ 2

0

v(x)ϕm(x)dx+

∫ 1

0

ϕm(x)dx.

Assim, novamente usando o Teorema da Convergência Dominada e usando o fato

de v ser L1
loc(Ω), temos

1 = lim
m→∞

[
−
∫ 2

0

v(x)ϕm(x)dx+

∫ 1

0

ϕm(x)dx

]
= 0,

o que é um absurdo. Conclúımos que a a função u não admite derivada fraca.

Definição 2.9. (Espaços de Sobolev) Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, 1 ≤ p ≤ ∞ e k ∈
N ∪ {0}. Definimos o espaço de Sobolev W k,p(Ω) como sendo
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W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω), |α|≤ k},

onde Dαu denota a derivada no sentido fraco.

Definimos em W k,p as normas

∥u∥Wk,p(Ω) =



∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

se 1 ≤ p <∞,

∑
|α|≤k

esssup
Ω

|Dαu| se p = ∞.

(2.8)

Quando p = 2, podemos denotar W k,p(Ω) simplesmente por Hk(Ω). Em particular,

se k = 1, temos

H1(Ω) = W 1,2(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) | ∂u

∂xi
∈ L2(Ω), para i = {1, ..., n}

}
.

Por fim, denotamos por W k,p
0 (Ω) o fecho de C∞

0 (Ω) em W k,p(Ω), onde C∞
0 (Ω) é o

conjunto das funções C∞ com suporte compacto em Ω.

2.3 Problema de autovalor

Examinaremos o problema de autovalor do Laplaciano com a condição de fronteira

de Dirichlet, usando como referência [12]. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e W 1,2
0 o

espaço de Sobolev munido com a norma

∥u∥1,2 =
(∫

Ω

|u(x)|2dx+
∫
Ω

|∇u(x)|2dx
) 1

2

.

O operador Laplaciano é definido por

∆ : W 1,2
0 (Ω) → W−1,2(Ω)

u 7→ ∆u := div(∇u),

ondeW−1,2 é o espaço dual deW 1,2
0 . Estamos particularmente interessados em analisar

o problema de autovalor {
∆u+ λu = 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(2.9)
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A formulação fraca de (2.9) é obtida como segue. Seja v ∈ W 1,2
0 , então

v∆u+ λuv = 0.

Integrando em Ω e utilizando a integração por partes, obtemos∫
Ω

⟨∇u,∇v⟩dx = λ

∫
Ω

uvdx.

Definição 2.10. Seja u ∈ W 1,2
0 (Ω) \ {0}. Dizemos que u é uma autofunção para o

Problema (2.9) se ∫
Ω

⟨∇u,∇v⟩dx = λ

∫
Ω

uvdx (2.10)

para toda função v ∈ W 1,2
0 (Ω). Nessas condições, o número real λ é chamado de

autovalor do Laplaciano.

Em [7] encontramos um teorema interessante que caracteriza o espectro do Lapla-

ciano.

Teorema 2.5. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado. Então o problema de autovalor

−∆u = λu em Ω, u ∈ W 1,2
0 (Ω)

possui um número infinito enumerável de autovalores

0 < λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λk ≤ ...

tais que

λk → ∞

quando k → ∞. Além disso, as autofunções (uk)k∈N constituem um sistema ortonormal

completo para L2(Ω), isto é,

v =
∞∑
i=1

αiui

para todo v ∈ L2(Ω).

Demonstração. ver [7], p.337.

Podemos estabelecer uma caracterização variacional para o primeiro autovalor do

Laplaciano em termos do Quociente de Rayleigh dada por

λ1(Ω) = inf
u∈W 1,2

0 \{0}

∫
Ω
|∇u(x)|2dx∫

Ω
u2dx

. (2.11)
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O primeiro autovalor é simples, isto é, o autoespaço associado à λ1 é unidimensio-

nal, possuindo uma autofunção positiva associada. Este resultado é clássico e pode ser

encontrado em diversas referências bibliográficas sobre esta teoria. Por uma questão

de completude e devido a sua importância nesta dissertação, faremos aqui sua demons-

tração em detalhes. Para tanto, seguiremos os passos estabelecidos em [7].

Proposição 2.1. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado, λ1 o primeiro autovalor asso-

ciado ao Problema (2.9) e φ1 uma autofunção associada a este autovalor. Então

(i) φ1 > 0 ou φ1 < 0 em Ω.

(ii) Se φ2 é uma λ1-autofunção, então existe α ∈ R tal que φ2 = αφ1.

Demonstração. Conforme vimos na Seção 2.1, podemos escrever φ1 = φ+
1 − φ−

1 , com

φ+
1 , φ

−
1 ∈ W 1,2

0 (Ω) e

∇φ+
1 =

∇φ1 q.t.p. em {x ∈ Ω | φ1(x) > 0},
0 q.t.p. em {x ∈ Ω | φ1(x) ≤ 0},

∇φ−
1 =

0 q.t.p. em {x ∈ Ω | φ1(x) ≥ 0},
−∇φ1 q.t.p. em {x ∈ Ω | φ1(x) < 0}.

Fazendo v = φ+
1 em (2.10), temos∫

Ω

⟨∇φ1,∇φ+
1 ⟩dx = λ1

∫
Ω

φ1φ
+
1 dx. (2.12)

Contudo, ∫
Ω

⟨∇φ1,∇φ+
1 ⟩dx =

∫
{φ1>0}

⟨∇φ+
1 ,∇φ+

1 ⟩dx

=

∫
Ω

|∇φ+
1 |2dx, (2.13)

e ∫
Ω

φ1φ
+
1 dx =

∫
{φ1>0}

φ+
1 φ

+
1 dx

=

∫
Ω

(φ+
1 )

2dx. (2.14)

Portanto, usando (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos∫
Ω

|∇φ+
1 |2dx = λ1

∫
Ω

(φ+
1 )

2dx.
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Assim, φ+
1 é uma autofunção associada ao autovalor λ1. Da mesma forma, pode-se

mostrar que φ−
1 também é uma λ1-autofunção. Temos que{

∆φ+
1 + λ1φ

+
1 = 0 em Ω,

φ+
1 = 0 em ∂Ω,

e {
∆φ−

1 + λ1φ
−
1 = 0 em Ω,

φ−
1 = 0 em ∂Ω.

Sabemos que φ+
1 é não negativa em Ω. Provaremos agora que φ+

1 > 0 ou φ+
1 ≡ 0

em Ω.

De fato, se existe x0 ∈ Ω tal que φ+
1 (x0) = 0, então x0 é um mı́nimo para a função

φ+
1 . Além disso,

−∆φ+
1 = λ1φ

+
1 ≥ 0.

Segue do Prinćıpio do Máximo Forte 2.3 que φ+
1 ≡ 0 em Ω. De forma análoga, pode-se

mostrar que φ−
1 > 0 ou φ−

1 ≡ 0 em Ω. Segue que φ1 > 0 ou φ1 < 0 em Ω.

Para provarmos o item (ii), considere duas autofunções φ1 e φ2 de λ1. Note que∫
Ω

φ1dx ̸= 0 e

∫
Ω

φ2dx ̸= 0. Tome c =

∫
Ω

φ1dx∫
Ω

φ2dx

e defina a função ψ = φ1 − cφ2, donde

ψ é uma autofunção de λ1 e

∫
Ω

ψ = 0.

Por outro lado, ψ ≤ 0 ou ψ ≥ 0, de onde ψ ≡ 0 e o resultado segue.
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3 A CONJECTURA BCN EM R2

O principal objetivo deste caṕıtulo é provar o teorema de Ros e Sicbaldi [17] que

fornece uma resposta parcial para a conjectura Berestycki–Caffarelli–Nirenberg em

dimensão 2. Para tanto, exigiremos apenas que a não linearidade satisfaça f(t) ≥ λt,

para alguma constante λ > 0.

Teorema 3.6 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolário 2.4). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f-extremal,

onde f : (0,∞) → R é uma função Lipschitz que satisfaz f(t) ≥ λt, para cada t > 0 e

para algum λ > 0, de tal forma que R2 \ Ω seja conexo. Então Ω é uma bola.

3.1 Domı́nios f-extremais

O propósito desta seção consiste em exibir uma caracterização para domı́nios ex-

tremais como sendo pontos cŕıticos para o funcional primeiro autovalor sobre variações

que preservam volume.

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com bordo de classe C2. Temos que seu primeiro

autovalor, λ1(Ω), existe e é um número real positivo. Dessa forma, temos bem definido

o funcional primeiro autovalor nessa classe de domı́nios:

Ω 7→ λ1(Ω). (3.1)

Dizemos que um domı́nio é extremal se é um ponto cŕıtico para este funcional para

deformações que preservam volume.

Seja V : Rn → Rn um campo de vetores e considere a seguinte famı́lia de difeomor-

fismos ϕt : Rn → Rn dada por

ϕt(x) = x+ tV (x) = y,

com t ∈ (−ϵ, ϵ). Se ∥V ∥ é limitado e ϵ é suficientemente pequeno, então segue do

Teorema da Função Inversa que ϕt é um difeomorfismo.

Seja Ωt = ϕt(Ω). Como ϕ0 = Id, temos que Ωt é uma perturbação de Ω. Se λ(t) é
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o primeiro autovalor de Ωt, então temos que a primeira autofunção u(t, y) é solução de{
∆u(t, y) + λ(t)u(t, y) = 0 em Ωt,

u(t, y) = 0 no ∂Ωt.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que
∫
Ωt
u2(t, y)dy = 1, para todo t ∈

(−ϵ, ϵ). Suponhamos também que u(t, x) e λ(t) sejam diferenciáveis com respeito ao

parâmetro t. Assim, temos

∆u′ + λ′u+ λu′ = 0 em Ωt, (3.2)

onde u′ =
d

dt
u(t, x).

Multiplicando (3.2) por u = u(t, x) e integrando por partes, obtemos

0 =

∫
Ωt

u∆u′dy + λ′(t)

∫
Ωt

u2dy + λ

∫
Ωt

uu′dy

=

∫
Ωt

u′∆udy +

∫
∂Ωt

u
∂u′

∂ν
dσ −

∫
∂Ωt

u′
∂u

∂ν
dσ + λ′(t) + λ

∫
Ωt

uu′dy

= −λ
∫
Ωt

uu′dy −
∫
∂Ωt

u′
∂u

∂ν
dσ + λ′(t) + λ

∫
Ωt

uu′dy

= λ′(t)−
∫
∂Ωt

u′
∂u

∂ν
dσ.

Por outro lado, como y = x + tV (x) também depende de t, podemos derivar a

condição de bordo

u(t, x+ tV (x)) = 0, ∀x ∈ ∂Ω, ∀t ∈ (−ϵ, ϵ),

para obtermos

u′(t, y) + ⟨∇u(t, y), V (x)⟩ = 0, no ∂Ωt,

ou seja, u = u′(0) = −⟨∇u, V (x)⟩, para x ∈ ∂Ω. Assim,

λ′(0) = −
∫
∂Ω

⟨∇u, V ⟩∂u
∂ν
dσ.

Como u = 0 sobre ∂Ω, temos que ∇u é um vetor normal ao bordo, ou seja, ∇u =

⟨∇u, ν⟩ν, onde ν é o vetor conormal apontando para fora de Ω. Desse modo, conclúımos

que

λ′(0) = −
∫
∂Ω

⟨V, ν⟩
(
∂u

∂ν

)2

. (3.3)

A prova da diferenciabilidade de u1 e λ1 foi realizada por Garabedian e Schiffer em
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[10]. Para fins de registro, temos o

Teorema 3.1 (Garabedian-Schiffer, [10]). Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado de

classe C2, V um campo suave ao longo de ∂Ω e {Ωt}t∈(−ϵ,ϵ) uma deformação do domı́nio

Ω cujo campo variacional seja V . Então o primeiro autovalor λ1(Ωt) é diferenciável,

com

‘

δV [λ1(Ωt)] = −
∫
∂Ω

⟨V, ν⟩
(
∂u1
∂ν

)2

dσ, (3.4)

onde u1 é a primeira autofunção positiva associada a λ1(Ω) e ν é o normal exterior ao

longo de ∂Ω.

Dado um campo suave V ao longo de ∂Ω, então a variação ϕt = x+ tV (x) preserva

volume se, e somente se, ∫
∂Ω

⟨V, ν⟩ = 0.

Em particular, segue de (3.4) que Ω é um domı́nio extremal se, e somente se,

∂u1
∂ν

∣∣∣
∂Ω

= cte,

isto é, se existe uma solução positiva para o problema sobredeterminado
∆u+ λu = 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

⟨∇u, ν⟩ = cte em ∂Ω.

(3.5)

Em geral, se f : [0,∞) → R é uma função Lipschitz, dizemos que um domı́nio

(limitado ou não) Ω ⊂ Rn é f -extremal para o operador Laplaciano se existe uma

solução u ∈ C2(Ω) para o problema
∆u+ f(u) = 0 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

⟨∇u, ν⟩ = α em ∂Ω.

(3.6)

onde α ∈ R é uma constante não positiva.

A seguir, temos o famoso Teorema de Serrin que classifica os domı́nios f -extremais

limitados.

Teorema 3.2 (Serrin, [20], Teorema 2). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com fron-

teira suave e simplesmente conexo. Se existe uma solução u ∈ C2(Ω) para o Problema

(3.6), então Ω é uma bola e u é radialmente simétrica.

26



Demonstração. Ver [20], p. 311; ou ainda [15], p. 198.

Para o caso de domı́nios não limitados existem vários resultados parciais, como

os obtidos por Reichel [16] e Aftalion e Busca [1]. Em particular, este problema foi

estudado por Berestycki, Caffarelli e Nirenberg em [3]. Neste artigo, eles propõem a

seguinte conjectura:

Conjectura BCN (Berestycki-Caffarelli-Nirenberg, [3]). Se f : R → (0,∞) é uma

função de Lipschitz e Ω ⊂ Rn é um domı́nio suave tal que Rn \ Ω é conexo, então a

existência de um solução limitada para o Problema (3.6) implica que Ω é ou uma bola,

ou um semiespaço, ou um cilindro generalizado Bk ×Rn−k, onde Bk ⊂ Rk é uma bola,

ou o complementar de um deles.

O principal objetivo desta dissertação é provar o teorema de Ros e Sicbaldi [17]

que fornece uma resposta positiva e muito elegante para esta conjectura quando n = 2

e a não linearidade satisfaz f(t) ≥ λt, para alguma constante λ > 0. Para tanto,

precisaremos de alguns resultados geométricos.

3.2 Propriedades de estreitamento

Nesta seção veremos que domı́nios f -extremais apresentam como uma de suas ca-

racteŕısticas o fato de serem estreitos.

Podemos encontrar uma expressão para o primeiro autovalor em uma bola de raio

R > 0. De fato, denotando por B1 = B1(p) e BR = BR(p) as bolas de raios 1 e R > 0,

ambas centradas em p, respectivamente.

Lema 3.1. O primeiro autovalor do Laplaciano em uma bola de raio R > 0 é dado

por

λ1(BR) =
λ1(B1)

R2
, (3.7)

onde λ1(B1) é o primeiro autovalor para o Laplaciano em B1.

Demonstração. Seja u : B1 → R uma solução positiva para o problema de autovalor{
∆u+ λu = 0, em B1,

u = 0, em ∂B1,

e considere a aplicação ϕ : BR(p) → B1(p) dada por

ϕ(x) =
x

R
.

Seja ũ = u ◦ ϕ.
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Afirmação. −∆ũ =
λ1
R2
ũ.

Note que ϕ(x1, . . . , xn) = (y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)), em que x = (x1, . . . , xn).

Dessa forma, yk =
1

R
xk, com k = 1, . . . , n, e pela regra da cadeia, obtemos:

(u ◦ ϕ)xi
=

n∑
k=1

∂u

∂yk

∂yk
∂xi

=
1

R

∂u

∂yi
.

Derivando novamente, obtemos

(u ◦ ϕ)xixi
=

(
1

R

∂u

∂yi

)
xi

=
1

R

(
n∑

k=1

∂2u

∂yi∂yk

∂yk
∂xi

)
=

1

R2

∂2u

∂y2i
(ϕ(x)).

Assim, para um ponto x ∈ BR, encontramos

−∆ũ(x) = −
n∑

i=1

∂2ũ

∂x2i
(x)

= − 1

R2

n∑
i=1

∂2u

∂y2i
ϕ(x)

= − 1

R2
∆u(ϕ(x))

=
1

R2
λ1u(ϕ(x))

=
λ1
R2
ũ(x),

o que demonstra a afirmação. Dessa forma,
λ1
R2

é um autovalor do Laplaciano em BR,

e como a função ũ > 0 em BR, a Proposição 2.1 garante que

λ1(BR) =
λ1(B1)

R2
.

Em particular, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.1. Para todo λ > 0, existe um raio Rλ tal que λ1(BRλ
) = λ.

Dessa forma, Rλ é uma constante positiva que resolve o problema
∆u+ λu = 0 em BRλ

,

u > 0 em BRλ
,

u = 0 em ∂BRλ
.

(3.8)
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Teorema 3.3 (Ros-Sicbaldi, [17], Proposição 3.1). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio (limitado

ou não). Suponha que exista uma solução estritamente positiva u ∈ C2(Ω) da equação

eĺıptica

∆u+ f(u) = 0 em Ω, (3.9)

onde f : (0,∞) → R é uma função Lipschitz que satisfaz a condição f(t) ≥ λt, para

alguma constante positiva λ e para todo t > 0. Então Ω não contém nenhuma bola

fechada de raio Rλ.

Demonstração. Vamos supor, por contradição, que BRλ
(p) ⊂ Ω, para algum p ∈ Rn.

Seja v ∈ C2(Ω) uma solução de
∆v + λv = 0 em BRλ

(p),

v > 0 em BRλ
(p),

v = 0 em ∂BRλ
(p).

(3.10)

Considere a função vϵ : Ω → R definida por vϵ(x) := ϵv(x), onde ϵ > 0. Perceba

que vϵ também é uma solução do Problema (3.10), pois vϵ > 0 em BRλ
(p), vϵ =

0 em ∂BRλ
(p) e

∆vϵ + λvϵ = ∆(ϵv) + λ(ϵv) = ϵ(∆v + λv) = 0.

Sabemos que u > 0 em BRλ
(p). Dessa forma, variando o parâmetro ϵ adequada-

mente, podemos fazer com que vϵ satisfaça as condições:

(1) vϵ(x) ≤ u(x), para todo x ∈ BRλ
(p), e

(2) existe x0 ∈ BRλ
(p) tal que vϵ(x0) = u(x0).

Figura 3.1: Gráfico das funções u (em azul) e vϵ (em rosa).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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Perceba que a hipótese realizada acerca da não linearidade f implica que

0 = ∆u+ f(u) ≥ ∆u+ λu.

Dessa forma, garantimos que ∆u+ λu ≤ 0 = ∆vϵ + λvϵ em BRλ
. Donde

∆(u− vϵ) ≤ −λ(u− vϵ) ≤ 0. (3.11)

Nessa situação, o Prinćıpio do Máximo 2.1 indica que

min
BRλ

(p)
(u− vϵ) = min

∂BRλ
(p)
(u− vϵ) = 0.

Por outro lado, para x0 ∈ BRλ
(p), a função u− vϵ satisfaz

(u− vϵ)(x0) = u(x0)− vϵ(x0) = 0,

ou seja, u−vϵ tem um ponto de mı́nimo no interior. Neste caso, o Prinćıpio do Máximo

Forte 2.3 implica que u = vϵ em BRλ
, o que é uma contradição.

Para o próximo teorema, imporemos duas condições de bordo, a fim de obtermos

um resultado mais forte.

Teorema 3.4 (Ros-Sicbaldi, [17], Proposição 3.1). Sob as hipóteses do Teorema 3.3,

suponha que exista uma solução estritamente positiva u ∈ C2(Ω) para o problema

eĺıptico sobredeterminado 
∆u+ f(u) = 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

⟨∇u, ν⟩ = α em ∂Ω,

(3.12)

para alguma constante α < 0. Então

i) ou Ω não contém nenhuma bola fechada de raio Rλ;

ii) ou Ω é uma bola de raio Rλ.

Demonstração. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio não limitado. Suponha, por contradição,

que existe um ponto p ∈ Rn tal que BRλ
(p) ⊂ Ω. Com isso, também deve existir um

ponto q ∈ BRλ
(p) ∩ ∂Ω, pois caso contrário, teŕıamos BRλ

(p) ∩ ∂Ω = ∅ e, portanto,

BRλ
(p) ⊂ Ω, fato que contradiz o Teorema 3.3.

Pelas condições de bordo explicitadas em (3.12), existe uma constante δ0 > 0 tal

que a função vδ0 : Ω → R definida por vδ0 = δ0v cumpre as seguintes propriedades:
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(1) vδ0 < u(x), para todo x ∈ BRλ
(p);

(2) ⟨∇vδ0, ν⟩ = β em BRλ
(p), onde α < β < 0.

Vamos agora aumentar continuamente o parâmetro δ0 até encontrarmos uma cons-

tante positiva δ > 0 tal que a função vδ : Ω → R definida por vδ = δv satisfaça apenas

uma das seguintes situações:

(1’) ou vδ(x0) = u(x0), para algum x0 ∈ BRλ
(p);

(2’) ou ⟨∇vδ, ν⟩ = α no ponto q ∈ ∂Ω∩∂BRλ
(p) e vδ(x) < u(x), para todo x ∈ BRλ

(p).

No caso (1′), a função (u− vδ)(x) = u(x)− vδ(x) é não negativa e seu Laplaciano é não

positivo, ou seja, (u− vδ) ≥ 0 e

∆(u− vδ) = −λ(u− vδ) ≤ 0.

Como o mı́nimo é atingido no ponto interior x0 ∈ BRλ
(p), o Prinćıpio do Máximo

Forte 2.3 garante que u ≡ vδ e, por conseguinte, Ω = BRλ
(q).

No caso (2′), temos que (u− vδ) > 0 em BRλ
(p) e

∆(u− vδ) = −λ(u− vδ) < 0.

Por outro lado, no ponto q ∈ ∂Ω, temos

⟨∇(u− vδ), ν⟩(q) = ⟨∇u−∇vδ, ν⟩(q) = ⟨∇u, ν⟩(q)− ⟨∇vδ, ν⟩(q) = α− α = 0,

o que contraria o Lema de Hopf 2.1. Dessa forma, BRλ
(p) ̸⊂ Ω.

Uma consequência imediata do teorema anterior é o seguinte corolário:

Corolário 3.2. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio e u ∈ C2(Ω) uma solução positiva de

∆u+ f(u) = 0 em Ω.

Se existe λ > 0 tal que f(u) ≥ λu, então Ω não pode ser:

(i) nem o complementar de uma bola;

(ii) nem um semiespaço;

(iii) nem um epigráfico;

(iv) nem o complementar de um cilindro Bk × Rn−k, onde Bk é uma bola em Rk.

De fato, quaisquer desses domı́nios contém alguma bola BR(p) ⊂ Rn, para algum

R > 0.

31



3.3 Propriedades de simetria do domı́nio via método

dos planos móveis

Uma importante ferramenta advinda do prinćıpio do máximo é oMétodo dos Planos

Móveis. Introduzido por Alexandrov em [2] com o intuito de demonstrar que as únicas

hipersuperf́ıcies conexas, compactas, mergulhadas, de curvatura média constante em

Rn são as esferas, ele vem sendo utilizado na investigação de problemas de simetria

envolvendo equações diferencias parciais (GIDAS et al., [11]).

O Método dos Planos Móveis também foi a técnica usada por Serrin em [20] para

provar o seu Teorema 3.2. Passemos agora a uma descrição do método de Serrin:

Seja {H(t)}t∈R uma folheação de Rn por hiperplanos H(t), onde

H(t) = {(x1, ..., xn−1, t) | t ∈ R}.

Considere então os semiespaços

H−(t) = {(x1, ..., xn−1, xn) | xn < t} e H+(t) = {(x1, ..., xn−1, xn) | xn > t},

onde Rn \ H(t) = H−(t) ∪H+(t), conforme mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2: Reflexão de Ω−
t em torno de H(t).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Para todo t ∈ R, considere a reflexão Rt : Ω → Rn com respeito ao hiperplano H(t)

dada por

Rt(x) = (x1, ..., xn−1, 2t− xn).

Perceba que H(t) é invariante por estas isometrias. Para cada domı́nio Ω ⊂ Rn

limitado, vamos definir os conjuntos Ω+
t := Ω∩H+(t), Ω−

t := Ω∩H−(t) e Ω̃+
t := Rt(Ω

−
t ).

Para algum t0 ∈ R, temos H(t0) ∩ Ω = ∅ e Ω ⊂ H+(t0). Aumentando continuamente

o parâmetro t, podemos encontrar um ponto t1 > t0 de tal forma que quando t = t1

estabelecemos a primeira interseção entre ∂Ω e algum hiperplano de {H(t)}t∈R.
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Para t > t1, o hiperplano H(t) determina uma componente conexa limitada Ω−
t .

Podemos aumentar continuamente o parâmetro t ∈ (t1, t1 + δ), para algum δ > 0, de

tal forma que Ω̃+
t ⊂ Ω, o que continua valendo, a menos que alguma das seguintes

situações ocorra:

(i) Ω̃−
t := Rt(Ω

−
t ) tangencia internamente ∂Ω em algum ponto q ∈ ∂Ω \ H(t), ou

(ii) H(t) ⊥ ∂Ω em q, para algum ponto q ∈ ∂Ω.

Figura 3.3: Método dos Planos Móveis.

(a) Ω̃+
t∗ tangencia ∂Ω. (b) Ω̃+

t∗ é ortogonal à ∂Ω.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Nosso objetivo consiste em mostrar que o domı́nio Ω é simétrico com respeito ao

hiperplano H(t∗) para o qual o item (i) é satisfeito, ou seja, Ω̃+
t∗ = Ω ∩ H+(t∗), para

algum t = t∗ na qual a situação (i) ocorra. Optamos por omitir a prova da situação

(ii), a qual pode ser ser consultada em [20].

Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) uma solução do Problema (3.6) e ũ : Ω̃+
t → R a função

definida por ũ(x) = u(Rt(x)), para todo t ∈ (t1, t
∗), onde Rt : Ω → Rn é a aplicação

reflexão com respeito ao hiperplano H(t). Note que

∆ũ(x) = ∆u(Rt(x)) = −f(u(Rt(x)) = −f(ũ(x)).

Mais que isso, a função ũ satisfaz as seguintes condições:

∆ũ+ f(ũ) = 0 em Ω̃+
t ,

ũ > 0 em Ω̃+
t ,

ũ = 0 em ∂Ω̃+
t ∩H+(t),

ũ = u em ∂Ω̃+
t ∩H(t),

⟨∇ũ, ν⟩ = α em ∂Ω̃+
t ∩H+(t),

(3.13)
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pois ũ(x) = u(Rt(x)) > 0, para x ∈ Ω̃+
t ; ũ(x) = u(Rt(x)) = 0, para x ∈ ∂Ω̃+

t ∩ H+(t);

ũ(x) = u(Rt(x)) = u(x), para x ∈ ∂Ω̃+
t ∩H(t); e

∂ũ

∂ν
= (ũ ◦ γ)′(0) = ((u ◦ φ) ◦ γ)′(0)
= (u ◦ (φ ◦ γ))′(0)
= u′(φ(γ(0)))φ′(γ′(0))

= u′(φ(p))φ′(ν(p))

=
∂u

∂ν
(R−1(p)), (3.14)

onde p ∈ ∂Ω, ν(p) é o campo normal ao bordo de Ω em p, φ = R−1 e γ : (−ϵ, ϵ) → Rn

é um caminho diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = ν(p).

Considere agora a função auxiliar v = u− ũ definida em Ω̃+
t , a qual cumpre

∆v = ∆u−∆ũ = −(f(u)− f(ũ)). (3.15)

Desde que a função f é Lipschitz, então |f(u) − f(ũ)|≤ c|u − ũ|, para alguma

constante c > 0. Em particular,

− (f(u)− f(ũ)) ≤ c(u− ũ). (3.16)

Afirmação. u = ũ em Ω̃+
t .

De fato, considere o operador operador ∆ − c, o qual é uniformemente eĺıtico em

uma vizinhança V ⊂ Ω do ponto q onde Ω̃+
t é tangente à ∂Ω. Por (3.15) e (3.16),

encontramos

∆u− cu ≤ ∆ũ− cũ. (3.17)

Além disso, u = ũ em H(t∗) e u ≥ ũ em Ω̃+
t ∩ H+(t∗), pois u > 0 em Ω e ũ =

0 em ∂Ω̃+
t . Reunindo estas duas informações, conclúımos que u ≥ ũ em ∂Ω̃+

t . Pelo

Corolário 2.2, temos que u ≥ ũ em Ω̃+
t . Contudo, se u > ũ, então v(q) ≥ 0 e pelo

Lema de Hopf 2.1
∂v

∂ν
(q) > 0, (3.18)

o que é um absurdo, pois

∂v

∂ν
(q) =

∂u

∂ν
(q)− ∂ũ

∂ν
(q) = α− α = 0, (3.19)

de onde conclúımos que u = ũ em Ω̃+
t .

Observe que a limitação do domı́nio Ω é usado apenas para garantir que para cada

direção possamos encontrar um hiperplano de simetria para Ω, o que nos permite
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expandir, em alguns casos, a utilização desse método para domı́nios não limitados.

Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio não limitado, u ∈ C2(Ω) uma solução para o Problema

(3.6), H ⊂ Rn um hiperplano que intersecta Ω eH+ eH− as duas componentes conexas

de Rn \ H tais que Rn \ H = H+ ∪ H−. Estamos interessados em estudar algumas

propriedades relativas à componente conexa limitada H+∩Ω (ou H−∩Ω), a qual surge

ao aplicarmos o Método dos Planos Móveis.

Proposição 3.1. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio f -extremal não limitado e H um hiper-

plano em Rn tal que Ω ∩H ̸= ∅. Se C é uma componente conexa limitada de Ω ∩H+,

então o fecho de ∂C ∩H+ é um gráfico sobre ∂C ∩H.

Figura 3.4: Método dos Planos Móveis aplicado à componente conexa C.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Demonstração. Sejam C uma componente conexa limitada em Ω ∩ H+ e {H(t)}t∈R
uma folheação de Rn por hiperplanos paralelos ao hiperplano H. A menos de um

movimento ŕıgido, podemos supor que H = Rn−1 × {0}. Como a componente conexa

C é limitada, podemos escolher um t0 ∈ R tal que H(t0) ∩ C = ∅.
Seja t1 = inf{t ∈ R|∂C ∩ H(t) ̸= ∅}. Diminuindo o parâmetro t, para cada

ϵ > 0 e para cada t ∈ (t1− ϵ, t1), podemos encontrar uma componente conexa limitada

Ct := C ∩ H+(t) tal que Rt(Ct) ⊂ Ω. Dessa forma, para cada t ∈ (t1 − ϵ, t1), a curva

∂Ct ∩H+(t) é um gráfico de alguma função sobre ∂Ct ∩H(t).

Vamos continuar diminuindo o parâmetro t até que:

(i) Rt(Ct) tangencie internamente ∂Ω em algum ponto q, o qual não pertence ao

hiperplano H(t), ou

(ii) H(t) ⊥ ∂Ω em algum ponto q, ou

(iii) H(t) = H.
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Se as situações (i) ou (ii) ocorrem, então o Prinćıpio do Máximo garante que o

domı́nio Ω é simétrico em relação ao hiperplano H(t) e, portanto, limitado, o que é

absurdo.

Se (iii) ocorre, então ∂Ct ∩H+(t) é um gráfico sobre ∂C ∩H.

Os próximos corolários que apresentaremos seguem como consequência imediata da

Proposição 3.1.

Corolário 3.3. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio f -extremal não limitado e H um hiperplano

em Rn tal que Ω∩H ̸= ∅. Suponha que Ω∩H+ possua uma componente conexa limitada

C, então ∂C ∩H é conexo.

Demonstração. Seja C uma componente conexa e limitada de Ω ∩H+. Suponha, por

absurdo, que ∂C ∩ H fosse não conexo. Assim, o fecho de ∂C ∩ H+ não poderia ser

um gráfico sobre ∂C ∩ H, que contraria a Proposição 3.1. Portanto, conclúımos que

∂C ∩H é conexo.

Corolário 3.4. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio f -extremal não limitado e H um hiperplano

em Rn tal que Ω∩H ̸= ∅. Suponha que Ω∩H+ possua uma componente conexa limitada

C. Então o fecho de ∂C ∩H+ não é ortogonal à H.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que exista um ponto q ∈ Rn tal que ∂C ∩H+

seja ortogonal à H em q. Nesse caso, incorremos na situação (ii) do método de Serrin,

de onde o domı́nio Ω é simétrico em relação a H e, portanto, é limitado, o que é um

absurdo. Dessa forma, conclúımos que que ∂C ∩H+ ̸⊥ H.

Corolário 3.5. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio f -extremal não limitado e H um hiperplano

em Rn tal que Ω∩H ̸= ∅. Suponha que Ω∩H+ tenha uma componente conexa limitada

C. Se C ′ é a reflexão de C sobre o hiperplano H, então C ∪ C ′ ⊂ Ω.

Demonstração. Seja {H(t)}t∈R uma folheação de Rn por hiperplanos paralelos à H,

com H(t0) = H. Desde que C é uma componente conexa limitada, existe um t1 > t0

tal que H(t0) ∩ ∂C = ∅. Variando o parâmetro t, encontramos um primeiro t2 < t1 tal

que H(t2) ∩ ∂C = ∅.
Perceba que, para cada t ∈ (t0, t1), existe uma componente conexa Ct = C ∩H+(t),

cuja reflexão em torno do hiperplano H(t) é dada por C ′
t.

Afirmação. C ∪ C ′ ⊂ Ω.

Suponha, por absurdo, que C ∪ C ′ ̸⊂ Ω. Dessa forma, existe t ∈ (t0, t2] tal que

C ′
t tangencia o ∂Ω internamente em algum ponto q, o qual não se encontra em H(t).
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Segue do item (i) do método de Serrin que Ω é simétrico sobre H(t), logo limitado, o

que é uma contradição. Dessa forma, temos que C ∪ C ′ ⊂ Ω.

Corolário 3.6. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio f -extremal não limitado e H um hiperplano

em Rn tal que Ω∩H ̸= ∅. Suponha que Ω∩H+ tenha uma componente conexa limitada

C e que exista uma função f : (0,∞) → R Lipschitz, com f(t) ≥ λt para todo t > 0

e para alguma constante λ > 0. Então não existe nenhuma semi bola de raio Rλ com

base em ∂C ∩H e inteiramente contida em C.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que exista uma semi bola de raio Rλ, centrada

no ponto c ∈ ∂C ∩ H e completamente contida na componente conexa C. Seja C ′ a

reflexão de C em torno do hiperplano H. Assim, a bola BRλ
(c) ⊂ C ∪ C ′.

Afirmação. BRλ
⊂ Ω.

De fato, o Corolário 3.5 garante que C ∪ C ′ ⊂ Ω. Como BRλ
(c) ⊂ C ∪ C ′, então

tomando o feixo em ambos os conjuntos, conclúımos que BRλ
⊂ Ω. Contudo, isso

contraria o Teorema 3.4. Dessa forma, não existe uma semi bola de raio Rλ com as

caracteŕısticas acima expostas.

3.4 Domı́nios com topologia finita

Estudaremos agora algumas propriedades geométricas e topológicas relacionadas

aos domı́nios com topologia finita, mais especificamente no que tange aos seus fins

f -extremais não limitados em R2. Para tanto, seguiremos a exposição apresentada em

(ROS; SICBALDI, [17]), a qual baseia-se no ilustre artigo de W. Meeks sobre superf́ıcies

com curvatura média constante (MEEKS III, [14]).

Definição 3.1. Um domı́nio Ω ⊂ Rn tem topologia finita se existe uma bola Bn
R (de

raio R > 0 suficientemente grande) tal que

1. Ω \Bn
R = ∅, isto é, Ω é compacto, ou

2. Ω \Bn
R = Rn \Bn

R, isto é, Ω é o complemento de uma região compacta, ou

3. Ω \ Bn
R tem um número finito de componentes não compactas, sendo cada com-

ponente não compacta E é difeomorfa a Bn−1
1 × [0,∞).

A Figura 3.5 ilustra um exemplo de domı́nio que possui topologia finita. De fato,

para um raio R grande, Ω1 \BR tem um número finito de componentes não compactas,

sendo cada componente não compacta E difeomorfa a Bn−1
1 × [0,∞).
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Figura 3.5: Exemplo de domı́nio cuja topologia é finita

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Por sua vez, a Figura 3.6 exibe um exemplo de domı́nio que não possui topologia

finita. Com efeito, Ω2 não é um domı́nio compacto nem o complementar de um domı́nio

compacto. Além disso, dado R > 0, Ω2 \ BR não é difeomorfo a um semicilindro

Bn−1
1 × [0,∞).

Figura 3.6: Exemplo de domı́nio cuja topologia não é finita

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

No último caso da Definição 3.1, podemos supor que a esfera ∂Bn
R intersecta ∂Ω

transversalmente e que cada componente de ∂Bn
R ∩ ∂Ω é difeomorfa à ∂Bn−1

1 . Neste

caso, diremos que Ω tem topologia própria finita e E é um fim ciĺındrico sólido de

Ω, se n ≥ 3, ou um fim planar de Ω, se n = 2. Dessa forma, Ω tem topologia própria

finita se, e somente se ele, é não compacto, ∂Ω tem um número finito de componentes

limitadas, algumas delas sendo não compactas.

Um importante resultado encontrado em [17] consiste em demostrar que, quando

um domı́nio f -extremal em dimensão 2 possui topologia finita e a função f satisfaz

propriedade f(t) ≥ λt, para alguma constante λ > 0 e para todo t > 0, então cada fim

de Ω encontra-se contido em um semicilindro. De forma mais precisa, temos o seguinte

teorema:
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Teorema 3.5 (Ros-Sicbaldi, [17], Teorema 2.2). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal

com topologia finita, onde f : (0,∞) → R é Lipschitz e satisfaz f(t) ≥ λt, para todo

t > 0 e para algum λ > 0. Então, valem as seguintes propriedades:

1. Se E é um fim de Ω, então E está a uma distância limitada de uma reta.

2. Ω possui no mı́nimo dois fins.

3. Se Ω apresenta exatamente dois fins, então existe uma reta H tal que

dist(Ω, H) ≤ K,

para algum K > 0. Em particular os fins de Ω se encontram em lados opostos de

cada reta T ortogonal à reta H.

Dessa forma, se o domı́nio f -extremal Ω ⊂ R2 possui topologia finita, então cada

fim de Ω tem a topologia de uma semi faixa. Além disso, se Ω possuir dois fins, então

Ω está contido em um cilindro.

A partir deste momento, concentraremos nossos esforços em exibir e demonstrar

alguns resultados necessários à demonstração do Teorema 3.5. Para tanto, seja Ω ⊂ R2

um domı́nio f -extremal não limitado tal que ∂Ω seja de classe C2 e que exista uma

solução u ∈ C2(Ω) do Problema (3.6). Suponha que a função f : (0,∞) → R satisfaça

a propriedade f(t) ≥ λt, para todo t > 0 e para algum λ > 0, isto é, o domı́nio Ω não

contém nenhuma bola de raio Rλ > 0 (conforme observado no Teorema 3.3).

Considere também uma reta H ⊂ R2, a qual divide R2 em dois semiespaços, os

quais denotaremos por H+ e H−, de tal sorte que R2 \H = H−∪H+. O próximo lema

garante uma cota superior para a distância entre o bordo de uma componente conexa

em Ω e limitada pela reta H.

Lema 3.2. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal não limitado, com f : (0,∞) → R
uma função tal que f(t) ≥ λt, para todo t > 0 e para algum λ > 0. Sejam C uma

componente conexa limitada de Ω ∩H+ e h(C) = dist
max

(∂C,H). Então

h(C) ≤ 3Rλ.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que h(C) > 3Rλ. Realizando, se necessário,

uma rotação seguida de uma translação de Ω em torno de H, podemos fazer coincidir

H = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} e H+ = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}. Pela Proposição 3.1,

existe uma função g : [a, b] ⊂ H → R de tal forma que tenhamos g([a, b]) = ∂C ∩H+.

Podemos transladar o domı́nio Ω novamente a fim de obtermos g(0) = h(C), o qual,
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por simplicidade, denotaremos por h := h(C) (pelo mesmo motivo, vamos denotar

R := Rλ).

Seja HR = {(x, y) ∈ R2 | y = R} a reta que intersecta o ponto (0, R) e é paralela

ao eixo x.

Afirmação. C∩HR é formado por intervalos abertos cujos comprimentos são inferiores

à 2R.

Figura 3.7: Gráfico da função g.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

De fato, C ∩HR é formada por intervalos abertos, visto que o conjunto C é aberto

e HR é uma reta. Podemos então supor que cada um desses intervalos que compõem

C ∩HR é da forma

Ii = {(x,R) ∈ R2 | x ∈ (ai, bi)} ⊂ HR,

de onde C ∩HR =
⋃
i∈Λ

Ii, para algum conjunto de ı́ndices Λ. Suponha por contradição

que se tenha, para algum i ∈ Λ, dist(ai, bi) ≥ 2R. Então o retângulo (ai, bi)×(0, R) ⊂ C

contém uma semi bola de raio Rλ, cujo centro c pertence à ∂C ∩H, o que contraria o

Corolário 3.6. Dessa forma, conclúımos que nenhum intervalo Ii possui comprimento

maior que 2R.

Sejam C ′ uma componente conexa de C ∩ {(x, y) ∈ R2 | y > R} na qual o ponto

(0, h) ∈ ∂C ′ e Γ é o fecho de C ∩ {(x, y) ∈ R2 | y > R}, com pontos extremos e1

e e2. Dado que C ′ ⊂ C, então C ′ é uma componente conexa limitada de Ω ∩ H+
R .

Segue da Preposição 3.1 que ∂C ′ ∩H+
R = g(∂C ′ ∩HR), com altura máxima dada por

h1 = h − R > 3R − R = 2R. Além disso, pela afirmação realizada acima, conclúımos

que

dist(e1, e2) ≤ 2R.
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Considere a função distância ao ponto e1 definida por de1(t) = dist(t, e1), com t ∈ Γ.

Por ser Γ um compacto e de1 ser positiva em [e1, e2], existe um ponto m ∈ Γ \ {e2} que

maximiza essa função, de onde estabelecemos as desigualdades

de1(m) > h1 > 2R ≥ de1(e2).

Denotamos por H∗ a reta que passa pelos pontos e1 e m e por H+
∗ e H−

∗ os dois

semiespaços de R2 separados por H∗, escolhidos de tal forma que e2 ∈ H−
∗ . Note

que H∗ ⊥ ∂C ′ no ponto m, o que é absurdo, pelo Corolário 3.4. Portanto, com esta

contradição, obtemos que h(C) ≤ 3Rλ.

Consideremos agora um domı́nio f -extremal plano Ω com topologia finita. Estamos

interessados em analisar o comportamento dessa região nas suas extremidades, tarefa

esta que nos impele a considerar um tipo mais simples de fim. Passemos à definição:

Definição 3.2. Um fim (faixa plana) de Ω ⊂ R2 é um subdomı́nio E ⊂ Ω não limitado,

com um homeomorfismo F : [0, 1]× [0,∞) → E tal que:

1. F (0, s) ∈ ∂Ω, para todo s ∈ [0,∞).

2. F (1, s) ∈ ∂Ω, para todo s ∈ [0,∞).

3. F (t, s) ∈ Ω, para todo (t, s) ∈ (0, 1)× [0,∞).

Figura 3.8: Um fim E e uma curva transversal γ.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Dentro do subconjunto E, podemos ainda traçar uma curva transversal γ, que

corresponde a uma curva partindo de um ponto F (0, s1) e terminando em um ponto
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F (1, s2), com s1, s2 ∈ [0,∞). Dado que caracterizamos os fins de um domı́nio f -

extremal, podemos estudar algumas caracteŕısticas que a eles são inerentes.

Lema 3.3. Sejam E um fim de um domı́nio f -extremal Ω e H ⊂ R2 uma reta tal

que H ∩ E contém uma componente conexa ilimitada. Se H ′ é uma reta paralela à H

tal que a distância entre essas duas retas seja superior à 2Rλ, então H
′ intercepta E

apenas em componentes conexas limitadas.

Demonstração. Podemos supor, a menos de movimento ŕıgido, que a retaH = {(x, y) ∈
R2 | y = 0} e que H ∩ E = {(x, 0) | x ≥ 0}. Considere então uma reta H ′ paralela à

H tal que

H ′ = {(x, y) ∈ R2 | y = k, ∥k∥> 2Rλ}.

Por simplicidade, denotaremos R := Rλ.

Suponha, por absurdo, que exista uma componente conexa não limitada G em

H ′ ∩ E. Então devem existir uma constante ρ ∈ R tal que

G = {(x, k) ∈ R2 | x ∈ (−∞, ρ]} ou G = {(x, k) ∈ R2 | x ∈ [ρ,∞)}.

Além disso, existe uma curva γ ⊂ R2, com int(γ) ⊂ int(E), que interliga os pontos

(0, 0) e (ρ, k). Seja σ = H ∪ γ ∪ G uma curva que separa R2 em duas componentes

conexas. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Seja G = {(x, k) ∈ R2 | x ∈ [ρ,∞)}. Então a curva

σ = {(x, 0) ∈ R2 | x ∈ [0,∞)} ∪ γ ∪G

divide R2 em duas componentes conexas na qual uma delas está contida em E, como

mostra a Figura 3.9. Por construção, dist(H,H ′) > 2R, de onde conclúımos que o fim

E ⊂ Ω contém bolas de raio R, o que contraria o Teorema 3.3.

Figura 3.9: O fim E contém uma componente conexa não limitada H.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.
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Caso 2: Considere G = {(x, k) ∈ R2 | x ∈ (−∞, ρ]}. Então a curva

σ = {(x, 0) ∈ R2 | x ∈ (−∞, ρ)} ∪ γ ∪ {(x, k) ∈ R2 | x ∈ [0,∞)} ⊂ E

estende-se na direção do eixo x de −∞ à ∞, ocorrendo o mesmo com E (Figura 3.10).

Contudo, E é um fim para Ω, de onde uma das componentes de R2 determinadas por

σ está contida em E e, com maior razão, no domı́nio Ω.

Em particular, E contém um semiplano e portanto contém bolas cujos raios excedem

a constante R > 0 inicialmente fixada, o que novamente contraria o Teorema 3.3. Sendo

assim, a reta H ′ intercepta E apenas em componentes conexas limitadas.

Figura 3.10: No segundo caso, o fim E é degenerado.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

No trecho que segue, vamos diluir a demonstração do Teorema 3.5 nas Proposições

3.2, 3.3 e 3.4.

Proposição 3.2. Seja E um fim de um domı́nio f -extremal Ω, onde f : (0,∞) → R é

uma função Lipschitz que satisfaz f(t) ≥ λt, para todo t > 0 e para alguma constante

λ > 0. Então E se encontra a uma distância limitada de uma semirreta.

Demonstração. Sejam F : [0, 1]× [0,∞) → E o homeomorfismo dado na definição 3.2,

β = F ([0, 1]×{0}) a curva transversal inicial em E e B = Br(0) ⊂ R2 uma bola tal que

a curva β ⊂ B. Escolha uma sequência divergente (pi)i∈N de pontos em E e considere

a sequência normalizada (qi)i∈N cujos elementos são da forma qi =
pi
∥pi∥

. Como (qi)i é

uma sequência contida no conjunto compacto S1, existe uma subsequência convergindo

para um ponto q ∈ S1. Nosso primeiro passo será mostrar que o fim E está a uma

distância limitada de uma semirreta apontando na direção de q. Por conveniência,

suporemos (a menos de uma rotação de E) que q = (0, 1) e que tal semirreta é o eixo

x.
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Afirmação. 1. O fim E se encontra a uma distância limitada do eixo x.

Por simplicidade, vamos denotar o eixo x por X = {(x, y) ∈ R2 | y = 0}. Suponha,
por absurdo, que

max
p∈E

dist(p,X) > K, ∀K > 0.

Em particular, para toda reta lα = {(x, y) ∈ R2 | y = α}, com α > 0, temos que

E ∩ lα ̸= ∅. Denotaremos por l+α = {(x, y) ∈ R2 | y > α} e l−α = {(x, y) ∈ R2 | y < α}.
Vamos escolher α > r + 1 tal que lα intersecte o bordo ∂E transversalmente.

Observação 1: A região E ∩ l+α possui uma componente conexa ilimitada.

De fato, caso isso não ocorra, todas as componentes conexas de E∩l+α são limitadas.

Seja C uma componente conexa limitada de E ∩ l+α , a Proposição 3.1 garante que

∂C ∩ l+α é gráfico sobre ∂C ∩ lα e o Lema 3.2 garante que

h(C) = max
p∈∂C

dist(p, lα) ≤ 3Rλ,

o que é absurdo, pois supomos que E ∩ lα ̸= ∅, para todo α > 0. Dessa forma, existe

uma componente conexa ilimitada, a qual denotaremos por C.

Observação 2: Existe uma curva transversal γ ⊂ E tal que γ ⊂ C.

Sejam C1 = F ({1} × [0,∞)) e C2 = F ({0} × [0,∞)) duas curvas no bordo ∂E.

Definimos as curvas C1 e C2 de modo que C1 estará sempre acima de C2, no sentido de

que C1 intersectará primeiro qualquer reta horizontal situada acima da bola Br. Note

que a observação 2 equivale a mostrar que C2 ∩ l+α ̸= ∅, pois teremos partes de C1 e

C2 acima da reta lα permitindo traçar um caminho γ ligando as duas curvas dentro do

conjunto conexo por caminhos E ∩ l+α .
Suponha que C2 ∩ l+α = ∅, então a curva C2 está abaixo da reta lα enquanto C1

deve intersectar qualquer reta lβ, ∀β > α. Em particular, lα ∩ C é ilimitada. Além

disso, sempre é posśıvel escolher uma reta lβ tão distante de lα quanto se queira e de

modo que lβ∩C admite uma componente conexa ilimitada. Isto contradiz diretamente

o Lema 3.3 e demonstra a observação 2.

Dessa forma, temos que β ⊂ l−α e γ ⊂ l+α . Dado ϵ > 0, considere os semiplanos

l+α,ϵ = {(x, y) ∈ R2 | y > ϵx + α} e l−α,ϵ = {(x, y) ∈ R2 | y < ϵx + α}. Note que, para ϵ

suficientemente pequeno, ainda temos β ⊂ l−α,ϵ e γ ⊂ l+α,ϵ.

Seja E∗ o subfim de E, obtido de tal forma que γ que seja sua curva transversal

inicial. Dado qualquer reta horizontal lb = {(x, y) ∈ R2 | y = b}, temos que l ∩ lα,ϵ ̸= ∅
e existe uma semirreta l′b ⊂ l−α,ϵ. Como lim

i∈N′
qi = (1, 0), então o fim E contém uma

semirreta horizontal l′b e a subsequência (pi)i∈N′ está contida em alguma semifaixa

[−δ, δ] × l′b, para algum δ > 0. Além disso, se t → ∞, então dist(l′b(t), lα,ϵ(t)) → ∞.

Observe que a subsequência (pi)i∈N′ passará a estar contida em l−α,ϵ a partir de um certo
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Figura 3.11: Fim E e a sequência (pi)i∈N.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

ı́ndice. Em particular, (C2 ∩ E∗) ∩ l−α,ϵ ̸= ∅.
Observação 3: Existe uma curva transversal σ ⊂ E∗ tal que σ ⊂ l−α,ϵ.

Uma vez que a curva transversal γ está contida em l+α,ε, temos que C2 intersecta

lα,ε antes de C1. Além disso, já hav́ıamos observado que (C2 ∩E∗)∩ l−α,ϵ ̸= ∅. Note que
a observação 3 equivale a mostrar que (C1 ∩ E∗) ∩ l−α,ϵ ̸= ∅.

Suponha que (C1∩E∗)∩ l−α,ϵ = ∅, então C1∩E∗ está acima da reta lα,ϵ. A partir de

certo ponto, a semirreta l′b está contida em l−α,ϵ ∩ E e, desse modo, tem-se que C2 está

abaixo de l′b. Repetindo o argumento da observação 2, podemos tomar uma semirreta

l′ paralela a l′b e tão distante dela quanto se queira, de modo que l′ ∩ E admite uma

componente conexa ilimitada, contradizendo o Lema 2.2. Logo, existe s > 0 tal que

σ = F ([0, 1]× {s}) ⊂ l+α,ϵ.

A existência das curvas γ e σ leva a uma contradição. De fato, a componente

conexa C de E ∩ l+α,ϵ contendo o arco transversal γ deve ser limitada, o que contradiz

a Proposição 3.1, pois ∂C ∩ l+α,ϵ não pode ser um gráfico sobre ∂C ∩ lα,ϵ, visto que sua

projeção não é injetiva. Portanto, o fim E permanece a uma distância limitada do eixo

x.

Afirmação. 2. O fim E está a uma distância limitada de uma semirreta.

Sejam γ = ∂E ∩∂Ω e e k = dist
max

(E,X). Suponha que B∩{(x, y) ∈ R2 | x < −b} =

∅, com b > 0, e a reta l−b = {(x, y) ∈ R2 | x = −b} intercepta Γ transversalmente. Por

isso, o conjunto E ∩ l−b consiste em uma união finita de arcos próprios mergulhados

cujos extremos pertencem a Γ. Como (pi)i∈N′ é uma subsequência em E, então os

pontos pi ∈ {(x, y) ∈ R2 | x > 0, |y|< k}, para cada i ∈ N′.

Portanto E ∩ {(x, y) ∈ R2 | x < −b} é formado unicamente por componentes

conexas limitadas e, pelo Lema 3.2, temos que dist
max

(∂E, l−b) ≤ 3Rλ. Logo, podemos
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concluir que o fim E ⊂ {(x, y) ∈ R2 | x > −(b + 3Rλ), |y|< k} e se encontra a uma

distância limitada de alguma semirreta l.

Proposição 3.3. Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal com topologia finita, onde

f : (0,∞) → R é uma função Lispchitz e satisfaz a propriedade f(t) ≥ λt, para todo

t > 0 e para alguma constante λ > 0. Então Ω possui pelo menos dois fins.

Demonstração.

Afirmação. 1. Não existe uma semi faixa S que contenha o domı́nio Ω.

De fato, suponha por absurdo que após um movimento ŕıgido, tenhamos Ω ⊂ S,

onde S := {(x, y) ∈ R2 | x > 0 e |y|< A} é uma semi faixa em R2 com largura igual a

2A, para alguma constante A > 0.

Sejam Hk = {(x, y) ∈ R2 | x = k} uma reta que intersecta o domı́nio Ω e H+
k =

{(x, y) ∈ R2 | x > k}, H−
k = {(x, y) ∈ R2 | x < k} as duas componentes conexas de

R2\Hk. Para qualquer k > 0, cada componente conexa Ck = Ω∩H−
k é limitada. Assim,

para qualquer raio Rλ > 0 fixado, podemos escolher um k suficientemente grande de

tal forma que dist(∂C,Hk) > 3Rλ, o que contraria o Lema 3.2. Dessa forma, podemos

concluir que Ω ̸⊂ S.

Afirmação. 2. Ω possui pelo menos dois fins.

Suponha, por absurdo, que Ω possua somente um fim E. Logo, a região Ω \ E
é limitada e a Proposição 3.2 garante a existência de uma semifaixa S que contém o

fim E. Assim, após um aumento do diâmetro e uma translação de S, conclúımos que

Ω ⊂ S, o que contraria a Afirmação 1. Dessa forma, Ω deve possuir pelo menos dois

fins.

Proposição 3.4. Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio f-extremal com topologia finita, onde

f : (0,∞) → R é uma função Lispchitz e satisfaz a propriedade f(t) ≥ λt, para todo

t > 0 e para alguma constante λ > 0. Se Ω admite exatamente dois fins, então existe

uma reta H tal que

dist(Ω, H) ≤ K,

para algum K > 0. Em particular os fins de Ω se encontram em lados opostos de cada

reta T ortogonal à reta H.

Demonstração. Sejam E1 e E2 os dois fins do domı́nio Ω. A Proposição 3.2 garante

a existência de semirretas H1 e H2 em R2 tais que dist(Ei, Hi) ≤ ki, com i ∈ {1, 2}.
Como a região Ω \ (E1 ∪ E2) é limitada, então vamos formular duas considerações
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acerca da posição relativa entre as retas H1 e H2, extensões das semirretas homônimas

anteriormente apresentadas, e mostrar que apenas a primeira possibilidade se verifica.

Caso 1: H1 ∥ H2.

De fato, se H1 é paralela a H2, então existe uma reta H, paralela à ambas, tal que

é posśıvel traçar uma faixa que contenha Ω. Por conseguinte, temos que

dist(Ω, H) ≤ K,

para algum K > 0 e o resultado segue.

Caso 2: H1 ̸∥ H2.

Suponha por absurdo que as retas H1 e H2 não forem paralelas, então existe uma

reta l tangente ao bordo ∂Ω tal que Ω se encontra em uma das componentes conexas

de R2 \ l. Sem perda de generalidade, podemos supor que l = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} e

que Ω ⊂ {(x, y) ∈ R2 | y > 0}.
Dada a reta lk = {(x, y) ∈ R2 | y = k, k > 0}, seja Ω−

k = Ω∩{(x, y) | R2 | y < k}. A
Proposição 3.2 garante que, para cada k > 0, a região Ω−1

k possui apenas componentes

conexas limitadas. Como dist
max

(∂Ω−
k , l) = k, então podemos escolher k > 3Rλ, para

cada R > 0 dado. Assim,

dist
max

(∂Ω−
k , l) > 3Rλ,

o que contradiria o Lema 3.2. Dessa forma, as retas H1 e H2 são paralelas e recáımos

no caso 1.

Afirmação. E1 e E3 se encontram em lados opostos com relação a qualquer reta or-

togonal à reta H.

Com efeito, seja T uma reta ortogonal à reta H e suponha, por contradição, que os

fins E1 e E3 se encontram do mesmo lado com relação à reta T . Por cada um dos fins

estar contido em uma semi faixa e por ser Ω \ (E1 ∩ E2) limitado, então o domı́nio Ω

está contido em uma semi faixa, fato que contradiz a primeira afirmação demonstrada

na Proposição 3.3. Como a reta T foi escolhida de forma arbitrária, garantimos que E1

e E2 se encontram em lados opostos com relação a qualquer reta ortogonal à reta H.

Aplicando os resultados anteriormente estabelecidos em conjunto com alguns fa-

tos de Análise complexa, conseguimos obter uma resposta parcial para a conjectura

Berestycki–Caffarelli–Nirenberg em dimensão 2.

Teorema 3.6 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolário 2.4). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal,

onde f : (0,∞) → R é uma função Lipschitz que satisfaz f(t) ≥ λt, para cada t > 0 e

para algum λ > 0, de tal forma que R2 \ Ω seja conexo. Então Ω é uma bola.
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Demonstração.

Afirmação. Ω tem topologia de um disco e o seu bordo consiste de uma única curva

plana.

De fato, seja Ω um domı́nio cujo complementar R2\Ω é conexo, então a equivalência

(iii) do Teorema 22 garante que Ω é um domı́nio simplesmente conexo. Vamos admitir

que Ω ⊈ R2. O Teorema da Aplicação de Riemann 22 garante a existência de um

difeomorfismo F : Ω → C ≃ R2 tal que F (Ω) = B1(0). Dessa forma, o bordo ∂Ω

consiste de uma única curva e divide o plano em duas em duas componentes conexas.

Seja BR uma bola aberta de raio R, com R > 0. Se ∂Ω for uma curva fechada, então

Ω\Bn
R = ∅ (e Ω é compacto) ou Ω\Bn

R = Rn \Bn
R (e Ω é o complemento de uma região

compacta). Se ∂Ω não for fechado, considere o homeomorfismo F−1 : B1(0) → Ω.

Perceba que, para algum k > 0, temos que B1(0) \ Bk pode ser parametrizado por

[0, 1]× [0,∞). Dessa forma,

Ω \BR = F−1
(
B1(0) \Bk

)
,

isto é, Ω \BR tem um uma componente não compacta E difeomorfa a [0, 1]× [0,∞).

Figura 3.12: Difeomorfismo entre Ω \BR e [0, 1]× [0,∞).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Dessa forma, o domı́nio Ω possui topologia finita. Além disso,

(i) ou Ω é limitado,

(ii) ou Ω é o complementar de um domı́nio compacto,

(iii) ou Ω é um domı́nio com topologia própria finita possuindo fim único.

No caso (ii), podemos escolher Rλ > 0 suficientemente grande de tal forma que

BRλ
(p) ⊂ Ω, o que contradiz o Teorema 3.4. No caso (iii), Ω tem fim único, o que

contradiz o Teorema 3.3. Se ocorre (i), o Teorema 3.2 garante que o domı́nio Ω = BR(p),

como queŕıamos.
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4 LIMITAÇÃO PARA DOMÍNIOS f-EXTREMAIS

Neste caṕıtulo provamos algumas propriedades inerentes a domı́nios planares onde

o Problema (3.6) pode ser resolvido, assumindo unicamente que a função f admita

regularidade Lipschitz. Em toda essa seção, assumiremos que o domı́nio Ω é de classe

C2.

No caso de Ω ser um domı́nio não limitado cuja fronteira é um arco próprio Γ,

considere γ(t) = (x(t), y(t)) uma parametrização de Γ pelo comprimento de arco,

γ′(t) = (x′(t), y′(t)) seu vetor tangente e η = −ν = (−y′(t), x′(t)) o vetor normal

apontando para dentro ao longo de Γ. Uma propriedade básica do domı́nio Ω é a

seguinte:

Lema 4.1. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal não limitado, onde f : (0,∞) → R é

uma função Lipschitz. Então, para todo p ∈ Γ,

L+(p) = {p+ sη(p) | s ≥ 0} ⊂ Ω ∩ {p}.

Demonstração. De fato, se 0 < s << 1, então a propriedade é verificada. Suponha

por absurdo que (L+(p) \ {p}) ∩ Γ ̸= ∅, então a componente conexa C ⊂ Ω delimitada

pelas curvas Γ e L+(p) é limitada e

⟨γ(p), η(p)⟩ = ⟨(x′(p), y′(p)), (−y′(p), x′(p))⟩ = 0.

Dessa forma, Γ e L+(p) são ortogonais no ponto p, o que contradiz o Corolário 3.4.

Assim, temos que L+(p) ⊂ Ω ∪ {p}, para todo p ∈ Γ.

A fim de enunciar os próximos resultados sobre domı́nios f -extremais, vamos intro-

duzir a noção de epigráfico.

Definição 4.1. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio cujo bordo é formado por um único arco

próprio Γ. Dizemos que o domı́nio Ω é um epigráfico se, após uma mudança de

coordenadas adequada, Γ é o gráfico de uma função φ : R → R de classe C2, ou seja,

Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}.
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O epigráfico Ω é coercitivo se

lim
|x|→+∞

φ(x) = +∞

e é uniformemente Lipschitz se a função φ for uniformemente Lipschitz. São exem-

plos de epigráficos uniformemente Lipschitz os cones e os semiplanos.

Definição 4.2. Um domı́nio Ω é um quase-epigráfico se, para todo t ∈ R, o bordo

Γ = {(x(t), y(t)) | x′(t) ≥ 0} e {x(t) | t ∈ R} = R.

Proposição 4.1. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal não limitado, onde f : (0,∞) →
R é uma função Lipschitz. Se Ω estiver contido numa região cônica cujo ângulo é menor

que π (sem restrição sobre a topologia do domı́nio), então ou Ω é uma bola ou Ω é um

epigráfico uniformemente Lipschitz.

Demonstração. Seja W ⊂ R2 a região cônica tal que o ângulo entre as suas semirretas

seja αW < π. Após uma mudança de coordenadas adequada, podemos supor que a

região cônica W ⊂ {(x, y) ∈ R2 | y > 0} e é simétrico com relação ao eixo y. Defina a

região

Ωa = Ω ∩ {(x, y) ∈ R2 | y < a},

o qual é limitada, para todo a > 0.

Figura 4.13: O domı́nio Ω ⊂ W .

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

Sejam ra = {(x, y) ∈ R2 | y = a} e Ra(Ca) a reflexão de Ωa com relação a reta ra.

Vamos aumentar o parâmetro a > 0 até que uma das seguintes situações ocorra:

(i) Ra(Ωa) tangencia internamente ∂Ω em algum ponto q ∈ ∂Ω \ ra, ou

(ii) ra ⊥ ∂Ω, para algum ponto q ∈ ∂Ω, ou

(iii) ra ̸⊥ ∂Ω.
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Caso (i) ou (ii) ocorram, o Teorema 3.2 garante que Ω = BR(p). Se ocorre (iii),

então as afirmações seguintes são verdadeiras.

Afirmação. 1. A curva Γ é um arco próprio cuja projeção π : Γ → R2 dada por

π(x, y) = (x, 0)

é injetiva.

De fato, se π não fosse injetiva, então existem t1, t2 ∈ R tais que γ(t1) ̸= γ(t2) e

x(t1) = x(t2) = x0. Como a função x : R → R é de classe C2, então o Teorema de

Rolle garante que existe t0 ∈ (t1, t2) tal que x
′(t0) = 0. Assim, no ponto

⟨r′a(t0), γ′(t0)⟩ = ⟨(x′(s), 0), (x′(t0), y′(t0))⟩
= ⟨(x′(s), 0), (0, y′(t0))⟩
= 0.

O que é um absurdo, pois ∂Ω ̸⊥ ra. Logo, π é injetiva.

Afirmação. 2. Existe ϵ > 0 tal que, para todo t ∈ R, x′(t) > ϵ.

Seja e2 := (0, 1) e considere a aplicação ângulo

Θ : Γ → R

p 7→ ⟨η(p), e2⟩ = |η(p)||e2|cos θ,

onde θ é o ângulo entre os vetores η(p) e e2.

Desde que L+(p) ⊂ W , temos que, para todo p ∈ Γ,

θ ≤ αW

2
<
π

2
.

Como a função cosseno é decrescente no intervalo
(
0,
π

2

)
, então

Θ(p) = cos(θ) ≥ cos
(αW

2

)
> cos

(π
2

)
= 0. (4.1)

Por outro lado, ⟨η(p), e2⟩ = x′(t), para algum t ∈ R. Segue de (4.1) que x′(t) > ϵ,

para algum ϵ > 0 e para todo t ∈ R.

Afirmação. 3. Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}, onde a função φ : R → R é Lipschitz.

Considere a função coordenada x : R → R. Desde que x′(t) > 0, para todo t ∈ R,
a função é crescente e, portanto, inverśıvel. Podemos então reparametrizar a curva Γ
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por

Γ = {(t, y ◦ x−1(t) | t ∈ R}.

Note que a função φ = y ◦ x−1 ∈ C2. Além disso,

1 = ∥η∥=
√
(−y′)2 + (x′)2 ≥

√
(y′)2 = ∥y′∥ (4.2)

e, portanto,

∥φ′∥= ∥y′(x−1)(x−1)′∥=
∥∥∥∥y′x′
∥∥∥∥ ≤ ∥y′∥

ϵ

4.2

≤ 1

ϵ
, (4.3)

para algum ϵ > 0 dado. Como ∥φ∥ é limitada, então φ é Lipschitz e o domı́nio Ω é um

epigráfico Lipschitz.

Proposição 4.2. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f-extremal não limitado, onde f : (0,∞) →
R é uma função Lipschitz. Se Ω estiver contido numa a região cônica de ângulo menor

que
π

2
(sem restrição sobre a topologia do domı́nio), então Ω é uma bola.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que o domı́nio Ω seja não limitado. Após uma

mudança de coordenadas adequada, podemos assumir que

Ω ⊂ {(x, y) ∈ R2 | 0 < y < bx},

para algum b > 0. Sejam θ e β os ângulos que as semirretas L+(p) e y = bx fazem com

o eixo x. Considere também os vetores η1 = (b,−1) e γ′(t) = ((x′(t), y′(t)) e os ângulos

β′ =
π

2
− β e θ′ =

π

2
− θ.

Afirmação. 1. β′ ≤ θ′

Por construção, temos que θ ≤ β. Então,

cos θ′ = cos
(π
2
− θ
)

= cos
π

2
cos θ + sin

π

2
sin θ

= sin θ

≤ sin β

= sin
(π
2
− β′

)
= sin

π

2
cos β′ − sin β′ cos

π

2
= cos β′. (4.4)

Como a função cosseno é decrescente no intervalo
[
0,
π

2

]
, então β′ ≤ θ′ e, em
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particular, y′ ≤ −1. Segue de (4.4) que

y′(t) ≤ −1√
1 + b2

.

Logo, pelo Teorema do valor médio,

y(t) ≤ y(0)− t√
1 + b2

.

Assim, quanto t→ ∞, então y(t) < 0, o que é um absurdo, pois Ω ⊂ {(x, y) ∈ R2 |
y > 0}. Dessa forma, o domı́nio Ω ⊂ R2 é limitado e, pelo Teorema 3.2, Ω = BR(p).

Sejam Γ o gráfico de uma função φ : R → R de classe C2 e Ω ⊂ R2 um domı́nio

tal que Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}. Desde que p = (x, φ(x)), podemos escrever

a semirreta L+(p) como L+(p) = {(x, φ(x)) + s(−φ′(x), 1) | s ≥ 0}. Vejamos alguns

casos onde o domı́nio Ω satisfaz as conclusões do Lema 4.1, isto é, para todo p ∈ Γ,

L+(p) ⊂ Ω ∪ {p}. (4.5)

Caso 1: φ′(x) ≥ 0.

Após uma reparametrização da função φ, temos que os pontos ps ∈ L+(p) são da

forma

ps = (t− sφ′(t), φ(t) + s).

Como φ′(t) ≥ 0, para todo t ∈ R, então a função é não decrescente, de onde

φ(t− sφ′(t)) ≤ φ(t) ≤ φ(t) + s,

de onde conclúımos que ps ∈ Ω ∪ {p}.
Caso 2: φ′′(x) ≤ 0.

Seja R2 \ Ω = {(x, y) ∈ R2 | y < φ(x)}. Fazendo ψ(x) = −φ(x), temos

R2 \ Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > ψ(x)}

é um epigráfico tal que ψ′′(x) = (−φ(x))′′ = −φ′′(x) ≥ 0, de onde R2\Ω é um conjunto

convexo. Assim, como ψ é convexa e ps ∈ L+(p), temos que

ψ(x− sφ′(x)) ≥ ψ(x) + ⟨∇ψ,−sφ′(x)⟩
= ψ(x) + s⟨∇φ′(x), φ′(x)⟩
= ψ(x) + s∥φ′(x)∥2. (4.6)
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Multiplicando a desigualdade (4.6) por -1, obtemos

φ(x− sφ′(x)) ≤ φ(x)− s∥φ′(x)∥2≤ φ(x) + s

e ps ∈ Ω ∪ {p}.
É importante ressaltar que, se Ω for convexo, a inclusão (4.5) não é válida em

geral. Entretanto, podemos verificar diretamente alguns casos onde φ′′ ≥ 0, tais como

o domı́nio Ω = {(x, y) ∈ R2 | y >
√
1 + x2}. Neste exemplo em particular, percebemos

que não é posśıvel melhorar a Proposição 4.2 incluindo o caso αW =
π

2
.

Caso 3: ∥φ′∥≤ 1.

Seja p = (x1, φ(x1)) ∈ Γ. Suponha, por absurdo, que exista x2 > x1 tal que o

ponto q = (x2, φ(x2)) ∈ L+(p) ∩ Γ. Usando semelhança de triângulos e o Teorema

Fundamental do Cálculo, encontramos

1 ≤ −1

φ′(x1)
=
φ(x2)− φ(x1)

x2 − x1
=

1

x2 − x1

∫ x2

x1

φ′dx ≤ 1. (4.7)

Por um lado, φ′(x1) = −1; em contrapartida, φ′(x) = 1, para x1 ≤ x ≤ x2, o que é

um absurdo. Por exemplo, a inclusão (4.5) é verificada para as funções

φ(x) = sinx e φ(x) =
1

4
log (1 + x2) sin (log (1 + x2)).

A primeira função é periódica e a segunda é oscilante e fornece um domı́nio Ω ⊂ R2

que nem contém um semiplano nem está contido em um semiplano. Vamos agora

utilizar o argumento dos planos móveis para provar a proposição seguinte.

Proposição 4.3. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f-extremal contido em um semiplano.

Então ou Ω é uma bola ou (após um movimento ŕıgido) existe uma função positiva

φ : R → (0,∞) de classe C2 tal que:

(i) ou o domı́nio Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}.

(ii) ou φ é limitada e Ω = {(x, y) ∈ R2 | |y|< φ(x)}, o qual é simétrico.

Demonstração. Se Ω é limitado então, pelo Teorema de Serrin 3.2, Ω = BR(p). Supo-

nha que Ω é um subconjunto não limitado do semiplano {(x, y) ∈ R2 | y > 0}. Após

uma translação adequada, podemos supor que ∂Ω intercepta o eixo y transversalmente.

Suponhamos que a interseção de ∂Ω com o eixo y seja feita por mais de um ponto.

Considere os conjuntos Ω1 = Ω∩{(x, y) ∈ R2 | x > 0} e Ω2 = Ω∩{(x, y) ∈ R2 | x < 0},
os quais são não vazios. Se Ω1 ou Ω2 estão contidos em {(x, y) ∈ R2 | x = c, y > 0},
então segue da Proposição 4.1 que Ω é um epigráfico com relação a uma das diagonais

do plano.
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Vamos supor que Ω1 e Ω2 são ilimitadas e que a projeção ortogonal de ∂Ω sobre

{(x, y) ∈ R2 | y = 0} é sobrejetiva. Perceba que Ω ∩ {(x, y) ∈ R2 | x = 0} é uma união

discreta de intervalos abertos no eixo y, sendo o menor desses intervalos limitado.

Denote por p o ponto mais baixo na fronteira deste intervalo. Dados uma reta T , para

qualquer x ∈ R2 e qualquer X ⊂ R2, sejam x′ a reflexão de x sobre T e X ′ a reflexão

de X sobre T . Fixe ϵ > 0 e considere os conjuntos

Ta = {(x, y) ∈ R2 | y = a} e Tϵ,a = {(x, y) ∈ R2 | y = ϵx+ a},

com a ∈ R. Denote por T = Tϵ,a. Para a = 0 a reta T não intercepta Ω1. Supomos

que esta reta seja movida continua e paralelamente a si mesmo até tocar no ponto p.

A partir desse momento, em cada etapa do movimento a reta resultante T cortará Ω1

e definirá uma região limitada Σ(T ) = Ω1 ∩ T−, onde T− = {(x, y) ∈ R2 | y < ϵx+ a}.
Como Σ(T ) é limitada, segue da Proposição 3.1 que a imagem refletida em relação

a T das componentes conexas de Ω1 ∩ T− estão contidos em Ω, exceto possivelmente

para a componente cujo bordo contém p. Vamos denotar esta componente por Σ(T ).

Figura 4.14: Método dos planos móveis inclinados.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.f

Sejam I = ∂Σ(T ) ∩ T , J = ∂Σ(T ) ∩ {(x, y) ∈ R2 | x = 0}, K = ∂Σ(T ) ∩ ∂Ω e,

respectivamente, Σ(T )′, K ′ e J ′ suas reflexões em torno de T . Observe que p ∈ J ∩K.

Defina a função u′T : Σ(T ) → R dada por u′T (x) = u(x′). No ińıcio, temos que Σ(T ) ⊂ Ω

e u′T ≤ u em Σ(T ). Vamos continuar o processo enquanto isso acontece, e como o eixo

y corta transversalmente ∂Ω em pelo menos dois pontos, encontraremos um primeiro

valor a = a(ϵ) > 0 para o qual um dos seguintes casos ocorrem:

(i) K ′ ∩ ∂Ω[{q}, com q ∈ int(K ′),

(ii) K encontra T ortogonalmente,
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(iii) em um ponto de Σ(T )∪ I, o gráfico da função resultante u′T é tangente ao gráfico

da função u,

(iv) p′ ∈ ∂Ω,

(v) quando restrito ao segmento J , o gráfico da função resultante u′T é tangente em

algum ponto interior ao gráfico da função u.

Pelo método de reflexão de Serrin, deduzimos que (i), (ii) e (iii) implicam que

K ⊂ ∂Ω. Portanto, ambos os eventos (iv) ou (v) também são verdadeiros. Conclúımos

que, de fato, o processo pode ser continuado até que o evento (iv) ou (v) ocorra para

um primeiro valor a = a(ϵ) > 0.

Agora tome uma sequência (ϵi)i∈N com ϵi > 0 e ϵi → 0 e repita o processo com

ϵ = ϵi. A sequência a(ϵi) é limitada, admitindo então uma subsequência convergindo

para a de tal forma que existe uma reta horizontal T = Ta, com a > 0, tal que

Σ(T ) ⊂ Ω, u′T ≤ u em Σ(T ) e um dos dois eventos (iv) ou (v) acima ocorre. Além

disso, como ϵ = 0, temos que J é um intervalo contido no fecho do menor intervalo de

Ω ∩ {(x, y) ∈ R2 | x = 0} e o valor de a depende apenas de J e do comportamento de

u restrito a Ω ∩ {(x, y) ∈ R2 | x = 0}.
Vamos repetir o procedimento anterior para o fim Ω2 com retas de inclinação

positiva definidas por Tϵ,a = {(x, y) ∈ R2 | y = ϵx + a}. Dessa forma, obtemos

uma reta horizontal T = {(x, y) ∈ R2 | y = a} tal que a imagem refletida de

Ω2 ∩ {(x, y) ∈ R2 | y < a∗} permanece em Ω, u′T ≤ u e um dos dois eventos (iv)

ou (v) ocorre.

Segue que a = a∗ e T = T ∗ são tais que a imagem refletida de Ω ∩ {(x, y) ∈ R2 |
y < a} com relação a T está contida em Ω, u′T ≤ u e uma das asserções (i), (ii)

ou (iii) vale (em algum ponto do eixo y). Do argumento de reflexão Serrin, obtemos

que Ω é simétrico com relação a T . Como Ω1 e Ω2 são ilimitados, existe uma função

φ : R → (0,∞) de classe C2 tal que φ é limitada e, a menos de movimento ŕıgido,

Ω = {(x, y) ∈ R2 | |y|< φ(x)}.
Agora vamos considerar o caso onde qualquer reta vertical toca ∂Ω transversalmente

em apenas um ponto. Dessa forma, o bordo ∂Ω consiste em apenas um arco próprio Γ, o

qual é projetado monotonica e sobrejetivamente sobre o eixo x. Se existe alguma função

g tal que graf(g) = Γ, então Ω é um epigráfico. Se existe b ∈ (0,∞) tal que Γ é tangente

a Tb = {(x, y) ∈ R2 | y = b}, então repetimos o argumento da reflexão realizado na

primeira parte da prova com as retas T = Tϵ,a e T ∗ = T ∗
ϵ,a, com a ≤ b, e conclúımos

que Ω é simétrico com respeito a T = {(x, y) ∈ R2 | y = a}, o que é um absurdo, pois

o bordo Ω toca o eixo y apenas uma vez. Portanto, Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}.
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Proposição 4.4. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio f -extremal não limitado cujo bordo ∂Ω é

dado por um único arco próprio, então ou Ω contém um semiplano ou Ω é um quase

epigráfico.

Demonstração. Sejam γ : R → R2 uma parametrização de ∂Ω pelo comprimento

de arco dada por γ(t) = (x(t), y(t)) e η(t) = −ν(t) = (−y′(t), x′(t)) o vetor normal

unitário sobre ∂Ω apontando para dentro da curva. Considere então a aplicação normal

N : ∂Ω → S1 dada por

p 7→ η(p).

Perceba imagem normal N(∂Ω) está contida em um semićırculo e, após um movi-

mento ŕıgido, podemos supor que x′ > 0 (ver 3.4). Se a imagem {x(t) | t ∈ R} = R,
então Ω é um quase epigráfico. Se {x(t) | t ∈ R} ≠ R, podemos supor que é {x(t) | t ∈
R} é limitada por uma constante a e, portanto, as curvas ∂Ω e {(x, y) ∈ R2 | x = a}
são disjuntas, donde Ω está contido em um semiplano. Usando o item (i) da Proposição

4.3, temos que Ω é um epigráfico.

Se existem p, q ∈ ∂Ω tais que η(p) = −η(q), então do Lema 4.1 temos que o domı́nio

Ω contém duas semirretas paralelas com orientação oposta, portanto, Ω contém um

semiplano.

Em [8], Farina e Valdinoci provaram que se f é localmente Lipschitz, n = 2 e Ω é um

epigráfico coercitivo uniformemente Lipschitz de classe C3, então não existe nenhuma

função u ∈ C2(Ω) ∩ L∞(Ω) que é solução de (3.6).

Proposição 4.5 (Farina-Vildinoci, [8], Teorema 1.6). Sejam Ω ⊂ Rn um subconjunto

aberto com bordo de classe C3, u ∈ C2(Ω) ∩ L∞(Ω) é uma solução para o sistema

sobredeterminado (3.6) e f uma função localmente Lipschitz. Suponha que

(i) ou n = 2

(ii) ou n = 3 e f(r) ≥ 0 para qualquer r ≥ 0.

Então, Ω não pode ser uma epigráfico coercitivo uniformemente Lipschitz.

Ainda em [8], Farina e Valdinoci provaram que se f é uma função localmente

Lipschitz, n = 2 e u ∈ C2(Ω) é uma solução de (3.6) crescente na segunda variável e

com gradiente limitado, então Ω é um semiplano.

Proposição 4.6 (Farina-Vildinoci, [8], Teorema 1.2.). Sejam Ω ⊂ R2 um domı́nio

com bordo de classe C3 e f uma função localmente função Lipschitz. Suponha que
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u ∈ C2(Ω), com |∇u|∈ L∞(Ω), satisfaz
∆u+ f(u) = 0 em Ω,

∂2u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Suponha também que ou Ω seja um semiplano ou que ∂νu seja constante em ∂Ω. Então,

Ω deve ser um semiplano e existe ω ∈ S1 e u0 : R → (0,∞) de tal forma que ω é normal

a ∂Ω e u(x) = u0(ω · x), para qualquer x ∈ Ω.

Com estes teoremas, obtemos alguns corolários importantes que seguem das Pro-

posições 4.1 e 4.3.

Corolário 4.1. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio de classe C3 (com topologia arbitrária) e

u ∈ C2(Ω)∩L∞(Ω) uma solução do Problema (3.6). Se Ω está contido em uma região

cônica de ângulo menor que π e u é limitada, então Ω é uma bola.

Demonstração. Segue diretamente das Proposições 4.1 e 4.5.

O próximo corolário fornece mais uma elegante resposta parcial para a Conjectura

3.1 no caso bidimensional, admitindo somente que |∇u| seja limitada e Ω esteja contido

em um semiplano.

Corolário 4.2 (Ros-Sicbaldi, [17], Corolário 2.10). Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio de classe

C3 tal que R2 \ Ω seja conexo e u ∈ C2(Ω seja uma solução do Problema (3.6). Se Ω

está contido em um semiplano e |∇u| é limitado, então ou Ω é uma bola e u é uma

solução radial ou (após um movimento ŕıgido) Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} e u depende

apenas da variável y.

Demonstração. Perceba que estamos nas condições da Proposição 4.3. Dessa forma,

ou Ω = BR(p) e u é radial ou existe uma função φ : R → (0,∞) de classe C2 tal que:

(i) ou o domı́nio Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > φ(x)}

(ii) ou φ é limitada e Ω = {(x, y) ∈ R2 | |y|< φ(x)}.

Queremos mostrar que vale o item (i) e Ω é um epigráfico. De fato, na demonstração

do caso (i) da Proposição 4.3 usamos o argumento dos planos móveis de uma forma

inclinada e variamos ϵ > 0 de tal sorte que a reflexão da reta móvel possa ser aplicada

para qualquer linha horizontal. Isso mostra que Ω é um epigráfico coercitivo e a função

u deve ser estritamente crescente na segunda variável (ver [6] e [3]). Como |∇u| é
limitado, a Proposição 4.6 garante que Ω é um semiplano e, a menos de movimento

ŕıgido, Ω = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} e u depende somente da variável y.
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Cabe aqui uma breve explicação adicional do Corolário 4.2. Para um epigráfico

Ω existem duas situações geométricas onde a condição de que a função u é limitada

implica em |∇u| é também limitado: o caso em que a curvatura de ∂Ω é limitada e o

caso em que Ω é um epigráfico uniformemente Lipschitz.

No primeiro caso, assumindo que |∇u| é ilimitado, é posśıvel escolher uma sequência

(pn)n∈N de pontos em Ω com |∇u(pn)|→ ∞ tal que as homotetias impelem a con-

vergência pn → (0, 0) e, fazendo |∇u(pn)|= 1, transformamos a função u : Ω → R em

uma sequência de funções vn : Dn → R com |∇vn(0)|= 1 e gradiente uniformemente

limitado em subconjuntos compactos. Passando a uma subsequência, obtemos no li-

mite uma função não negativa limitada v definida em uma região D ⊂ R2 sem bordo

ou limitada por uma linha reta satisfazendo
∆v = 0 em D,

|∇v|= 1 em 0 ∈ D,

v = 0 em ∂D,

⟨∇u, ν⟩ = 0 sobre ∂D.

O Teorema de Liouville 22 implica que D ̸= R2. Então D é um semiplano e neste

caso contradizemos o prinćıpio de continuação única ao longo de ∂D. No caso em que

Ω é uma epigráfico uniformemente Lipschitz e u é limitada, a limitação de |∇u| segue
dos resultados da Seção 6.2 de [12].

59



5 CONCLUSÃO

Nesta dissertação, investigamos propriedades geométricas de domı́nios bidimensio-

nais, limitados ou não, que admitem uma solução para o Problema (1), encontrando

uma resposta positiva para a conjectura BCN em dimensão 2, desde que assumamos

algumas hipóteses acerca do crescimento da não linearidade ou sobre o domı́nio a ser

estudado.

Provamos que, em dimensão n = 2, a conjectura de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg

é verdadeira quando existe uma constante positiva λ tal que f(t) ≥ λt, para todo

t > 0, ou quando Ω ⊂ R2 está contido em um semiplano e |∇u| é limitado. Para tanto,

utilizamos como ferramenta principal o prinćıpio do máximo no formato do método

dos planos móveis.

É interessante destacar que o trabalho realizado pode ser expandido quando con-

sideramos ambientes ou operadores mais gerais. Dessa forma, consideramos que este

texto poderá servir como suporte para estudantes e pesquisadores que queiram iniciar

seus estudos sobre tal tema.
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APÊNDICE A - RESULTADOS DE CÁLCULO

Este apêndice tem por objetivo fornecer uma revisão acerca de alguns fatos de

Cálculo que utilizamos ao longo desse trabalho. Para tanto, foram consultados os

Apêndices C.1 e C.2 de [7].

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado, com ∂Ω ∈ C1, ν(x) = (ν1(x), ..., νn(x)) o vetor

unitário normal exterior no ponto x ∈ ∂Ω e νi = ⟨ν, ei⟩.

Teorema A.1. (Integração por partes) Sejam u, v ∈ C1(Ω). Então∫
Ω

uxi
vdx = −

∫
Ω

uvxi
dx+

∫
∂Ω

uvνidS, (5.1)

onde i ∈ {1, ..., n}.

Teorema A.2. (de Gauss-Green) Suponha que u ∈ C1(Ω). Então∫
Ω

uxi
dx =

∫
∂Ω

uνidS, (5.2)

onde i ∈ {1, ..., n}.

Teorema A.3. (da Divergência) Seja u = (u1, ..., un) ∈ C1(Ω;Rn) um vetor

definido em Ω. Então

∫
Ω

div udx =

∫
∂Ω

⟨u, ν⟩dS, (5.3)

onde i ∈ {1, ..., n}.

Teorema A.4. (Fórmulas de Green) Sejam u, v ∈ C2(Ω). Então

(i) ∫
Ω

∆udx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dS.

(ii) ∫
Ω

⟨∇u,∇v⟩dx = −
∫
Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
dS.
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(iii) ∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS.
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APÊNDICE B - RESULTADOS DE ANÁLISE

COMPLEXA

Estabeleceremos uma revisão acerca de alguns fatos de Análise complexa que utili-

zamos na demonstração do Teorema 3.6. Para tanto, utilizamos [4] como referência

para esta seção.

Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e conexo. Dizemos que Ω é simplesmente

conexo se, e somente se, toda curva retificável fechada em Ω é homotópica a zero.

Vamos mostrar algumas definições equivalentes à noção de conjunto simplesmente

conexo.

Teorema B.1. ([4], Teorema 3.2) Seja Ω ⊂ C um subconjunto aberto e conexo.

Então os seguintes são equivalente:

(i) Ω é simplesmente conexo.

(ii) n(γ; z0) = 0 para cada curva retificável fechada γ em Ω e cada ponto em

C \ Ω.

(iii) C∞ \ Ω é conexo.

(iv) Para qualquer f ∈ H(Ω), onde H(Ω) é o conjunto das funções anaĺıticas

definidas em Ω, existe uma sequência de polinômios que converge à f em

H(Ω).

(v) Para qualquer f ∈ H(Ω) e qualquer curva retificável fechada γ ⊂ Ω, temos∫
γ
f = 0.

(vi) Toda função f ∈ H(Ω) tem uma primitiva.

(vii) Para qualquer f ∈ H(Ω) tal que f(z) ̸= 0, para todo z ∈ Ω, existe uma

função g ∈ H(Ω) tal que f(z) = exp g(z).

(viii) Para qualquer f ∈ H(Ω) tal que f(z) ̸= 0, para todo z ∈ Ω, existe uma

função g ∈ H(Ω) tal que f(z) = [g(z)]2.

(ix) Ω é homeomorfo ao disco unitário.

(x) Se u : Ω → R é harmônica, então existe uma função harmônica v : Ω → R
tal que f = u+ iv é anaĺıtica em Ω.
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Demonstração. Ver [4], página 204.

Teorema B.2 (Teorema da Aplicação de Riemann). Sejam Ω ⊂ C uma região

própria e simplesmente conexa e z0 ∈ Ω. Então existe uma única função anaĺıtica

f : Ω → C tal que

(i) f(z0) = 0 e f ′(z0) > 0.

(ii) f é injetiva.

(iii) f(Ω) = {z ∈ C | |z|< 1}.

Demonstração. Ver [4], página 156.

Teorema B.3 (Liouville). Se (X,ϕ) é uma variedade anaĺıtica compacta, então

não existe nenhuma função anaĺıtica não constante de ϕ : X → C.

Demonstração. Ver [4], página 240.
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