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Resumo

Nesta dissertação, iremos apresentar uma classificação das subvariedades umbílicas de
dimensão e codimensão arbitrária de Sn × R, baseado no trabalho de Bruno Mendonça
e Ruy Tojeiro, em [11]. A classificação que será apresentada, estende a classificação das
superfícies umbílicas em S2 × R por Souam e Toubiana, em [12], bem como a descrição
local das hipersuperfícies umbílicas de Sn × R por Van der Veken e Vrancken, em [15],
para codimensão maior que um. Em ambos os trabalhos, as superfícies umbílicas e hiper-
superfícies umbílicas são de rotação. Será mostrado que as subvariedades estudadas neste
trabalho também são de rotação e apresentaremos parametrizações explicitas.

Palavras-chave: Classificação, subvariedades umbílicas, subvariedades de rotação



Abstract

In this thesis, we will present a classification for the umbilical submanifolds of arbitrary
dimension and codimension of Sn × R, based on the work by Bruno Mendonça and Ruy
Tojeiro in [11]. The classification that will be presented extends the current classification
of the umbilic surfaces in S2 × R by Souam and Toubiana in [12] as well as the local
description of the umbilical hypersurfaces Sn×R by Van der Veken and Vrancken in [15]
for codimensions greater than one. In both works, the umbilic surfaces and hypersurfaces
are of rotation type. It will be shown here that the submanifolds studied in this work are
also of rotation type and we will present explicit parametrization.

Keywords: Classification, umbilical submanifolds, rotational submanifolds
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Introdução

Esta dissertação está centrada na teoria das subvariedades, teoria que surgiu como um
desenvolvimento natural do estudo clássico de curvas e superfícies do espaço euclidiano
tridimensional, e generalizou este estudo para qualquer número de dimensões e codimen-
sões e espaços ambientes arbitrários. No último século, evoluiu para uma ampla subárea
da Geometria Diferencial com muitos ramos distintos, fazendo uso de diversas técnicas.

As subvariedades mais simples de uma variedade Riemanniana são aquelas cuja se-
gunda forma fundamental é identicamente nula, chamadas de totalmente geodésicas.
Uma subvariedade M ⊂ N é dita umbílica quando α(X, Y ) = 〈X, Y 〉ω, para quaisquer
X, Y ∈ X(M), em que α é a segunda forma fundamental de M com valores no fibrado
normal e ω é o vetor curvatura média de M . Dessa forma, M é totalmente geodésica
quando é umbílica e ω = 0.

As formas espaciais são as variedades riemannianas completas com curvatura secci-
onal constante. A classificação das subvariedades umbílicas das formas espaciais já foi
realizada, e pode ser encontrada em [5]. Muito se há a respeito das subvariedades de
uma forma espacial. Contudo, existem poucas variedades Riemannianas para as quais as
subvariedades umbílicas são classificadas.

Soaum e Toubiana, em [12], deram uma classificação das superfícies totalmente um-
bílicas para todas as geometrias 3-dimensional de Thurston de curvaturas não constante,
bem como para as esferas de Berger. Os casos mais interessantes acabaram sendo o dos
espaços produtos S2 × R e H2 × R. Para essas variedades, foi mostrado que, a menos
de isometria do espaço ambiente, as superfícies umbílicas não totalmente geodésicas, são
superfícies de rotação sobre uma curva. Tal curva é obtida via soluções de sistema de
EDOs.

Van der Veken e Vrancken, em [15], classificaram localmente as hipersuperfícies umbíl-
cas de Sn×R, enquanto que, Calvaruso, Kowalczyk e Van der Veken, em [2], classificaram
localmente as hipersuperfícies umbílicas de Hn × R. Novamente, nestes dois casos, as
não totalmente geodésicas são hipersuperfícies de rotação sobre curvas em produtos to-
talmente geodésicos S1 × R e H1 × R, respectivamente. Por outro lado, foi mostrado em
[13], por Souam e Van der Veken que um produto Riemanniano M × R admite hipersu-
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perfícies totalmente umbílicas não triviais se e somente se a variedade Riemanniana M
tem localmente a estrutura de um produto warped, e neste caso uma descrição local de
todas essas hipersuperfícies foi fornecido.

Mendonça e Tojeiro, em [11], artigo na qual esta dissertação foi baseada, deram uma
classificação das subvariedades umbílicas de dimensão e codimensão arbitrária de Sn×R.
O objetivo principal desse trabalho é apresentar as demonstrações dos resultados obtidos
em [11], em especial, o Teorema de classificação das subvariedades umbílicas de Sn × R.
Antes de enunciar este Teorema, é necessário que façamos uma breve apresentação dos
elementos presentes neste resultado.

Para um dado inteirom > 2, seja Φ : Sm+1×R→ Rm+2\{0} o difeomorfismo conforme
dado por Φ(x, t) = etx. Escolha uma semi-reta ` := {x̄} × [0,∞) ⊂ Rm+2 = Rm+1 × R
com x̄ 6= 0, x̄ ∈ Rm+1. SejaMm

r,h a imagem por Φ−1 da esfera m-dimensional Smr,h em Rm+2

de raio r centrado em ` que se encontra no hiperplano afim através de (x̄, h) ortogonal a
`, com a origem removida se h = 0 e r = d := ‖x̄‖. Então vale o seguinte Teorema.

Teorema 1 (Teorema 4.2.4). A subvariedade Mm
r,h é uma subvariedade umbílica completa

de Sm+1 × R para cada r > 0 e h > 0. Além disso, Mm
r,h tem as seguintes propriedades:

(i) é difeomorfa a Sm se (r, h) 6= (d, 0) e a Rm se (r, h) = (d, 0);

(ii) está em uma hipersuperfície totalmente geodésica Sm ×R ⊂ Sm+1 ×R se e somente
se, h = 0;

(iii) Mm
r,0 é homotópica a 0 em Sm × R se r < d e não homotópica a 0 se r > d;

(iv) é uma subvariedade de rotação cujo perfil é uma curva em uma subvariedade to-
talmente geodésica S2 × R (respectivamente, S1 × R) se h 6= 0 (respectivamente,
h = 0);

(v) Mm
r,h é congruente a Mm

r′,h′ se e somente se, (r, h) = (r′, h′).

Reciprocamente, qualquer subvariedade umbílica não totalmente geodésica de Sn ×R com
dimensão m > 2 é, a menos de uma isometria do espaço ambiente, um subconjunto aberto
de um dos seguintes:

(a) uma esfera pequena em Sn × {0};

(b) Mm
r,0 para algum r > 0 se n = m;

(c) Mm
r,h para algum r > 0 e h > 0 se n = m+ 1;

(d) Mm
r,h em Sm+1 × R totalmente geodésica para algum r > 0 e h > 0 se n > m+ 1.
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No primeiro capítulo deste trabalho, introduzimos definições e resultados básicos sobre
fibrados vetoriais e Geometria Riemanniana. Na última seção deste capítulo é apresen-
tado os resultados auxiliares que darão apoio no decorrer dos capítulos seguintes. Mais
especificamente, nesta seção obtemos alguns resultados a respeito da imersão isométrica
f : Mm → Qn

ε ×R. A variedade Qn
ε denota Sn, Rn, ou Hn, quando ε = 1, 0 ou −1, respec-

tivamente, onde ε é a curvatura seccional de Qn
ε . O campo ∂

∂t
, campo unitário tangente ao

fator R de Qn
ε ×R, admite a decomposição ∂

∂t
= f∗T + η, onde T ∈ X(M) e η ∈ Γ(N fM).

O campo T desempenha um papel importante não apenas nesta seção, mas também na
obtenção de vários outros resultados deste trabalho.

O capítulo dois é dedicado ao estudo da classe A. Esta classe é o conjunto de todas as
imersões isométricas f : Mm → Qn

ε ×R, com a propriedade de que o campo de vetores T ,
tangente a Mm é um autovetor de todo operador de forma de f para todo ξ ∈ Γ(N fM).
Um dos principais resultados deste capítulo é o Teorema 2.1.3, que fornece uma descrição
completa de todas as imersões isométricas na classeA. Na seção 2.2 deste capítulo faremos
um estudo sobre as subvariedades de rotação em Qn

ε × R, que é uma subclasse da classe
A, onde apresentamos o Teorema 2.2.3, que nos dá uma sequência de equivalências sobre
subvariedades de rotação de Qn

ε × R, e é um dos resultados chave na demonstração do
teorema principal deste trabalho.

No capítulo três apresentamos resultados a cerca da redução da codimensão de uma
imersão isométrica. A codimensão de uma imersão isométrica f : Mn → Qn+m

ε pode
ser reduzida a k < m, quando existe uma subvariedade totalmente geodésica Qn+k

ε de
Qn+m
ε tal que f (Mn) ⊆ Qn+m

ε . Joseph Erbacher, em [8], estabeleceu que a codimensão de
f : Mn → Qn+m

ε pode ser reduzida a k, quando existe um subfibrado paralelo L do espaço
normal de f com posto k < m tal que o primeiro espaço normal N1(x) é um subconjunto
de L(x), x ∈ Mn. O objetivo deste capítulo é a prova do Teorema 3.2.1, que estabelece
hipóteses, para que a codimensão de f possa ser reduzida quando o espaço ambiente for
Qn
ε × R. Finalizamos este capítulo com uma aplicação para uma prova alternativa sobre

um teorema de redução de codimensão de superfícies com vetor curvatura média paralelo
em Qn

ε × R, devido a Alencar, do Carmo e Tribuzy, em [1].
Finalmente, o último capítulo é dedicado a prova do Teorema de classificação das

subvariedades umbílicas de Sn × R.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo contém um material de apoio, essencial para o entendimento dos capí-
tulos subsequentes. A maior parte deste capítulo é dedicada aos resultados básicos de
Geometria Riemanniana, e o leitor interessado em detalhes sobre o assunto deve procurar
as referências citadas. Porém, na ultima seção é onde damos início a apresentação dos
resultados auxiliares que serão fundamentais no decorrer deste trabalho.

1.1 Fibrados Vetoriais

Nesta seção, definimos um dos objetos essenciais para o desenvolvimento deste traba-
lho, os fibrados vetoriais. Um fibrado vetorial é, de certa forma, uma generalização do
fibrado tangente e do fibrado normal (de uma imersão isométrica) sobre uma variedade
diferenciável. O conteúdo desta seção foi baseado em [5] e [10].

Definição 1.1.1. Dada uma variedade diferenciável M , um fibrado vetorial real C∞

sobre M é uma variedade diferenciável E, juntamente com uma aplicação diferenciável e
sobrejetiva π : E →M satisfazendo as seguintes condições:

1) Existe k ∈ N tal que, para todo p ∈ M , o conjunto Ep = π−1(p) possui a estrutura
de espaço vetorial real k dimensional

2) Para cada p ∈M , existe uma vizinhança U de p emM e uma aplicação diferenciável
Φ : π−1(U)→ U × Rk tal que:

i. Para cada q ∈ U , a restrinção de Φ à Eq é um isomorfismo linear entre Eq e
{q} × Rk, munido com a estrutura canônica de espaço vetorial.

ii. Se πU : U × Rk → U denota a projeção sobre o primeiro fator, então
π = πU ◦ Φ : π−1(U)→ U .

12



1. Preliminares

Nas notações acima, dizemos que M é a base e E é o espaço total do fibrado; Ep
(p ∈M) é a fibra de E sobre p. O natural k é o posto de E (ou de π ); se k = 1, dizemos
que E é um fibrado de linhas. Por fim, Φ é uma trivialização local, ou carta de fibrado de
E sobre U .

Sempre que não houver perigo de confusão, diremos simplesmente que E (resp. π ) é
um fibrado sobre M , deixando implícita a projeção π (resp. o espaço total E ) e o posto
k.

Dados dois fibrados vetoriais πE : E → M1 e πF : F → M2, e um difeomorfismo
φ : M1 → M2, dizemos que uma aplicação diferenciável φ̄ : E → F é um isomorfismo de
fibrados ao longo de φ quando para todo x ∈M1, temos

i. πF ◦ φ̄ = φ ◦ πE e φ̄
(
π−1
E (x)

)
= π−1

F (φ(x)),

ii. A restrição φ̄x : π−1
E (x)→ π−1

F (φ(x)) de φ̄ a fibra π−1
E (x) é um isomorfismo de espaço

vetorial.

Dado um fibrado vetorial π : E → M , um subfibrado de E é um fibrado vetorial
π̃ : D → M , em que D é um subespaço topológico de E e π̃ é a restrição de π em D,
tal que para cada p ∈ M , o subconjunto Dp = D ∩ Ep é um subespaço linear de Ep, e a
estrutura de espaço vetorial em Dp é herdada de Ep.

Se M é uma variedade diferenciável, E = M × Rk e πM : E → M é a projeção sobre
o primeiro fator, então é imediato verificar que E é um fibrado vetorial de posto k sobre
M , denominado o fibrado trivial de posto k sobre M (para p ∈M , a estrutura de espaço
vetorial k-dimensional em Ep = {p} × Rk é novamente a canônica).

Um fato importante é que podemos construir fibrados vetoriais a partir de outros
já dados. Não iremos nos aprofundar nesse assunto, o leitor interessado deve procurar
as referência citadas. Apresentaremos a soma de Whitney e o fibrado induzido. Não
provaremos as próximas afirmações, mas em caso de dúvidas ver, por exemplo, [5] ou [14].

Exemplo 1.1.2 (Soma de Whitney). Sejam πE : E → M e πF : F → M fibrados
vetoriais de postos k e l, respectivamente. A soma de Whitney de E e F é o espaço
topológico de dimensão kl

E ⊕W F =
∐
p∈M

(Ep ⊕ Fp)

munido da estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida a partir daquelas de E e F .

Exemplo 1.1.3 (Fibrado Induzido). Sejam π : E →M um fibrado vetorial e f : N →M

uma aplicação diferenciável. Defina

Ê = {(x, e) ∈ N × E : f(x) = π(e)}

13



1. Preliminares

e denote π̂(x, e) = x e f̂(x, e) = e. Para cada x ∈ N , sejam Êx = π̂−1(x) = {x}×Ef(x) e
f̂ = f̂ |Êx

. Então Êx tem uma estrutura de espaço vetorial que torna f̂x um isomor-
fismo. Seja (Uλ, ϕλ)λ∈L um atlas de trivializações locais para E, e seja (gλµ) as funções
de transições correspondentes. Definindo

ϕ̂λ,x = ϕλ,f(x) ◦ f̂x, x ∈ Ûλ = f−1(Uλ),

obtemos, para cada λ ∈ L, uma bijeção ϕ̂λ : π̂−1(Ûλ)→ Ûλ × Rk, onde k é o posto de E.
É imediato verificar que

ϕ̂λ,x ◦ ϕ̂−1
µ,x = gλµ(f(x)), x ∈ Û ∩ Ûµ.

Portanto, o princípio da colagem pode ser aplicado, tornando π̂ : Ê → N um fibrado
vetorial. O espaço total Ê é usualmente denotado por f ∗E.

Se π : E →M é um fibrado vetorial sobre M e U ⊂M , é um aberto de M , uma seção
local de E (ou de π ) é uma aplicação diferenciável η : U → E tal que π ◦ η = IdU , é a
aplicação identidade de U , nesse caso, dizemos que η é uma seção em U para π. Quando
U = M , dizemos apenas que η é uma seção em E. Doravante, salvo menção em contrário,
denotamos por Γ(E) ao conjunto das seções de E. Munido das operações usuais, Γ(E)
possui a estrutura de espaço vetorial real.

As seções de E ⊕W F , no exemplo 1.1.2, são da forma η = ξ ⊕ ζ, onde ξ ∈ Γ(E) e
ζ ∈ Γ(F ).

Uma seção X : M → TM do fibrado tangente π : TM → M de uma varie-
dade diferenciável é um campo de vetores em M . Denotaremos, no decorrer do texto,
Γ(TM) = X(M). Se f : N → M é uma aplicação diferenciável e π → M é um fibrado
vetorial, então a seção ξ ∈ Γ(f ∗E) do fibrado induzido f ∗E é também chamada de uma
seção de E ao longo de f. Em particular, um campo de vetores ao longo de f é uma seção
de f ∗TM .

Dado U ⊂ M aberto, um referencial (local) em U para π é um conjunto {η1, . . . , ηk}
de seções em U para π, tal que {η1(p), . . . , ηk(p)} é uma base de π−1(p), para todo p ∈ U .
O referencial é global quando U = M .

Sempre existe um referencial local. Em outras palavras, vale o

Lema 1.1.4. Se π : E → M é um fibrado vetorial sobre M e U ⊂ M é domínio de uma
trivialização local para π, então existe em U um referencial para π.

Demonstração. Sejam Φ : π−1(U)→ U × Rk uma trivialização local para π e {e1, . . . ek}
o referencial canônico em Rk; defina ιj : U → U × Rk por ιj(p) = (p, ej). Se ηj : U → E

14



1. Preliminares

é dada por
ηj = Φ−1 ◦ ιj.

é imediato verificar que se trata de um referencial em U para π.

1.2 Fibrados Riemannianos

O objetivo desta seção é apenas relembrar alguns fatos, a respeito de fibrados Rie-
mannianos, os quais iremos usar frequentemente ao longo do texto.

Definição 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana em
um fibrado vetorial π : E → M é uma aplicação C∞(M)-bilinear, simétrica e positiva
definida

〈, 〉 : Γ(E)× Γ(E)→ C∞(M).

O fato é que todo fibrado vetorial, π : E → M , admite uma métrica Riemanniana.
Uma métrica Riemanniana, em uma variedade diferenciável M , é uma métrica Rieman-
niana no fibrado tangente TM de M . Lembre-se que denotamos Γ(TM) = X(M). Em
particular, toda variedade diferenciável possui uma métrica Riemanniana.

Sejam (M1, 〈, 〉M1
) e (M2, 〈, 〉M2

) variedades Riemannianas. Podemos definir a métrica
Riemanniana 〈, 〉M1×M2

= 〈, 〉M1
⊕〈, 〉M2

sobre a variedade produto M1×M2, chamada de
métrica produto, da seguinte maneira:

〈(v1, v2), (w1, w2)〉M1×M2
= 〈v1, w1〉M1

+ 〈v2, w2〉M2
,

para quaisquer (v1, v2), (w1, w2) ∈ TpM1 ⊕ TqM2 ' T(p,q)(M1 ×M2).

Definição 1.2.2. Uma conexão linear em um fibrado vetorial π : E →M é uma aplicação
R-bilinear

∇ : X(M)× Γ(E)→ Γ(E)

(X, ξ) 7→ ∇Xξ

satisfazendo, para f ∈ C∞(M), X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(E), as seguintes condições:

(a) ∇(fX)ξ = f∇Xξ.

(b) ∇X(fξ) = f∇Xξ +X(f)ξ.

Seja π : E → M um fibrado vetorial com conexão linear ∇. Diremos que uma seção
ξ ∈ Γ(E) é paralela quando ∇Xξ = 0 para todo X ∈ X(M). Dizemos que um subfibrado
vetorial F de E é paralelo quando, para cada seção ξ de F e cada X ∈ X(M), nós tivermos
que ∇Xξ é uma seção de F .
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Fixada uma métrica 〈, 〉 em E, dizemos que a conexão linear ∇ é compatível com a
métrica quando, para todo X ∈ X(M) e η, ξ ∈ Γ(E), tivermos

X〈η, ξ〉 = 〈∇Xη, ξ〉+ 〈η,∇Xξ〉 .

Em geral, fixada uma métrica em um fibrado vetorial, pode existir mais de uma
conexão compatível com tal métrica. Porém, a conexão de Levi-Civita∇ de uma variedade
Riemanniana M é a única conexão compatível com a métrica de M e simétrica, ou seja,

[X, Y ] = ∇XY −∇YX,

para todo X, Y ∈ X(M).
O próximo Lema, cuja prova será omitida, nos diz como é a conexão de Levi-Civita,

quando temos um produto de variedades Riemannianas.

Lema 1.2.3. Se M1 e M2 são variedades Riemannianas com conexões de Levi-Civita ∇ e
∇, respectivamente, então a conexão de Levi-Civita ∇̃ do produto Riemanniano M1×M2

é tal que

∇̃X1⊕X2(Y1 ⊕ Y2) = (∇X1Y1)⊕ (∇X2Y2),

para todos X1, Y1 ∈ X(M1) e X2, Y2 ∈ X(M2).

Um fibrado vetorial Riemanniano é um fibrado vetorial π : E → M munido de uma
métrica Riemanniana 〈, 〉 e de uma conexão compatível com a métrica.

Sejam
(
E,∇E, 〈, 〉E

)
, e
(
F,∇F , 〈, 〉F

)
, fibrados vetoriais Riemannianos dados. A soma

de Whitney E ⊕W F é um fibrado Riemanniano com a métrica 〈, 〉 e conexão ∇, tais que

〈η1 ⊕ ξ1, η2 ⊕ ξ2〉 = 〈η1, η2〉E + 〈ξ1, ξ2〉F ,

∇X(η ⊕ ξ) = ∇E
Xη ⊕∇F

Xξ,

onde X ∈ X(M) e η, η1, η2 ∈ Γ(E), ξ, ξ1, ξ2 ∈ Γ(F ).
É simples verificar que 〈, 〉 e ∇ definem, respectivamente, uma métrica e uma conexão

em E ⊕W F . Mostremos a compatibilidade entre ambas. As compatibilidades entre 〈, 〉E
e ∇E, 〈, 〉F e ∇F nos dão

X 〈η1 ⊕ ξ1, η2 ⊕ ξ2〉 = X 〈η1, η2〉E +X 〈ξ1, ξ2〉F
=
〈
∇E
Xη1, η2

〉
E

+
〈
η1,∇E

Xη2
〉
E

+
〈
∇F
Xξ1, ξ2

〉
F

+
〈
ξ1,∇F

Xξ2
〉
F

=
〈
∇E
Xη1 ⊕∇F

Xξ1, η2 ⊕ ξ2
〉

+
〈
η1 ⊕ ξ1,∇E

Xη2 ⊕∇F
Xξ2

〉
= 〈∇X (η1 ⊕ ξ1) , η2 ⊕ ξ2〉+ 〈η1 ⊕ ξ1,∇X (η2 ⊕ ξ2)〉
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o que mostra a compatibilidade de ∇.

Definição 1.2.4. Quando ∇ é uma conexão no fibrado vetorial π : E → M , o operador
curvatura, ou simplesmente a curvatura de E é a aplicação R-trilinear sobre o anel C∞(M)
R : X(M)× X(M)× Γ(E)→ Γ(E) dada por

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

Quando E = TM , dizemos que R é o operador curvatura da variedade M .

Em um fibrado vetorial Riemanniano π : E → M , com operador de curvatura R,
valem as seguintes propriedades: para todo X, Y ∈ X(M) e ξ, η ∈ Γ(E),

(i) 〈R(X, Y )ξ, η〉 = −〈R(Y,X)ξ, η〉,

(ii) 〈R(X, Y )ξ, η〉 = −〈R(X, Y )η, ξ〉.

Quando E = TM , o operador R satisfaz várias outras propriedades (Ver [7], cap. 4).

1.3 Imersões Isométricas

Nesta seção apresentamos as equações básicas que aparecem naturalmente quando se
estuda imersões isométricas entre variedades Riemannianas. Conhecidas como “as equa-
ções fundamentais” ou “equações de estrutura” de uma imersão isométrica. O conteúdo
desta seção foi baseado em [5].

Sejam Mn e Mm variedades diferenciáveis de dimensões n e m. Dizemos que a apli-
cação diferenciável f : Mn → M

m é uma imersão quando a diferencial f∗(x) : TxM →
Tf(x)M é injetiva para todo x ∈ Mn. O número k = m − n é chamado a codimensão de
f . Quando k = 1, diremos que f é uma hipersuperfície. Também é comum referir-se a f ,
ou a f(M), como uma subvariedade imersa, ou simplesmente uma subvariedade, de Mm.

Uma imersão f : Mn → M
m entre variedades Riemannianas com métricas 〈, 〉M e

〈, 〉M é chamada uma imersão isométrica quando

〈X, Y 〉M = 〈f∗(x)X, f∗(x)Y 〉M (1.1)

para todo x ∈Mn e X, Y ∈ TxM .
Se f : Mn → M

m é uma imersão e 〈, 〉M é uma métrica Riemanniana em M
m, então

(1.1) define uma métrica Riemanniana em Mn, chamada de métrica induzida por f .
Munindo Mn com tal métrica tornamos f uma imersão isométrica.

Dada uma imersão isométrica f : Mn →M
m, denotamos por f ∗TM o fibrado induzido

sobreMn cuja fibra em x ∈Mn é Tf(x)M . O complemento ortogonal de f∗TxM em Tf(x)M
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é chamado espaço normal de f em x e denotaremos por N f
xM . O fibrado normal N fM

de f é o subfibrado de f ∗TM cuja fibra em um ponto x ∈Mn é N f
xM . Com isso obtemos

a seguinte decomposição ortogonal

f ∗TM = f∗TM ⊕N fM. (1.2)

A conexão de Levi-Civita ∇ de Mm induz naturalmente uma única conexão ∇̂ em
f ∗TM tal que

∇̂X(Z ◦ f) = ∇f∗XZ

para todo x ∈Mn, X ∈ TxM e Z ∈ X(M). Identificaremos ∇̂ por ∇.
Sejam∇,∇ as conexões de Livi-Civita deMn eMm, respectivamente, e f : Mn →M

m

uma imersão isométrica. Dados campos de vetores X, Y ∈ X(M), temos a decomposição

∇Xf∗Y = (∇Xf∗Y )T + (∇Xf∗Y )⊥ (1.3)

com respeito a decomposição em (1.2). É simples verificar que

∇XY = f−1
∗ (∇Xf∗Y )T

é uma conexão simétrica e compatível com a métrica de M .

Definição 1.3.1. A aplicação αf : X(M)× X(M)→ Γ(N fM) definida por

αf (X, Y ) = (∇Xf∗Y )⊥

é chamada a segunda forma fundamental de f .

Quando não houver perigo de confusão, escreveremos α ao invés de αf . Com isso,
podemos escrever (1.3) como

∇Xf∗Y = f∗∇XY + αf (X, Y ). (1.4)

A fórmula acima, é conhecida como fórmula de Gauss. Verifica-se diretamente das
propriedades das conexões ∇ e ∇ que αf é bilinear e simétrica sobre o anel C∞(M).

Sejam X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N fM). Denote por AξX a componente tangente de
−f∗∇Xξ, isto é,

f∗AξX = −
(
∇Xξ

)T
.

18
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Desde que para todo Y ∈ X(M) temos

0 = X〈ξ, f∗Y 〉 =
〈
∇Xξ, f∗Y

〉
+
〈
ξ,∇Xf∗Y

〉
,

a fórmula de Gauss nos dá
〈AξX, Y 〉 = 〈αf (X, Y ), ξ〉.

Em particular, a aplicação A : X(M)× Γ(NfM) −→ X(M) dada por A(X, ξ) = AξX

é bilinear sobre o anel C∞(M). Assim, a aplicação Aξ : X(M) −→ X(M) é linear no
anel C∞(M) e simétrica, isto é, 〈AξX, Y 〉 = 〈X,AξY 〉, para todo X, Y ∈ X(M). Aξ é
conhecido na literatura por operador de forma, endomorfismo de Weingarten associado a
α ou, por abuso de linguagem, a segunda forma fundamental na direção normal ξ.

A componente normal de ∇Xξ, denotada por ∇⊥Xξ, define uma conexão compatível no
fibrado normal N fM , uma vez que se X ∈ X(M) e η, ξ ∈ Γ(N fM), então

X〈η, ξ〉 =
〈
∇Xη, ξ

〉
+
〈
η,∇Xξ

〉
=
〈
∇⊥Xη, ξ

〉
+
〈
η,∇⊥Xξ

〉
.

Dizemos que ∇⊥ é a conexão normal de f , e obtemos a fórmula de Weingarten

∇Xξ = −AξX +∇⊥Xξ, X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N fM). (1.5)

Para uma hipersuperfície f : Mn →M
n+1, um campo de vetores diferenciável normal

e unitário é localmente único a menos de sinal. Uma vez que foi fixado, nós simplesmente
denotaremos A por Aξ. Então a fórmula de Gauss se torna

∇Xf∗Y = f∗∇XY + 〈AX, Y 〉ξ,

enquanto que a fórmula de Weingarten se reduz a

∇Xξ = −f∗AX.

Através das fórmulas de Gauss e Weingarten podemos obter relações interessantes
quando temos composições de duas imersões isométricas, que são dadas na seguinte pro-
posição.

Proposição 1.3.2. Dadas as imersões isométricas j : Mm → Nn e F : Nn → Qq, seja
f = F ◦ j. Sejam f∇⊥ e j∇⊥ as conexões normais de f e j, respectivamente. Então valem
as seguintes afirmações:

(i) N f
pM = F∗N

j
pM ⊕NF

j(p)N ;

(ii) αf (X, Y ) = F∗αj(X, Y ) + αF (j∗X, j∗Y );
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(iii) f∇⊥XF∗ξ = F∗
j∇⊥Xξ + αF (j∗X, ξ);

para p ∈M , e para todo X, Y ∈ TpM, ξ ∈ Γ(N jM).

Demonstração. (i) Por definição, temos

N f
pM = (f∗TpM)⊥ = {w ∈ Tf(p)Q; 〈w, f∗x〉 = 0, x ∈ TpM} ⊂ Tf(p)Q,

N j
pM = (j∗TpM)⊥ = {u ∈ Tj(p)N ; 〈u, j∗x〉 = 0, x ∈ TpM} ⊂ Tj(p)N,

NF
j(p)N = (F∗Tj(p)N)⊥ = {w ∈ TF (j(p))Q; 〈w,F∗u〉 = 0, u ∈ Tj(p)N} ⊂ Tf(p)Q.

Assim, dado z ∈ F∗N j
pM ⊕ NF

j(p)N ⊂ Tf(p)Q, temos que z = F∗u + w, onde u ∈ Tj(p)N.
Dado x ∈ TpM, como

〈F∗u+ w, f∗x〉 = 〈F∗u, f∗x〉+ 〈w, f∗x〉

= 〈u, j∗x〉+ 〈w,F∗(j∗x)〉

= 0 + 0 = 0,

segue que z ∈ N f
pM, donde F∗N j

pM ⊕NF
j(p)N ⊂ N f

pM. Como

dim(F∗N j
pM ⊕NF

j(p)N) = dim(N f
pM)

segue que, N f
pM = F∗N

j
pM ⊕NF

j(p)N para todo p ∈M.

(ii) Sejam ∇,∇ e ∇̃ as conexões de Levi-Civita de M,N e Q, respectivamente. Assim, a
fórmula de Gauss para j, F e f são dadas, respectivamente por

∇Xj∗Y = j∗∇XY + αj(X, Y ), X, Y ∈ X(M), (1.6)

∇̃UF∗V = F∗∇UV + αF (U, V ), U, V ∈ X(N), (1.7)

∇̃Xf∗Y = f∗∇XY + αf (X, Y ), X, Y ∈ X(M). (1.8)

Assim,

αf (X, Y ) (1.8)= ∇̃Xf∗Y − f∗∇XY

= ∇̃XF∗(j∗Y )− f∗∇XY
(1.7)= F∗∇j∗Xj∗Y + αF (j∗X, j∗Y )− f∗∇XY
(1.6)= ���

���F∗j∗∇XY + F∗αj(X, Y ) + αF (j∗X, j∗Y )−�����f∗∇XY

= F∗αj(X, Y ) + αF (j∗X, j∗Y ).
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(iii) Temos que a fórmula de Weingarten para j, F e f são dadas respectivamente por

∇Xξ = −j∗AjξX +j ∇⊥Xξ, X ∈ X(M), ξ ∈ Γ(N jM), (1.9)

∇̃Uζ = −F∗AFζ U +F ∇⊥Uζ, U ∈ X(N), ζ ∈ Γ(NFN), (1.10)

∇̃Xη = −f∗AfηX +f ∇⊥Xη, X ∈ X(M), η ∈ Γ(N fM). (1.11)

Assim, dado ξ ∈ N jM, temos que F∗ξ ∈ N fN = F∗N
jM ⊕NFN, donde

f∇⊥XF∗ξ
(1.11)= ∇̃XF∗ξ + f∗A

f
F∗ξX

(1.7)= F∗∇Xξ + αF (X, ξ) + F∗j∗A
f
F∗ξX

= αF (X, ξ) + F∗(∇Xξ + j∗A
f
F∗ηX)

(1.9)= αF (X, ξ) + F∗(−j∗AjξX +j ∇⊥Xξ + j∗A
f
F∗ξX)

= αF (X, ξ) + F j
∗∇⊥Xξ − f∗A

j
ξX + f∗A

f
F∗ξX

item (ii)= αF (X, ξ) + F j
∗∇⊥Xξ.

As fórmulas de Gauss e Weingarten também permitem estabelecer as equações de
estrutura de uma imersão isométrica, conhecidas como as equações de Gauss, Codazzi e
Ricci. Para esse fim, fixaremos mais algumas notações. Seja

(
∇⊥Xα

)
(Y, Z) = ∇⊥Xα(Y, Z)− α (∇XY, Z)− α (Y,∇XZ)

Observe que ∇⊥α é C∞(M)− multilinear e que podemos ver ∇⊥ como uma conexão no
fibrado vetorial Hom

(
TM × TM,N fM

)
. Seja R⊥ o operador de curvatura do fibrado

normal N fM , ou seja,

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[X,Y ]ξ

para todo X, Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N fM). A proposição a seguir, contém as equações
de estrutura de uma imersão isométrica. Sua demonstração é simples, mas em caso de
dúvidas, o leitor pode encontrar uma demonstração em [5], ou [7], por exemplo.

Proposição 1.3.3. Sejam (Mn,∇) e
(
M

m
,∇
)
, variedades Riemannianas e

f : Mn → M
m uma imersão isométrica. Para todo campo de vetores X, Y, Z ∈ X(M)

e toda seção ξ ∈ Γ(N fM) valem as seguintes equações, conhecidas como as equações de
Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente:
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R(X, Y )Z = (R̄(X, Y )Z)T + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y,

(R̄(X, Y )Z)⊥ =
(
∇⊥Xα

)
(Y, z)−

(
∇⊥Y α

)
(X,Z),

(R̄(X, Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ − α(X,AξY ) + α(AξX, Y ).
(1.12)

Se calcularmos a componente tangente de R̄(X, Y )ξ obtemos uma equivalência para
equação de Codazzi, dada por

(R̄(X, Y )ξ)T = (∇YA)(X, ξ)− (∇XA)(Y, ξ),

onde
(∇YA)(X, ξ) = ∇YAξ − Aξ∇YX − A∇⊥Y ξX.

Quando a variedade ambiente tiver curvatura seccional constante, obtemos o

Corolário 1.3.4. Sejam (Mn,∇) e
(
M

m
,∇
)
, variedades Riemannianas e

f : Mn → M
m uma imersão isométrica. Suponha que M

m tem curvatura seccional
constante igual a c. Então,dados X, Y, Z ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N fM) valem as seguintes
equações, conhecidas como as equações de Gauss, Codazzi e Ricci, para o caso de curvatura
seccional constante, respectivamente:

R(X, Y )Z = c(X ∧ Y )Z + Aα(Y,Z)X − Aα(X,Z)Y,(
∇⊥Xα

)
(Y, Z) =

(
∇⊥Y α

)
(X,Z),

R⊥(X, Y )ξ = α(X,AξY )− α(AξX, Y )
(1.13)

onde (X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y .

1.4 Subvariedades totalmente Geodésicas

Nesta seção apresentaremos brevemente alguns resultados e definições sobre subvari-
edades totalmente geodésicas.

Uma imersão isométrica f : Mn → M
m é dita totalmente geodésica em x ∈ Mn

quando a segunda forma fundamental α de f se anula em x. Quando α é identicamente
zero, dizemos que f é uma imersão totalmente geodésica. A razão desta terminologia é
dada pela seguinte proposição.

Proposição 1.4.1. Uma imersão isométrica f : Mn → M
m é totalmente geodésica se e

somente se, f ◦ γ é uma geodésica de Mm para qualquer geodésica γ de Mn.

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [7]. Um fato útil e que iremos
precisar é uma aplicação do próximo resultado, cuja prova será omitida, mas pode ser
consultada em [9].
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Proposição 1.4.2. Seja f : M →M uma isometria. Então cada componente conexa M
do conjunto dos pontos fixos de f

{y ∈M ; f(y) = y},

com a métrica Riemanniana induzida é uma subvariedade totalmente geodésica.

Exemplo 1.4.3. Os exemplos abaixo são uma aplicação da proposição acima.

(a) Consideremos

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;x2
1 + · · ·x2

n+1 = 1}.

Para 1 6 k < n,

Sk = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1;xk+1 = · · · = xn+1 = 0}

é uma subvariedade totalmente geodésica de Sn. Para ver isto basta consideramos a
isometria f : Sn → Sn definida por f(x1, . . . , xn+1) = (x1, x2, . . . , xk,−xk+1, . . . ,−xn+1),
e perceber que o conjunto dos pontos fixos de f é Sk.

(b) Consideremos 1 6 k < n e seja Hn = {(x1, . . . , xn);x1 > 0}, onde Hn ⊂ Rn
+ = R+×

Rk−1 = R+×Rk+1×Rn−k, munido com métrica Riemanniana 〈X, Y 〉 = 1
x2

1
〈X, Y 〉Rn.

Então
Hk = {(x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−k

);x1 > 0}

é uma subvariedade totalmente geodésica de Hn. Basta consideramos a isometria
f : Hn → Hn definida por f(x1, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xk,−xk+1, . . . ,−xn), e perce-
ber que o conjunto dos pontos fixos de f é Hk.

Proposição 1.4.4. Se N1 ⊂M1, N2 ⊂M2 subvariedades totalmente geodésicas das vari-
edades Riemannianas M1 e M2, então N1 ×N2 é uma subvariedade totalmente geodésica
do produto M1 ×M2 com a métrica produto.

Demonstração. Sejam∇ e∇ as conexões de N1×N2 eM1×M2 respectivamente. Sabemos
que, tomando a métrica produto no espaço produto que quaisquer que sejam X1, Y1 ∈
X (N1) e X2, Y2 ∈ X (N2), o Lema 1.2.3 nos garante que

∇Y1+Y2 (X1 +X2) = ∇1
Y1X1 +∇2

Y2X2 e ∇Y1+Y2

(
X1 +X2

)
= ∇1

Y1X1 +∇2
Y2X2

onde ∇1,∇2,∇1 e ∇2 são as conexões Riemannianas de N1, N2,M1 e M2 naturalmente
também respectivamente e a notação X representa uma extensão do campo X ao corres-
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pondente espaço claro no contexto. Sejam X, Y campos em X (N1 ×N2), então X e Y
são escritos de maneira única como X = X1 +X2 e Y = Y1 + Y2, onde X1, Y1 ∈ X (N1) e
X2, Y2 ∈ X (N2) . Temos,

α(X, Y ) := ∇YX −∇YX

= ∇1
Y1X1 +∇2

Y2X2 −
(
∇1
Y1X1 +∇2

Y2X2
)

= ∇1
Y1X1 −∇1

Y1X1 +∇2
Y2X2 −∇2

Y2X2

=: α1 (X1, Y1) + α2 (X2, Y2)

= 0 + 0

= 0.

pois como N1 é uma subvariedade totalmente geodésica de M1 e N2 é uma subvariedade
totalmente geodésica de M2, suas segundas formas fundamentais α1 e α2 são nulas. Esta
conta nos mostra, portanto, que N1 × N2 é uma subavariedade totalmente geodésica de
M1 ×M2 com a métrica produto.

Proposição 1.4.5. Seja φ : Sn×R→ Sn×R uma isometria. Então, existem isometrias
φ1 : Sn → Sn e φ2 : R→ R tais que φ = φ1 × φ2.

Demonstração. Seja p = (p1, p2) ∈ Sn×R um ponto e ip2
1 : Sn → Sn×R, dada por ip2

1 (x) =
(x, p2), a inclusão totalmente geodésica. Consideremos TpSn := ip2

1 ∗Tp1Sn ⊂ TpSn × R.
Afirmacão 1: π2 (φ∗TpSn) = {0}, onde π2 : Sn × R→ R é a projeção.

Sejam p = (p1, p2) ∈ Sn × R e v ∈ TpSn um vetor tangente ao primeiro fator e
γ : [−ε, ε]→ Sn uma geodésica fechada tal que γ(0) = p1 e γ′(0) = v. Como γ é uma geo-
désica, então φ ◦ (γ, p2) também é uma geodésica em Sn × R, em que
(γ, p2) (t) := (γ(t), p2) . Logo π2 ◦ φ ◦ (γ, p2) é constante ou é uma geodésica.

Como γ é uma geodésica fechada, então π2 (φ (γ(−ε), p2)) = π2 (φ (γ(ε), p2)), portanto
π2 ◦ φ ◦ (γ, p2) é constante, pois não existem geodésicas fechadas em R. Dessa forma,
π2φsv = 0. X

Como π2 (φ∗TpSnk) = {0}, então φ∗TpSn = Tφ(p)Sn, logo φ∗TR = TR. Sejam então
(x, y) = φ(p) e {v1, · · · , vn} uma base ortonormal de TxSn. Tomemos também φ1 ∈ O(n)
tal que φ (p1) = x e φ1 (vi) = φ∗vi e φ2 : R→ R

φ2(t) :=


t− p2 + y, se φ∗en+2 = en+2;

−t+ p2 + y, se φ∗en+2 = −en+2;

em que en+2 = (0, · · · , 1) ∈ En+1 × R. Dessa forma, φ1 × φ2 : Sn × R → Sn × R é uma
isometria tal que φ(p) = (φ1 × φ2) (p), φ∗vi = (φ1 × φ2)∗ vi e φ∗en+2 = (φ1 × φ2)∗ en+2.
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Seja agora q ∈ Sn×R um ponto qualquer. Como Sn×R é completa, então q = expp v,
para algum v ∈ TpSn × R. Dessa forma

φ(q) = φ
(
expp v

)
= expφ(p) φs(p)v = exp(φ1×φ2)(p) (φ1 × φ2)s (p)v =

= (φ1 × φ2)
(
expp v

)
= (φ1 × φ2) (q).

Portanto φ = φ1 × φ2.

1.5 Subvariedades totalmente Umbílicas

Uma imersão isométrica f : Mn → M
m é chamada de umbílica em x ∈ Mn quando

existe ω ∈ N f
xM tal que

αf (X, Y ) = 〈X, Y 〉ω

para todo X, Y ∈ TxM . A subvariedade é chamada de umbílica quando for umbílica em
cada ponto. Neste caso, ω é o vetor curvatura média H(x) de f em x. De fato, seja
{X1, . . . , Xn} uma base ortonormal de TxM . Assim, temos

ω = 〈Xi, Xi〉ω = αf (Xi, Xi),

Somando em i, obtemos
ωn =

n∑
i=1

αf (Xi, Xi),

implicando que
ω = 1

n

n∑
i=1

αf (Xi, Xi) = H(x).

Equivalentemente, f é umbílica em x quando

Aξ = 〈H(x), ξ〉I,

para cada ξ ∈ N f
xM , onde I : X(M)→ X(M) é a aplicação identidade.

Definição 1.5.1. Dizemos que uma imersão isométrica f : Mn → M
m tem vetor curva-

tura média paralelo quando
∇⊥XH = 0,

X ∈ X(M).

Se Mn é conexa e a imersão isométrica f : Mn → M
m tem vetor curvatura média
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paralelo, então ‖H‖ é constante ao longo de Mn. De fato, segue que para X ∈ X(M),

X(‖H‖2) = X〈H,H〉 = 2〈∇⊥XH,H〉 = 0.

Quando f é umbílica e tem vetor curvatura média paralelo, dizemos que f é uma
esfera extrínseca.

Dizemos que uma imersão f : Mn →M
m tem fibrado normal flat quando R⊥ ≡ 0.

Grosso modo, as subvariedades umbílicas de Rm são os subespaços afins e as esferas
euclidianas e a próxima proposição nos dá uma descrição completa das subvariedades
umbílicas (em particular, totalmente geodésicas) das formas espaciais, cuja demonstração
pode ser encontrada em [5].

Proposição 1.5.2. Seja x̄ ∈ Qm
ε̃ e seja V um subespaço vetorial próprio de Tx̄Qm

ε̃ tal
que n = dimV > 1. Se z ∈ Tx̄Qm

ε̃ é ortogonal a V , então existe exatamente uma esfera
extrínseca completa n−dimensional S em Qm

ε̃ e Tx̄S = V cujo vetor curvatura média em
x̄ é z. A subvariedade S é isométrica a Qn

ε , onde ε = ε̃ + ‖z‖2, e é totalmente geodésica
se e somente se z = 0. Se denotarmos

a = ε̃x̄− z e W = Ra⊕ V,

então S é dado explicitamente como segue:

(i) Se Qm
ε̃ = Rm, então S é qualquer espaço afim

x̄+W, se ε = 0,

ou a esfera
x̄− 1

ε
a+ {x ∈ W ; ‖x‖2= 1

ε
}, se ε > 0.

(ii) Se Qm
ε̃ = Smε̃ , então S é a esfera

S = Smε̃ ∩ (x̄+W ) = x̄− 1
ε
a+ {x ∈ W ; ‖x|2= 1

ε
}.

(iii) Se Qm
ε̃ = Hm

ε̃ , então S = Hm
ε̃ ∩ (x̄+W ). Se ε > 0, então S é a esfera

S = x̄− 1
ε
a+ {x ∈ W ; ‖x‖2= 1

ε
}.

Se ε < 0, então S é o espaço hiperbólico

S = x̄− 1
ε
a+ {x ∈ W ; ‖x‖2= 1

ε
, 〈a, x〉 > 0},
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Se ε = 0, então
S = x̄+ {−1

2‖x‖
2a+ x;x ∈ V }.

Reciprocamente, se f : Mn → Qm
c̃ , n ≥ 2, é uma imerssão isométrica totalmente

umbílica, então f(M) é um subconjunto aberto de uma esfera extrínseca.

1.6 Folheações e Distribuições Tangentes

Nesta seção, enunciamos uma versão do teorema de Frobenius que diz: seM é uma va-
riedade diferenciável e ∆ é uma distribuição involutiva em M , então existe uma folheação
F de M tal que TF = ∆. O conteúdo desta seção foi baseado em [3], [5] e [10].

A idéia intuitiva de folheação corresponde a decomposição de uma variedade numa
união de subvariedades conexas e disjuntas, chamadas folhas, as quais se acumulam lo-
calmente como as folhas de um livro. Passemos a formalizar essa idéia.

Seja U um subconjunto de Rk. Uma fatia de U (de dimensão k ) é qualquer sub-
conjunto da forma S = {(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) ⊂ U ;xk+1 = ck+1, . . . , xn = cn , onde
ck+1, . . . , cn ∈ R são constantes }. Assim, dada uma variedade diferenciável n-dimensional
M e uma carta diferenciável (U,ϕ) em M , dizemos que um subconjunto S de U é uma
fatia k-dimensional de U se ϕ(S) é uma fatia k-dimensional de ϕ(U).

Definição 1.6.1. Uma folheação (de dimensão k ) de uma variedade n-dimensional M
é uma coleção de subvariedades (de dimensão k ), disjuntas, conexas e imersas de M
(chamadas de folhas da folheação) cuja união é M e tais que, em uma vizinhança de
cada ponto p ∈ M , existe uma carta(U,ϕ) com a propriedade que ϕ(U) é o produto de
dois abertos conexos U ′ × U ′′ ⊂ Rk × Rn−k e cada folha da folheação intercepta U ou
em um conjunto vazio ou em uma coleção enumerável de fatias de dimensão k da forma
xk+1 = ck+1, . . . , xn = cn (tal carta é chamada de carta plana da folheação).

A folheação é de classe Cr, se as subvariedades são todas de classe Cr. O número
n− k é dito a codimensão da folheação.

Uma folheação de dimensão k de uma variedade diferenciável Mn é, a grosso modo,
uma decomposição de Mn em subvariedades de dimensão k, disjuntas, conexas chamadas
folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de Rn = Rk × Rn−k com
segunda coordenada constante.

Exemplo 1.6.2. Seja f : M → N uma submersão, onde M,N são variedades dife-
renciáveis de dimensão m,n respectivamente. Pelo teorema da forma local das submer-
sões, dado p ∈ M e q = f(p) ∈ N existem cartas locais (U,ϕ) em M, (V, ψ) em N

tais que p ∈ U, q ∈ V, ϕ(U) = U1 × U2 ⊂ Rm−n e ψ(V ) = V2 ⊃ U2, e, além disso,
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ψ ◦ f ◦ϕ−1 : U1×U2 → U2 coincide com a segunda projeção (x, y) 7→ y (para detalhes ver
as referências acima citadas). As cartas locais (U,ϕ) definem uma estrutura de variedade
folheada de classe Cr onde as folhas são as componentes conexas das superficies de nivel
f−1(c), c ∈ N .

Figura 1.1: Folheação definida por submersão.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Seja M uma variedade diferenciável. Escolha para cada p ∈ M um subespaço linear
k-dimensional ∆p ⊂ TpM . Diremos que ∆ = ∐

p∈M ∆p ⊂ TM é uma distribuição tangente
(ou simplesmente, uma distribuição) emM , quando a seguinte condição é satisfeita: Cada
ponto p ∈ M tem uma vizinhança U na qual existem campos de vetores diferenciáveis
Y1, . . . , Yk : U → TM tal que Y1|p , . . . , Yk|p formam uma base para ∆p em cada p ∈ U.
Um dos exemplos mais simples de distribuição é a dada na seguinte

Proposição 1.6.3. Seja M uma variedade diferenciável. Se X ∈ X(M), não se anula
em M , então ∆ = {v ∈ TM ; 〈v,X〉 = 0} é uma distribuição em M .

Seja ∆ uma distribuição em M . Uma subvariedade imersa N ⊂ M é dita uma varie-
dade integral de ∆ quando TpN = ∆p para cada ponto p ∈ N . ∆ é dita integrável quando
cada ponto de M está contido em uma variedade integral de ∆. ∆ é dita involutiva
quando dados campos diferenciáveis X e Y em um aberto U de M tais que Xp, Yp ∈ ∆p

para todo p ∈ U , então o colchete de Lie [X, Y ] é tal que [X, Y ]p ∈ ∆p, para todo p ∈ U .

Proposição 1.6.4. Toda distribuição integrável é involutiva.

Demonstração. Seja ∆ ⊂ TM uma distribuição integrável. Suponha que X e Y são
seções locais de ∆ definidas em algum aberto U de M . Sejam p ∈ U qualquer e N uma
variedade integral de ∆ contendo p. Como X e Y são seções de ∆, segue-se que X e Y
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são tangentes à N e, consequentemente, [X, Y ] também o é. Já que p ∈ U é qualquer, ∆
é involutiva.

Uma distribuição ∆ em M é dita ser completamente integrável quando existe uma
folheação F sobre M tal que TF = ∆, onde TF = ∐

S∈F TS. Estamos preparados para
enunciar o resultado principal desta seção.

Proposição 1.6.5 (Teorema de Frobenius). Toda distribuição involutiva é completamente
integrável.

Finalizamos essa seção com a seguinte definição

Definição 1.6.6. Uma distribuição ∆ em uma variedade Riemanniana Mn é totalmente
geodésica quando ∇TS ∈ Γ(∆) sempre que T, S ∈ Γ(∆).

1.7 Imersões isométricas em Qn
ε × R

Nesta seção serão apresentados os resultados essenciais que servirão de suporte para
a compreensão dos próximos capítulos, dentre tais resultados, destacamos a obtenção das
equações de compatibilidade para f : Mm → Qn

ε × R, que serão apresentadas na seção
1.7.2.

1.7.1 Notações e Definições

A seguir vamos estabelecer algumas notações e definições que serão utilizadas ao longo
do texto. Denotaremos por

Qn
ε :=


Hn, se ε = −1,

Rn, se ε = 0,

Sn, se ε = 1.

,

onde ε é a curvatura seccional de Qn
ε .

O espaço En+2 é o espaço euclidiano Rn+2 munido com a métrica
ds2 = εdx2

0 + dx2
2 + . . .+ dx2

n+1, onde ε ∈ {−1, 1}. Quando ε = −1, denotaremos En+2 por
Ln+2, e será chamado espaço de Lorentz ou espaço Lorentziano. Para os espaços Sn×R e
Hn × R adotaremos os seguintes modelos

Sn × R = {(x0, . . . , xn+1) ∈ Rn+2 : x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n = 1},

Hn × R = {(x0, . . . , xn+1) ∈ Ln+2 : −x2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
n = −1, x0 > 0}.
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As conexões de Levi-Civita das variedades Mm,Qn
ε × R (para ε ∈ {−1, 1}) e En+2

serão denotadas por ∇,∇, ∇̃, respectivamente, onde ∇̃ é a derivada de En+2. No decorrer
desta seção f : Mm → Qn

ε × R e i : Qn
ε × R → En+2 (para ε ∈ {−1, 1}) serão imersões

isométricas, onde i denota a inclusão canônica. A partir destas imersões definimos a
imersão isométrica f̃ = i ◦ f .

Mm Qn
ε × R En+2f

f̃

i

Sejam f : Mm → Qn
ε × R e ∂

∂t
um campo de vetores tangente e unitário ao segundo

fator de Qn
ε × R. Para ε = 0 escolhemos apenas um campo de vetores unitário constante

∂
∂t

em Rn+1. O campo ∂
∂t

se decompõe como

∂

∂t
= f∗T + η (1.14)

onde T ∈ X(M) e η ∈ Γ(N fM).
O campo ∂t := ∂

∂t
é paralelo em Qn

ε × R. De fato, dado X ∈ X(Qn
ε × R) podemos

escrever X = XQ + 〈X, ∂t〉∂t, onde XQ ∈ X(Qn
ε ). Daí

∇X∂t = ∇XQ
∂t + 〈X, ∂t〉∇∂t∂t.

Denotando por ∇1 e ∇2 as conexões de Qn
ε e R respectivamente, temos pelo Lema 1.2.3

que

∇X∂t = (∇XQ+0(0 + ∂t)) + 〈X, ∂t〉(∇0+∂t(0 + ∂t))

= (∇1
XQ

0 +∇2
0∂t) + 〈X, ∂t〉(∇1

00 +∇2
∂t
∂t)

= 〈X, ∂t〉∇2
∂t
∂t

= 0.

Derivando (1.14) e usando que ∂t é um campo de vetores paralelos em Qn
ε ×R, obtemos

das equações de Gauss e Weingarten que

0 = ∇X∂t = ∇Xf∗T +∇Xη

= f∗∇XT + αf (X,T )− f∗AfηX +∇⊥Xη

= f∗(∇XT − AfηX) + αf (X,T ) +∇⊥Xη.
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Daí, tomando a componente tangente e normal, obtemos

∇XT = AfηX, (1.15)

e
αf (X,T ) = −∇⊥Xη, (1.16)

para todo X ∈ X(M).
Note que o campo de vetores T é um campo vetorial gradiente. Se ε ∈ {−1, 1}, então

T é o gradiente da função altura h = 〈f̃ , i∗∂t〉. De fato,

〈∇h,X〉 = X(h) = X〈f̃ , i∗∂t〉

= 〈f̃∗X, i∗∂t〉

= 〈i∗f∗X, i∗∂t〉

= 〈f∗X, f∗T + η〉

= 〈X,T 〉.

para todo X ∈ TM. Se ε = 0, então T é o gradiente de h = 〈f, ∂t〉.
Vamos agora relacionar a segunda forma fundamental, o espaço normal e as conexões

normais de f e f̃ . Primeiro note que ν̂ = π ◦ i é um campo de vetores normal unitário
para a inclusão i : Qn

ε × R→ En+2, ε ∈ {−1, 1}, onde π : En+1 × R→ En+1 é a projeção.
Pelo item (i) da Proposição 1.3.2 o espaço normal de f e f̃ são relacionados por

N f̃M = i∗N
fM ⊕ span{ν},

onde ν = ν̂ ◦ f = π ◦ f̃ .
Agora, para cada Z ∈ T (Qn

ε ×R), temos i∗Z = X+Y ∈ T (En+1×R), onde X ∈ TEn+1

e Y = λi∗∂t ∈ TR. Desde que π∗ : TEn+1⊕TR→ TEn+1 dada por π∗(X+Y ) = X temos
i∗Z = π∗i∗Z + λi∗∂t, ou seja, π∗i∗Z = i∗Z − λi∗∂t. Segue-se então que

0 = 〈Y,X〉

= λ〈i∗∂t, X〉

= λ〈i∗∂t, i∗Z − Y 〉

= λ〈i∗∂t, i∗Z〉 − λ2〈i∗∂t, i∗∂t〉

= λ〈i∗∂t, i∗Z〉 − λ2.

pois, se |∂t|= 1 temos |i∗∂t|= 1. Então temos λ(〈i∗∂t, i∗Z〉 − λ) = 0. Então para λ 6= 0
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temos λ = 〈i∗∂t, i∗Z〉. Assim,

π∗i∗Z = i∗Z − 〈i∗∂t, i∗Z〉i∗∂t = i∗(Z − 〈Z, ∂t〉∂t).

Assim, temos

∇̃Z ν̂ = ∇̃Z(π ◦ i) = (π ◦ i)∗Z = π∗i∗Z = i∗(Z − 〈Z, ∂t〉∂t).

Consequentemente, pela fórmula de Weingarten temos

Aiν̂Z = −Z + 〈Z, ∂t〉∂t. (1.17)

Dado ξ ∈ N fM , obtemos do item (iii) da proposição 1.3.2 que

∇̃Xi∗ξ = i∗∇Xξ + αi(f∗X, ξ)

= i∗(−f∗AfξX +∇⊥Xξ) + αi(f∗X, ξ)

= −f̃∗AfξX + i∗∇⊥Xξ + αi(f∗X, ξ).

Afirmação: αi(f∗X, ξ) = ε〈X,T 〉〈ξ, η〉ν.
Notemos que a imersão i é uma hipersuperfície. Assim,

αi(f∗X, ξ) = aν ⇒ 〈αi(f∗X, ξ), ν〉 = a〈ν, ν〉 =


a, se En+2 = Rn+2

−a, se En+2 = Ln+2
.

Então, segue que para ε ∈ {−1, 1} temos

αi(f∗X, ξ) = ε〈αi(f∗X, ξ), ν〉ν

= ε〈Aiνf∗X, ξ〉ν
(1.17)= ε 〈−f∗X + 〈f∗X, f∗T + η〉(f∗T + η), ξ〉 ν

= ε〈−f∗X + 〈f∗X, f∗T 〉f∗T + 〈f∗X, f∗T 〉η + 〈f∗X, η〉f∗T + 〈f∗X, η〉η, ξ〉ν

= ε〈X,T 〉〈ξ, η〉ν.

Portanto,
∇̃Xi∗ξ = −f̃∗AfξX + i∗∇⊥Xξ + ε〈X,T 〉〈ξ, η〉ν.

consequentemente,

Af̃i∗ξ = Afξ .

32



1. Preliminares

e

∇̃⊥Xi∗ξ = i∗∇⊥Xξ + ε〈X,T 〉〈ξ, η〉ν,

para cada ξ ∈ N fM , onde ∇̃⊥ é a conexão normal de f̃ . Por outro lado

∇̃Xν = ∇̃X ν̂ ◦ f = ∇̃f∗X ν̂ = i∗(f∗X − 〈f∗X, f∗T + η〉(f∗T + η))

= i∗(f∗X − [〈f∗X, f∗T 〉+ 〈f∗X, η〉](f∗T + η))

= i∗(f∗X − 〈f∗X, f∗T 〉f∗T − 〈f∗X, f∗T 〉η)

= f̃∗(X − 〈X,T 〉T )− 〈f∗X, f∗T 〉i∗η

= f̃∗(X − 〈X,T 〉T )− 〈X,T 〉i∗η.

pois 〈f∗X, f∗T 〉 = 〈X,T 〉, uma vez que f é uma imersão isométrica. Consequentemente,

Af̃νX = −X + 〈X,T 〉T,

ou equivalentemente,

Af̃νT = −‖η‖2T e Af̃νX = −X para X ∈ {T}⊥

De fato, como ‖f∗T‖2 = 〈f∗T, f∗T 〉 = 〈T, T 〉 = ‖T‖2, e 1 = ‖∂t‖2 = ‖f∗T‖2 + ‖η‖2 temos
que −‖η‖2 = −1 + ‖T‖2. Portanto,

Af̃νT = −T + 〈T, T 〉T

= (−1 + 〈T, T 〉)T

= (−1 + ‖T‖2)T

= −‖η‖2T.

Além disso,

∇̃⊥Xν = −〈X,T 〉i∗η.

Afim de facilitar eventuais consultas ao longo do trabalho, resumimos os cálculos
anteriores na seguinte proposição.

Proposição 1.7.1. Sejam (Mm,∇), (Qn
ε ×R,∇), (En+2, ∇̃) variedades Riemannianas e

f : M → Qn
ε ×R, i : Qn

ε ×R→ En+2, f̃ = i ◦ f imersões isométricas. Sejam T e η dados
como em (1.14), ξ ∈ N fM , ν̂ = π ◦ i um campo de vetores normais unitário para i, onde
π : En+1 × R→ En+1 e ν = ν̂ ◦ f = π ◦ f̃ .
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En+1

Mm Qn
ε × R En+2f

ν

f̃

ν̂

i

π

Então valem as seguintes relações

N f̃M = i∗N
fM ⊕ span{ν}, (1.18)

Af̃i∗ξ = Afξ , (1.19)

∇̃⊥Xi∗ξ = i∗∇⊥Xξ + ε〈X,T 〉〈ξ, η〉ν, para X ∈ X(M), (1.20)

Af̃νT = −‖η‖2T, (1.21)

Af̃νX = −X, para X ∈ {T}⊥, (1.22)

∇̃⊥Xν = −〈X,T 〉i∗η. (1.23)

1.7.2 Equações de estrutura

Seja ∆ = {X ∈ X(Qn
ε × R); 〈X, ∂t〉 = 0}. Como antes, dado X tangente a Qn

ε × R,
podemos escrever X = XQ +XR, onde XR = 〈X, ∂t〉∂t. Temos que XQ ∈ ∆. De fato,

〈XQ, ∂t〉 = 〈X −XR, ∂t〉

= 〈X, ∂t〉 − 〈XR, ∂t〉

= 〈X, ∂t〉 − 〈X, ∂t〉|∂t|2

= 〈X, ∂t〉 − 〈X, ∂t〉 = 0.

Assim, T (Qn
ε × R) = ∆⊕ {∂t} e 〈XQ, XR〉 = 0.

Iremos agora determinar as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para a imersão f.

Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M), e denotemos por R̄ a curvatura de Qn
ε × R. Usando o fato de

que ∂t é paralelo em Qn
ε × R temos

R̄(X, Y )∂t = ∇X∇Y ∂t −∇Y∇X∂t −∇[X,Y ]∂t

= 0− 0− 0 = 0.
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Além disso, escrevendo Z = ZQ + ZR = ZQ + 〈Z, ∂t〉∂t, temos que

R̄(X, Y )Z = R̄(X, Y )ZQ + R̄(X, Y )ZR
= R̄(X, Y )ZQ + R̄(X, Y )〈Z, ∂t〉∂t
= R̄(X, Y )ZQ + 〈Z, ∂t〉R̄(X, Y )∂t
= R̄(X, Y )ZQ + 〈Z, ∂t〉 · 0

= R̄(X, Y )ZQ.

Então escrevendo X = XQ + ZR, Y = YQ + YR temos

R̄(X, Y )Z = R̄(X, Y )ZQ = R̄(XQ + ZR, YQ + YR)ZQ
= R̄(XQ, YQ)ZQ + R̄(XQ, YR)ZQ + R̄(XR, YQ)ZQ + R̄(XR, YR)ZQ

Como a curvatura seccional de Qn
ε é constante e igual a ε temos que

R̄(XQ, YQ)ZQ = ε(〈YQ, ZQ〉XQ − 〈XQ, ZQ〉YQ)

Para as outras parcelas,usando as propriedades do tensor curvatura, temos que

〈R̄(XQ, YR)ZQ,W 〉 = 〈R̄(ZQ,W )XQ, YR〉

= −〈R̄(ZQ,W )YR, XQ〉

= −〈0, XQ〉

= 0.

como W é arbitrário, temos R̄(XQ, YR)ZQ = 0. Também temos R̄(XR, YQ)ZQ = 0, pois
segue de forma análoga ao que fizemos acima. Finalmente, para R̄(XR, YR)ZQ temos

R̄(XR, YR)ZQ = R̄(〈X, ∂t〉∂t, 〈Y, ∂t〉∂t)ZQ
= 〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉R̄(∂t, ∂t)ZQ
= 〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉 · 0

= 0.

De fato,

〈R̄(∂t, ∂t)ZQ, Y 〉 = −〈R̄(∂t, ∂t)ZQ, Y 〉

⇒ 〈R̄(∂t, ∂t)ZQ, Y 〉 = 0

⇒ R̄(∂t, ∂t)ZQ = 0.
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Portanto, R̄(X, Y )Z = ε(〈YQ, ZQ〉XQ − 〈XQ, ZQ〉YQ).
Agora, escrevendo

XQ = X − 〈X, ∂t〉∂t
YQ = Y − 〈Y, ∂t〉∂t
ZQ = Z − 〈Z, ∂t〉∂t

iremos substituir na expressão de R̄(X, Y )Z. Temos que

〈YQ, ZQ〉XQ =
〈
Y − 〈Y, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t

〉(
X − 〈X, ∂t〉∂t

)
=

(
〈Y, Z〉 − 〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉 − 〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉+ 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉

)(
X − 〈X, ∂t〉∂t

)
= X〈Y, Z〉 −X〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉(((((

((((−X〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉(((((
((((+X〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉

−〈Y, Z〉〈X, ∂t〉∂t + 〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉〈X, ∂t〉∂t + 〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t
−〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t

= X〈Y, Z〉 −X〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉 − 〈Y, Z〉〈X, ∂t〉∂t + 〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉〈X, ∂t〉∂t
+〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t − 〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t.

〈XQ, ZQ〉YQ =
〈
X − 〈X, ∂t〉∂t, Z − 〈Z, ∂t〉∂t

〉(
Y − 〈Y, ∂t〉∂t

)
=

(
〈X,Z〉 − 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉 − 〈∂t, Z〉〈X, ∂t〉+ 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉

)(
Y − 〈Y, ∂t〉∂t

)
= Y 〈X,Z〉 − Y 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉(((((

((((−Y 〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉(((((
((((+Y 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉

−〈X,Z〉〈Y, ∂t〉∂t + 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉〈Y, ∂t〉∂t + 〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t
−〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t.

consequentemente,

−〈XQ, ZQ〉YQ = −Y 〈X,Z〉+ Y 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉+ 〈X,Z〉〈Y, ∂t〉∂t − 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉〈Y, ∂t〉∂t
−〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t + 〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t.
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Donde segue que

〈YQ, ZQ〉XQ − 〈XQ, ZQ〉YQ = X〈Y, Z〉 −X〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉 − 〈Y, Z〉〈X, ∂t〉∂t

(((
((((

(((
(((

+〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉〈X, ∂t〉∂t
(((

((((
(((

((
+〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t

(((
((((

(((
((

−〈Y, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉∂t
−Y 〈X,Z〉+ Y 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉+ 〈X,Z〉〈Y, ∂t〉∂t

((((
(((

((((
((

−〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉〈Y, ∂t〉∂t
((((

(((
((((

(
−〈Z, ∂t〉〈X, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t

((((
((((

((((+〈X, ∂t〉〈Z, ∂t〉〈Y, ∂t〉∂t.

Portanto,

R̄(X, Y )Z = ε(X〈Y, Z〉 −X〈Y, ∂t〉〈∂t, Z〉 − 〈Y, Z〉〈X, ∂t〉∂t
−Y 〈X,Z〉+ Y 〈X, ∂t〉〈∂t, Z〉+ 〈X,Z〉〈Y, ∂t〉∂t). (1.24)

Sendo f : Mm → Qn
ε ×R uma imersão isométrica, temos que a equação de Gauss para f

é dada por
R(X, Y )Z = (R̄(X, Y )Z)T + Afα(Y,Z)X − A

f
α(X,Z)Y.

Vamos determinar (R̄(X, Y )Z)T . Substituindo (1.14) em R̄(X, Y )Z temos

R̄(X, Y )Z = ε
(
X〈Y, Z〉 −X〈Y, T + η〉〈T + η, Z〉 − 〈Y, Z〉〈X,T + η〉(T + η)

− Y 〈X,Z〉+ Y 〈X,T + η〉〈T + η, Z〉+ 〈X,Z〉〈Y, T + η〉(T + η)
)
(1.25)

Assim temos,

−X〈Y, T + η〉〈T + η, Z〉 = −X(〈Y, T 〉+ 〈Y, η〉)(〈Z, T 〉+ 〈Z, η〉)

= −X〈Y, T 〉〈Z, T 〉.

−〈Y, Z〉〈X,T + η〉(T + η) = −〈Y, Z〉(〈X,T 〉+ 〈X, η〉)(T + η)

= −〈Y, Z〉〈X,T 〉T − 〈Y, Z〉〈X,T 〉η.

Y 〈X,T + η〉〈T + η, Z〉 = Y (〈X,T 〉+ 〈X, η〉)(〈T, Z〉+ 〈η, Z〉)

= Y 〈X,T 〉〈T, Z〉.
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〈X,Z〉〈Y, T + η〉(T + η) = 〈X,Z〉(〈Y, T 〉+ 〈Y, η〉)(T + η)

= 〈X,Z〉〈Y, T 〉T + 〈X,Z〉〈Y, T 〉η.

Tomando a componente tangente em R̄ temos que

(R̄(X, Y )Z)T = ε
(
〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y −X〈Y, T 〉〈Z, T 〉+ 〈X,Z〉〈Y, T 〉T

+Y 〈X,T 〉〈Z, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉T
)

Denotando (X ∧ Y )T := 〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y , podemos escrever

〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y = (X ∧ Y )Z.

−X〈Y, T 〉〈Z, T 〉+ 〈X,Z〉〈Y, T 〉T = −(X〈Y, T 〉〈Z, T 〉 − 〈X,Z〉〈Y, T 〉T )

= −(〈T, Z〉〈Y, T 〉X − 〈Y, T 〉〈X,Z〉T )

= −(〈Y, T 〉X ∧ T )Z.

〈T, Z〉〈X,T 〉Y − 〈X,T 〉〈Y, Z〉T = 〈T, Z〉〈X,T 〉Y − 〈〈X,T 〉Y, Z〉T

= (〈X,T 〉Y ∧ T )Z.

colocando Z em evidência temos

(R̄(X, Y )Z)T = ε(X ∧ Y − 〈Y, T 〉X ∧ T + 〈X,T 〉Y ∧ T )Z

e portanto, a equação de Gauss para f é dada por

R(X, Y )Z = ε(X ∧ Y − 〈Y, T 〉X ∧ T + 〈X,T 〉Y ∧ T )Z + Afα(Y,Z)
X − Afα(X,Z)

Y

Temos que a equação de Codazzi é dada por

(R̄(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z).

Tomando a componente normal em R̄(X, Y )Z temos

(R̄(X, Y )Z)⊥ = ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉η − 〈Y, Z〉〈X,T 〉η)

= ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)η

38



1. Preliminares

Assim,
(∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z) = ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)η

Dado ξ ∈ Γ(N fM), temos de (1.25) que

R̄(X, Y )ξ = ε(Y 〈X,T 〉 −X〈Y, T 〉)〈ξ, η〉,

o que implica que (R̄(X, Y )ξ)⊥ = 0. Portanto, segue que a equação de Ricci para f é dada
por

R⊥(X, Y )ξ = α(X,AfξY )− α(AfξX, Y ).

Por fim, tomando a componente normal em R̄(X, Y )ξ, temos que a equação de codazzi
pode ser escrita como

(∇YA
f )(X, ξ)− (∇XA

f )(Y, ξ) = ε〈η, ξ〉(X ∧ Y )T.

Podemos resumir todo esse cálculo na seguinte proposição:

Proposição 1.7.2. Sejam (Mm,∇),
(
Qn
ε × R,∇

)
variedades Riemannianas e

f : Mm → Qn
ε ×R uma imersão isométrica. Para todo campo de vetores X, Y, Z ∈ X(M)

e toda seção ξ ∈ Γ(N fM) valem as seguintes equações, conhecidas como as equações de
Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente:

R(X, Y )Z = ε(X ∧ Y − 〈Y, T 〉X ∧ T + 〈X,T 〉Y ∧ T )Z

+ Afα(Y,Z)
X − Afα(X,Z)

Y, (1.26)

(∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z) = ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)η, (1.27)

(∇YA
f )(X, ξ)− (∇XA

f )(Y, ξ) = ε〈η, ξ〉(X ∧ Y )T,

R⊥(X, Y )ξ = α(X,AfξY )− α(AfξX, Y ). (1.28)

onde T e η estão definidos (1.14).
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Capítulo 2

Uma classe de subvariedades de
Qnε × R

Neste capítulo estudaremos uma classe de subvariedades Mm em Qn
ε ×R, denominada

classe A, que será útil no Capítulo 4. O Teorema 2.1.3, resultado principal deste capítulo,
nos fornecerá uma descrição completa de todas as imersões isométricas na classe A. Como
consequência deste resultado, também trataremos sobre as subvariedades de rotação em
Qn
ε × R, que é uma subclasse importante da classe A.

2.1 Classe A

Denotaremos por A a classe de imersões isométricas f : Mm → Qn
ε × R com a pro-

priedade de que o campo de vetores T , definido como em (1.14), é um autovetor de todo
operador de forma de f , isto é, o conjunto

A :=

 f : Mm → Qn
ε × R; f é imersão isométrica e

AfζT = λT,∀ζ ∈ Γ(N fM), T definido em (1.14)

 .
É importante mencionar que os exemplos triviais que pertencem a classe A são produ-

tos Nm−1×R, onde Nm−1 é uma subvariedade de Qn
ε , que neste caso, o campo de vetores

normais η, definido em (1.14), é identicamente nulo. De fato, seja f : Nm−1×R→ Qn
ε ×R,

uma imersão isométrica. Como η = 0, temos ∇⊥Xη = 0 para todo X ∈ X(Nm−1 × R).
Assim, para ζ ∈ Γ(N fM), temos

0 = 〈∇⊥Xη, ζ〉
(1.16)= 〈−α(X,T ), ζ〉 = 〈−AfζT,X〉.

Isto implica que AfζT = 0 e portanto f ∈ A. Chamamos esses exemplos de cilindros
verticais. Os mais interessantes são construídos como segue, onde iremos considerar o
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caso ε ∈ {−1, 1}. O caso ε = 0 é similar, e pode ser encontrado em [4]
Seja g : Nm−1 → Qn

ε uma imersão isométrica. Assuma que existe um conjunto ortonor-
mal de campos de vetores paralelos ξ1, . . . , ξk ao longo de g. Esta suposição é satisfeita, se g
tem fibrado normal flat. Portanto, o subfibrado vetorial E com posto k do fibrado normal
N gN de g gerado por ξ1, . . . , ξk é paralelo e flat. De fato, seja ξ ∈ E = span{ξ1, ξ2, . . . , ξk},
então ξ = ∑k

i=1 aiξi. Assim,

∇Xξ =
k∑
i=1

X(ai)ξi +
k∑
i=1
∇Xξi =

k∑
i=1

biξi ∈ E.

pois como ξi é paralelo ∇Xξi = 0. Isto mostra que E é paralelo. Mostremos que E é flat.
Temos que

RE(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

=
k∑
i=1

XY (ai)ξi −
k∑
i=1

Y X(ai)ξi −
k∑
i=1

[X, Y ](ai)ξi

= 0.

Seja j : Qn
ε → Qn

ε ×R e i : Qn
ε ×R→ En+2 denota a inclusão canônica, e seja j̃ = i◦ j.

Nm−1 Qn
ε Qn

ε × R

En+2

g

g̃
j̃

j

i

Seja

ξ̃i =


g̃ := j̃ ◦ g , se i = 0;

j̃∗ξi , se 1 6 i 6 k;

i∗∂/∂t , se i = k + 1.

Então o subfibrado vetorial Ẽ de N g̃N cuja fibra Ẽ(x) em x ∈ Nm−1 é gerado por
ξ̃0, . . . , ξ̃k+1 é também paralelo e flat.

Note que a aplicação

φ:Nm−1 × Ek+2 −→ Ẽ = span{ξ̃0, . . . , ξ̃k+1}

(x, y) 7−−−−→ φx(y) := φ(x, y) =
k+1∑
i=0

yiξ̃i, y = (y0, y1, . . . , yk+1) ∈ Ek+2,
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é uma isometria de fibrados vetoriais. Agora, seja

f : Mm = Nm−1 × I → Qn
ε × R

dada por

f̃(x, s) := (i ◦ f)(x, s) = φx(γ(s)) =
k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i(x), (2.1)

onde γ : I → Qn
ε × R ⊂ Ek+2, γ = (γ0 . . . , γk, γk+1) é uma curva regular suave tal que

εγ2
0 + γ2

1 + · · · γ2
k = ε e γk+1 possui derivada não nula em todo ponto. Note que cilindros

verticais correspondem ao caso em que γ parametriza {p̄} × R ⊂ Qk
ε × R ⊂ Ek+2.

Proposição 2.1.1. Assumamos que o campo de vetores T em (1.14) nunca se anula.
Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T é um autovetor de Afζ para todo ζ ∈ N fM ;

(ii) η é paralelo ao longo de {T}⊥;

(iii) Af̃ν comuta com Afζ para todo ζ ∈ N fM.

Demonstração. Mostremos que (i) se e somente se (ii). Assumamos que T é um autovetor
de Afζ para todo ζ ∈ N fM , então AfζT = λT. Assim, para X ∈ {T}⊥, por (1.16) temos
que

〈−∇⊥Xη, ζ〉 = 〈αf (T,X), ζ〉 = 〈AfζT,X〉 = 〈λT,X〉 = λ〈T,X〉 = 0

como 〈−∇⊥Xη, ζ〉 = 0 para todo ζ ∈ N fM temos que ∇⊥Xη = 0, ou seja, η é paralelo
ao longo de {T}⊥. Agora supondo η paralelo ao longo de {T}⊥ temos ∇⊥Xη = 0, com
X ∈ {T}⊥. então segue que para ζ ∈ N fM temos

0 = 〈∇⊥Xη, ζ〉
(1.16)= 〈−α(X,T ), ζ〉 = 〈−AfζT,X〉.

Isto implica que AfζT ∈ {T}⊥⊥ = {T}, ou seja, AfζT = λT .
Mostremos agora a equivalência entre (i) e (iii). Suponhamos que T é um autovetor

de Afζ para todo ζ ∈ N fM , isto é, AfζT = λT. Então segue que

AfζA
f̃
νT = Afζ (Af̃νT ) = Afζ (−‖η‖2T )

= −‖η‖2AfζT

= −‖η‖2λT

e
Af̃νA

f
ζT = Af̃νλT = λAf̃νT = −λ‖η‖2T.
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Então
AfζA

f̃
νT = Af̃νA

f
ζT,

o que implica que Af̃ν comuta com Afζ para todo ζ ∈ N fM.

Suponhamos agora que Af̃ν comuta com Afζ para todo ζ ∈ N fM . Então de (1.21)
temos que

Af̃νA
f
ζT = AfζA

f̃
νT = −‖η‖AfζT.

Isto mostra que AfζT é um autovetor de Af̃ν com autovalor −‖η‖2. Segue então que para
X ∈ {T}⊥ temos

−‖η‖2〈AfζT,X〉 = 〈Af̃νA
f
ζT,X〉

= 〈AfζT,Af̃νX〉

= 〈AfζT,−X〉

⇒ 〈(1− ‖η‖2)AfζT,X〉 = 0

1− ‖η‖2 6= 0 ⇒ 〈AfζT,X〉 = 0

⇒ AfζT ∈ {T}⊥⊥ = {T},

o que implica que AfζT = λT para algum λ.

O fato usado acima que 1−‖η‖2 6= 0 decorre de que se tivermos 0 = 1−‖η‖2 = ‖T‖2,

deveríamos ter ‖T‖2 = 0, implicando que T = 0, mas T é não nulo por hipótese, logo
devemos ter 1− ‖η‖2 6= 0.

A proposição seguinte descreve a diferencial, o espaço normal e a segunda forma fun-
damental da imersão isométrica f̃ definida em (2.1). Dado x ∈ Nm−1, X ∈ TxN e s ∈ I,
denotamos por XH o único vetor em T(x,s)M tal que π1∗X

H = X e π2∗X
H = 0, onde

π1 : Mm → Nm−1 e π2 : Mm → I são as projeções canônicas.

Proposição 2.1.2. São válidas as seguintes afirmações:

(i) A diferencial de f̃ é dada por

f̃∗(x, s)XH = g̃∗(x)
(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x)
)
X, (2.2)

para cada X ∈ TxN, onde I é o endomorfismo identidade de TxN, e

f̃∗(x, s)
∂

∂s
= φx(γ′(s)), (2.3)

onde ∂
∂s

é o campo de vetores tangentes a γ(s).
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(ii) A aplicação f̃ (e consequentemente f) é uma imersão em (x, s) se e somente se

Ps(x) := γ0(s)I −
k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x) = −Ag̃φx(γ̄(s)) = −Ag̃φx(γ(s)),

onde γ̄(s) = (γ0(s), . . . , γk(s), 0), é um endomorfismo invertível de TxN.

(iii) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

N f̃
(x,s)M = j̃∗E(x)⊥ ⊕ φx(γ′(s)⊥) ⊂ N g̃

xN,

onde E(x)⊥ é o complemento ortogonal de E(x) em N g
xN, e

N f̃
(x,s)M = i∗N

f
(x,s)M ⊕ span{(π ◦ f̃)(x, s)} = i∗N

f
(x,s)M ⊕ span{φx(γ̄(s))}, (2.4)

em que π : En+2 = En+1 × R→ En+1 é a projeção canônica.

(iv) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

Af̃ξ (x, s)XH = (Ps(x)−1Ag̃ξX)H (2.5)

para todo ξ ∈ N f̃
(x,s)M e X ∈ TxN,

Af̃ξ (x, s)
∂

∂s
= 0, se ξ ∈ j̃∗E(x)⊥ (2.6)

e
Af̃φx(ζ)(x, s)

∂

∂s
= 〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
, (2.7)

se ζ ∈ Ek+2, 〈ζ, γ′(s)〉 = 0.

Demonstração. (i) Dada uma curva suave β : J → Nm−1 com 0 ∈ J, β(0) = x, e β′(0) =
X, para cada s ∈ I seja βs : J → Mm dada por βs(t) = (β(t), s). Então βs(0) = (x, s) e
β′s(0) = XH. Consequentemente

f̃∗(x, s)XH = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f̃ (βs(t)) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i(β(t))

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

γ0(s)g̃(β(t)) + d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

k+1∑
i=1

γi(s)ξ̃i(β(t))

= γ0(s)g̃∗(x)X −
k∑
i=1

γi(s)g̃∗(x)Ag̃
ξ̃
(x)X

= g̃∗(x)
(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Ag̃ξ̃(x)
)
X
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e (2.2) segue do fato que Ag̃
ξ̃i

= Agξi
para qualquer 1 6 i 6 k. Além disso,

f̃∗(x, s)
∂

∂s
= ∂

∂s

k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i = φx (γ′(s))

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente de (i).

(iv) Para provar (2.5), dado ξ ∈ N f
(x,s)M e X ∈ TxN, seja β : J → Nm−1 e βs : J → Mm

como no início da demonstração. Então, usando (2.2), obtemos

−f̃∗(x, s)Af̃ξ (x, s)XH = (∇̃XHξ)T =
( d
dt

∣∣∣
t=0
ξ(βs(t))

)T
= −g̃∗(x)Ag̃ξ(x)X

= −g̃∗(x)Ps(x)Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X

= −f̃∗(x, s)(Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X)H,

e (2.5) segue. Aqui, colocar T como um sobrescrito de um vetor significa pegar sua
componente tangente.

A fórmula (2.6) é clara. Quanto a (2.7), dado ζ ∈ Ek+2 com 〈ζ, γ′(s)〉 = 0, extendendo
ζ a um campo de vetor normal paralelo ao longo de γ, de modo que

ζ ′(s) = 〈ζ
′(s), γ′(s)〉
〈γ′(s), γ′(s)〉γ

′(s) = −〈γ
′′(s), ζ(s)〉

〈γ′(s), γ′(s)〉γ
′(s).

Então temos que

−f̃∗(x, s)Af̃φx(ζ)(x, s)
∂

∂s
= (∇̃ ∂

∂s
φx(ζ))T = (φx(ζ ′(s)))T

= −〈γ
′′(s), ζ(s)〉

〈γ′(s), γ′(s)〉(φx(γ
′(s)))T

= −f̃∗(x, s)
〈γ′′(s), ζ(s)〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
,

onde usamos (2.3) na ultima igualdade. Isto dá (2.7) e concluímos a demonstração.

Teorema 2.1.3. A aplicação f em (2.1) define, em pontos regulares, uma imersão na
classe A. Reciprocamente, qualquer imersão isométrica f : Mm → Qn

ε × R,m > 2 na
classe A é dada localmente como em (2.1).

Demonstração. Afirmação 1: 〈XH, ∂
∂s
〉 = 0 para qualquer X ∈ X(N), com respeito a
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métrica induzida por f . De fato, das equações (2.2) e (2.3) temos
〈
XH,

∂

∂s

〉
=

〈
f̃∗(x, s)XH, f̃∗(x, s)

∂

∂s

〉
(2.2)−(2.3)=

〈
g̃∗(x)

(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x)
)
X,φx(γ′(s))

〉
= 0,

pois φx(γ′(s)) = ∑k+1
i=0 γ

′
i(s)ξ̃i pertence ao subfibrado Ẽ de N g̃N .X

Afirmação 2: 〈XH, T 〉 = 〈f̃∗XH, i∗ ∂∂t〉 = 0 para qualquer X ∈ X(N).
Primeiro provemos a primeira igualdade da afirmação. Note que

i∗
∂

∂t
= i∗f∗T + i∗η ⇒ f̃∗T = i∗

∂

∂t
− i∗η.

Assim,

〈XH, T 〉 = 〈f̃∗XH, f̃∗T 〉 =
〈
f̃∗X

H, i∗
∂

∂t

〉
− 〈f̃∗XH, i∗η〉 =

〈
f̃∗X

H, i∗
∂

∂t

〉
,

pois, 〈f̃∗XH, i∗η〉 = 〈i∗f∗XH, i∗η〉 = 〈f∗XH, η〉 = 0. Provemos agora a segunda igualdade
da afirmação. Relembremos que g̃ = i ◦ j ◦ g. Assim, temos

〈
f̃∗X

H, i∗
∂

∂t

〉
(2.2)=

〈
g̃∗(x)

(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x)
)
X, i∗

∂

∂t

〉

=
〈
i∗(j ◦ g)∗(x)

(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x)
)
X, i∗

∂

∂t

〉

=
〈

(j ◦ g)∗(x)
(
γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)Agξi
(x)
)
X,

∂

∂t

〉
= 0,

pois, ∂
∂t

é ortogonal a imersão j ◦ g. Isto conclui nossa afirmação. X

Afirmação 3: T está na direção de ∂/∂s.
Note que 〈f∗XH, ∂∂t〉 = 0, para do X ∈ TN . Daí, de 〈XH, ∂

∂s
〉, temos 〈f∗XH, f∗ ∂∂s〉 = 0,

para todo X ∈ TN .
Analogamente, de 〈XH, T 〉 = 0, temos 〈f∗XH, f∗T 〉 = 0, para todo X ∈ TN . Isso

mostra que f∗ ∂∂s e f∗T estão na direção de ∂
∂t
. Então f∗ ∂∂s e f∗T estão na mesma direção

e consequentemente, T e ∂
∂s

também. Portanto, T = λ ∂
∂s

para algum λ.X

Afirmação 4: 〈T, ∂
∂s
〉 = γ′k+1(s).
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Relembremos que f̃∗T = i∗
∂
∂t
− i∗η e que i∗ ∂∂t = ξ̃k+1. Assim, temos

〈
T,

∂

∂s

〉
=

〈
f̃∗T, f̃∗

∂

∂s

〉
=
〈
i∗
∂

∂t
− i∗η, f̃∗

∂

∂s

〉
=
〈
i∗
∂

∂t
, f̃∗

∂

∂s

〉
−
〈
i∗η, i∗f∗

∂

∂s

〉

=
〈
i∗
∂

∂t
, f̃∗

∂

∂s

〉
(2.3)=

〈
i∗
∂

∂t
, φx(γ′(s))

〉
=
〈
i∗
∂

∂t
,
k+1∑
i=0

γ′i(s)ξ̃i
〉

=
〈
i∗
∂

∂t
, γ′k+1(s)ξ̃k+1

〉
+
〈
i∗
∂

∂t
,
k∑
i=0

γ′i(s)ξ̃i
〉

=
〈
i∗
∂

∂t
, γ′k+1(s)i∗

∂

∂t

〉
+
〈
ξ̃k+1,

k∑
i=0

γ′i(s)ξ̃i
〉

= γ′k+1(s)
〈
i∗
∂

∂t
, i∗

∂

∂t

〉
= γ′k+1(s).

Note que pela afirmação 3, temos T = λ ∂
∂s
, o que implica que

λ = 〈T, ∂/∂s〉
〈∂/∂s, ∂/∂s〉

.

Consequentemente, pela afirmação 4, temos que

T = 〈T, ∂/∂s〉
〈∂/∂s, ∂/∂s〉

∂

∂s
= γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2

∂

∂s
.

Em particular, T nunca se anula pela suposição que γ′k+1 6= 0 para todo s ∈ I.X

Afirmação 5: f pertence a classe A.
Seja ξ̃ ∈ N f̃

(x,s)M , então pelo item (iii) da proposição 2.1.2, temos que ξ̃ = ξ1 + ξ2,
onde ξ1 ∈ j̃∗E(x)⊥ e ξ2 ∈ φx(γ′(s)⊥). Assim, para ξ ∈ N f

(x,s)M , temos

AfξT
(1.19)= Af̃

ξ̃
T = Af̃ξ1T + Af̃ξ2T

= Af̃ξ1

(
γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2

∂

∂s

)
+ Af̃ξ2

(
γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2

∂

∂s

)

= γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2A

f̃
ξ1

∂

∂s
+ γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2A

f̃
ξ2

∂

∂s

(2.6)−(2.7)= γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2 ·

〈γ′′(s, ζ)〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s

= 〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉 ·

γ′k+1(s)
‖γ′(s)‖2

∂

∂s

= λT.

onde λ = 〈γ′′(s),ζ〉
〈γ′(s),γ′(s)〉 . X

Finalmente, a primeira parte do Teorema está provada. Vamos agora provar a recí-
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proca.

Afirmação 6: 〈∇TT,X〉 = 〈∇XT, T 〉 = 〈AfηT,X〉 = 0, para qualquer X ∈ {T}⊥. (2.8)

Provemos a primeira igualdade da afirmação. Desde que f : Mm → Qn
ε × R pertence

a classe A, o campo de vetor T nunca se anula, e usando o fato que T é um campo de
vetores gradiente, obtemos

〈∇TT,X〉 = 〈∇Tgrad h,X〉 = Hess h(T,X) = Hess h(X,T ) = 〈∇Xgrad h, T 〉

= 〈∇XT, T 〉.

Para as duas últimas igualdades basta derivar 〈X,T 〉 = 0 em relação a T e obter

−〈∇TX,T 〉 = 〈X,∇TT 〉 = 〈∇XT, T 〉
(1.15)= 〈AfηX,T 〉 = 〈X,AfηT 〉 = 〈X,λT 〉 = 0.X

Em particular, a distribuição unidimensional gerada por T é totalmente geodésica.
Afirmação 7: A distribuição ortogonal {T}⊥ = {X; 〈X,T 〉 = 0} é integrável. De fato,
sejam X, Y ∈ {T}⊥. Iremos mostrar que [X, Y ] ∈ {T}⊥. Temos que

〈X,T 〉 = 0⇒ 〈∇YX,T 〉 = −〈X,∇Y T 〉,

〈Y, T 〉 = 0⇒ 〈∇XY, T 〉 = −〈Y,∇XT 〉.

Assim,

〈[X, Y ], T 〉 = 〈∇XY −∇YX,T 〉

= 〈∇XY, T 〉 − 〈∇YX,T 〉

= −〈X,∇Y T 〉+ 〈Y,∇XT 〉
(1.15)= −〈Y,AfηX〉+ 〈X,AfηY 〉

= 0.

Portanto, [X,T ] ∈ {T}⊥, o que mostra que {T}⊥ é involutiva. Logo, pelo Teorema de
Frobenius é integrável. X

Portanto, existe um difeomorfismo local ψ : Nm−1 × I → Mm, onde I é um intervalo
aberto contendo 0, tal que ψ(x, ·) : I → Mn são curvas integrais 1 de T para qualquer
x ∈ Nm−1. Denotando por E1 e E2 as distribuições dadas por espaços tangentes as folhas
da folheação produto de Nm−1 × I, temos que E1 e E2 são mutualmente ortogonais e E2

1Seja X é um campo de vetores em M . Uma curva integral de X é uma curva diferenciável γ : I →M
tal que γ′(t) = Xγ(t) para todo t ∈ I.
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é totalmente geodésica com respeito a métrica induzida por ψ.
Seja f̃ = i ◦ f ◦ ψ : Nm−1 × I → En+2.

Nm−1 × I Mm Qn
ε × R En+2ψ

f̃

f i

Então temos 〈
f̃∗X, i∗

∂

∂t

〉
=

〈
i∗f∗ψ∗X, i∗

∂

∂t

〉

=
〈
f∗ψ∗X,

∂

∂t

〉
= 〈f∗ψ∗X, f∗T + η〉

= 〈f∗ψ∗X, f∗T 〉

= 〈ψ∗X,T 〉 = 0 (2.9)

para cada X ∈ E1.

Além disso, em vista de (1.22) e do fato que f pertence a classe A, temos que
〈
Af̃i∗ηX,

∂

∂s

〉
= µ

〈
X,

∂

∂s

〉
= 0, ∀ X ∈ E1,〈

Af̃νX,
∂

∂s

〉
(1.22)= −

〈
X,

∂

∂s

〉
= 0, ∀ X ∈ E1,

Portanto, para cada X ∈ E1, αf̃ (X,
∂
∂s

) = 0.
Assim, como E2 é totalmente geodésica, para to X ∈ E1 parte tangente de ∇ ∂

∂s
a E2 é

nula, ou seja, ∇ ∂
∂s
∈ E1, e daí, usando a fórmula de Gauss obtemos que

∇̃ ∂
∂s
f̃∗X = f̃∗∇ ∂

∂s
X + α

f̃

(
X,

∂

∂s

)
= f̃∗∇ ∂

∂s
X ∈ f̃∗E1.

consequentemente f̃∗E1 é constante em En+1 ao longo das folhas de E2.

Agora, pela equação (2.9) g̃ := f̃(·, 0) está contido em um subespaço afim ortogonal a
i∗

∂
∂t
. Iremos supor, sem perda de generalidade, que g̃(Nm−1) ⊂ Qn

ε × {0}.
Definindo f̂ = π ◦ f̃ , em que π : En+2 → En+1 × {0} é a projeção canônica, temos que

f̂(x, s) ∈ Qn
ε × {0} e daí, 〈f̂ , f̂〉 = ε. Em particular, 〈f̂∗X, f̂〉 = 1

2X(〈f̂ , f̂〉) = 0. Além
disso, podemos escrever:

f̃ = f̂ + hi∗
∂

∂t
,
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em que h = 〈f̃ , i∗∂/∂t〉. Usando (2.9) obtemos para todo X ∈ E1 que

〈f̃∗X, f̃〉 =
〈
f̂∗X + h∗Xi∗

∂

∂t
, f̂ + hi∗

∂

∂t

〉
= 〈f̂∗X, f̂〉 = 0

Portanto, temos

f̃(x, s) ∈ (f̃∗(x, s)E1(x, s))⊥ = (f̃∗(x, 0)E1(x, 0))⊥ = (f̃∗(x)TxN)⊥,

onde na primeira igualdade foi usado o fato que f̃∗E1 é constante em En+2 ao longo de
E2. Consequentemente, fixado s ∈ I temos que ξs(x) := f̃(x, s) define um campo de vetor
normal ao longo de g̃. Além disso,

∇̃Xξs ∈ f̃∗(x, s)E1(x, s) = g̃∗TxN,

portanto, ξs é paralelo ao longo de g̃ na conexão normal, Segue-se que

x ∈ N 7→ W (x) := span{f̃(x, s) : s ∈ I}

é um subfibrado paralelo flat de N g̃N. Além disso, desde que 〈f̂(x, s), f̂(x, s)〉 = ε, para
qualquer x ∈ N fixado„ a imagem de s ∈ I 7→ f̃(x, s) está contido em um cilindro

Qk
ε × R = W (x) ∩ (Qn−m+1

ε × R) ⊂ N g̃
xN

onde k + 2 é o rank de W.
Seja g : Nm−1 → Qn

ε definido por g̃ = j̃ ◦g, e seja {ξ1, . . . , ξk} um conjunto ortonormal
de campos de vetores paralelos ao longo de g tal que ξ̃i = i∗ξi, 1 6 i 6 k, ξ̃0 = g̃, e
ξ̃k+1 = i∗∂/∂t forma um referencial ortonormal de W. Note que, para qualquer X ∈ E1,
temos

X〈f̃ , ξ̃i〉 = 〈f̃∗X, ξ̃i〉+ 〈f̃ , ∇̃X ξ̃i〉 = 0,

para f̃ é um campo de vetor normal, f̃∗(x, s)X ∈ g̃∗(x)TxN e ξ̃i é paralelo na conexão
normal de g̃. Então podemos escrever

f̃(x, s) =
k+1∑
i=0

γiξ̃i, com γi = γi(s).

Além disso, de 〈f̂ , f̂〉 = ε obtemos que εγ2
0 +∑k

i=1 γ
2
i = ε.

Corolário 2.1.4. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) O campo de vetores T em (1.14) nunca se anula, e f̃ tem um fibrado normal flat;

(ii) f tem um fibrado normal flat e está na classe A;

(iii) f̃ é localmente dada como em (2.1) em termos de uma imersão isométrica
g : Nm−1 → Qn

ε com fibrado normal flat e uma curva regular suave
γ : I → Qk

ε × R ⊂ Ek+2, γ = (γ0, . . . , γk, γk+1), com γ′k+1 nunca nulo.

Demonstração. Provemos a equivalência entre (i) e (ii). Tomando o produto interno na
equação de Ricci (1.28) com ζ ∈ N fM temos que

〈R⊥(X, Y )ξ, ζ〉 = 〈α(AξX, Y ), ζ〉 − 〈α(AξY,X), ζ〉

= 〈AζAξX, Y 〉 − 〈AζAξY,X〉

= 〈AζAξX, Y 〉 − 〈Y,AξAζX〉

= 〈[Aζ , Aξ]X, Y 〉.

Assim, R⊥ se anula em x ∈ M se e somente se todo operador de forma Afξ , ξ ∈ N fM,

comutam, ou seja, f tem fibrado normal flat se e somente se, todo operador de forma são
simultaneamente diagonalizáveis.

Desta forma, f̃ tem fibrado normal flat se e somente todo operador de forma Af̃
ξ̃
, ξ̃ ∈

N f̃M comutam. Como por (1.19) vale Afξ = Af̃
ξ̃
, então f̃ tem fibrado normal flat se

e somente se f também tem fiblado normal flat. Assim, todo operador de forma Afξ

comutam e da proposição 2.1.1, temos que T é autovetor de todo operador de forma de
f , e portanto, f pertence a classe A. Fica provado que (i) e (ii) são equivalentes.

Provemos agora a equivalência entre (ii) e (iii). Primeiro mostremos que (ii) implica
(iii). Se f pertence a classe A, então T é autovetor de todo operador de forma de f ,
e por 1.19, temos que AfξT = Af̃ξT , ou seja, T também é autovetor de todo operador
de f̃ . Assim, f̃ pertence a classe A, e pelo Teorema 2.1.3 é dada localmente como
em (2.1) em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Qn

ε e uma curva regular
γ : I → Qk

ε × R ⊂ Rk+2, γ = (γ0, . . . , γk+1), com γ′k+1 6= 0. Desde que o subfibrado
vetorial Ẽ de N g̃N gerado por ξ̃0, . . . , ξ̃k+1 é flat, segue da equação de Ricci dada em
(1.13) para g̃ : Nm−1 → En+2 que Ag̃ξ comuta com qualquer operador de forma de g̃ para
todo ξ ∈ Ẽ. Assim, por (1.19), g tem fibrado fibrado normal flat, se e somente se g̃ tem
fibrado normal flat.

Agora mostremos que (iii) implica (ii). Suponhamos que f̃ é localmente dada como
em (2.1) em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Qn

ε com fibrado normal flat e
uma curva regular suave γ : I → Qk

ε × R ⊂ Ek+2, γ = (γ0, . . . , γk, γk+1), com γ′k+1 nunca
nulo. Assim, pela recíproca do Teorema 2.1.3, f̃ pertence a classe A. Dessa forma, T é
autovetor de todo operador de forma de f̃ , então segue de (1.19), que f também pertence
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a classe A. Como g tem fibrado normal flat, então g̃ também tem fibrado normal flat.
Segue da equação (2.5), que se g̃ tem fibrado normal flat, o fibrado normal de f̃ também
é flat, e por (1.19), o fibrado normal de f também é flat.

Corolário 2.1.5. Seja f : Mm := Nm−1×I → Qn
ε ×R dado por (2.1) com γ : I → Qk

ε×R
uma geodésica de Qk

ε ×R. Então f define, em pontos regulares, uma imersão para o qual
o campo de vetor η em (1.14) é paralelo na conexão normal. Reciprocamente, qualquer
imersão isométrica f : Mm → Qn

ε ×R,m > 2, tal que T nunca se anula e η é paralelo na
conexão normal, é localmente desta forma.

Demonstração. Seja f : Mm := Nm−1 × I → Qn
ε ×R dada por (2.1) com γ : I → Qk

ε ×R
uma geodésica de Qk

ε × R. Pela recíproca do teorema 2.1.3, a imersão pertence a classe
A, então T é um autovetor de todo operador de forma de f . Assim, pela proposição 2.1.1
η é paralelo ao longo de {T}⊥. Por outro lado, como γ : I → Qk

ε × R é uma geodésica
de Qk

ε , temos γ′′(s) = 0 para todo s ∈ I. Além disso, desde que T e ∂
∂s

estão na mesma
direção, temos ∂

∂s
= λT . Assim, para φx(ζ) ∈ N f̃M e ξ ∈ N fM temos

0 =
〈
〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
, T

〉
(2.7)=

〈
Af̃φx(ζ)

∂

∂s
, T

〉
(1.19)=

〈
Afξ

∂

∂s
, T

〉

=
〈
αf

(
∂

∂s
, T

)
, ξ

〉
= λ〈αf (T, T ), ξ〉.

Isto implica que αf (T, T ) = 0 para todo ξ ∈ N fM . Assim, temos por (1.16) que
αf (X,T ) = −∇⊥Xη, para to X ∈ TM . O que implica que

∇⊥T η = −αf (T, T ) = 0.

Portanto, η é paralelo na conexão normal de f .
Reciprocamente, seja f : Mm := Nm−1 × I → Qn

ε × R uma imersão isométrica com a
propriedade que o campo de vetor η é paralelo na conexão normal. Obtemos de (1.16) que
αf (T, T ) = 0. Além disso como campo de vetor η é paralelo na conexão normal obtemos
que f pertence a classe A pela proposição 2.1.1. Pelo Teorema 2.1.3, f é localmente dada
por (2.1) em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Qn

ε e uma curva regular
suave γ : I → Qk

ε × R. Com um cálculo similiar ao que fizemos anteriormente, segue de
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αf (T, T ) = 0 e da equação (2.7) que

0 = αf (T, T ) =
〈
〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
, T

〉

= λ
〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉〈T, T 〉

Assim, 〈γ′′(s), ζ〉 = 0. O que implica que γ′′(s) = 0 para todo ζ ∈ Ek+2. Portanto,
γ : I → Qk

ε × R é uma geodésica de Qk
ε × R.

2.2 Subvariedades de Rotação em Qn
ε × R

Nesta seção estudaremos subvariedades de rotação em Qn
ε ×R, cuja definição estende a

definição dada em [6], para o caso de hipersuperfície. Antes de demonstrarmos o principal
resultado desta seção, apresentaremos alguns conceitos.

Dizemos que um grupo G age em uma variedade diferenciável M se existe uma apli-
cação ψ : G×M −→M tal que:

(i) Para cada g ∈ G, a aplicação ψg : M −→M dada por ψg(p) = ψ(g, p), p ∈M é um
difeomorfismo e ψe = identidade.

(ii) Se g1, g2 ∈ G, então ψg1g2 = ψg1 ◦ ψg2 .

A órbita de um elemento p ∈ M por ψ é a classe de equivalência de p com respeito
a relação de equivalência ∼ determinada por p ∼ q se e somente se, existe g ∈ G tal que
ψg(p) = q, ou seja, O(p) = {q ∈M | q ∼ p}.

Seja (x0, x1, . . . , xn+1) as coordenadas canônicas em En+2 com respeito ao qual a mé-
trica flat é escrita como

ds2 = εdx2
0 + dx2

2 + · · ·+ dx2
n+1.

Considere En+1 como

En+1 = {(x0, . . . , xn+1) ∈ En+2 : xn+1 = 0}

e
Qn
ε = {(x0, . . . , xn) ∈ En+1 : εx2

0 + x2
1 + . . . x2

n = ε} (x0 > 0 se ε = −1).

Seja P n−m+3 um subespaço de En+2 de dimensão n−m+ 3 contendo as direções e0 e
en+1, onde {e0, . . . , en+1} é a base canônica. Então

(Qn
ε × R) ∩ P n−m+3 = Qn−m+1

ε × R.
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Denotemos por I o grupo de isometrias de En+2 que fixa pontualmente um subespaço
P n−m+2 ⊂ P n−m+3 também contendo a direção en+1. Considere uma curva γ em Qn−m+1

ε ×
R ⊂ P n−m+3 que está em um dos dois semiespaços de P n−m+3 determinado por P n−m+2.

Definição 2.2.1. Uma subvariedade de rotação m-dimensional em Qn
ε × R com curva

perfil γ e eixo P n−m+2 é a órbita de γ sob a ação de I.

Assumiremos que P n−m+3 é gerado por e0, em, . . . , en+1. No caso ε = 1, também assu-
miremos que P n−m+2 é gerado por em, . . . , en+1. Escrevendo a curva γ como

γ(s) = γ0(s)e0 +
n∑

i=m
γi−m+1(s)ei + h(s)en+1,

com ∑n−m+1
i=0 γ2

i = 1, a subvariedade de rotação em Sn × R com curva perfil γ e eixo
P n−m+2 pode ser parametrizada por

f̃(s, t) = (γ0(s)ϕ1(t), . . . , γ0(s)ϕm(t), γ1(s), . . . , γn−m+1(s), h(s)), (2.10)

onde t = (t1, . . . , tm−1) e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) parametriza Sm−1 ⊂ Rm.

Para ε = −1, tem-se três possibilidades distintas, visto que P n−m+2 pode ser Lo-
rentziana, Riemanniana, ou degenerada, respectivamente, e a subvariedade de rotação
é chamada de esférica, hiperbólica ou parabólica, respectivamente. No primeiro caso,
assumimos que P n−m+2 é gerado por e0, em+1, . . . , en+1 e que

γ(s) = γ0(s)e0 +
n∑

i=m
γi−m+1(s)ei + h(s)en+1 (2.11)

com −γ2
0(s) +∑n−m+1

i=0 γ2
i = −1. Então a subvariedade pode ser parametrizada por

f̃(s, t) = (γ0(s), γ1(s)ϕ1(t), . . . , γ1(s)ϕm(t), γ2(s), . . . , γn−m+1(s), h(s)),

onde novamente t = (t1, . . . , tm−1) e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) parametriza Sm−1 ⊂ Rm.

No segundo caso, podemos assumir que P n−m+2 é gerado por em, . . . , en+1. Então, com
a curva γ também dada como em (2.11), uma parametrização é

f̃(s, t) = (γ0(s)ϕ1(t), . . . , γ0(s)ϕm(t), γ1(s), . . . , γn−m+1(s), h(s)),

onde t = (t1, . . . , tm−1) e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) parametriza Hm−1 ⊂ Lm.
Finalmente, quando P n−m+2 é degenerada, escolhemos uma base pseudo-ortonormal

ê0 = 1√
2

(−e0 + en), ên = 1√
2

(e0 + en), êj = ej
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para j ∈ {1, . . . , n− 1, n+ 1}, e assuma que P n−m+2 é gerado por êm, . . . , ên+1. Note que
〈ê0, ê0〉 = 0 = 〈ên, ên〉 e 〈ê0, ên〉 = 1. Então podemos parametrizar γ por

γ(s) = γ0(s)ê0 +
n∑

i=m
γi−m+1(s)êi + h(s)ên+1,

com 2γ0(s)γn−m+1(s) +∑n−m
i=1 γ2

i (s) = −1, e a parametrização da subvariedade de rotação
é

f̃(s, t) =
(
γ0, γ0t1, . . . , γ0tm−1, γ1, . . . , γn−m, γn−m+1 −

γ0

2

m−1∑
i=1

t2i , h

)
, (2.12)

onde t = (t1, . . . , tm−1) parametriza Rm−1, γi = γi(s), 0 6 i 6 n−m+ 1, e h = h(s).

Definição 2.2.2. Um círculo geodésico em Qn
ε é uma curva cujo vetor curvatura é paralelo

na conexão normal.

Teorema 2.2.3. Seja f : Mm → Qn
ε × R, ε ∈ {−1, 1} uma imersão isométrica tal que

o campo de vetores T definido por (1.14) nunca se anula. Então as seguintes afirmações
são equivalentes:

(i) f é uma subvariedade de rotação cuja curva perfil é uma curva em uma subvariedade
totalmente geodésica Qn−m+1

ε × R ⊂ Qn
ε × R;

(ii) f é dada como em (2.1) em termos de uma imersão isométrica umbílica g : Nm−1 →
Qn
ε (um círculo geodésico, se m = 2);

(iii) existe um campo de vetores normais ξ ao longo de f tal que

αf (X, Y ) = 〈X, Y 〉 ζ para todo X ∈ TM e Y ∈ {T}⊥ (2.13)

e ζ é paralelo na conexão normal ao longo de {T}⊥ se m = 2.

Além disso, para ε = 1 as afirmações anteriores são equivalentes a f sendo dada como
em (2.1) em termos de uma imersão isométrica totalmente geodésica g : Nm−1 → Qn

ε .

Isto também é o caso se ε = −1 e f é do tipo hiperbólico em (i) e g uma hipersuperfície
equidistante em (ii).

Demonstração. Nós podemos escrever (2.10) como

f̃(s, t) = γ0(s)ĝ(t) +
n∑

i=m
γi−m+1(s)ei + h(s)en+1,

onde ĝ(t) = ∑m
i=1 ϕi(t)ei para t = (t1, . . . , tm−1). Isto mostra que para ε = 1 uma subvari-

edade de rotação é dado como em (2.1) em termos de uma imersão isométrica totalmente
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geodésica ĝ : Sm−1 → Sn. O caso de uma subvariedade de rotação do tipo hiperbólico em
Hn × R é similar. Em particular, isso prova que (i) implica (ii) nesses casos.

A equação pode (2.12) ser escrita como

f̃(s, t) = γ0(s)ĝ +
n∑

i=m
γi−m+1(s)êi + h(s)ên+1, (2.14)

onde
ĝ(t) = ê0 +

m−1∑
i=1

tiêi −
1
2

(
m−1∑
i=1

t2i

)
ên.

Note que ĝ define uma imersão isométrica de Rm−1 no cone de Luz Vn+1 ⊂ Ln+2 e
que ĝ, êm, . . . , ên, ên+1 é uma base pseudo-ortonormal de N ĝRm−1, com 〈ĝ, ĝ〉 = 0 =
〈ên, ên〉, 〈ĝ, ên〉 = 1 e êm, . . . , ên−1, ên+1 uma base ortonormal de span{ĝ, ên}⊥. Para qual-
quer s0 ∈ I fixado, seja g : Rm−1 → Hn dada por g = γ(s0)ĝ+v, onde v = ∑n

i=m γi−m+1(s0)êi.
Então g define uma imersão umbílica com o mesmo espaço normal em Ln+2 como ĝ em
cada t ∈ Rm−1, isto é,

span{ĝ, êm, . . . , ên, ên+1} = span{g, ξ̃1, . . . , ξ̃n−m+1, ên+1},

onde ξ̃i = i∗ξi, 1 6 i 6 n−m+ 1, para um referencial ortonormal paralelo ξ1, . . . , ξn−m+1

de N gRm−1. Portanto, também podemos escrever (2.14) como

f̃(s, t) = γ̃0(s)g +
n−m+1∑
i=1

γ̃i(s)ξ̃i + h(s)ên+1,

onde γ̃ : I → En−m+3 é uma curva regular satisfazendo −γ̃2
0 + ∑n−m+1

i=1 γ̃2
i = −1. As-

sim, a condição (ii) é verdade para f. O caso de uma subvariedade de rotação esférica é
semelhante.

Agora suponhamos que f é dado como em (2.1) em termos de uma imersão isométrica
umbílica g : Nm−1 → Qn

ε (um círculo geodésico se m = 2). Suponhamos primeiro que
ε = 1. Então, g(Nn−1) está contida em uma esfera menor de Sn e podemos assumir que o
subespaço afim que contém g(Nm−1) em Rn+1 é v+W, onde W é o subespaço gerado por
{e0, . . . , em−1} e v ∈ w⊥, consequentemente g = aĝ + v, onde a ∈ R e ĝ é a composição
ĝ = i ◦ g̃ de uma homotetia g̃ : Mm−1 → Sm−1 com a inclusão canônica i de Sm−1 em
W = Rm como a esfera unitária centrada na origem. Então g e ĝ tem o mesmo espaço
normal em Rn+1 em cada ponto de Nm−1, que é

span{ĝ, êm, . . . , ên, ên+1} = span{g, ξ̃1, . . . , ξ̃n−m+1, ên+1},

onde ξ̃i = i∗ξi, 1 6 i 6 n−m+ 1, para um referencial ortonormal paralelo ξ1, . . . , ξn−m+1
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de N gSm−1. Consequentemente f também pode ser parametrizada por

f̃(s, t) = γ̃0(s)ĝ +
n∑

i=m
γ̃i−m+1(s)êi + h(s)ên+1,

onde γ̃ : I → En−m+3 é uma curva regular suave satisfazendo ∑n−m+1
i=0 γ̃2

i = 1. Portanto,
f é uma subvariedade de rotação com γ̃ como perfil.

Para o caso ε = −1, discutiremos o caso parabólico, os outros são semelhantes. Po-
demos assumir que Nm−1 = Rm−1 e que o espaço afim que contém g(Rm−1) em Ln+1 é
v + w, onde W é o subespaço gerado por {ê1, . . . , êm−1, ên} e v ∈ W⊥. Então g = ĝ + v,

onde
ĝ(t) = ê0 +

m−1∑
i=1

tiêi −
1
2

(
m−1∑
i=1

t2i

)
ên.

for t = (t1, . . . , tm−1). Como antes, usando o fato que g e ĝ tem o mesmo espaço nor-
mal em Ln+1 para cada t ∈ Rm−1, concluímos que f pe uma subvariedade de rotação
parametrizada como em (2.14).

A segunda forma fundamental de f sendo dada por (2.13) é equivalente a restrição de
cada operador de forma Afξ a {T}⊥ sendo um múltiplo do tensor identidade. Por (1.19)
e (1.21), isso é equivalente a mesma propriedade sendo satisfeita por todo operador de
forma de f̃ . Em particular, a imersão f está na classe A, consequentemente ela é dada
localmente como em (2.1) em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Qn

ε e uma
curva regular γ : I → Qk

ε × R ⊂ Rk+2. Segue-se de (2.5) que, para cada x ∈ Nm−1 e
s ∈ I, o operador P−1

s (x)Ag̃ξ(x), com Ps(x) = −Ag̃φx(γ(s)), é um múltiplo do endomorfismo
identidade I de TxN para qualquer

ξ ∈ N f̃
(x,s)M = j̃∗E(x)⊥ ⊕ φx(γ′(s)⊥) ⊂ N g̃

xN.

Portanto Ag̃ξ(x) é um múltiplo de Ps(s) para qualquer ξ ∈ N f̃
(x,s)M. segue-se que, para

cada s ∈ I, existe um hiperplanoWs em N f̃
(x,s)M ⊂ N g̃

xN tal que Aĝξ(x) = 0 para qualquer
ξ ∈ Ws. Se a família de subespaços s 7→ Ws não é constante, desde que Ag̃

g̃
= −I,

então o subespaço gerado por todo Ws, s ∈ I deve ser um hiperplano W ⊂ N g̃
xN com

Ag̃ξ(x) = 0 para qualquer ξ ∈ W. Portanto, a aplicação ξ ∈ N g̃
xN 7→ Ag̃ξ(x) tem rank

um, e consequentemente sua imagem é gerada por I. Portanto g̃, e consequentemente g,
é umbílica.

Assuma agora que todo Ws coincida com um subespaço fixado W ⊂ N g̃
xN. Então W

não pode conter ξ̃k+1 = i∗∂/∂t, caso contrário ∂/∂t seria normal a f , contradizendo o
fato que o campo de vetor T em (1.14) nunca se anula. Então Ag̃ξ = 0 para qualquer ξ no
hiperplano de N g̃

xN gerado por W e i∗∂/∂t, e concluímos como antes que g é umbílica.
Reciprocamente, se f é localmente dado como em (2.1) em termos de uma imersão
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isométrica umbílica g : Nm−1 → Qn
ε , então as fórmulas (1.19) e (2.5)-(2.7) implica que

a restrição de cada operador de forma Afξ a {T}⊥ é um múltiplo do tensor identidade,
consequentemente a segunda forma de f é como em (2.13).

Para concluir que a prova de (ii) e (iii) são equivalentes, resta mostrar que para m = 2
a hipótese adicional que o campo de vetores ζ em (2.13) seja paralelo ao longo de {T}⊥

é equivalente a curva g : J := Nm−1 → Qn
ε , parametrizada pelo comprimento de arco, ser

um círculo geodésico.
Escreva ζ = αf (X,X), onde X é um campo de vetor ortogonal a T . Seja f̃ = i ◦ f.

Em vista de (1.21)-(1.22) temos

α
f̃
(X,X) = i∗αf (X,X)− ν,

consequentemente usando (1.20) e (1.23) obtemos que

∇̃Xαf̃ (X,X) = −f̃∗Af̃α
f̃

(X,X)X + ∇̃⊥Xαf̃ (X,X)

= −f̃∗Af̃α
f̃

(X,X)X + i∗∇⊥Xαf (X,X).

Portanto, i∗∇⊥Xαf (X,X) = 0 se e somente se

∇̃Xαf̃ (X,X) = −f̃∗Af̃α
f̃

(X,X)X. (2.15)

Segue-se de (2.5) que no ponto (t, s) temos

α
f̃
(X,X) = g̃′′(t)

〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉 , (2.16)

onde g̃ = j̃ ◦ g. De (2.2) obtemos

X = 1
〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉

d

dt

H
(2.17)

onde d
dt

é um campo de vetores unitário ao longo de J. Consequentemente

∇̃Xαf̃ (X,X) = − 〈g̃
′′′(t), φt(γ̄(s))〉
〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉3 g̃

′′(t) + 1
〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉2 g̃

′′′(t). (2.18)

Por outro lado, as equações (2.2), (2.16) e (2.17) produzem

f̃∗A
f̃
α

f̃
(X,X)X = 〈g̃′′(t), g̃′′(t)〉

〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉2 g̃
′(t). (2.19)
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Segue-se de (2.18) e (2.19) que (2.15) é verdade se e somente se

g̃′′′(t) + 〈g̃′′(t), g̃′′(t)〉g̃′(t) = −〈g̃
′′′(t), φt(γ̄(s))〉
〈g̃′′(t), φt(γ̄(s))〉 g̃

′′(t).

Usando que 〈g̃(t), g̃(t)〉 = ε e 〈g̃′(t), g̃′(t)〉 = 1 produz

〈g̃′(t), g̃(t)〉 = 0, 〈g̃′′(t), g̃(t)〉 = −1, e 〈g̃′′′(t), g̃(t)〉 = 0.

Então, tomando o produto interno em ambos os lados da equação anterior com g̃(t) implica
que 〈g̃′′′(t), φt(γ̄(s))〉 = 0, e consequentemente

g̃′′′(t) = −〈g̃′′(t), g̃′′(t)〉g̃′(t),

o qual é equivalente a g ser um círculo geodésico.
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Capítulo 3

Redução de Codimensão

O estudo de imersões isométricas torna-se cada vez mais difícil para valores altos da
codimensão. Por esse motivo faz-se necessário investigar quando que a codimensão de
uma imersão isométrica pode ser reduzida. Dizemos que a codimensão da imersão iso-
métrica f : Mn → Qn+m

ε pode ser reduzida a k < m quando existe uma subvariedade
totalmente geodésica Qn+k

ε de Qn+m
ε tal que k < m e f (Mn) ⊆ Qn+m

ε . Joseph Erbacher
em [8] provou o seguinte resultado, que estabelece em quais condições a codimensão de
uma imersão pode ser reduzida.

“Seja f : Mn → Qn+m
ε uma imersão isométrica. Suponha que existe um subfi-

brado paralelo L do fibrado normal N fM com posto k < m tal que N1(x) ⊂ L(x)
para todo x ∈Mn. Então a codimensão de f pode ser reduzida a k.”

O objetivo deste capítulo é apresentar condições de quando é possível reduzir a codi-
mensão de uma imersão isométrica de uma variedade Riemanniana conexa em Qn

ε × R.
Antes de demonstrarmos tal fato, precisamos estabelecer alguns resultados básicos.

3.1 Fatos básicos

Definição 3.1.1. O primeiro espaço normal N1(x) de uma imersão isométrica f : Mn →
M

m em x ∈Mn é o subespaço de N f
xM gerado pela segunda forma fundamental de f em

x. Isto é
N1(x) = span{α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}. (3.1)

N1(x) também pode ser definido por

N1(x) = {ξ ∈ N f
xM : Aξ = 0}⊥. (3.2)
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Veremos que ambas definições de N1(x) coincidem. Para isto, verificaremos que ambos
conjuntos são iguais. Com efeito, seja ξ ∈ N f

xM não nulo, tal que Aξ = 0. Então, para
cada X, Y ∈ TxM , temos que

0 = 〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉

Daí, ξ⊥ ∈ {α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}. Portanto,

({ξ ∈ N f
xM : Aξ = 0}⊥)⊥ ⊆ span{α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}⊥,

donde
span{α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM} ⊂ {ξ ∈ N f

xM : Aξ = 0}⊥.

Se ξ ∈ span {α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}⊥, então Aξ = 0. Daí, ξ ∈ {ξ ∈ N f
xM : Aξ = 0}.

Então podemos concluir que

span{α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}⊥ ⊆ ({ξ ∈ N f
xM : Aξ = 0}⊥)⊥

e portanto,
{ξ ∈ N f

xM : Aξ = 0}⊥ ⊆ span{α(X, Y ) : X, Y ∈ TxM}.

Lema 3.1.2. Sejam M e M variedades Riemannianas e f : Mn → M
m uma imersão

isométrica. Se L é um subfibrado paralelo de N fM e L⊥ é o seu complemento ortogonal
em N fM , então L⊥ é um subfibrado paralelo de N fM .

Demonstração. Sejam ξ ∈ L e η ∈ L⊥ campos diferenciáveis, então temos 〈ξ, η〉 = 0.
Derivando em relação ao campo X ∈ X(M) temos

0 = X〈ξ, η〉 = 〈∇⊥Xξ, η〉+ 〈ξ,∇⊥Xη〉.

Como L é um subfibrado paralelo em N fM , temos ∇⊥Xξ ∈ L, o que implica que,
〈∇⊥Xξ, η〉 = 0. Assim, 〈ξ,∇⊥Xη〉 = 0 para todo ξ ∈ L. Portanto, ∇⊥Xη ∈ L⊥ para
todo η ∈ L⊥, isto é, L⊥ é subfibrado paralelo de N fM . Agora, se L⊥ é um subfibrado
paralelo, L também é um subfibrado paralelo, pois (L⊥)⊥ = L.

3.2 Redução de codimensão em Qn
ε × R

Uma etapa fundamental na classificação das subvariedades umbílicas Sn × R é o se-
guinte resultado na redução da codimensão da imersão isométrica em Qn

ε × R. Dizemos
que a imersão isométrica f : Mm → Qn

ε×R reduz a codimensão para `, ou tem codimensão
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substancial `, significa que f(Mn) está contido em uma subvariedade totalmente geodé-
sica Qm+`−1

ε × R de Qn
ε × R. A seguir provamos um resultado de redução de codimensão

para f.

Teorema 3.2.1 (Redução de codimensão). Seja f : Mm → Qn
ε × R, ε ∈ {−1, 1}, uma

imersão isométrica. Seja η um campo de vetores normais definido por (1.14). Assuma que
L := N1 + span{η} é um subfibrado de N fM com posto ` < n+ 1−m e que ∇⊥N1 ⊂ L.

Então f reduz codimensão para `.

Demonstração. Temos de (1.16) que ∇⊥Xη ∈ N1 ⊂ L para cada X ∈ TM. Desde que
∇⊥N1 ⊂ L por hipótese, segue-se que L é um subfibrado paralelo de N fM. Seja f̃ = i◦f,
onde i : Qn

ε ×R→ En+2 é a inclusão, e seja L⊥ o complemento ortogonal de L em N fM.

Dado ξ ∈ L⊥ = N⊥1 ∩ {η}⊥, de (1.20) e o fato que L é um subfibrado paralelo de N fM ,
temos que L⊥ também o é. Além disso, obtemos

∇̃⊥Xi∗ξ = i∗∇⊥Xξ + ε〈X,T 〉��
��*0

〈ξ, η〉ν

= i∗∇⊥Xξ ∈ i∗L⊥.

Isto mostra que i∗L⊥ é um subfibrado paralelo de N f̃M . Por outro lado, segue de (1.19)
que i∗L⊥ ⊂ Ñ⊥1 , onde Ñ1(x) é o primeiro espaço normal de f̃ em x ∈ M. De fato, dado
i∗ξ ∈ i∗L⊥, temos que ξ ∈ L⊥ = N⊥1 ∩ {η}⊥, em particular, ξ ∈ N⊥1 , o que implica que
Afξ = 0. Assim,

〈α
f̃
(X, Y ), i∗ξ〉 = 〈Af̃i∗ξX, Y 〉

(1.19)= 〈AfξX, Y 〉 = 0.

Isto mostra que i∗ξ ∈ Ñ⊥1 . Obtemos da fórmula de Weingarten para f̃ que

∇̃Xi∗ξ = −f̃∗Af̃i∗ξX + ∇̃⊥Xi∗ξ = ∇̃⊥Xi∗ξ ∈ i∗L⊥,

onde ∇̃ é a derivada de En+2. Isto mostra que i∗L⊥ é paralelo em En+2. Consequentemente,
i∗L
⊥ é um subespaço constante de En+2, o qual é ortogonal a ∂

∂t
. De fato, dado ξ ∈ i∗L⊥,

temos 〈ξ, f∗T + η〉 = 〈ξ, η〉 = 0.
Denote por K o complemento ortogonal de i∗L⊥ em En+2. Então para qualquer x0 ∈

Mm fixado temos
f̃(Mm) ⊂ f̃(x0) +K.

Mas desde que K contém ∂
∂t

e ν(x0), ele também contém o vetor posição f̃(x0). Portando
f̃(x0) +K = K. Concluímos que f̃(M) ⊂ (Qn

ε × R) ∩K = Qm+l−1
ε × R.
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3.2.1 Uma Aplicação

Nesta subseção aplicaremos o Teorema 3.2.2 para provarmos um resultado devido a
Alecar, do Carmo e Tribuzy.

Teorema 3.2.2. Seja f : Mm → Qn
ε × R, ε ∈ {−1, 1}, uma imersão isométrica. seja η

um campo de vetores normais definido por (1.14). Assuma que L := N1 + span{η} é um
subfibrado de N fM com posto ` < n+ 1−m. Então ∇⊥N1 ⊂ L se e somente se as duas
condições seguintes são verdadeiras:

(i) ∇⊥R⊥|L⊥ = 0;

(ii) ∇⊥H ∈ L.

Demonstração. Assumamos que ∇⊥N1 ⊂ L. Então como H = 1
n

∑n
i=1 α(Xi, Xi) e N1

é gerado pela segunda forma, temos que ∇⊥H ∈ ∇⊥N1 ⊂ L, o que prova (ii). Agora
provamos (i). Dado ξ ∈ N⊥1 , temos Aξ = 0, então a equação de Ricci nos fornece que

R⊥(X, Y )ξ = α(X,AξY )− α(AξX, Y ) = 0.

Dado ξ ∈ L⊥, temos que ξ ∈ N⊥1 e que ∇⊥Zξ ∈ N⊥1 pela nossa hipótese, e daí A∇⊥Z ξ = 0,
seguindo da equação acima que R⊥(X, Y )∇⊥Zξ = 0. Consequentemente derivando R⊥

temos

(∇ZR
⊥)(X, Y, ξ) = ∇ZR

⊥(X, Y )ξ −R⊥(∇ZX, Y )ξ −R⊥(X,∇ZY )ξ −R⊥(X, Y )∇⊥Zξ

= ∇Z0− 0− 0− 0 = 0.

Agora provemos a recíproca. Suponhamos válidos (i) e (ii) e seja ξ ∈ L⊥. Desde que
R⊥(X, Y )ξ = 0 para todo X, Y ∈ TM, obtemos de (i) que

R⊥(X, Y )∇⊥Zξ = 0

para todo X, Y, Z ∈ TM. Usando novamente a equação de Ricci, obtemos que

0 = R⊥(X, Y )∇⊥Zξ = α(X,A∇⊥Z ξY )− α(A∇⊥Z ξX, Y )

⇒ α(X,A∇⊥Z ξY ) = α(A∇⊥Z ξX, Y ).
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Denotando µ = ∇⊥Zξ e tomando o produto interno com ν = ∇⊥W ξ na equação acima temos

〈α(X,AµY ), ν〉 = 〈α(AµX, Y ), ν〉

⇒ 〈AνX,AµY 〉 = 〈AνAµX, Y 〉

⇒ 〈AµAνX, Y 〉 = 〈AνAµX, Y 〉

⇒ 〈(AµAν − AνAµ)X, Y 〉 = 0

⇒ AµAν − AνAµ = 0

⇒ [A∇⊥Z ξ, A∇⊥W ξ] = 0,

para todo Z,W ∈ TM . Consequentemente qualquer que seja x ∈ M , existe uma base
ortonormal Z1, . . . , Zn de TxM que diagonaliza simultaneamente todo operador de forma
A∇⊥Z ξ, Z ∈ TM. Iremos mostrar que

〈∇⊥Zk
ξ, α(Zi, Zj)〉 = 0

para todo 1 6 i, j, k 6 n, o qual implica que ∇⊥Xξ ∈ N⊥1 para todo X ∈ TM.

Da escolha da base Z1, . . . , Zn temos que

〈α(Zi, Zj),∇⊥Zk
ξ〉 = 〈A∇⊥Zk

ξZi, Zj〉 = 〈λkiZi, Zj〉 = λki〈Zi, Zj〉 =


0, se i 6= j;

λki, se i = j.

Segue-se do fato que ξ ∈ L⊥ ⊂ {η}⊥ e aplicando a equação de Codazzi a Zk e Zi temos

(∇Zi
Af )(Zk, ξ)− (∇Zk

Af )(Zi, ξ) = ε〈η, ξ〉(Zk ∧ Zi)T = 0,

isto é,

∇Zi
AξZk − Aξ∇Zi

Zk − A∇⊥Zi
ξZk = ∇Zk

AξZi − Aξ∇Zk
Zi − A∇⊥Zk

ξZi.

Como Aξ = 0 temos que

A∇⊥Zi
ξZk = A∇⊥Zk

ξZi ⇒ λikZk = λkiZi ⇒ λik = 0, se i 6= k.

Portanto,

〈α(Zi, Zi),∇⊥Zk
ξ〉 = 〈A∇⊥Zk

ξZi, Zi〉 = 〈A∇⊥Zi
ξZk, Zi〉 = λik〈Zk, Zi〉 = 0, se i 6= k.
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Finalmente, a hipótese ∇⊥H ∈ L e o acima implica que

〈α(Zi, Zi),∇⊥Zi
ξ〉 = n〈H,∇⊥Zi

ξ〉 = 0.

Da equação acima temos que 〈α(X, Y ),∇⊥Zξ〉 = 0, para todos X, Y, Z ∈ X(M) e
ξ ∈ L⊥ = N⊥1 ∩ {η}⊥. Temos que ∇⊥Zξ ∈ N⊥1 , e como ξ ∈ {η}⊥ temos que 〈ξ, η〉 = 0,
donde obtemos que

〈∇⊥Zξ, η〉+ 〈ξ,∇⊥Zη〉 = 0

〈∇⊥Zξ, η〉 = −〈ξ,∇⊥Zη〉

= −〈ξ, αf (X,T )〉

= −〈AξX,T 〉 = 0,

pois ξ ∈ N⊥1 . Assim, ∇⊥Zξ ∈ {η}⊥. Logo, ∇⊥Zξ ∈ N⊥1 ∩ {η}⊥ = L⊥. O que mostra que L⊥

é paralelo, e consequentemente, L também é paralelo. E portanto, ∇⊥N1 ⊂ L.

O Teorema que enunciaremos a seguir, que omitimos a prova, tem apenas a finalidade
de se aplicado para provarmos o Teorema Principal desta subseção.

Lema 3.2.3 ([16], Teorema 4). Seja M2 uma superfície com vetor curvatura média pa-
ralelo em uma variedade N com curvatura seccional constante. Então ou M2 é uma
superfície mínima de uma hipersuperfície umbílica de N ou M2 encontra-se em uma sub-
variedade umbílica tridimensional de N com curvatura média constante.

Teorema 3.2.4 (Alencar-do Carmo-Tribuzy). Seja f : M2 → Qn
ε×R, n > 5, uma superfí-

cie com vetor curvatura média paralelo não nulo. Então, uma das seguintes possibilidades
é verdadeira:

(i) f é uma superfície mínima de uma hipersuperfície umbílica de um slice Qn
ε × {t}.

(ii) f é uma superfície com curvatura média constante em uma subvariedade tridimen-
sional umbílica ou uma totalmente geodésica de um slice Qn

ε × {t}.

(iii) f(M2) está contida em uma subvariedade totalmente geodésica Qm
ε × R,m 6 4, de

Qn
ε × R.

Demonstração. Uma vez que o vetor curvatura média H é paralelo e não nulo, a função
µ := ‖H‖2 emM2 é uma constante não nula emM2. Suponhamos primeiro que AH = µI

em todo ponto de M2. Afirmamos que o campo de vetores T se anula identicamente.
Assumamos o contrário, então existe um subconjunto aberto U , onde T 6= 0. Escolha um
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campo de vetores unitários X em U ortogonal a T . Então

〈α(X,T ), H〉 = 〈AHX,T 〉 = 〈µIX, T 〉 = 〈µX, T 〉 = µ〈X,T 〉 = 0. (3.3)

Pela equação de Codazzi (1.27) temos

〈(∇⊥Tα)(X,X)− (∇⊥Xα)(T,X), H〉 = 〈ε〈T,X〉〈X,T 〉 − ε〈X,X〉〈T, T 〉η,H〉

= 〈−ε‖X‖2‖T‖2η,H〉

= −ε‖T‖2〈η,H〉.

Afirmação: 〈(∇⊥Tα)(X,X)− (∇⊥Xα)(T,X), H〉 = 0. De fato,

〈(∇⊥Tα)(X,X)− (∇⊥Xα)(T,X), H〉 = 〈∇⊥Tα(X,X), H〉 − 〈α(∇TX,X), H〉 − 〈α(X,∇TX), H〉

− 〈∇⊥Tα(T,X), H〉+ 〈α(∇XT,X), H〉+ 〈α(T,∇XX), H〉.

• De (3.3) temos

X〈α(X,T ), H〉 = 0 ⇒ 〈∇⊥Xα(X,T ), H〉+ 〈α(X,T ),��
��*

0
∇⊥XH〉 = 0

⇒ 〈∇⊥Xα(X,T ), H〉 = 0.

•

〈α(X,X), H〉 = 〈AHX,X〉 = µ〈X,X〉 = µ⇒ T 〈α(X,X), H〉 = 0

⇒ 〈∇⊥Xα(X,X), H〉+ 〈α(X,X),��
��*

0
∇⊥TH〉 = 0

⇒ 〈∇⊥Xα(X,X), H〉 = 0.

• 〈α(∇TX,X), H〉 = 〈AH∇TX,X〉 = µ〈∇TX,X〉 = 0. Pois como 〈X,X〉 = 1 ⇒
2〈∇TX,X〉 = 0⇒ 〈∇TX,X〉 = 0.

•

〈α(∇XT,X), H〉+ 〈α(T,∇XX), H〉 = 〈AH∇XT,X〉+ 〈AH∇XX,T 〉

= µ〈∇XT,X〉+ µ〈∇XX,T 〉

= µ
(
〈∇XT,X〉+ 〈∇XX,T 〉

)
= µ · 0 = 0,

pois 〈X,T 〉 = 0⇒ 〈∇XT,X〉+ 〈∇XX,T 〉 = 0. Isto mostra a nossa afirmação.
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Portanto 〈η,H〉 se anula em U , e consequentemente ,

0 = T 〈η,H〉 = 〈∇⊥T η,H〉+ 〈η,��
��*

0
∇⊥TH〉

(1.16)= 〈−α(T, T ), H〉 = −〈AHT, T 〉 = −〈µIT, T 〉 = −µ〈T, T 〉 = −µ‖T‖2.

Como µ é uma constante não nula, segue que T = 0 em U , o que é uma contradição, o
que prova a nossa afirmação.

Portanto, se AH = µI em todo ponto de M2, então f(M2) está contida em uma slice
Qn
ε × {t} de Qn

ε × R, e qualquer uma das possibilidades (i) ou (ii) é verdade pelo Lema
3.2.3.

Assuma agora que AH 6= µI em um subconjunto aberto V deM2. Segue-se da equação
de Ricci que,

R⊥(X, Y )H = α(X,AHY )− α(AHX, Y ).

Por outro lado, uma vez que H é paralelo temos que

R⊥(X, Y )H = ∇⊥X∇⊥YH −∇⊥Y∇⊥XH −∇⊥[X,Y ]H = 0.

Consequentemente,
α(X,AHY ) = α(AHX, Y ),

o que implica que [AH , Aζ ] = 0 para qualquer x ∈ M2 e cada vetor normal ζ ∈ NxM .
Então o fato que AH tem autovalores distintos em V implica que os autovetores de AH
também são autovetores de Aζ para qualquer ζ ∈ NxM,x ∈ V. Portanto todos os opera-
dores de forma são diagonalizáveis simultaneamente em qualquer x ∈ V, o qual implica
que f tem um fibrado normal flat em V pela equação de Ricci (1.28).

Afirmação: O primeiro espaço normal N1 de f tem no máximo dimensão 2 em qualquer
x ∈ V .

Sjam N1 = {α(X, Y );X, Y ∈ TxM} e {X1, X2} uma base de TxM . Então escrevendo
X = a1X1 + a2X2 e Y = b1X2 + b2X2, temos

α(X, Y ) = a1b1α(X1, X1) + a1b2α(X1, X2) + a2b1α(X2, X1) + a2b2α(X2, X2)

= aα(X1, X1) + bα(X1, X2) + cα(X2, X2).

Logo, {α(X1, X1), α(X1, X2), α(X2, X2)} é base deN1. Mostraremos agora que α(X1, X2) =
0. Se {X1, X2} for base que diagonaliza Aξ, temos que equação de Ricci que

α(X1, A
f
ξX2) = α(X1, λ2X2) = λ2α(X1, X2).

α(AfξX1, X2) = = α(λ1X1, X2) = λ1α(X1, X2)
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Subtraindo as equações temos que (λ1 − λ2)α(X1, X2) = 0. Como λ1 6= λ2 temos que
α(X1, X2) = 0. Isto mostra que dimN1 6 2.

Seja W ⊂ V um conjunto aberto, onde L = N1 + span{η} tem dimensão constante
` 6 3. Segue do Lema 3.2.1 e do teorema 3.2.2 que f(W ) encontra-se em uma subvariedade
totalmente geodésica Q2+l−1

ε × R de Qn
ε × R. Pela analiticidade de f (ver a observação

abaixo), concluímos que f(M2) ⊂ Q2+l−1
ε × R.

Observação 3.2.5 ([1], observação 1). Como o vetor curvatura média de nossa imersão
é paralelo, a própria imersão é analítica; isso significa que as funções de duas variáveis
reais que definem localmente a aplicação x : M2 → Enc × R são funções analíticas reais
(Ver, C.B. Morrey Jr. Sobre a analiticidade das soluções de sistemas elípticos analíticos
não lineares de equações diferenciais parciais, American J. of Math. 80 (1958), 198-
237). Tal função satisfaz um princípio da continuação analítica (Ver J. Dieudonn´e,
Foundations of Modern Analysis, Academic Press, 1969, Capítulo IX (2.4.2)) que tem a
seguinte consequência: Seja V ⊂ R aberto e conexo, e seja f : V → Rk uma aplicação
analítica real em V . Seja U ⊂ V um subconjunto aberto de Rn. Se f ≡ 0 em U então
f ≡ 0 em V . Assim, uma aplicação analítica não pode se anular em qualquer conjunto
aberto a menos que seja identicamente zero.

Corolário 3.2.6. Qualquer superfície f : M2 → Qn
ε ×R, ε ∈ {−1, 1} na classe A com ve-

tor curvatura média paralelo é uma superfície de rotação em uma subvariedade totalmente
geodésica Qn

ε × R,m 6 4 sobre uma curva em uma subvariedade totalmente geodésica
Qs
ε × R, s 6 3.

Demonstração. Seja X um campo de vetores ortogonais a T . Pelo Teorema 2.2.3, a fim
de provar que f é uma superfície de rotação é suficiente mostrar que ∇⊥Xα(X.X) = 0. Nós
seguimos essencialmente a prova de [[1], proposição 2]. Uma vez que o campo vetorial
curvatura média

H = 1
2(αf (X,X) + ‖T‖−2αf (T, T ))

é paralelo na conexão normal, temos que

0 = ∇⊥XH = ∇⊥X
(1

2(αf (X,X) + ‖T‖−2αf (T, T ))
)

⇒ ∇⊥Xαf (X,X) = −∇⊥X(‖T‖−2αf (T, T ))

= −X(‖T‖−2)αf (T, T )− ‖T‖−2∇⊥Xαf (T, T ).

Vamos mostrar que X(‖T‖−2) = ∇⊥Xαf (T, T ) = 0. Uma vez que f está na classe A, temos
de (2.8) que

〈∇TT,X〉 = 0 = 〈∇XT, T 〉.
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Disso segue também que 〈∇TX,T 〉 = 0. De fato, 0 = T 〈X,T 〉 = 〈∇TX,T 〉 + 〈X,∇TT 〉.
Consequentemente,

X(‖T‖−2) = X(1)〈T, T 〉 −X〈T, T 〉
‖T‖4 = −(〈∇XT, T 〉+ 〈T,∇XT 〉)

‖T‖4 = −2〈∇XT, T 〉
‖T‖4 = 0.

Agora, pela equação de Codazzi (1.19), temos

(∇⊥Xαf )(T, T )− (∇⊥Tαf )(X,T ) = ε〈X,T 〉〈T, T 〉η − ε〈T, T 〉〈X,T 〉η = 0

⇒ (∇⊥Xαf )(T, T ) = (∇⊥Tαf )(X,T ).

Por outro lado, temos que

(∇⊥Xαf )(T, T ) = ∇⊥Xαf (T, T )− αf (∇XT, T )− αf (T,∇XT )

= ∇⊥Xαf (T, T )− 2αf (∇XT, T )

⇒ ∇⊥Xαf (T, T ) = (∇⊥Xαf )(T, T ) + 2αf (∇XT, T ),

e,

(∇⊥Tαf )(X,T ) = ∇⊥Tαf (X,T )− αf (∇TX,T )− αf (X,∇TT ).

Portanto, temos que

∇⊥Xαf (T, T ) = (∇⊥Xαf )(T, T ) + 2αf (∇XT, T ) = (∇⊥Xαf )(T, T )

= (∇⊥Tαf )(X,T ) = ∇⊥Tαf (X,T )− αf (∇TX,T )− αf (X,∇TT ) = 0.

Onde acima, usamos que,

αf (∇XT, T ) = αf (X,T ) = αf (∇TX,T ) = αf (X,∇TT ) = 0.

De fato, pelo item (iii) do Teorema 2.2.3, temos que αf (X, Y ) = 〈X, Y 〉ξ, portanto,

αf (∇XT, T ) = 〈∇XT, T 〉ξ = 0,

αf (X,T ) = 〈X,T 〉ξ = 0,

αf (∇TX,T ) = 〈∇TX,T 〉ξ = 0,

αf (X,∇TT ) = 〈X,∇TT 〉ξ = 0.

Que f(M2) está contida em uma subvariedade totalmente geodésica Qm
ε ×R,m 6 4, e

portanto, o fato de que sua curva de perfil encontra-se em uma subvariedade totalmente
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geodésica Qs
ε × R, s 6 3, segue-se do Teorema 3.2.4.
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Capítulo 4

Subvariedades umbílicas de Sn × R

Neste capítulo provaremos o principal resultado deste trabalho. Mostraremos que as
subvariedades umbílicas de Sn × R são todas difeomorfas a esferas, com exceção de um
único caso, onde ela é difeomorfa a Rm. Veremos também que, a menos de isometrias do
espaço ambiente, elas vêm em uma família a dois parâmetros de subvariedades de rotacão
cuja codimensão substancial é um ou dois, cuja curva perfil é uma curva em S1 × R, ou
S2 × R, respectivamente. Além disso, obtemos parametrizações explícitas de todas essas
subvariedades. Antes da demonstração do resultado, iremos demonstrar alguns lemas
técnicos.

4.1 Resultados Auxiliares

Lema 4.1.1. A aplicação Φ : Sm+1 × R → Rm+2\{0} dada por Φ(x, t) = etx possui as
seguintes propriedades:

(i) é um difeomorfismo conforme;

(ii) Se T : Rm+2 → Rm+2 é uma aplicação ortogonal, então T̃ = Φ−1◦T ◦Φ : Sm+1×R→
Sm+1 × R é uma isometria que fixa R pontualmente;

(iii) Se T : Rm+2 → Rm+2 é uma homotetia de razão λ, isto é, Tx = λx, então T̃ =
Φ−1 ◦ T ◦Φ : Sm+1 ×R→ Sm+1 ×R é uma isometria que fixa Sm+1 pontualmente e
corresponde a uma translação ao longo de R;

(iv) preserva subvariedade umbílica, ou seja, se f : Mn → Sm+1 × R é uma imersão
umbílica, então Φ ◦ f : Mn → Rm+2 \ {0} também é uma imersão umbílica.

Demonstração. (i) Para ver que Φ é um difeomorfismo, basta observar que Φ é um ho-
meomorfismo diferenciável, cuja inversa Φ−1 : Rm+2 \ {0} → Sm+1 × R definida por
Φ−1(y) =

(
y
‖y‖ , ln‖y‖

)
, é diferenciável.
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4. Subvariedades umbílicas de Sn × R

Mostremos agora que Φ é conforme. Dado ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm+2) ∈ Rm+2 \ {0}, seja
ξi(xi, t) = etxi, i ∈ {1, . . . ,m+ 2}. Então dξi = etdxi + etxidt = et(dxi + xidt). Assim,

dξ2 =
m+2∑
i=1

(dξi)2 = e2t
(

(dx1)2 + 2x1dx1dt+ x2
1dt

2 + (dx2)2 + 2x2dx2dt+ x2
2dt

2 + · · ·

· · ·+ (dxm+2)2 + 2xm+2dxm+2dt+ x2
m+2dt

2
)

= e2t
(

(dx1)2 + · · ·+ (dxm+2)2 + 2
(
�
�
�
��
0

m+2∑
i=1

xidxi

)
dt+ (x2

1 + · · ·+ x2
m+2)dt2

)
= e2t(dx2 + dt2).

Onde dx2 é a métrica de Sm+1 e dt2 é a métrica de R. Portanto, Φ é conforme.

(ii) Dado (x, t) ∈ Sm+1 × R, e usando o fato que T é ortogonal, isto é, ‖T (x)‖= ‖x‖,
temos que

T̃ (x, t) = Φ−1◦(T (etx))

=
(
T (etx)
‖T (etx)‖ , ln‖T (etx)‖

)
= (T (x), ln‖etx‖)

= (T (x), ln et + ln‖x‖)

= (T (x), t).

Assim, segue da proposição 1.4.5 que T̃ é uma isometria que fixa R pontualmente.

(iii) Se T for uma homotetia de razão λ, isto é, Tx = λx, então um cálculo similar
ao que fizemos anteriormente no item (ii) obtemos T̃ (x, t) = (x, ln(λ2) + t).

(iv) Suponhamos f : M → M uma imersão isométrica umbílica, isto é, existe ω ∈ N f
xM

tal que αf (X, Y ) = 〈X, Y 〉ω e sejam Φ : M → M̃ um difeomorfismo conforme, e
f̂ = Φ ◦ f . Queremos mostrar que f̂ é umbílica, isto é, que existe ζ ∈ N f̂

xM tal que
αf̂ (X, Y ) = 〈X, Y 〉ζ. Como a segunda forma fundamental de f̂ e f estão relacionadas
por

αf̂ (X, Y ) = Φ∗αf (X, Y )− 1
ϕ
〈X, Y 〉Φ∗(gradϕ)⊥,
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4. Subvariedades umbílicas de Sn × R

e usando a hipótese de f ser umbílica, temos

αf̂ (X, Y ) = Φ∗αf (X, Y )− 1
ϕ
〈X, Y 〉Φ∗(gradϕ)⊥

= Φ∗〈X, Y 〉ω −
1
ϕ

Φ∗〈X, Y 〉(gradϕ)⊥

= 〈X, Y 〉
(
Φ∗(ω −

1
ϕ

(gradϕ)⊥)
)

= 〈X, Y 〉ζ,

onde ζ = Φ∗(ω − 1
ϕ

(gradϕ)⊥) e ϕ ∈ C∞(M) é o fator conforme de Φ.
Portanto, f̂ é umbílica. Em particular, pelo item (i), a aplicação Φ : Sm+1 × R →

Rm+2\{0} dada por Φ(x, t) = etx preserva subvariedade umbílica.

Consideremos agora o seguinte conjunto

J = {(p, q) ∈ R2 : (p− 1)2 6 q < p2}.

Para cada (p, q) ∈ J , seja Jp,q = (−
√
p−√q,

√
p−√q) e defina hp,q : J̄p,q → R por

hp,q(s) =
√
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q.

Seja Yp,q : Sm−1 × J̄p,q → Sm+1 × R e Zp,q : Sm−1 × J̄p,q → Sm+1 × R dadas por

Yp,q(x, s) =
sx, √2

2
(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)
, log hp,q(s)

 ,
e, para q 6= 0,

Zp,q(x, s) =
(
sx,

√
2

2
(1− p
√
q
hp,q(s) +

√
q

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2q hp,q(s), log
√
q

hp,q(s)

)
.

Então vale o seguinte lema

Lema 4.1.2. Valem as seguintes afirmações

(i) A aplicação ψ : J → (0,∞)× [0,∞) dada por

ψ(p, q) =
√

2
2
(√

p2 − q,
√
q − (p− 1)2

)
é um homeomorfismo;
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4. Subvariedades umbílicas de Sn × R

(ii) As aplicações Yp,q e Zp,q estão bem definidas;

(iii) Zp,q = Ψ ◦ Yp,q, onde Ψ : Sm+1 × R → Sm+1 × R a isometria definida por
Ψ(y, s) = (Ay,−s+ log√q), com A dada por

A =
 Im 0

0 B

 , B = 1
√
q

 1− p
√
q − (1− p)2√

q − (1− p)2 −(1− p)

 .
Demonstração. (i) Seja σ : (0,∞)× [0,∞)→ J dada por

σ(u, v) =
(1

2(2u2 + 2v2 + 1), 1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2

)
.

Primeiro vamos mostrar que σ realmente aplica (0,∞) × [0,∞) em J . Sejam
σ1(u, v) = 1

2(2u2 + 2v2 + 1) e σ2(u, v) = 1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2. Queremos mostrar

que (σ1 − 1)2 6 σ2 < σ2
1. Perceba que

v > 0 ⇔ −2v2 6 0

⇔ −2u2 − 2v2 − 1 + 1 6 −2u2

⇔ 1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − (2u2 + 2v2 + 1) + 1 6

1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2

⇔
(1

2(2u2 + 2v2 + 1)− 1
)2

6
1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2v2.

Isto mostra a primeira parte da desigualdade, ou seja, (σ1−1)2 6 σ2. Para a outra parte,
temos

u > 0 ⇔ −2u2 < 0

⇔ 1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2 <

1
4(2u2 + 2u2 + 1)2.

Isto mostra que σ2 < σ2
1. Além disso, ψ e σ são contínuas. Vamos mostrar que σ é a
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4. Subvariedades umbílicas de Sn × R

inversa de ψ, concluindo que ψ é uma bijeção. De fato,

(ψ ◦ σ)(u, v) = ψ(σ(u, v))

= ψ
(1

2(2u2 + 2v2 + 1), 1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2

)
=
(√

2
2

√
1
4(2u2 + 2v2 − 1)2 − 1

4(2u2 + 2v2 + 1)2 + 2u2,

√
2

2

√
1
4(2u2 + 2v2 + 1)2 − 2u2 − (1

2(2u2 + 2v2 + 1)− 1)2

)

=
(√

2
2
√

2u2,

√
2

2
√

2v2

)
= (u, v).

Analogamente,

(σ ◦ ψ)(p, q) = σ(ψ(p, q))

= σ

(√
2

2 (
√
p2 − q),

√
2

2
√
q − (p− 1)2

)

=
(

1
2
(
2 · 2

4(p2 − q) + 2 · 2
4(q − (p− 1)2) + 1

)
,
1
4(2p)2 − 2 · 2

4(p2 − q)
)

=
(

1
2
(
p2 − q + q − p2 + 2p− 1 + 1

)
, p2 − p2 + q

)

= (p, q).

Portanto, ψ é um homeomorfismo.
(ii) Vamos mostrar que Yp,q e Zp,q realmente aplica Sm−1× J̄p,q em Sm+1×R. Seja (x, s) ∈
Sm−1 × J̄p,q. Então para Yp,q temos,

s2‖x‖2+2
4

(
hp,q + 1− p

hp,q

)2

+ q − (p− 1)2

2h2
p,q

= s2 + 1
2

(
h2
p,q + 2(1− p) + (1− p)2

h2
p,q

)
+ q − (p− 1)2

2h2
p,q

= s2 +
h2
p,q

2 + q

2h2
p,q

+ 1− p

= s2 +
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q
2 + q

2(p− s2 +
√

(p− s2)2 − q)
+ 1− p

= 2s2

2 +
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q
2 + �q(p− s2 −

√
(p− s2)2 − q)

2�q
+ 2− 2p

2

= �
�2s2 −��2s2 +@@2p−@@2p+ 2

2 = 1.
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Analogamente, para Zp,q temos,

s2‖x‖2+2
4

(
1− p
√
q
hp,q +

√
q

hp,q

)2

+ q − (1− p)2

2q h2
p,q

= s2 + 1
2

(
(1− p)2

q
h2
p,q + 2(1− p) + q

h2
p,q

)
+ q − (1− p)2

2q h2
p,q

= s2 +
(1− p)2h2

p,q

2q + q

2h2
p,q

+
qh2

p,q − (1− p)2h2
p,q

2q + 1− p

= s2 +��
��

���(1− p)2h2
p,q + qh2

p,q −����
���(1− p)2h2
p,q

2q + q

2h2
p,q

+ 1− p

= s2 + �qh
2
p,q

2�q
+ q

2h2
p,q

+ 1− p

= s2 +
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q
2 + q

2(p− s2 +
√

(p− s2)2 − q)
+ 1− p

= 2s2

2 +
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q
2 + �q(p− s2 −

√
(p− s2)2 − q)

2�q
+ 2− 2p

2

= �
�2s2 −��2s2 +@@2p−@@2p+ 2

2 = 1.

(iii) Mostremos agora que Zp,q = Ψ◦Yp,q. Seja y = (y1, . . . , ym+2) ∈ Sm+1. Então podemos
escrever Ψ, como Ψ(y, s) = (y1, . . . , ym, B(ym+1, ym+2),−s+ log√q). Assim,

Ψ(Yp,q(x, s)) = Ψ
(sx, √2

2
(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)
, log hp,q(s)

)
=

(
sx,B

(√
2

2
(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)

)
,− log hp,q(s) + log√q

)

=
(
sx,B

(√
2

2
(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)

)
, log

√
q

hp,q(s)

)
.

Agora, basta mostrar que,

B

(√
2

2
(
hp,q(s)+

1− p
hp,q(s)

)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)

)
=
(√

2
2
(1− p
√
q
hp,q(s)+

√
q

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2q hp,q(s)
)
.

De fato,


1−p√
q

√
q−(1−p)2
√
q√

q−(1−p)2
√
q

−(1−p)√
q



√

2
2

(
hp,q(s) + 1−p

hp,q(s)

)
√
q−(p−1)2
√

2hp,q(s)

 =
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=


1−p√
q

(√
2

2

(
hp,q(s) + 1−p

hp,q(s)

))
+ q−(1−p)2
√

2qhp,q(s)√
q−(1−p)2
√
q

(√
2

2

(
hp,q(s) + 1−p

hp,q(s)

))
+ (p−1)

√
q−(p−1)2

√
2qhp,q(s)



=


√

2
2

(
1−p√
q
hp,q(s) +

√
q(1−p)2

qhp,q(s) + q
√
q−√q(1−p)2

qhp,q(s)

)
√

2
2

√
q−(1−p)2
√
q

hp,q(s)−
(p−1)
√
q−(1−p)2

√
2qhp,q(s) + (p−1)

√
q−(1−p)2

√
2qhp,q(s)

 =


√

2
2

(
1−p√
q
hp,q(s) +

√
q

hp,q(s)

)
√
q−(1−p)2
√

2q hp,q(s)

 .

4.2 A classificação das umbílicas de Sm+1 × R

Para um dado inteirom > 2, seja Φ : Sm+1×R→ Rm+2\{0} o difeomorfismo conforme
dado por Φ(x, t) = etx. Escolha uma semi-reta ` := {x̄} × [0,∞) ⊂ Rm+2 = Rm+1 × R
com x̄ 6= 0, x̄ ∈ Rm+1. Seja Mm

r,h = Φ−1(Smr,h) a imagem por Φ−1 da esfera m-dimensional
Smr,h em Rm+2 de raio r centrado em ` que se encontra no hiperplano afim através de (x̄, h)
ortogonal a `, com a origem removida se h = 0 e r = d := ‖x̄‖.

Uma vez que transformações ortogonais de Rm+2 correspondem, sob o difeomor-
fismo Φ, a isometrias de Sm+1 × R fixando pontualmente o fator R, e homotetias de
Rm+2 correspondem, a translações ao longo de R (ver lema 4.1.1), podemos assumir que
x̄ =

√
2

2 (0, . . . , 1) ∈ Rm+1. Na figura (4.1) abaixo temos uma interpretação da construção
que acabamos de descrever.

Figura 4.1: Interpretação geométrica de Φ(Mm
r,h) = Smr,h.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Lema 4.2.1. Para (r, h) = ψ(p, q) temos

Mm
r,h =


Yp,q(Sm−1 × J̄p,q) ∪ Zp,q(Sm−1 × J̄p,q), se (r, h) 6= (d, 0),

Y1,0(Sm−1 × (−1, 1)), se (r, h) = (d, 0).

Onde ψ(p, q) é a aplicação definida no item (i) do Lema 4.1.2

Demonstração. Discutiremos a prova para (r, h) 6= (d, 0), o caso (r, h) = (d, 0) (ou seja,
(p, q) = (1, 0)) é similar. Seja Φ : Sm+1 ×R→ Rm+2\{0} o difeomorfismo conforme dado
por Φ(x, t) = etx.
Afirmação 1:

(Φ ◦ Yp,q)(x, s) =
(
shp,q(s)x,

√
2

2 (h2
p,q(s)− p), 0

)
+ (x̄, h),

(Φ ◦ Zp,q)(x, s) =
(
sh̄p,q(s)x,

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p), 0

)
+ (x̄, h).

De fato, calculemos Φ ◦ Yp,q e Φ ◦ Zp,q.

(Φ ◦ Yp,q)(x, s) = Φ
((

sx,

√
2

2

(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)

)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)
, log hp,q(s)

))

= elog hp,q(s)
(
sx,

√
2

2

(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)

)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)

)

=
(
shp,q(s)x,

√
2

2

(
h2
p,q(s) + 1− p

)
,

√
q − (p− 1)2

hp,q(s)

)

=
(
shp,q(s)x,

√
2

2

(
h2
p,q(s)− p

)
+
√

2
2 ,

√
2

2
√
q − (p− 1)2

)

=
(
shp,q(s)x,

√
2

2 (h2
p,q(s)− p), 0

)
+
(

0,
√

2
2 ,

√
2

2
√
q − (p− 1)2

)

=
(
shp,q(s)x,

√
2

2 (h2
p,q(s)− p), 0

)
+ (x̄, h).
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Analogamente,

(Φ ◦ Zp,q)(x, s) = Φ
((

sx,

√
2

2
(1− p
√
q
hp,q(s) +

√
q

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2q hp,q(s), log
√
q

hp,q(s)

))

= e
log

√
q

hp,q(s)

(
sx,

√
2

2

(1− p
√
q
hp,q(s) +

√
q

hp,q(s)

)
,

√
q − (p− 1)2
√

2q hp,q(s)
)

=
( √

q

hp,q(s)
sx,

√
2

2

(
1− p+ q

h2
p,q(s)

)
,

√
q − (p− 1)2
√

2

)

=
( √

q

hp,q(s)
sx,

√
2

2

(
q

h2
p,q(s)

− p
)

+
√

2
2 ,

√
2

2
√
q − (p− 1)2

)

=
( √

q

hp,q(s)
sx,

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p), 0

)
+
(

0,
√

2
2 ,

√
2

2
√
q − (1− p)2

)

=
(
sh̄p,q(s)x,

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p), 0

)
+ (x̄, h),

em que 0 ∈ Rm, e h̄p,q(s) =
√
q

hp,q(s) . Além disso,

h̄2
p,q(s) = q

h2
p,q(s)

= q

p− s2 +
√

(p− s2)2 − q
·
p− s2 −

√
(p− s2)2 − q

p− s2 −
√

(p− s2)2 − q

=
q(p− s2 −

√
(p− s2)2 − q)

(p− s2)2 − ((p− s2)2 − q) = p− s2 −
√

(p− s2)2 − q,

Assim, h̄p,q(s) =
√
p− s2 −

√
(p− s2)2 − q X.

Agora, note que,

∥∥∥∥∥
(
shp,q(s)x,

√
2

2 (h2
p,q(s)− p), 0

)∥∥∥∥∥
2

= s2h2
p,q(s) +

(h2
p,q(s)− p)2

2

= s2(p− s2 +
√

(p− s2)2 − q) +

(
�p− s2 +

√
(p− s2)2 − q − �p

)2

2

= −s4 + ps2 + s2
√

(p− s2)2 − q +
s4 − 2s2

√
(p− s2)2 − q + p2 − 2ps2 + s4 − p

2

= −��s4 +ZZps2 +
��

���
���

�

s2
√

(p− s2)2 − q +��s4 −
��

���
���

�

s2
√

(p− s2)2 − q −ZZps2 + p2 − q
2 = p2 − q

2
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e que

∥∥∥∥∥
(
sh̄p,q(s)x,

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p), 0

)∥∥∥∥∥
2

= s2h̄2
p,q(s) +

(h̄2
p,q(s)− p)2

2

= s2(p− s2 −
√

(p− s2)2 − q) +

(
�p− s2 −

√
(p− s2)2 − q − �p

)2

2

= −s4 + ps2 − s2
√

(p− s2)2 − q +
s4 + 2s2

√
(p− s2)2 − q + p2 − 2ps2 + s4 − p

2

= −��s4 +ZZps2 −
���

���
���

s2
√

(p− s2)2 − q +��s4 −
���

���
���

s2
√

(p− s2)2 − q −ZZps2 + p2 − q
2 = p2 − q

2 .

Dessa forma, se Rm+1 := {x ∈ Rm+2;xm+1 = 0}, mostramos que

(Φ ◦ Yp,q)
(
Sm−1 × J̄p,q

)
∪ (Φ ◦ Zp,q)

(
Sm−1 × J̄p,q

)
⊂

⊂

S
0,

√
p2 − q

2

 ∩ Rm+1 +
√

2
2

(
0, 1,

√
q − (1− p)2

) .
Agora, sejam β : J̄p,q → R2 e β̄ : J̄p,q → R2 dadas por

β(s) =
(
shp,q(s),

√
2

2 (h2
p,q(s)− p)

)
e β̄(s) =

(
sh̄p,q(s),

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p)

)
,

respectivamente.

Afirmação 2: β(J̄p,q) ∪ β̄(J̄p,q) é o círculo de raio r =
√

p2−q
2 centrado na origem.

De fato, um cálculo semelhante ao que foi feito acima nos dá que
∥∥∥∥∥
(
shp,q(s),

√
2

2 (h2
p,q(s)− p), 0

)∥∥∥∥∥
2

= p2 − q
2 .

Analogamente,
∥∥∥∥∥
(
sh̄p,q(s),

√
2

2 (h̄2
p,q(s)− p), 0

)∥∥∥∥∥
2

= p2 − q
2 .

Isto mostra que β(J̄p,q) ∪ β̄(J̄p,q) ⊂ S
(

0,
√
p2−q
2

)
.
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Agora, vamos calcular o valor que β e β̄ assume em 0 e nos extremos do intervalo J̄p,q.

β
(
−
√
p−√q

)
=

(
−
√
p−√q · hp,q

(
−
√
p−√q

)
,

√
2

2

(
h2
p,q

(
−
√
p−√q

)
− p

))

=
(
−
√
p−√q

√√
q,

√
2

2 (√q − p)
)

=
(
−
√
p
√
q − q,

√
q − p√

2

)
,

β̄
(
−
√
p−√q

)
=

(
−
√
p−√q · h̄p,q

(
−
√
p−√q

)
,

√
2

2

(
h̄2
p,q

(
−
√
p−√q

)
− p

))

=
(
−
√
p−√q

√√
q,

√
2

2 (√q − p)
)

=
(
−
√
p
√
q − q,

√
q − p√

2

)
.

Analogamente, calculando o valor de β e β̄ para o extremo
√
p−√q e 0, temos

β
(√

p−√q
)

=
(√

p
√
q − q,

√
q − p√

2

)
,

β̄
(√

p−√q
)

=
(√

p
√
q − q,

√
q − p√

2

)
,

β(0) =
(

0 · hp,q(0),
√

2
2 (h2

p,q(0)− p)
)

=
(

0,
√
p2 − q

2

)
,

β̄(0) =
(

0 · h̄p,q(0),
√

2
2 (h̄2

p,q(0)− p)
)

=
(

0,−
√
p2 − q

2

)
.

Note que nos extremos de J̄p,q, β e β̄ coincidem, e em 0 os pontos são simétricos. Assim, se-
gue da compacidade de S

(
0,
√
p2−q
2

)
e da continuidade de β e β̄ que

β(J̄p,q) ∪ β̄(J̄p,q) = S
(

0,
√
p2−q
2

)
. X

Portanto, segue das afirmações acima que

(Φ ◦ Yp,q)
(
Sm−1 × J̄p,q

)
∪ (Φ ◦ Zp,q)

(
Sm−1 × J̄p,q

)
=

=
S
0,

√
p2 − q

2

 ∩ Rm+1 +
√

2
2

(
0, 1,

√
q − (1− p)2

) = Smr,h.

onde r =
√

p2−q
2 . Agora, aplicando Φ−1 na igualdade acima, temos

Mm
r,h = Φ−1(Smr,h) = Yp,q(Sm−1 × J̄p,q) ∪ Zp,q(Sm−1 × J̄p,q).
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Proposição 4.2.2. Seja f : Mm → Sn×R uma imersão isométrica umbílica. Sejam T e
η, os campos de vetores definido em (1.14) e H o vetor curvatura média de f . Se T não
se anula identicamente, então valem as seguintes afirmações:

(i)
n∇⊥XH = −〈X,T 〉η, para cada X ∈ X(M). (4.1)

(ii) Se H e η são linearmente dependentes, então f tem codimensão substancial um em
um subconjunto aberto U ⊂Mm;

(iii) Se H e η não forem linearmente dependentes em todo ponto de U , então existe um
subconjunto aberto Ũ ⊂ U , tal que f tem codimensão substancial dois em Ũ .

Demonstração. (i) De fato, como f é umbílica temos αf (X, Y ) = n〈X, Y 〉H, e que a
equação de codazzi (1.27) é dada por

(∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z) = ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)η.

Assim, segue que tomando Y = Z unitários, X ortogonal a Y na equação de codazzi,
obtemos que o lado direito é dado por −〈X,T 〉η. Note que no nosso caso ε é igual a
1. Como 〈Y, Y 〉 = 1, temos que X〈Y, Y 〉 = 〈∇XY, Y 〉 = 0. Agora desenvolvendo o lado
esquerdo da equação de codazzi obtemos

(∇⊥Xα)(Y, Y )− (∇⊥Y α)(X, Y ) = ∇⊥Xα(Y, Y )− α(∇XY, Y )− α(Y,∇XY )

− ∇⊥Y α(X, Y ) + α(∇YX, Y ) + α(X,∇Y Y )

= ∇⊥X(n〈Y, Y 〉H)− n〈∇XY, Y 〉H − n〈Y,∇XY 〉H

− ∇⊥X(n〈X, Y 〉H) + n〈∇YX, Y 〉H + n〈X,∇Y Y 〉H

= nX(〈Y, Y 〉)H + n〈Y, Y 〉∇⊥XH − nY 〈X, Y 〉H

− n〈X, Y 〉∇⊥YH + n〈∇YX, Y 〉H + n〈X,∇Y Y 〉H

= nX(〈Y, Y 〉)H + n‖Y ‖2∇⊥XH + nY 〈X, Y 〉H

= nX(〈Y, Y 〉)H + n‖Y ‖2∇⊥XH = n∇⊥XH.

Portanto, n∇⊥XH = −〈X,T 〉η para cada X ∈ X(M).
(ii) Se T não se anula em algum ponto, ele não se anula em algum subconjunto aberto
U ⊂ Mm. Uma vez que αf (X, Y ) = n〈X, Y 〉H, temos N1 = span{α(X, Y )} = span{H}.
Como H e η são linearmente dependentes, isto é, H = λη, temos que span{H} = span{η}.
Assim, o subfibrado L = N1+span{η} deN fM é L = span{H}, que tem posto um. Vamos

82



4. Subvariedades umbílicas de Sn × R

mostrar agora que ∇⊥XN1 ⊂ L. De fato,

∇⊥XkH = k∇⊥XH +X(k)H

= −k
n
〈X,T 〉η +X(k)λη

=
(
− k

n
〈X,T 〉η +X(k)

)
η ∈ span{η} = span{H} = L.

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, f tem codimensão substancial um em U .
(iii) Se H e η não são linearmente dependentes em todos os pontos de U , então em um
ponto, e portanto em um aberto Ũ , H e η são linearmente independentes em Ũ . Assim,
L = N1 + span{η} = span{H} + span{η}, tem posto dois em Ũ . Com um cálculo
semelhante ao do item anterior, concluímos que ∇⊥XN1 ⊂ L. Portanto, pelo Teorema
3.2.1, f tem codimensão substancial dois em Ũ .

Observação 4.2.3. Da proposição acima, temos que se a imersão f : Mm → Sn ×
R for totalmente geodésica, temos que αf (X, Y ) = 0, consequentemente, temos H =
0. Então H e η são lineramente dependentes, e portanto, pelo item (ii) da proposição
temos que f tem codimensão substancial um em U ⊂ Mm. Dessa forma, classificar as
subvariedades totalmente geodésicas de Sn × R de dimensão e codimensão arbitrária se
reduz a classificação das hipersuperfícies totalmente geodésicas de Sn × R que já foi feita
por Van der Veken e Vrancker, em [15].

Teorema 4.2.4 (Teorema de classificação das subvariedades umbílicas de Sn × R). A
subvariedade Mm

r,h é uma subvariedade umbílica completa de Sm+1 × R para cada r > 0 e
h > 0. Além disso, Mm

r,h tem as seguintes propriedades:

(i) é difeomorfa a Sm se (r, h) 6= (d, 0) e a Rm se (r, h) = (d, 0);

(ii) está contida em uma hipersuperfície totalmente geodésica Sm × R ⊂ Sm+1 × R se e
somente, h = 0;

(iii) Mm
r,0 é homotópica a 0 em Sm × R se r < d e não homotópica a 0 se r > d;

(iv) é uma subvariedade de rotação cujo perfil é uma curva em uma subvariedade to-
talmente geodésica S2 × R (respectivamente, S1 × R) se h 6= 0 (respectivamente,
h = 0);

(v) Mm
r,h é congruente a Mm

r′,h′ se e somente se, (r, h) = (r′, h′).

Reciprocamente, qualquer subvariedade umbílica não totalmente geodésica de Sn ×R com
dimensão m > 2 é, a menos de uma isometria do espaço ambiente, um subconjunto aberto
de um dos seguintes:
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(a) uma esfera pequena em Sn × {0};

(b) Mm
r,0 para algum r > 0 se n = m;

(c) Mm
r,h para algum r > 0 e h > 0 se n = m+ 1;

(d) Mm
r,h em Sm+1 × R totalmente geodésica para algum r > 0 e h > 0 se n > m+ 1.

Demonstração. Uma vez que Φ : Sm+1 × R → Rm+2 \ {0} dado por Φ(x, t) = etx é um
difeomorfismo conforme, segue-se que Mm

r,h = Φ−1(Smr,h) é uma subvariedade umbílica de
Sm+1 × R, pois, pelo item (iv) do Lema 4.1.1 difeomorfismo conforme preserva subvarie-
dades umbílicas.
(i) Se (r, h) 6= (d, 0), então temos que Sm é difeomorfa a Smr,h. Como Mm

r,h = Φ−1(Smr,h) é
defeomorfa a Smr,h, segue que Mm

r,h é difeomorfa a Sm. Se (r, h) = (d, 0), então temos que
Smd,0 \ {0} é difeomorfa a Rm pela projeção estereográfica. Assim, Mm

d,0 = Φ−1(Smd,0 \ {0})
é difeomorfa a Rm.

(ii) Como as hipersuperfícies totalmente geodésicas Sm × R ⊂ Sm+1 × R são as imagens
por Φ−1 de hiperplanos em Rm+2 e como Smr,h está contido em um hiperplano se e somente
se h = 0, a afirmação (ii) segue.

(iii) Temos que Smr,0 é homotópica a zero em Rm+1 se r < d e não homotópica a zero em
Rm+1 se r > d. Temos que Φ preserva homotopia, pois é um homeomorfismo, então Mm

r,0

é homotópica a 0 em Sm × R se r < d e não homotópica a 0 se r > d.

(iv) Mostramos no Lema 4.2.1 que

Mm
r,h = Φ−1(Smr,h) = Yp,q(Sm−1 × J̄p,q) ∪ Zp,q(Sm−1 × J̄p,q).

Assim, segue da equação (2.10) que Yp,q e Zp,q são parametrizações de rotação, com curvas
perfis dadas por

γ1(s) =
s, √2

2
(
hp,q(s) + 1− p

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2hp,q(s)
, log hp,q(s)

 ,

γ2(s) =
(
s,

√
2

2
(1− p
√
q
hp,q(s) +

√
q

hp,q(s)
)
,

√
q − (p− 1)2
√

2q hp,q(s), log
√
q

hp,q(s)

)
, q 6= 0.

respectivamente. Fazendo um cálculo similar ao do item (ii) do Lema 4.1.2, verifica-se
que ‖γ1(s)‖2= ‖γ2(s)‖2= 1. Um cálculo direto mostra que γ1(s) e γ2(s) coincidem nos
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extremos do intervalo J̄p,q, ou seja,

γ1(−
√
p−√q) = γ2(−

√
p−√q)

=
(
−
√
p−√q,

√
2

2

(
1− p+√q√√

q

)
,

√
q − (p− 1)2

√
2
√√

q
, log

√√
q

)
,

γ1(
√
p−√q) = γ2(

√
p−√q)

=
(√

p−√q,
√

2
2

(
1− p+√q√√

q

)
,

√
q − (p− 1)2

√
2
√√

q
, log

√√
q

)
.

Além disso, considerando Ψ a isometria dada como no item (iii) do Lema 4.1.2, com
Im = I2, temos que γ2(s) = Ψ ◦ γ1(s). Portanto, concluímos que Mm

r,h é uma subvariedade
de rotação, cuja curva perfil é dada pela concatenação das curvas γ1 e γ2, ou seja, pela
curva

γ(s) :=


γ1

(
2s+

√
p−√q

)
, se −

√
p−√q 6 s 6 0,

γ2

(
2s−

√
p−√q

)
, se 0 6 s 6

√
p−√q.

Isto prova o item (iv).
(v) Uma vez que (p, q) e (r, h) estão relacionados pelo homeomorfismo ψ, mostraremos
que Mm

p,q é congruente a Mm
p′,q′ se e somente se, (p, q) = (p′, q′). Suponhamos que Mm

p,q

e Mm
p′,q′ sejam congruentes, logo existe uma isometria φ : Sn × R → Sn × R tal que

Mm
p′,q′ = φ

(
Mm

p,q

)
. Por outro lado, pela Proposição (1.4.5), as isometrias de Sn×R são do

tipo φ1 × φ2, em que φ1 : Sn → Sn é uma transformação ortogonal e φ2 : R → R é dada
por φ2(t) = ±t+ a.

Note que Ψ (Mp,q) = Mp,q, ou seja, φ (Mp,q) = (φ ◦Ψ) (Mp,q) , onde Ψ está definida no
Lema (4.1.2). Dessa forma, se φ2(t) = −t+ a, então podemos trocar φ por φ̃ := φ ◦Ψ de
forma que φ̃2 = φ2 ◦Ψ2 = t+ ã, em que ã = a− ln√q. Portanto podemos sempre supor
que φ2(t) = t+ a. Por outro lado,

(
Φ ◦ φ ◦ Φ−1

) (
etx
)

= (Φ ◦ φ)(x, t) = Φ(Ax, t+ a) = ea(Aetx),

em que A ∈ O(n). Como φ (Mp,q) = Mp′,q′ , então

eta · A

S
0,

√
p2 − q

2

 ∩ Rm+1 +
√

2
2 ·

(
0, 1,

√
q − (1− p)2

) =

S

0,
√
p′2 − q′

2

 ∩ Rm+1 +
√

2
2 ·

(
0, 1,

√
q′ − (1− p′)2

)
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Das fórmula acimas deduzimos o seguinte sistema:

ea
√

p2−q
2 =

√
p′2−q′

2 ,

eaA

[√
2

2
(
0, 1,

√
q − (1− p)2

)]
=
√

2
2
(
0, 1,

√
q′ − (1− p′)2

)
,

A (Rm+1) = Rm+1.

Por outro lado, Rm+1 = {x ∈ Rm+2 : xm+1 = 0} = {(x, y, 0) ∈ Rm × R× R}. Assim, das
duas últimas equações do sistema acima segue que


eaA (0, 1, 0) = (0, 1, 0) ,
eaA

(
0, 0,

√
q − (1− p)2

)
=
(

0, 0,
√
q′ − (1− p′)2

)
.

Logo a = 0, A(0, 1, 0) = (0, 1, 0), A(0, 0, 1) = (0, 0, 1),
√
q − (1− p)2 =

√
q′ − (1− p′)2 e

√
p2 − q =

√
p′2 − q′. Portanto

��
��q − p2 − A1 + 2p =����q′ − p′2 − A1 + 2p′ ⇒ p = p′ ⇒ q = q′.

Agora provaremos a recíproca. Seja f : Mm → Sn×R,m > 2, uma imersão isométrica
umbílica.
Afirmação: Se o campo vetorial T em (1.14) se anula identicamente, então f : Mm →
Sn×R é da forma f(x) = (f1(x), f2(x)), onde f2(x) = t0, t0 ∈ R. Em particular, f(Mm) ⊂
Sn × {t0}. De fato, temos que f∗(x)X = f1∗(x)X + f2∗(x)X. Como o segundo fator de
Sn×R é gerado por ∂

∂t
, temos f2(x)∗X = λ ∂

∂t
. Por outro lado, como T = 0, então ∂

∂t
= η é

normal a imersão. Daí, λ = 0. Portanto f2∗(x)X = 0 para todo X ∈ TxMm. Isto mostra
que f2 é constante em cada componente conexa de M . Isto mostra nossa afirmação. X

Como f(Mm) é umbílica, e está contida em um slice de Sn × R, temos pelo item (ii)
da proposição 1.5.2, que a primeira possibilidade da recíproca ocorre.

Agora suponha que T não se anule em algum ponto e, portanto, em algum subconjunto
aberto U ⊂Mn. Basta provar que existem subconjuntos abertos Ũ ⊂ U e V ⊂ Sm, (p, q) ∈
J e um intervalo I ⊂ Jp,q tal que, a menos de isometria de Sn × R, temos f(Ũ) ⊂
Yp,q(V ×I). Pois isso implica que f(Ũ) ⊂Mh

r,h com (r, h) = ψ(p, q), e portanto (Φ◦f)(Ũ) ⊂
Φ(Mr,h)m = Smr,h. Uma vez que Φ ◦ f é uma imersão umbílica em Rm+2 \ {0}, segue-se que
(Φ ◦ f)(Mm) ⊂ Smr,h, e portanto f(Mm) ⊂Mm

r,h.
A partir de agora provaremos a existência dos abertos mencionados no parágrafo

anterior. O aberto Ũ existe em vista da Proposição 4.2.2, resta mostrar a existência de
V ⊂ Sm e I ⊂ Jp,q.

Por outro lado, uma vez que f é umbílica, e que seu vetor curvatura médiaH é paralelo
na conexão normal ao longo de {T}⊥ por (4.1), o item (iii) do Teorema 2.2.3 é satisfeito.
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Portanto f é uma subvariedade de rotação.
Resumindo, f |

Ũ
é uma subvariedade de rotação, e pela proposição 4.2.2 tem codi-

mensão substancial no máximo dois, com curva perfil em uma subvariedade totalmente
geodésica Ss × R, s 6 2, onde s = n+ 1−m. Portanto podemos assumir que n = m+ 1
e s = 2. Equivalentemente, em vista da última afirmação no Teorema 2.2.3 para ε = 1,
obtemos que f |

Ũ
é dado por (2.1) em termos de uma imersão isométrica totalmente geo-

désica g : V ⊂ Sm−1 → Sm+1 e uma curva regular γ : I → S2×R ⊂ R4, γ = (γ0, γ1, γ2, γ3),
com γ2

0 + γ2
1 + γ2

2 = 1.
Com as notações como na proposição 2.1.2, temos por (2.4) e a umbilicidade de f

que Af̃φx(ζ) é um múltiplo do tensor identidade para cada ζ ∈ γ′(s)⊥ ∩ γ̄(s)⊥. Usando que
Ps(x) = γ0(s)I, segue de (1.19), (2.5), e (2.7) que

−〈g̃, φx(ζ)〉
γ0(s) = 〈γ′′(s), ζ〉

〈γ′(s), γ′(s)〉 para todo ζ ∈ γ′(s)⊥ ∩ γ̄(s)⊥,

ou equivalentemente,

〈γ0(s)γ′′(s), ζ〉+ 〈ϕ(s)φx(e0), φx(ζ)〉 = 0

⇔ 〈γ0(s)γ′′(s), ζ〉+ 〈ϕ(s)e0, ζ〉 = 0

⇔ 〈γ0(s)γ′′(s) + ϕ(s)e0, ζ〉 = 0 para todo ζ ∈ γ′(s)⊥ ∩ γ̄(s)⊥ = (γ′(s) + γ̄(s))⊥,

onde g̃ = φx(e0) e ϕ(s) = 〈γ′(s), γ′(s)〉. Portanto, existem funções suaves y = y(s) e
z = z(s) tais que

γ0γ
′′ + ϕe0 = yγ′ + zγ̄. (4.2)

Note que

γ0γ
′′ = (γ0γ

′′, γ0γ
′′
1 , γ0γ

′′
2 , γ0γ

′′
3 )

= (γ0γ
′′, γ0γ

′′
1 , γ0γ

′′
2 , 0) + (0, 0, 0, γ0γ

′′
3 )

= γ0(γ′′0 , γ′′1 , γ′′2 , 0) + γ0γ
′′
3 (0, 0, 0, 1)

= γ0γ̄
′′ + γ0γ

′′
3e3.

De forma análoga, temos yγ′ = yγ̄′ + yγ′3e3. Assim, podemos escrever (4.2) como

γ0γ̄
′′ + γ0γ

′′
3e3 + ϕe0 = yγ̄′ + yγ′3e3 + zγ̄. (4.3)
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Além disso, note que

〈γ̄, γ̄〉 = γ2
0 + γ2

1 + γ2
2 + 02 = 1 (a)

〈γ̄′, γ̄〉 = 0 (b)

〈γ̄′, γ̄′〉 = −〈γ̄′′, γ̄〉 (c)

〈γ̄′, γ̄′〉 = (γ′0)2 + (γ′1)2 + (γ′2)2 + (γ′3)2 − (γ′3)2 = ϕ− (γ′3)2 (d)

〈γ̄′′, γ̄′〉 = 1
2(ϕ′ − 2γ′3γ′′3 ) (e)


(4.4)

Por outro lado, tomando o produto interno em ambos os lados de (4.3) com e3 resulta em

γ0γ
′′
3 = yγ′3. (4.5)

Agora, usando (4.4)-(a), (4.4)-(b) e tomando o produto interno em ambos os lados de
(4.3) com γ̄ obtemos

z = γ0ϕ+ γ0〈γ̄′′, γ̄〉

= γ0(ϕ+ 〈γ̄′′, γ̄〉)
(4.4)−(c)= γ0(ϕ− 〈γ̄′, γ̄′〉)
(4.4)−(d)= γ0(ϕ+ (γ′3)2 − ϕ)

= γ0(γ′3)2. (4.6)

Analogamente, tomando o produto interno em ambos os lados de (4.3) com γ̄′ e usando
(4.4)-(b) temos

y〈γ̄′, γ̄′〉 = γ0〈γ̄′′, γ̄′〉+ ϕγ′0
(4.4)−(d)−(e)⇒ y(ϕ− (γ′3)2) = γ0

(1
2(ϕ′ − 2γ′3γ′′3 )

)
+ ϕγ′0

⇒ y(ϕ− (γ′3)2) = ϕ′γ0 − 2γ0γ
′
3γ
′′
3 + 2ϕγ′0

2
(4.5)⇒ 2y(ϕ− (γ′3)2) + 2y(γ′3)2 = ϕ′γ0 + 2ϕγ′0
⇒ y = γ0ϕ

′ + 2ϕγ′0
2ϕ . (4.7)

Portanto, substituindo (4.6) e (4.7) em (4.2), obtemos

2ϕγ0γ
′′ + 2ϕ2e0 − (γ0ϕ

′ + 2ϕγ′0)γ′ − 2ϕγ0(γ′3)2γ̄ = 0. (4.8)
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Tomando o produto interno em ambos os lados de (4.8) com e3 resulta em

γ′′3 =
(
ϕ′

2ϕ + γ′0
γ0

)
γ′3.

Dividindo a equação acima por γ′3 e integrando temos

∫ γ′′3
γ′3
ds =

∫ ϕ′

2ϕds+
∫ γ′0
γ0
ds

ln|γ′3| = 1
2 ln|ϕ|+ ln|γ0|+k

|γ′3| = eln|ϕ|
1
2 · eln|γ0| · ek

|γ′3| = ek|γ0|
√
|ϕ|.

como ϕ(s) = 〈γ′(s), γ′(s)〉 é positivo, temos que

γ′3 = cγ0
√
ϕ para algum c ∈ R. (4.9)

Agora mostraremos que γ0 não pode ser constante em I. Assumamos o contrário,
digamos, que γ0 = a ∈ R. Podemos supor que γ está parametrizada pelo comprimento
de arco, isto é, ϕ = 1. Então γ′3 = ac por (4.9), portanto z = a3c2 e y = 0 por (4.6)
e (4.7). Com essas considerações, passamos a ter γ′′ = (0, γ′′1 , γ′′2 , 0), γ̄ = (a, γ1, γ2, 0), e
substituindo em (4.8) obtemos

2aγ′′ + 2e0 − 2a3c2γ̄ = 0

⇒ (2, 2aγ′′1 , 2aγ′′2 , 0) = (2a4c2, 2a3c2γ1, 2a3c2γ2, 0).

Assim, da igualdade acima temos que e0-componente é c2a4 = 1, e sempre que 1 6 i 6 2
a ei−componente é γ′′i = ( 1

a2 )γi. Dessa forma obtemos que γi = ai exp(s/a)+bi exp(−s/a)
para algum ai, bi ∈ R, 1 6 i 6 2. Agora, substituindo em 1 = γ2

0 + γ2
1 + γ2

2 , temos

1 = a2 + (a1e
s
a + b1e

− s
a )2 + (a2e

s
a + b2e

− s
a )2

= a2 + 2a1b1 + 2a2b2 + (a2
1 + a2

2)e 2s
a + (b2

1 + b2
2)e− 2s

a .

Fazendo A = a2
1 + a2

2, B = b2
1 + b2

2, C = a2 + 2a1b1 + 2a2b2− 1 e m = e
s
a , a equação acima

se torna Am2 +Bm−2 +C = 0, o que implica que Am4 +Cm2 +B = 0. Assim, devemos
ter A = B = C = 0. Então ai = bi = 0 para 1 6 i 6 2. Consequentemente, a = ±1,
e γ1 = γ2 = 0. Portanto f |

Ũ
é totalmente geodésica, o que contradiz nossa hipótese.

Portanto, deve existir um intervalo aberto J ⊂ I tal que γ′0(s) 6= 0 para todo s ∈ J, então
podemos reparametrizar γ em J de modo que γ0(s) = s para todo s ∈ J.
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Assim, passamos a ter 

γ = (s, γ1, γ2, γ3)

γ′ = (1, γ′1, γ′2, cs
√
ϕ)

γ′′ = (0, γ′′1 , γ′′2 , γ′′3 )

γ̄ = (s, γ1, γ2, 0)

, (4.10)

que substituindo em (4.8) temos

(0, 2ϕsγ′′1 , 2ϕsγ′′2 , 2ϕsγ′′3 )+(2ϕ2, 0, 0, 0)−(sϕ′+2ϕ, (sϕ′+2ϕ)γ′1, (sϕ′+2ϕ)γ′2, (sϕ′+2ϕ)γ′3)

+ (−2ϕ2s4c2,−2ϕ2s4c2γ1,−2ϕ2s4c2γ2, 0) = (0, 0, 0, 0).

Da igualdade acima obtemos que a e0-componente é 2ϕ2− sϕ′− 2ϕ− 2ϕ2s4c2 = 0. Então
obtemos as seguintes igualdades:

2ϕ2 − sϕ′ − 2ϕ− 2ϕ2s4c2 = 0 ⇔ sϕ′ + 2ϕ2s4c2 − 2ϕ2 + 2ϕ = 0

⇔ sϕ′ + 2(c2s4 − 1)ϕ2 + 2ϕ = 0 ⇔ ϕ′

2ϕ +
(
c2s3 − 1

s

)
ϕ+ 1

ϕ
= 0

⇔ ϕ′

ϕ2 + 2
sϕ

= −2c2s3 + 2
s
⇔ −(ϕ−1)′ + 2

s
ϕ−1 = −2c2s3 + 2

s

y=ϕ−1
⇔ y′ − 2

s
y = 2c2s3 − 2

s
⇔ y′

s2 −
2y
s3 = 2c2s− 2

s3

w= y

s2⇔ w′ = 2c2s− 2
s3 ⇔ w = c2s2 + 1

s2 + c2

⇔ y = c2s4 + c2s
2 + 1 ⇔ ϕ = 1

c2s4 + c2s2 + 1 , para algum c2 ∈ R.

Assim,

ϕ−1 = c2
(
s4 + c2

c2 s
2 + 1

c2

)
⇔ 1

c2ϕ
−1 = s4 + c2

c2 s
2 + 1

c2 ⇔ bϕ−1 = s4 + as2 + b,

onde b = 1
c2 e a = c2

c2 . De forma equivalente, temos

ϕ(s) = b

s4 + as2 + b
= b

s4 + 2s2 a
2 + a2

4 −
a2

4 + b
= b

(s2 + a
2)2 − (a2

4 − b)
.

Pondo p = −a
2 e q = a2

4 − b temos que b = a2

4 − q = p2 − q. Portanto,

ϕ(s) = p2 − q
(s2 − p)2 − q

, p2 > q. (4.11)
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Segue-se então que a equação (4.9) se torna

γ′3(s) = cs
√
p2 − q√

(s2 − p)2 − q
= cs

√
b√

(s2 − p)2 − q
=

cs
√

1
c2√

(s2 − p)2 − q
= s√

(s2 − p)2 − q
. (4.12)

Temos ainda que
ϕ′(s) = −4s(p2 − q)(s2 − p)

((s2 − p)2 − q)2 , (4.13)

e tomando o produto interno em ambos os lados de (4.8) com ei, 1 6 i 6 2, e usando
(4.11), (4.12) e (4.13) obtemos que

2s· p2 − q
(s2 − p)2 − q

γ′′i −
(
− 4s2(p2 − q)(s2 − p)

((s2 − p)2q)2 + 2(p2 − q)
(s2 − p)2 − q

)
γ′i −

2s3(p2 − q)
((s2 − p)2 − q)2γi = 0

⇔ s((s2 − p)2 − q)γ′′i + (2s2(s2 − p)− ((s2 − p)2 − q))γ′i − s3γi = 0

⇔ s((s2 − p)2 − q)γ′′i + (s4 − p2 + q)γ′i − s3γi = 0, 1 6 i 6 2.

Discutiremos a solução da EDO acima no Lema 4.2.5, que garante a existência do inter-
valo I ⊂ Jp,q. Ainda do Lema 4.2.5 e (4.12) obtemos que γ(s) é dada por

γ(s) =
s, √2

2 (h(s) + 1− p
h(s) u)±

√
2

2

√
q − (1− p)2

h(s) v, C ± log h(s)
 ,

onde u := (cos θ, sin θ) e v := (− sin θ, cos θ), C ∈ R, e f |
Ũ
pode ser parametrizada por

Y : Sm−1 × I → Sm+1 × R dada por

Y (X, s) = (sX, γ1(s), γ2(s), γ3(s)).

Seja A uma isometria linear de Rm+2 ⊃ Sm+1 × R definida por

A(ei) =



ei, se i ∈ {1, . . . ,m};

cos θem + sin θem+1, se i = m;

∓ sin θem + cos θem+1, se i = m+ 1;

±em+2, se i = m+ 2;

Então A−1Y (X, s)− hem+2 = Yp,q(X, s).

Lema 4.2.5. Seja γi : I → R, 1 6 i 6 2, uma solução linearmente independente da EDO

s((s2 − p)2 − q)γ′′i + (s4 − p2 + q)γ′i − s3γi = 0, p2 > q, (4.14)
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em um intervalo aberto I ⊂ R, onde (s2 − p)2 − q > 0. Assuma que s2 + γ1
1 + γ2

2 = 1 para
todo s ∈ I. Então (p, q) ∈ J , I ⊂ Jp,q e existe θ ∈ R tal que

√
2(γ1(s), γ2(s)) =

(
h(s) + 1− p

h(s)

)
(cos θ, sin θ)±

√
q − (1− p)2

h(s) (− sin θ, cos θ), (4.15)

onde h(s) =
√
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q.

Demonstração. Seja F uma primitiva de δ : I → R dada por

δ(s) = s√
(s2 − p)2 − q

.

Afirmação 1: As funções

ρ+ := exp ◦F e ρ− := exp ◦(−F )

formam uma base para o espaço de soluções de (4.14) em I.
Para provarmos isso, basta mostrar que cada uma das funções ρ+(s) e ρ−(s) satisfaz a
EDO (4.14).

Seja ρ : I → R, dada por
ρ(s) = e

±
∫

s√
(s2−p)2−q

ds
.

Dessa forma, temos

ρ′(s) = ± s√
(s2 − p)2 − q

· e
±
∫

s√
(s2−p)2−q

ds = ± s√
(s2 − p)2 − q

ρ(s),

ρ′′(s) = ±

√
(s2 − p)2 − q − s (s2−p)2s√

(s2−p)2−q

(s2 − p)2 − q
ρ(s) +

(
± s√

(s2 − p)2 − q
·
[
± s√

(s2 − p)2 − q
ρ(s)

])

= 1
(s2 − p)2 − q

(
± (s2 − p)2 − q − (s2 − p)2s2√

(s2 − p)2 − q
+ s2

)
ρ(s)

= 1
(s2 − p)2 − q

(
± −s4 + p2 − q√

(s2 − p)2 − q
+ s2

)
ρ(s)

= 1
(s2 − p)2 − q

(
∓ s4 − p2 + q√

(s2 − p)2 − q
+ s2

)
ρ(s).
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Assim, substituindo ρ′(s) e ρ′′(s) em (4.14), temos

s((s2 − p)2 − q)ρ′′ + (s4 − p2 + q)ρ′ − s3ρ =

s((s2 − p)2 − q) 1
(s2 − p)2 − q

(
∓ s4 − p2 + q√

(s2 − p)2 − q
+ s2

)
ρ(s)

+ (s4 − p2 + q)
[
± s√

(s2 − p)2 − q
ρ(s)

]
− s3ρ(s)

=
[
∓
H
HHH

HHHH

s5 − sp2 + sq√
(s2 − p)2 − q

+��s3 ±
H
HHH

HHHH

s5 − sp2 + sq√
(s2 − p)2 − q

−��s3
]
ρ(s) = 0.

Isso mostra as funções ρ+(s) e ρ−(s) satisfaz a EDO (4.14), como queríamos. Portanto,
existem ai, bi ∈ R, 1 6 i 6 2, tais que

γi = aiρ+ + biρ−, 1 6 i 6 2.

Substituindo em s2 + γ2
1 + γ2

2 = 1 obtemos que

s2 + (a1 exp(F ) + b1 exp(−F ))2 + (a2 exp(F ) + b2 exp(−F ))2 = 1

⇒ s2 + a2
1 exp(2F ) + 2a1b1 + b2

1 exp(−F ) + a2
2 exp(2F ) + 2a2b2 + b2

2 exp(−2F ) = 1

⇒ s2 + (a2
1 + a2

2) exp(2F ) + 2a1b1 + 2a2b2 − 1 + (b2
1 + b2

2) exp(−2F ) = 0

⇒ s2 + A exp(2F ) +B + C exp(−2F ) = 0, para todo s ∈ I, (4.16)

onde A = a2
1 + a2

2, B = 2(a1b1 + a2b2)− 1 e C = b2
1 + b2

2.

Dessa forma, se u := s2 − p e E := −B − p, então por (4.16) temos

Ae

∫
1√

u2−q
du + Ce

−
∫

1√
u2−q

du = −u+ E. (4.17)

Afirmação 2: q > 0.
De fato, se q < 0, então a integral

∫ 1√
u2−q

du = ln
(
u+
√
u2 − q

)
está definida em

todo o conjunto dos números reais (ver as contas da Subseção A.1.2). Dessa forma, por
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(4.17), temos

A
(
u+

√
u2 − q

)
+ C

(
u+

√
u2 − q

)−1
= −u+ E ⇒

⇒ A
(
u+

√
u2 − q

)2
+ C = (−u+ E) ·

(
u+

√
u2 − q

)
⇒

⇒ A
(

2u2 + 2u
√
u2 − q − q

)
+ C = −u2 + Eu+ (E − u)

√
u2 − q ⇒

⇒ (2A+ 1)u2 − Eu− Aq + C = [E − (2A+ 1)u] ·
√
u2 − q ⇒

⇒ (2A+ 1)2u4 − 2(2A+ 1)Eu3 +
[
2(2A+ 1)(C − Aq) + E2

]
u2 − 2(C − Aq)Eu+

+ (C − Aq)2 =
[
E2 − 2(2A+ 1)Eu+ (2A+ 1)2u2

]
·
(
u2 − q

)
⇒����

���(2A+ 1)2u4 −
hhhhhhhhh2(2A+−1)Eu3 +

[
2(2A+ 1)(C − Aq) + E2

]
u2 − 2(C − Aq)Eu+

+ (C − Aq)2 =����
���(2A+ 1)2u4 −hhhhhhhh2(2A+ 4)Eu3 +

[
E2 − (2A+ 1)2q

]
u2 + 2(2A+ 1)Equ− E2q.

Assim, temos 
2(C − Aq) = −(2A+ 1)q;
(C − Aq)E = −(2A+ 1)Eq;
(C − Aq)2 = −E2q.

Dessa forma, se E = 0, então C = Aq e 2A+ 1 = 0, o que contradiz o fato de A > 0. Já
se E 6= 0, então C − Aq = −(2A+ 1)q e 2(C − Aq) = −(2A+ 1)q, o que também é uma
contradição.
Afirmação 3: p > 0.

De fato, se p 6 0, então u = s2−p é sempre positivo. Além disso, no intervalo (√q,∞)∫ 1√
u2−q

du = ln
(
u+
√
u2 − q

)
(ver as contas da Subseção A.1.2. Assim, podemos chegar

a uma contradição utilizando as mesmas contas da Afirmação 1.
Sabendo que q > 0 e que p > 0, seja γ uma solução do sistema (4.14).

Caso q = 0 : Neste caso, para u > 0 e pela equação (4.17), temos

Au+ Cu−1 = −u+ E ⇔ (A+ 1)u2 − Eu+ C = 0⇔ C = 0, E = 0 e A = −1

Mas A = a2
1 + a2

2, logo u não pode ser maior do que 0, ou seja, s2 − p < 0. Portanto
devemos tomar s apenas dentro do intervalo (−√p,√p).

Para s ∈ (−√p,√p), sabemos que u < 0 e, pela equação (4.17),

−Au−1 − Cu = −u+ E ⇒ (C − 1)u2 + Eu+ A = 0⇒ A = 0, E = 0 e C = 1.
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Assim, (a1, a2) = (0, 0), p = −B = −1, e existe θ ∈ R tal que (b1, b2) = (cos θ, sin θ).
Portanto γ1 = cos θ

√
1− s2, γ2 = sin θ

√
1− s2, e, portanto, a afirmação é verdadeira

neste caso. Assim, utilizando a Tabela A.2, a função γ é dada por

γ(s) =
(
s,
√

1− s2(cos θ, sin θ),± ln
√

1− s2 + d
)
,

e o intervalo de definição de γ deve estar contido em (0, 1). Neste caso, (p, q) = (1, 0) ∈ J .
Além disso,

a1

h1,0(s) + b1h1,0(s) =
√

2
2 cos θ

√
2 (1− s2)+

+
√

2
2

[
(1− 1) cos θ ∓

√
0− (1− 1)2 sin θ

]
·
[√

2 (1− s2)
]−1

=

= cos θ
√

1− s2.

Analogamente, a2
h1,0(s) + b2h1,0(s) = sin θ

√
1− s2. Portanto a solução do sistema (4.14) é

da forma dita no enunciado.
caso q > 0:

Neste caso, por um argumento análogo ao feito na Afirmação 3, não podemos ter u
positivo na equação (4.17). Assim, para u < 0, s ∈ (0,

√
p−√q) e, pela equação (4.17),

vale a igualdade

A
(√

u2 − q − u
)−1

+ C
(√

u2 − q − u
)

= −u+ E ⇔

⇔ A+ C
(√

u2 − q − u
)2

= (E − u)
(√

u2 − q − u
)
⇔

⇔ A+ C
(

2u2 − q − 2u
√
u2 − q

)
= u2 − Eu− (u− E)

√
u2 − q ⇔

⇔ (2C − 1)u2 + Eu+ A− qC = [(2C − 1)u+ E]
√
u2 − q ⇒

⇒ (2C − 1)2u4 + 2(2C − 1)Eu3 +
[
E2 + 2(2C − 1)(A− qC)

]
u2 + 2(A− qC)Eu+

+ (A− qC)2 =
[
(2C − 1)2u2 + 2(2C − 1)Eu+ E2

]
·
(
u2 − q

)
=

= (2C − 1)−2u4 + 2(2C −−1)Eu3 +
[
E2 − q(2C − 1)2

]
u2 − 2q(2C − 1)Eu− qE2

∴


2(2C − 1)(A− qC) = −q(2C − 1)2,

(A− qC)E = −q(2C − 1)E,
(A− qC)2 = −qE2.


q>0⇒


E = 0
A = qC

C = 1
2 ⇒ A = q

2

Como E = 0 então, pela definição de E, valem as igualdades

−B − p = 0⇒ 1− 2 (a1b1 + a2b2)− p = 0⇒ a1b1 + a2b2 = 1
2 −

p

2 .
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Portanto,
a1b1 + a2b2 = 1

2 (1− p) , a2
1 + a2

2 = q

2 e b2
1 + b2

2 = 1
2 .

Seja θ tal que (b1, b2) =
√

2
2 (cos θ, sin θ) e definamos u := (cos θ, sin θ) e v := (− sin θ, cos θ).

Assim, podemos escrever primeira equação como

a1

√
2

2 cos θ + a2

√
2

2 sin θ = 1
2(1− p)⇒ 〈(a1, a2) , u〉 =

√
2

2 (1− p) . (4.18)

De (4.18) temos,

〈(a1, a2) , u〉2 = 1
2 (1− p)2

⇒ (a1 cos θ + a2 sin θ)2 = 1
2(1− p)2

⇒ a2
1 cos2 θ + a2

2 sin2 θ = 1
2(1− p)2 − 2a1a2 sin θ cos θ

⇒ a2
1 cos2 θ + a2

1 sin2 θ + a2
2 sin2 θ + a2

2 cos2 θ = 1
2(1− p)2 + a2

1 sin2 θ − 2a1a2 sin θ cos θ + a2
2 cos2 θ

⇒ a2
1 + a2

2 = 1
2(1− p)2 + (a1(− sin θ) + a2 cos θ)2

⇒ a2
1 + a2

2 = 1
2(1− p)2 + 〈(a1, a2), v〉2.

Portanto,

a2
1 + a2

2 = q

2 = 1
2 (1− p)2 + 〈(a1, a2) , v〉2 ⇒

 (1− p)2 6 q e
〈(a1, a2) , v〉 = ±

√
2

2

√
q − (1− p)2.

Portanto, (p, q) ∈ J . Além disso, de (4.18) e do que obtemos acima temos,


−a1 sin θ + a2 cos θ = ±

√
2

2

√
q − (1− p)2

a1 cos θ + a2 sin θ =
√

2
2 (1− p).

(4.19)

Multiplicando a primeira e a segunda equação de (4.19) por− sin θ e cos θ respectivamente,
obtemos que

a1 =
√

2
2

(
(1− p) cos θ ∓

√
q − (1− p)2 sin θ

)
,

a2 =
√

2
2

(
(1− p) sin θ ±

√
q − (1− p)2 sin θ

)
,

e (4.15) segue.
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Apêndice A

Alguns Resultados utilizados

A.1 Resultados de Cálculo

A.1.1 O conjunto I := {s ∈ R : (p− s2)2 − q > 0}

Sejam p e q números reais para os quais o conjunto I := {s ∈ R : (p− s2)2 − q > 0} é
não vazio. A tabela abaixo nos dá o conjunto I de acordo com os p e q escolhidos.

Tabela A.1: Conjunto I

I Condições sobre p e q
R p 6 0 e p2 > q, ou q < 0

(−∞,−
√
p+√q) ∪ (

√
p+√q,∞) p2 6 q

(−∞,−
√
p+√q) ∪ (−

√
p−√q,

√
p−√q) ∪ (

√
p+√q,∞) p > 0 e 0 6 q < p2

A.1.2 Uma integral

Vamos determinar uma primitiva para s 7→ s√
(p−s2)2−q

.
Caso q = 0.

∫ s√
(p− s2)2 − q

ds
u:=s2−p= 1

2

∫ 1
|u|
du =



ln(s2−p)
2 , se p 6 0;

ln(s2−p)
2 , se p > 0 e s /∈ (−√p,√p)

− ln(p−s2)
2 , se p > 0 e s ∈ (−√p,√p).
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Caso q < 0.
∫ s√

(p− s2)2 − q
ds

u:=s2−p= 1
2

∫ 1√
u2 − q

du
c:=
√
−q= 1

2

∫ 1√
u2 + c2

du =

tan θ:= u
c= 1

2

∫
sec θdθ = 1

2 ln(sec θ + tan θ) = 1
2 ln(
√
u2 + c2 + u)

∴
∫ s√

(p− s2)2 − q
ds = 1

2 ln
(
s2 − p+

√
(p− s2)2 − q

)
.

Caso q > 0.
∫ s√

(p− s2)2 − q
ds

u=s2−p= 1
2

∫ 1√
u2 − q

du
c=√q= 1

2

∫ 1√
u2 − c2

du =

cos θ:= c
|u| e θ·u>0
= 1

2

∫
sec θdθ = 1

2 ln(sec θ + tan θ) =


1
2 ln

(
u+
√
u2 − c2

)
, se u > c;

1
2 ln

(
−u−

√
u2 − c2

)
, se u < −c.

Observação. Para u < −c,

− u−
√
u2 − c2 = c2

−u+
√
u2 − c2

⇒

⇒ ln
(
−u−

√
u2 − c2

)
= ln

(
c2

−u+
√
u2 − c2

)
= − ln

(
−u+

√
u2 − c2

)
+ ln

(
c2
)
.

Logo, ∫ 1√
u2 − c2

du = ln
(
−u−

√
u2 − c2

)
= − ln

(
−u+

√
u2 − c2

)
+K.

Portanto,

∫ s√
(p− s2)2 − q

ds =



1
2 ln

(
s2 − p+

√
(p− s2)2 − q

)
, se p 6 0, ou se p > 0 e

s2 > p+√q;

−1
2 ln

(
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q

)
, se p > 0 e s2 < p−√q.

Podemos resumir os cálculos através da seguinte tabela

Tabela A.2: Integral∫ s√
(p−s2)2−q

ds Domínio da primitiva Condições sobre p e q

1
2 ln

(
s2 − p+

√
(p− s2)2 − q

) R p 6 0 e p2 > q,
ou q < 0(

−∞,−
√
p+√q

)⋃
p2 6 q, ou(√

p+√q,∞
)

p > 0 e 0 6 q < p2

−1
2 ln

(
p− s2 +

√
(p− s2)2 − q

) (
−
√
p−√q,

√
p−√q

)
p > 0 e 0 6 q < p2
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