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Resumo

O objetivo desta dissertação é apresentar uma demostração do teorema de Sebastián
Montiel e Antonio Ros que caracterizam as hipersuperfícies compactas, mergulhadas e
com r-ésima curvatura média constante em formas espaciais. Esse teorema generaliza o
teorema clássico de Alexandrov e estabelece que

As únicas hipersuperfícies compactas, sem fronteira e mergulhadas em Rn+1, no
hemisfério aberto da esfera Euclidiana Sn+1 ou no espaço hiperbólico Hn+1, com

curvatura r-média constante para algum r = 1, . . . , n, são as hiperesferas geodésicas.

Observamos ainda que, apesar de seguirmos as ideias de Montiel e Ros, neste trabalho
apresentamos uma nova abordagem para algumas etapas da demonstração.

Palavras-chave: Hipersuperfícies; r-ésima Curvatura media de ordem superior; Mergu-
lhada; Compactas, Hemisfério aberto, Hiperbólico.



Abstract

This thesis aims to present a proof of a theorem of Sebastián Montiel and Antonio Ros
which characterizes the compact hypersurfaces, without boundary, with constant r-mean
curvature embedded in the space forms. This theorem generalizes the classical theorem
of Alexandrov and states that

The only compact, without boundary, hypersurfaces with constant r-mean curvature for
some r = 1, . . . , n, embedded in Rn+1, in the open hemisphere of the Euclidean sphere

Sn+1 or in the hyperbolic space Hn+1, are the geodesic hyperspheres.

We remark that, despite we follow the ideas of Montiel and Ros, we give a new approach
for some steps of the proof presented here.

Keywords: Hypersurfaces; r-th Curvature media of higher order; Layered; Compact,
Open Hemisphere, Hyperbolic.
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Introdução

Um dos problemas clássicos de Geometria Diferencial é o estudo de superfícies com
curvatura média ou curvatura Gaussiana constantes. Liebmann [12], em 1899, foi um
dos pioneiros a estudar esses problemas, mostrando que a esfera é a única superfície
compacta em R3 com curvatura Gaussiana constante, e posteriormente, que a esfera é
o único ovaloide (superfície compacta em R3 com curvatura estritamente positiva) com
curvatura média constante.

As generalizações naturais destas curvaturas para hipersuperfície Mn, no espaço eu-
clidiano de (n + 1)-dimensional, são as r-ésimas curvaturas médias, Hr, r = 1, . . . , n,
definidas pelo r-ésimo polinômio simétrico elementar nas curvaturas principais de Mn.

Considere Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n, compacta e orientável,
seja ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão isométrica sobre a variedade Riemanniana (n +
1)−dimensional M̄n+1. Sendo Mn orientável, podemos escolher um campo normal uni-
tário global N . Denotaremos por ∇ e ∇̄ as conexões Riemannianas de Mn e M̄n+1,
respectivamente. Associado à segunda forma fundamental da imersão temos o operador
auto-adjunto A, definido por

A(X) = −(∇̄XN)>.

Sejam λ1, . . . , λn os autovalores de A num ponto p ∈Mn. Definimos a r-ésima curvatura
média Hr da imersão ψ no ponto p da seguinte maneira:

Hr = 1(
n
r

) ∑
16i1<...<ir6n

λi1 · · ·λir .

No sentido de unificar a notação, definimos H0 = 1 e Hr = 0 para todo r > n. Note que
para r = 1, H1 = H é a curvatura média da imersão e no caso r = n,Hn é a curvatura de
Gauss-Kronecker.

Adicionado à hipótese de convexidade para a hipersuperfície, em 1952, Süss [17] es-
tendeu os resultados de Liebmann para a r-ésima curvatura média Hr constante para
algum r = 1, . . . , n. Em 1954, Hsiung [9] provou que a hipótese adicional da convexidade,
assumida por Süss, poderia ser relaxada para estrelada.

Uma descoberta fundamental no sentido de estender os resultados de Liebamn, foi
feita em 1956, por Alexandrov [1], que provou que

2



Teorema 1. A esfera é a única hipersuperfície compacta, mergulhada no espaço euclidi-
ano, com curvatura média, constante.

O método de Alexandrov é completamente diferente dos métodos de Liebmann e Süss,
sendo essencialmente baseado nos princípios do máximo para equações elípticas.

Em 1978, Reilly [15] obteve uma nova demonstração do Teorema de Alexandrov,
usando novas técnicas. Em 1986, Ros [16] provou, seguindo o método de Reilly, que

Teorema 2. A esfera é a única hipersuperfície compacta, mergulhada no espaço euclidi-
ano, com curvatura escalar constante.

Com relação ao caso imerso, Hopf [7] mostrou, em 1951, que a única imersão com
curvatura média constante de S2 em R3 é a imersão canônica, originando uma pergunta
natural:

Problema 1. A esfera é a única hipersuperficie compacta, imersa/mergulhada, com cur-
vatura média de ordem superior, Hr, constante, para algum r = 1, 2, . . . , n?

Essa pergunta foi respondida negativamente para o caso imerso por Hsiang, Teng e Yu
[8], que em 1983, exibiram exemplos de hipersuperfícies compactas, não esféricas, imersas
em R2k, com curvatura média constante. Finalmente, em 1986 , Wente [18] apresentou um
toro imerso em R3, com curvatura média constante, e em 1987, Kapouleas [10] construiu
novos exemplos de superfícies compactas imersas em R3, com curvatura média constante
e gênero maior que um. Desta forma, a hipótese de mergulho nos teoremas de Alexandrov
e de Ros é, de fato, uma necessidade e não pode ser relaxada para imersão.

Feitas essas considerações, podemos enunciar o principal resultado dessa dissertação
que se encontra no artigo [13] de Sebastián Montiel e Antonio Ros. Por questões de
organização do trabalho e das demonstrações, iremos enunciar e demonstrar os três casos,
isto é, para os mergulhos em Rn+1, Sn+1 e Hn+1, separadamente, a saber:

Teorema 3 (Teorema 2.1.6). Seja Mn uma hipersuperfície mergulhada, compacta e sem
bordo no espaço euclidiano Rn+1. Se Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então Mn

é uma esfera.

Teorema 4 (Teorema 2.2.7). Seja Mn uma hipersuperfície mergulhada, compacta e sem
bordo no hemisfério aberto de Sn+1. Se Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então
Mn é uma hiperesfera geodésica.

Teorema 5 (Teorema 2.3.7). Seja Mn uma hipersuperfície mergulhada, compacta e sem
bordo no espaço hiperbólico Hn+1. Se Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então Mn

é uma hiperesfera geodésica.

O trabalho está dividido em dois capítulos. No capítulo 1 introduzimos alguns pré-
requisitos básicos de Geometria Riemanniana com o objetivo de deixar a exposição o mais
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autocontida possível. Além disso, faremos uma breve exposição sobre funções simétricas,
definiremos o r-ésimo tensor de Newton associado à segunda forma fundamental de uma
imersão ψ : Mn → M̄n+1 e demonstraremos algumas de suas propriedades.

O capítulo 2 contém as demonstrações do resultado principal e está dividido em três
seções, cada uma dedicada a uma forma espacial, sendo que na primeira seção provaremos
o caso Euclidiano do teorema principal e na segunda e terceira seções provaremos os casos
esférico e hiperbólico, respectivamente.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os requisitos necessários para a compreensão dos resul-
tados principais dessa dissertação. Exceto quando explicitamente mencionado, a demons-
tração dos resultados apresentados aqui podem ser encontrados em [5]. Sejam Mn (ou
simplesmente M) uma variedade Riemanniana de dimensão n e classe C∞, X(M) o con-
junto dos campos de vetores de classe C∞ em M , D(M) o anel das funções reais de classe
C∞ definidas em M, ∇ e 〈·, ·〉 sua conexão e métrica Riemanniana, respectivamente. O
símbolo ∇ também representará o gradiente de uma função. Nesses casos ficará claro no
contexto tal diferença, excluindo assim qualquer possibilidade de confusão. Além disso,
se p ∈ M , então TpM denotará o espaço tangente a M em p e TM o fibrado tangente a
M .

1.1 Variedades diferenciáveis e campo de vetores

Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma família de apli-
cações injetivas xα : Uα ⊂ Rn → M , definidas em abertos Uα de Rn, satisfazendo as
seguintes propriedades:

(i) ⋃α x (Uα) = M ;

(ii) Para todo par de índices α, β tais que xα (Uα) ∩ xβ (Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos
x−1
β (W ) e x−1

α (W ) são abertos de Rn e as aplicações xβ ◦ x−1
α : x−1

α (W )→ x−1
β (W )

são diferenciáveis;

(iii) A família {(xα, Uα)}α é maximal com esta propriedade.

A família {(xα, Uα)}α recebe o nome de atlas. Cada (xα, Uα) é denominado carta
ou parametrização, ou ainda sistema de coordenadas. O conjunto xα (Uα) é chamado
vizinhança coordenada de cada ponto p ∈ xα (Uα) .

Definição 1.1.1. Sejam Mn e Mm variedades diferenciáveis. Uma aplicação ψ : Mn →
Mm é diferenciável em p ∈ Mn, se dada uma parametrização y : V ⊂ Rm → Mm em
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1. Preliminares

ψ(p) existe uma parametrização x : U ⊂ Rn →Mn em p tal que ψ(x(U)) ⊂ y(V ) e, além
disso, a aplicação

y−1 ◦ ψ ◦ x : U ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em x−1(p). Dizemos que a aplicação ψ é diferenciável em um aberto de
Mn, se é diferenciável em todos os pontos deste aberto.

Definição 1.1.2. Seja Mn uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :
(−ε, ε)→Mn é chamada uma curva (diferenciável) emMn. Suponha que α(0) = p ∈Mn,
o vetor tangente à curva α em t = 0 é a função α′(0) : D → R dada por

α′(0)f = d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣∣
t=0
, f ∈ D.

Definição 1.1.3. Sejam Mn e Mm variedades diferenciáveis. Uma aplicação ψ : Mn →
Mm diferenciável é uma imersão, se dψp : TpMn → Tψ(p)M

m é injetiva para todo p ∈Mn.
Se, além disso, ψ é um homeomorfismo sobre ψ(Mn) ⊂Mm, onde ψ(Mn) tem a topologia
induzida por Mm, diz-se que ψ é um mergulho. Se Mn ⊂Mm, então a inclusão i : Mn ↪→
Mm é uma subvariedade de Mm.

Definição 1.1.4. Seja Mn uma variedades diferenciável. Diz-se que Mn é orientável,
se Mn admite uma estrutura diferenciável {(Uα, xα)} tal que, para todo par α, β, com
xα(Uα)∪ xβ(Uβ = W 6= ∅, a diferencial da mudança de coordenada xβ ◦ x−1

α tem determi-
nante positivo.

Definição 1.1.5. Uma campo de vetores X em uma variedade diferenciável Mn é uma
correspondência que a cada ponto p ∈ Mn associa um vetor X(p) ∈ TpM. Em termos de
aplicações, X é uma aplicação de Mn no fibrado tangente TM . O campo de vetores X é
diferenciável, se a aplicação X : Mn → TMn é diferenciável.

Considerando uma parametrização x : U ⊂ Rn →Mn é possível escrever

X(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

onde cada ai : U → R é uma função em U e
{
∂

∂xi

}
é a base associada a xi, i = 1, . . . , n.

É claro que X é diferenciável se, e só se, as funções ai são diferenciáveis para algum i,
portanto, para qualquer parametrização.

As vezes é conveniente utilizar a ideia de vetor e pensar em um campo de vetores
como uma aplicação X : D(M)→ D(M) do conjunto das funções diferenciáveis em Mn,
definida do seguinte modo

(Xf)(p) =
∑
i

ai(p)
∂f

∂xi
(p).
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1. Preliminares

A expressão campo de vetores significa campo diferenciável de vetores. Também denota-
remos por X(M) o conjunto de todos os campos (diferenciáveis) de vetores.

Exemplo 1.1.6. Sejam X, Y ∈ X(M). Escrevamos X = ∑n
i=1 ai

∂
∂xi

e Y = ∑n
i=1 bi

∂
∂xi

em
uma vizinhança coordenada x(U). Então,

XY (f) = X

 n∑
j=1

bj
∂f

∂xj


=

n∑
j=1

X

(
bj
∂f

∂xj

)

=
n∑
j=1

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

(
bj
∂f

∂xj

)

=
n∑
j=1

n∑
i=1

ai

(
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+ bj

∂2f

∂xi∂xj

)

=
n∑
j=1

n∑
i=1

(
ai
∂bj
∂xi

)
∂f

∂xj
+

n∑
j=1

n∑
i=1

aibj
∂2f

∂xi∂xj
.

Analogamente, vemos que

Y X(f) =
n∑
i=1

n∑
j=1

(
bj
∂ai
∂xj

)
∂f

∂xi
+

n∑
i=1

n∑
j=1

bjai
∂2f

∂xj∂xi
.

Portanto, usando o teorema de Schwarz, que diz que ∂2f

∂xi∂xj
= ∂2f

∂xj∂xi
, obtemos

XY (f)− Y X(f) =
n∑
j=1

n∑
i=1

(
aj
∂bi
∂xj
− bj

∂ai
∂xj

)
∂f

∂xi

sobre x(U). Além disso, pode-se demonstrar que a expressão de XY − Y X independe da
parametrização x. Portanto, XY − Y X ∈ X(M).

Definição 1.1.7. Dados X, Y ∈ X(M), o campo [X, Y ] := XY −Y X ∈ X(M) é chamado
o colchete de X e Y .

Proposição 1.1.8. Se X, Y e Z são campos de vetores suaves sobreM , a e b são números
reais e f e g são funções suaves definidas em M , então

(i) [X, Y ] = −[Y,X];

(ii) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z];

(iii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0;

(iv) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.
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1. Preliminares

1.2 Métricas Riemannianas

Definição 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável Mn é uma
correspondência que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈·, ·〉p = gp(·, ·) no
espaço tangente TpM , tal que, se x : U ⊂ Rn → Mn é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, então para cada par i, j ∈ {1, . . . , n}, q 7 −→

〈
∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)
〉
q
é uma função

suave definida sobre x(U).

As funções gij =
〈

∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉
são chamadas de componentes da métrica Riemanniana g

no sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn → Mn. Uma variedade diferenciável com uma
métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana. É usual deixar de indicar o
índice p em gp = 〈, 〉p sempre que não houver possibilidade de confusão. Denotaremos por
(Mn, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n com uma métrica g. Sempre que não
for importante ou estiver implícito com qual métrica estamos trabalhando, escreveremos
apenasM no lugar de (M, g) e, além disso, diremos queM é uma variedade Riemanniana.

Definição 1.2.2. SejamM e N variedades Riemannianas com métricas g e h, respectiva-
mente. Um difeomorfismo f : M → N (isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa
diferenciável) é chamado uma isometria se

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) ,

ou seja,
g(u, v)(p) = h (dfp(u), dfp(v)) (f(p)),

para todo p ∈M e u, v ∈ TpM.

A definição acima introduz uma relação de equivalência entre duas variedades Ri-
emannianas. Ela diz que duas variedades isométricas são indistinguíveis do ponto de
vista métrico. Isto significa que as medidas como ângulo, área, volume, comprimento e
curvatura, definidas adiante, são idênticas em ambas as variedades.

Definição 1.2.3. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplica-
ção

∇ : X(M)× X(M)→ X(M),

indicada por (X, Y ) 7 −→ ∇XY , que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇YZ;

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y.
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1. Preliminares

Para X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M). Dizemos que ∇XY é a derivada covariante do
campo Y na direção do campo X.

A seguinte proposição estabelece uma relação entre a conexão e a derivada covariante.

Proposição 1.2.4. Sejam M uma variedade Riemanniana e ∇ sua conexão. Existe uma
única correspondência que associa a cada campo de vetores V, ao longo de uma curva
c : I ⊂ R → M, um outro campo de vetores DV

dt
ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que

(a) D

dt
(V +W ) = DV

dt
+ DW

dt
;

(b) D

dt
(fV ) = df

dt
V + f

DV

dt
, onde f é uma função diferenciável em I;

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇dc/dtY .

Definição 1.2.5. Dizemos que uma conexão afim ∇ em uma variedade Riemanniana M
é compatível com a métrica se, para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M), temos

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 .

Definição 1.2.6. Uma conexão afim ∇ em uma variedade Riemanniana M é dita simé-
trica, se para todos X, Y ∈ X(M), temos

∇XY −∇YX = [X, Y ].

Agora iremos enunciar uma proposição importante sobre a existência e unicidade de
uma conexão afim simétrica e compatível com a métrica de uma variedade Riemanniana.

Proposição 1.2.7. Dada uma variedade RiemannianaM , existe uma única conexão afim
∇ em M simétrica e compatível com a métrica Riemanniana.

Demonstração. Ver página 61 de [5]

A conexão afim da proposição anterior é denominada a conexão de Levi-Civita (ou
Riemanniana) de M . De agora em diante, estaremos sempre considerando variedades
Riemannianas com suas respectivas conexões Riemannianas.

Definição 1.2.8. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva c : I →M é chamado paralelo, quando DV

dt
= 0,

para todo t ∈ I.

Definição 1.2.9. Um conjunto {E1, . . . , En} é dito um referencial para M se, para cada
p ∈ M , o conjunto {E1(p), . . . , En(p)} for uma base de TpM . Se essa base é ortonormal
para todo p ∈M, dizemos que o referencial é ortonormal.

9
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Isto implica que todo campo de vetores X ∈ X(M) pode ser escrito da forma

X =
n∑
i=1

xiEi,

onde as funções xi são diferenciáveis. Um caso especial de referencial será particularmente
útil:

Definição 1.2.10. Um referencial ortornormal emM é dito geodésico p ∈M, se∇EiEj(p) =
0, para todo i, j ∈ {1, . . . , n}.

1.3 Integrais sobre variedades Riemannianas

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e seja x : U ⊂ Rn →M uma parame-
trização tal que o fecho de U é compacto. Definimos a integral de f sobre U por

∫
U
fdM =

∫
U

(f ◦ x)(u1, . . . , un)√gdu1 . . . dun,

onde g = detG e G = (gij)n×n é a matriz cujos coeficientes são os termos da métrica.
Observe que a definição acima não depende da parametrização. De fato, se y : W ⊂
Rn → V ⊂ M é uma outra parametrização e se ξ = x−1 ◦ y : W → U é a mudança
de coordenadas de y para x, então, pelo teorema de mudança de variáveis para integrais
múltiplas, temos∫

U
f ◦ x(u1, . . . , un)√gdu1 . . . dun =

∫
ξ−1(U)

(f ◦ x ◦ ξ)(v1, . . . , vn)√g|det ξ′|dv1 . . . dvn

=
∫
W

(f ◦ y)(v1, . . . , vn)√g.
√
h
√
g
dv1 . . . dvn =

∫
W

(f ◦ y)(v1 . . . vn)
√
hdv1 . . . dvn,

onde usamos que |det ξ′|= |detH|/|detG|= √g/
√
h, G e H são as matrizes da métrica

relativas às parametrizações x e y, respectivamente, e onde seus respectivos determinantes
são representados por √g e

√
h. Assim, a integral está bem definida e não depende de

parametrizações.
Para estender a definição de integral sobre toda a superfície compacta M, iremos

utilizar as partições da unidade.

Definição 1.3.1. O suporte de uma função f : M → R é o conjunto

supp f = {x ∈M ;x = lim
k
xk, xk ∈M, f(xk) 6= 0},

isto é, o fecho (em M) do conjunto dos pontos x ∈M tais que f(x) 6= 0.

Definição 1.3.2. Uma partição da unidade em uma variedade diferenciável compacta

10
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M é uma família (ηλ)λ∈Λ de funções diferenciáveis ηλ : M → R que satisfaz as seguintes
propriedades:

i) ηλ(x) ≥ 0 para todo λ ∈ Λ e todo x ∈M ;

ii) Para todo x ∈M, tem-se
∑
λ∈Λ

ηλ(x) = 1.

Lembremos que, se M é compacta, então M pode ser coberta por uma família finita
de abertos. Assim, se V1 ∪ . . . ∪ Vm é uma cobertura aberta de M, então M possui uma
partição da unidade (ηi)mi=1 tal que supp ηi ⊂ Vi. Dessa forma, definimos a integral de
f : M → R por

∫
M
fdA =

m∑
i=1

∫
M
ηifdA =

m∑
i=1

∫
Ui
ηi · (f ◦ xi)(u1, . . . , un)√gdui . . . dun, (1.1)

onde xi : Ui ⊂ Rn → Vi ⊂M são parametrizações locais de M.

Mostraremos agora que a integral em (1.1) não depende da partição da unidade esco-
lhida. Sejam W1∪ . . .∪Ws uma outra cobertura de M e (ξj)sj=1 uma partição da unidade
associada satisfazendo supp ξj ⊂ Vj. Assim, como ∑m

i=1 ηi = ∑s
j=1 ξj = 1, temos que

m∑
i=1

∫
M
ηifdA =

m∑
i=1

∫
M
ηi

s∑
j=1

ξjfdA =
m∑
i=1

s∑
j=1

∫
M
ηiξjfdA

=
s∑
j=1

∫
M

m∑
i=1

ηiξjfdA =
s∑
j=1

∫
M
ξjfdA,

e, portanto, a integral para variedades Riemannianas compactas está bem definida.

1.4 Geodésicas, aplicação exponencial e variedades
Riemanninas completas

Definição 1.4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e I ⊂ R um intervalo aberto.

Uma curva parametrizada γ : I →M é uma geodésica se, para todo t ∈ I, D
dt

(
dγ

dt

)
= 0.

Nesse caso, se v(t) =
√
〈γ′(t), γ′(t)〉 é a velocidade de γ, temos que

d

dt

(
v2(t)

)
= d

dt
〈γ′(t), γ′(t)〉

= 2
〈
D

dt
γ′(t), γ′(t)

〉
= 0.

Concluímos, portanto, que se γ é geodésica, então o vetor velocidade de γ possui
norma constante.

11
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Dizemos que uma geodésica γ é normalizada ou que está parametrizada pelo compri-
mento de arco quando |γ′(t)| = 1, para todo t ∈ I.

Como uma consequência do teorema de existência e unicidade das soluções de equações
diferenciais ordinárias, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.4.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dados p ∈ M e v ∈ TpM ,
existe uma única geodésica γ : I →M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Denotaremos por γv a única geodésica que no instante t = 0 passa por p com velocidade
v ∈ TpM

Definição 1.4.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈M. A aplicação exponen-
cial expp : TpM →M é a aplicação diferenciável

expp(v) = γ(1, p, v) = γ

(
|v|, p, v

|v|

)
,

onde γ(t) = γ(t, p, v) é a única geodésica satisfazendo γ(0) = p e γ′(0) = v.

Definição 1.4.4. A distância entre dois pontos p q em uma variedade Riemanniana M
é definida como o ínfimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciáveis por partes
que ligam p a q.

Definição 1.4.5. Uma variedade Riemanniana M é dita (geodesicamente) completa se,
para todo p ∈M, a aplicação expp está definida para todo v ∈ TpM, isto é, as geodésicas
iniciando em t estão definidas para todo t ∈ R.

Proposição 1.4.6 (Teorema de Hopf-Rinow). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) M é geodesicamente completa;

(ii) M é um espaço métrico completo;

(iii) expp está definida sobre todo o TpM para todo p ∈M ;

(iv) Os conjuntos fechados e limitados de M são compactos;

(v) Existe uma sequência de subconjuntos compactos Kn ⊂M satisfazendo Kn ⊂ Kn+1,⋃∞
n=1Kn = M tal que, se qn 6∈ Kn, então d(qn, p)→∞.

Além disso, qualquer uma das afirmações acima implica que para qualquer q ∈ M existe
uma geodésica γ ligando p a q tal que o comprimento de γ é igual à distância de p a q em
M.

Definição 1.4.7. Uma variedade Riemanniana M é dita (geodesicamente) completa se,
para todo p ∈M, a aplicação expp está definida para todo v ∈ TpM, isto é, as geodésicas
iniciando em t estão definidas para todo t ∈ R.

Observação 1.4.8. As demonstrações dos resultados dessa seção podem ser encontradas,
por exemplo, em [5].
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1.5 Curvatura

A seguir apresentaremos a definição de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto
uma variedade Riemanniana deixa de ser Euclidiana.

Definição 1.5.1. O tensor curvatura ou, simplesmente, a curvatura R de uma variedade
Riemanniana M , é uma correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma
aplicação R(X, Y ) : X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Lema 1.5.2. O tensor curvatura em uma variedade Riemanniana satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) R(X, Y )Z é trilinear, isto é, linear nas variáveis X, Y e Z;

(ii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(Y,X)Z, T 〉;

(iii) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = −〈R(X, Y )T, Z〉;

(iv) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X, Y 〉;

(v) Satisfaz a identidade de Bianchi:

R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0.

Proposição 1.5.3. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bidimensional do espaço tangente TpM
e sejam x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

Kσ(p) = K(x, y) = 〈R(x, y)x, y〉√
|x|2|y|2−〈x, y〉2

,

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

Demonstração. Ver página 105 de [5].

Definição 1.5.4. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bi-dimensional σ ⊂ TpM ,
o número real Kp(σ) = Kp(x, y), onde {x, y} é uma base qualquer de σ, é chamado
curvatura seccional de σ em p.
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1.6 Gradiente, divergente, Laplaciano e Hessiano

Definição 1.6.1 (Gradiente). O gradiente de uma função f ∈ D(M) é o único campo de
vetores ∇f ∈ X(M) que satisfaz a equação

〈∇f,X〉 = Xf, ∀X ∈ X(M).

Sob o ponto de vista de formas diferenciais, vemos que df(p) é um funcional linear para
cada p ∈M e, portanto, existe um único vetor ∇f(p) tal que

df(p)(X(p)) = 〈∇f(p), X(p)〉p.

Fazendo p variar sobre M , obtemos

df(X) = 〈∇f,X〉.

Proposição 1.6.2. Se f ∈ D(M) e {e1, . . . , en} é um referencial geodésico em M , então

∇f =
n∑
i=1

ei(f)ei.

Demonstração. Ao escrever
∇f =

n∑
i=1

aiei,

temos que

ej(f) = 〈∇f, ej〉 =
〈

n∑
i=1

aiei, ej

〉
= aj.

Portanto
∇f =

n∑
i=1

ei(f)ei.

Proposição 1.6.3. Se f, g : Mn → R são funções suaves, então

(i) ∇(f + g) = ∇f +∇g;

(ii) ∇(fg) = g∇f + f∇g.

Demonstração. Se X ∈ X(M), então

〈∇(f + g), X〉 = X(f + g)
= X(f) +X(g)
= 〈∇f,X〉+ 〈∇g,X〉
= 〈∇f +∇g,X〉

14
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e
〈∇(fg), X〉 = X(fg)

= gX(f) + fX(g)
= 〈g∇f,X〉+ 〈f∇g,X〉
= 〈g∇f + f∇g,X〉.

Como isto vale para todo X ∈ X(M), os resultados seguem.

Definição 1.6.4. Seja X ∈ X(M). A divergência de X é a função div X : M → R, dada
para p ∈M por

(divX)(p) = tr{v 7→ (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Decorre diretamente da definição que, se X, Y ∈ X(M) e f ∈ D(M), então

(i) div(X + Y ) = divX + div Y ;

(ii) div(f.X) = f.divX + 〈∇f,X〉.

Definição 1.6.5. Seja f ∈ D(M). O Laplaciano de f é o operador ∆ : D(M) → D(M)
definido por

∆f = div(∇f).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente que:

(i) ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

(ii) ∆(f · g) = f ·∆g + g ·∆f + 2〈∇f,∇g〉, para quaisquer f, g ∈ D(M).

Definição 1.6.6. Seja f ∈ D(M). O Hessiano de f no ponto p ∈ M é o campo de
operadores lineares (Hessf)p : TpM → TpM , definido para v ∈ TpM por

(Hessf)p(v) = ∇v∇f.

Segue das propriedades de conexão Riemanniana que, se X é uma extensão local de v
então Hessfp(v) = (∇X∇f)(p). Podemos considerar Hessf como um tensor tal que, para
cada par de campos X, Y ∈ X(M), temos

Hessf(X, Y ) = 〈Hessf(X), Y 〉.

Proposição 1.6.7. Se f ∈ D(M), então para todo p ∈M vale a igualdade

∆f(p) = tr (Hessfp) .
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Demonstração. Sejam p ∈M e U ⊂M uma vizinhança aberta de p na qual está definido
um referencial ortonormal {e1, . . . , en}. Então

tr (Hessf)p =
n∑
i=1
〈(Hessf)p (ei) , ei〉

=
n∑
i=1
〈∇ei∇f, ei〉p

= div(∇f)(p)
= ∆f(p).

Integrais sobre variedades Riemannianas compactas satisfazem o

Teorema 1.6.8 (Teorema da Divergência). Se Mn é uma variedade Riemanniana orien-
tada, compacta, com bordo e X um campo de vetores definido em Mn, então

∫
M

(divX)dM = −
∫
∂M
〈X,N〉ds,

onde N é o vetor normal unitário apontando para o interior de ∂Mn, na orientação de
Mn.

Demonstração. Ver página 230 de [11].

Uma consequência imediata do teorema da divergência é o

Corolário 1.6.9. SeM é uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e X ∈ X(M),
então ∫

M
(divX)dM = 0.

1.7 A segunda forma fundamental

Definição 1.7.1 (Variedades Imersas). Uma aplicação f : Mn → M̄n+m=k entre duas
variedades diferenciáveis é dita uma imersão, se sua diferencial dfp : TpM → Tf(p)M̄

é injetiva para todo p ∈ M. Se M̄ possui uma estrutura Riemanniana, f induz uma
estrutura Riemanniana em M , dada por

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) , u, v ∈ TpM.

Como dfp é injetiva, 〈, 〉p é positivo definido. As demais condições da Definição 1.2.1 são
facilmente verificadas. A métrica de M é chamada então a métrica induzida por f , e f é
então chamada de uma imersão isométrica e o número m = dim M̄ − dimM é chamado
de codimensão da imersão.
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Definição 1.7.2. Quando a imersão tem codimensão 1, dizemos que M é uma hipersu-
perfície de M̄.

Seja f : Mn → M̄n+m=k uma imersão. Então, para cada p ∈M , existe uma vizinhança
U ⊂ M de p tal que f(U) ⊂ M̄ é uma subvariedade de M̄ . Isto quer dizer que existem
uma vizinhança Ū ⊂ M̄ de f(p) e um difeomorfismo ϕ : Ū → V ⊂ Rk em um aberto V do
Rk, tais que ϕ aplica difeomorficamente f(U) ∩ Ū em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rk.

Para simplificar a notação, identificaremos U com f(U) e cada vetor v ∈ TqM, q ∈ U ,
com dfq(v) ∈ Tf(q)M̄. Usaremos tais identificações para estender, por exemplo, um campo
local (isto é, definido em U ) de vetores de M a um campo local (isto é, definido em Ū )
de vetores em M̄ ; se U é suficientemente pequeno, tal extensão é sempre possível, como
se vê facilmente usando o difeomorfismo ϕ.

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM̄ decompõe TpM̄ na soma direta

TpM̄ = TpM ⊕ (TpM)⊥ ,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM̄ . Se v ∈ TpM̄, p ∈M , podemos
escrever

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥ .

Denominamos vT a componente tangencial de v e vN a componente normal de v. A
conexão Riemanniana de M̄ será indicada por ∇̄. Se X e Y são campos locais de vetores
em M, e X̄, Ȳ são extensões locais a M̄ , definimos

∇XY =
(
∇̄X̄ Ȳ

)T
,

a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M .
Consideramos em TM⊥ a métrica obtida pela restrição da métrica de TM̄ . Para

X ∈ X(M) e η ∈ X(M)⊥, uma fácil verificação permite mostrar que

∇⊥
X
η :=

(
∇̄Xη

)⊥
,

onde ()⊥ denota projeção sobre TM⊥, bem define uma conexão ∇⊥ : X(M)× X(M)⊥ →
X(M)⊥ no fibrado normal de M. Tal conexão é compatível com a métrica de TM⊥, uma
vez que se X ∈ X(M) e η, ξ ∈ X(M)⊥, então

X〈η, ξ〉 =
〈
∇̄Xη, ξ

〉
+
〈
η, ∇̄Xξ

〉
=
〈
∇⊥Xη, ξ

〉
+
〈
η,∇⊥Xξ

〉
,

a conexão ∇⊥ é denominada a conexão normal da imersão.

Definição 1.7.3. Sejam f : M → M̄ uma imersão isométrica, U ⊂M uma vizinhança de
p ∈M tal que f(U) ⊂ M̄ é uma subvariedade de M̄ e N ∈ X(Ū) um campo local de M̄ ,
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com Ū ⊂ M̄ aberto e f(U) ⊂ Ū . O campo N diz-se normal aM, se X̄(p) = X̄p ∈ (TpM)⊥,
para todo p ∈ U .

Assim, segue da definição 1.7.3 que,

B(X, Y ) := ∇̄X̄ Ȳ −∇XY

é um campo local em M̄ normal à M . Prova-se que B(X, Y ) está bem definida, isto é,
B(X, Y ) não depende das extensões X̄ e Ȳ . Indicaremos por X(U)⊥ o espaço dos campos
de vetores diferenciáveis em U normais à f(U) ≈ U .

Proposição 1.7.4. Se X, Y ∈ X(M), então a aplicação B : X(M) × X(M) → X(M)⊥,
dada por

B(X, Y ) = ∇̄XY −∇XY

está bem definida. Além disso, B é bilinear e simétrica.

Demonstração. Ver página 140 de [5].

Agora podemos definir a segunda forma fundamental de M em M̄ . Sejam p ∈ M e
η ∈ (TpM)⊥. Defina a aplicação Hη : TpM × TpM → R por

Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉,

e, pela Proposição 1.7.4, temos que Hη é bilinear e simétrica. Observe que a aplicação
Hη está bem definida pois B(X, Y )(p) depende apenas de Xp na primeira entrada e B é
simétrica, temos que B(X, Y )(p) depende apenas de Xp e Yp.

Definição 1.7.5. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Às vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental para designar a
aplicação B que em cada p ∈M é uma aplicação bilinear, simétrica, tomando valores em
(TpM)⊥.

Definição 1.7.6. A aplicação bilinear Hη está associada uma aplicação linear auto-
adjunta Aη : TpM → TpM, dada por

〈Aη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉.

A aplicação Aη é denominada o operador de Weingarten ou operador de forma associado
à segunda forma fundamental IIη. Quando a codimensão é 1, isto é, quando M é uma
hipersuperfície de M̄, iremos denotar esse operador apenas por A.
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A proposição a seguir dá uma expressão da aplicação linear associada à segunda forma
fundamental em termos da derivada covariante.

Proposição 1.7.7. Sejam p ∈ M,x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥ . Seja N uma extensão local
de η normal à M. Então

Aη(x) = −
(
∇̄xN

)T
.

Demonstração. Sejam y ∈ TpM e X, Y extensões locais de x, y respectivamente. Então
〈N, Y 〉 = 0, donde concluímos que

〈Aη(x), y〉 = 〈B(X, Y )(p), N〉
=
〈
∇̄XY −∇XY,N

〉
(p)

=
〈
∇̄XY,N

〉
(p)

= −
〈
Y, ∇̄XN

〉
(p)

=
〈
−∇̄xN, y

〉
para todo y ∈ TpM .

Sejam f(M) ⊂ M̄ uma hipersuperfície, p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥ , |η|= 1. Como
Aη : TpM → TpM é auto-adjunta, segue do Teorema Espectral que existe uma base
ortonormal {e1, . . . , en} de TpM formada por autovetores com autovalores associados
λ1, . . . , λn, isto é, Aη (ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n. Neste caso, denominamos os ei de di-
reções principais e os λi de curvaturas principais da imersão f .

Definição 1.7.8. Uma imersão isométrica ϕ : Mn → M̄n+k é umbílica em p ∈ M se,
para cada µ ∈ TpM⊥, existe um número real λµ tal que

Aµ = λµid, onde id : TpM → TpM.

A imersão é totalmente umbílica se ela é umbílica em cada p ∈M .

A proposição a seguir relaciona os tensores curvatura de M e M̄ por meio da segunda
forma fundamental da imersão. Uma demonstração desse resultado pode ser encontrada
no capítulo 6 de [5].

Proposição 1.7.9. Se f : Mn → M̄n+m é uma imersão isométrica, então

(i) (Gauss) 〈R̄(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉−〈B(Y, T ), B(X,Z)〉+〈B(X,T ), B(Y, Z)〉;

(ii) (Codazzi) 〈R̄(X, Y )Z, η〉 = (∇̄YB)(X,Z, η)− (∇̄XB)(Y, Z, η),

onde X, Y, Z, T ∈ TM, η ∈ TM⊥ e

(∇̄XB)(Y, Z, η) = X〈B(Y, Z), η〉 − 〈B(∇XY, Z), η〉 − 〈B(Y,∇XZ), η〉.
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Corolário 1.7.10 (Gauss). Se f : Mn → M̄n+m é uma imersão isométrica e X, Y ∈ TM
são campos de vetores ortonormais, então

K(X, Y ) = K̄(X, Y ) + 〈B(X,X), B(Y, Y )〉 − |B(X, Y )|2.

Corolário 1.7.11 (Codazzi). Se f : Mn → M̄n+1 é uma imersão isométrica e M̄n+1 tem
curvatura secional constante, então

(∇XA)(Y ) = (∇YA)(X)

onde A é o operador de forma de f e (∇XA)(Y ) = ∇XA(Y )− A(∇XY ).

1.8 Coordenadas de Fermi

Seja Mn uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa M̄n+m. Como
de costume, iremos identificar M com ψ(M) ⊂ M̄n+m. Nesta seção iremos considerar a
função distância de M̄n+m baseada em M . Os detalhes do que iremos apresentar aqui
podem ser encontrados em [4], p. 138-146 (ver também a seção 4 do Capítulo X de [5]).

Definição 1.8.1. Dado, q ∈ M̄n+m a função distância de q a M é

r(q) = d(q,M) := inf{d(q, p); p ∈M}

Lema 1.8.2. SeMn é uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa M̄n+m,
então a função distância r : M̄n+m → R dada por r(q) = d(q,M) satisfaz

(i) |∇̄r|= 1;

(ii) As curvas integrais de ∇̄r são geodésicas de M̄n+m emanando de M ;

(iii) Se M é compacta, então existe ε > 0 tal que ∇̄r está definida e é suave em
r−1((0, ε)). Além disso, as curvas integrais de ∇̄r intersectam M ortogonalmente;

(iv) Se M é compacta e q ∈ M̄\M , então existe uma geodésica γ : [0, 1]→ M̄ , ortogonal
a M, tal que γ(0) ∈M, γ(1) = q e `(γ) = d(q,M).

Seja exp a aplicação exponencial de M̄n+m e considere a restrição

exp⊥ = exp|(TM)⊥

ao fibrado normal de M em M̄n+m. Denote ainda por (SM)⊥ = {η ∈ (TM)⊥; |η|= 1}.

Definição 1.8.3. A aplicação E : [0,∞)× (SM)⊥ → R dada por

E(t, η) = exp⊥(tη)
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determina coordenadas radiais em M̄n+m a partir de M, chamadas de coordenadas de
Fermi associadas à função distância r(q) = d(q,M).

Definição 1.8.4. Dizemos que um ponto q ∈ M̄n+m é um ponto focal de M em M̄ se p
é um valor crítico de exp⊥ .

Observação 1.8.5. Geometricamente, se Rn+1, então dada α : I → M uma curva suave,
a definição de ponto focal implica que as retas normais que começam ao longo da curva
ψ ◦ α perto de ψ(p) = ψ(α(s0)) tendem a se concentrar em q = ψs(α(t0)) = ψs(p). Veja
figura 1.1.

Figura 1.1: f é um ponto focal de uma hipersuperfície ψ em R2.

Definição 1.8.6. Dados p ∈ M e η ∈ (SpM)⊥, definimos a distância ao ponto focal
mínimo de M, ao longo da geodésica γ em M̄n+m tal que γ(0) = p e γ′(0) = η, por

cη(p) := sup{t > 0; d(M,γ(t)) = t.}

isto é, o maior valor de t tal que a geodésica que parte deM, ortogonal aM, minimiza dis-
tância a M. Se a codimensão m = 1, omitiremos a menção a vetor normal e escreveremos
c(p) = cη(p).

Sob todas essas considerações, obtemos

Proposição 1.8.7. Se Mn é uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa
M̄n+m e f : M̄n+m → R é uma função integrável, então

∫
M̄
fdV =

∫
M

∫
(SpM)⊥

∫ cη(p)

0
f(exp⊥(tη))√g(t, η)dtdµm−1dA.

Em particular, se a codimensão m = 1, então
∫
M̄
fdV =

∫
M

∫ c(p)

0
f(exp⊥(tη))√g(t, η)dtdA.

Aqui, g(t, η) é o determinante da matriz da métrica Riemanianna de M̄n+m nas coorde-
nadas de Fermi, dA é a medida Riemmaniana de M e dµm−1 é a medida Riemanniana
de (SpM)⊥.
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1.9 Transformações de Newton

Definição 1.9.1. Uma função f : Rn → R é dita simétrica, se f é invariante por permu-
tação de suas variáveis independentes, isto é,

f (x1, . . . , xn) = f
(
xρ(1), . . . , xρ(n)

)
,

para todas as bijeções ρ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.

Definição 1.9.2. Definimos a k-ésima função simétrica elementar sk : Rn → R por

sk (x1, . . . , xn) =


1 , k = 0∑
1≤i1<...<ik≤n

xi1 . . . xik , k ∈ {1, . . . , n}

0 , k > n.

As funções simétricas elementares tem as seguintes propriedades

Proposição 1.9.3. Se sk : Rn → R é a k-ésima função simétrica elementar, então

(i) ∂

∂xj
sk (x1, . . . , xn) = sk−1 (x1, . . . , x̂j, . . . , xn) ;

(ii)
sk (x1, . . . , x̂i, . . . , xn)− sk (x1, . . . , x̂j, . . . , xn)

= (xj − xi) sk−1 (x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xn) ;

(iii)
n∑
j=1

xj
∂

∂xj
sk (x1, . . . , xn) = k · sk (x1, . . . , xn).

Aqui x̂j indica que o elemento xj foi omitido.

Demonstração. Usando o método de indução finita, os itens (i) e (ii) decorrem diretamente
da definição. A prova do item (iii) pode ser consultada em [2] .

Definição 1.9.4. Seja ψ : Mn → Mn+1 uma imersão isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A : TpM → TpM o operador linear auto-adjunto associado à segunda
forma fundamental da imersão ψ em cada ponto p ∈ M . Associado a A temos os n
invariantes Sr(A), 1 ≤ r ≤ n, definidos pela igualdade

det(tI − A) =
n∑
r=0

(−1)rSr(A)tn−r,

onde S0(A) = 1 por definição. Quando {e1, . . . , en} é uma base de TpM formada por
autovetores de A, com autovalores, respectivamente, {λ1, . . . , λn}, vê-se que

Sr(A) = sr (λ1, . . . , λn) ,

onde sr é o r-ésimo polinômio simétrico elementar.
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Definição 1.9.5 (Transformações de Newton). Sejam ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão
isométrica, A seu operador de forma e r ∈ N. Definimos o r-ésimo Tensor de Newton
como sendo a aplicação Pr : TpM → TpM dada, recursivamente, por

Pr(A) = Sr(A)I − APr−1(A)

e P0 = I. Note Pr(A) = P (A) = 0 para todo r ≥ n.

Observação 1.9.6. Por simplicidade, de agora em diante, denotaremos Pr(A) e Sr(A) por
Pr e Sr, respectivamente.

Observação 1.9.7. Visto que Pr um polinômio em A para todo r, ele é também auto-
adjunto e comuta com A. Assim, toda base que diagonaliza A em p ∈ Mn também
diagonaliza todos os Pr em p ∈Mn.

Lema 1.9.8. Seja ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão isométrica entre duas variedade Rie-
mannianas e seja A o operador linear associado à segunda forma fundamental. O r-ésimo
Tensor de Newton Pr associado a A, satisfaz

(i) tr(Pr) = (n− r)Sr;

(ii) tr(A ◦ Pr) = (n− 1)Sr+1.

Demonstração. Ver [3], p. 279.

1.10 As r-ésimas curvaturas médias Hr

Sejam ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão isométrica entre duas variedades Riemannianas
e λi, i = 1, . . . , n, as curvaturas principais em um ponto arbitrário de Mn. Definimos as
r-ésimas curvaturas médias Hr de ψ, para 0 ≤ r ≤ n, por

Hr = Sr(
n
r

) = sr(λ1, . . . , λn)(
n
r

) . (1.2)

Usando (1.2), segue que

H1(p) = H(p) = λ1(p) + . . .+ λn(p)
n

é a curvatura média de ψ em p, e

Hn(p) = λ1(p) . . . λn(p)

é a curvatura de Gauss-Kronecker de ψ em p. Por definição, adotamos H0(p) = 1.
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A seguir estabelecemos algumas desigualdades algébricas sobre as r-ésimas curvaturas
médias Hr.

Denotemos por Ck, k = 1, . . . , n, a componente conexa do conjunto

{x ∈ Rn; sk(x) > 0}

contendo o vetor a = (1, . . . , 1). Note que cada vetor (x1, . . . , xn), com todas as suas
componente maiores que zero encontra-se em cada Ck. O resultado a seguir é devido a
Gärgind, ver [6].

Lema 1.10.1 (Gärdind). São válidas as seguintes afirmações:

(i) Se k ≤ r, então Ck ⊃ Cr;

(ii) Se x ∈ Ck, então
s

(k−1)/k
k (x) ≤ sk−1(x), k = 1, . . . , r;

Além disso, se k ≥ 2, a igualdade é válida se, e somente se, x for proporcional ao
vetor a = (1, 1, . . . , 1).

(iii) Se x ∈ Cr, então
s1/r
r ≤ s1(x), x ∈ Cr.

Além disso, se k ≥ 2, a igualdade é válida se, e somente se, x for proporcional ao
vetor a = (1, 1, . . . , 1).

Como consequência, obtemos

Lema 1.10.2. Seja ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão isométrica entre duas variedades
Riemannianas, onde Mn é conexa. Suponhamos que existe um ponto de Mn onde todas
as curvaturas principais λ1, . . . , λn são positivas. Se Hr é maior que zero em todo ponto
em Mn, então o mesmo vale para Hk, k = 1, . . . , r − 1. Além disso

H
(k−1)/k
k ≤ Hk−1 e H

1/k
k ≤ H, k = 1, . . . , r. (1.3)

Se k ≥ 2, então a igualdade em (1.3) ocorre apenas em pontos umbílicos.

1.11 O operador Lr
Associado a cada Pr temos o operador diferencial linear de segunda ordem

Lr : D(M)→ D(M), que introduzimos a seguir.

Definição 1.11.1. Dada uma função diferenciável f : Mn → R definimos o operador
diferencial de segunda ordem Lr em Mn por:

Lr(f)(p) = tr(Pr ◦ Hessf)(p).
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Aqui, r ∈ N com 0 ≤ r ≤ n− 1.

Observação 1.11.2. Note que para r = 0, L0(f) = tr(Hessf)) = ∆f é o Laplaciano.

Lema 1.11.3. Se f, g ∈ D(M), então

Lr(fg) = fLrg + gLrf + 2〈Pr(∇f),∇g〉. (1.4)

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal de Mn. Temos

Lr(fg) = tr(Pr ◦ Hess(fg))

=
n∑
i=1
〈∇ei∇(fg), Pr(ei)〉

=
n∑
i=1
〈∇ei(f∇g + g∇f), Pr(ei)〉

=
n∑
i=1
〈ei(f)∇g + f∇ei∇g + ei(g)∇f + g∇ei∇f, Pr(ei)〉

=
n∑
i=1

[〈∇g, Pr(ei(f)ei)〉+ f〈∇ei∇g, Pr(ei)]

+
n∑
i=1

[〈∇f, Pr(ei(g)ei)〉+ g〈∇ei∇f, Pr(ei)]

= 〈∇g, Pr(∇f)〉+ ftr(Pr ◦ Hess(g)) + 〈∇f, Pr(∇g)〉+ gtr(Pr ◦ Hess(f))
= fLrg + gLrf + 2〈Pr(∇f),∇g〉,

pois Pr é auto-adjunta.

O objetivo agora é demonstrar que, para imersões em Rn+1, Sn+1 ou Hn+1, operador
Lr pode ser escrito da forma

Lr(f) = div(Pr(∇f)).

Isso será provado nas proposições a seguir.

Proposição 1.11.4. Sejam Σn ∈ M̄n+1 uma variedade Riemanniana e T : TΣ → TΣ
um operador linear auto-adjunto. Defina o operador

L(f) = tr(T ◦ Hessf).

Então
L(f) = div(T (∇f))

se, e somente se,

tr (X 7→ T (∇XY )) = tr (X 7→ ∇X(TY )) , ∀Y ∈ TΣ.
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Demonstração. Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal de TΣ. Assim,

L(f) =
n∑
i=1
〈∇eiT (∇f), ei〉

=
n∑
i=1
〈T∇ei∇f, ei〉

=
n∑
i=1
〈∇ei∇f, Tei〉.

Como
ei〈∇f, Tei〉 = 〈∇ei∇f, Tei〉+ 〈∇f,∇eiTei〉,

temos
〈∇ei∇f, Tei〉 = ei〈∇f, Tei〉 − 〈∇f,∇eiTei〉

= ei〈T∇f, ei〉 − 〈∇f,∇eiTei〉,

e, portanto,

L(f) =
n∑
i=1

[ei〈T∇f, ei〉 − 〈∇f,∇eiTei〉]

=
n∑
i=1

[〈∇ei(T∇f), ei〉+ 〈T∇f,∇eiei〉 − 〈∇f,∇eiTei〉]

= div(T∇f) + 〈∇f,
n∑
i=1

(T (∇eiei)−∇eiTei)〉.

Por outro lado,

tr (X 7→ T (∇XY )) =
n∑
i=1
〈T (∇eiY ), ei〉 =

n∑
i=1
〈∇eiY, Tei〉

=
n∑
i=1

ei〈Y, Tei〉 −
n∑
i=1
〈Y,∇eiTei〉

e
tr (X 7→ ∇X(TY )) =

n∑
i=1
〈∇eiTY, ei〉

=
n∑
i=1

ei〈Y, Tei〉 −
n∑
i=1
〈Y, T (∇eiei)〉.

Assim,
tr (X 7→ T (∇XY )) = tr (X 7→ ∇X(TY )) , ∀Y ∈ TΣ

se, e somente se,
−〈Y,∇eiTei〉 = −〈Y, T (∇eiei)〉,

isto é,
〈Y, T (∇eiei)−∇eiTei〉 = 0, ∀Y ∈ TΣ.
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Portanto
T (∇eiei) = ∇eiTei.

Proposição 1.11.5. Seja Σn ⊂ M̄n+1 uma hipersuperfície. Se M̄n+1 = Rn+1, Hn+1 ou
Sn+1, então

Lr(f) = div(Pr∇f).

Demonstração. Seja {ei, . . . , en} um referencial ortonormal em TΣ e geodésico em p ∈ Σ.
Vamos mostrar, usando o método de indução finita, que

tr (X 7→ ∇XPrY )) = tr (X 7→ Pr(∇XY )) , ∀Y ∈ TΣ.

Inicialmente, vamos verificar para r = 0. Como P0 = I, temos que

∇XIY = ∇XY = I∇XY.

Usando a Proposição 1.11.4, segue o resultado. Suponhamos que vale para (r− 1), vamos
mostrar que vale também para r. Note que

tr (X 7→ Pr(∇Xej)) =
n∑
i=1
〈Pr(∇eiej), ei〉 = 0,

pois o referencial é geodésico. Como

Pr(A) = Sr(A)I − APr−1(A),

vamos mostrar que
tr (X 7→ ∇XPrej)) = 0.

De fato,

tr (X 7→ ∇XPrej)) = tr (X 7→ ∇X(Sr(A)I − APr−1(A)))
= tr (X 7→ ∇X(Sr(A)I)(ej))− tr (X 7→ ∇X(APr−1(A))( ej)).

Como
tr (X 7→ ∇X(Sr(ej)) =

n∑
i=1
〈∇ei(Sr(ej), ei〉

=
n∑
i=1
〈ei(Sr)ej + Sr∇eiej, ei〉

=
n∑
i=1

[〈ei(Sr)ej, ei〉+ Sr〈∇eiej, ei〉] .
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Visto que o referencial é geodésico, obtemos

tr (X 7→ ∇X(Sr(ej)) =
n∑
i=1
〈ei(Sr)ej, ei〉 = ej(Sr).

Portanto,
tr (X 7→ ∇XPrej)) = ej(Sr)− tr (X 7→ ∇X(APr−1(A))( ej)).

Agora, devemos mostrar que

tr (X 7→ ∇X(APr−1(A))( ej)) = ej(Sr).

Usando a hipótese de indução, temos que

tr (X 7→ ∇XPr−1Aej)) = tr (X 7→ Pr−1(∇XAej)) =
n∑
i=1
〈Pr−1∇eiAej, ei〉.

Visto que o referencial é geodésico, temos

(∇ejA)(ei) = (∇eiAej)− A(∇ejei) = ∇eiAej.

Usando a equação de Codazzi (ver Corolário 1.7.11, p.20), obtemos

∇eiAej = ∇ejAei.

Assim,
tr (X 7→ ∇XPr−1Aej)) =

n∑
i=1
〈Pr−1∇eiAej, ei〉

=
n∑
i=1
〈Pr−1∇ejAei, ei〉.

Considere agora uma base {v1, . . . , vn} que diagonaliza A. Temos

Avi = λivi e Pr−1vi = Sr−1(λi)vi,

onde
Sr−1(λi) = Sr−1 − λiSr−2(λi) =

∑
i1<i2<...<ir−1

λi1 · λi2 . . . λir−1 .
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Dessa forma,

tr(Pr−1∇ejA) =
n∑
i=1
〈(Pr−1∇ejA)vi, vi〉

=
n∑
i=1
〈Pr−1(vi),∇ejAvi〉

=
n∑
i=1
〈(Sr−1(λi)vi,∇ej(Avi)− A(∇ejvi)〉

=
n∑
i=1

Sr−1(λi)
[
〈vi,∇ej(Avi)〉 − 〈λivi,∇ejvi〉

]
=

n∑
i=1

Sr−1(λi)
[
〈vi, ej(λi)vi + λi∇ejvi − λi∇ejvi〉

]
=

n∑
i=1

Sr−1(λi)〈vi, ej(λi)vi〉

=
n∑
i=1

Sr−1(λi)ej(λi).

Por outro lado,

ej(Sr) = ej

 ∑
i1<i2<...<ir

λi1 · λi2 . . . λir


=

n∑
i=1

ej(λi)
 ∑
i1<i2<...<ir−1

λi1 · λi2 . . . λir−1


=

n∑
i=1

ej(λi)Sr−1(λi).

Assim,
tr (X 7→ ∇X(Pr−1A)(ej)) = ej(Sr),

e, portanto,
tr (X 7→ ∇XPr−1ej) = 0.

Para concluir a prova, basta observar que para qualquer operador,

tr (X 7→ ∇XTY ) =
n∑
i=1
〈ei,∇eiTY 〉 =

n∑
i=1

〈
ei,∇ei

 n∑
j=1

yjTej

〉

=
n∑

i,j=1
〈ei, ei(yj)Tej + yj∇eiTej〉

=
n∑

i,j=1
[〈ei, ei(yj)Tej〉+ 〈ei, yj∇eiTej〉]

=
n∑
j=1
〈∇yi, T ej〉+ yjtr (X 7→ ∇XTej)
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e
tr (X 7→ T (∇XY )) =

n∑
i=1
〈ei, T (∇eiY )〉

=
n∑

i,j=1
〈ei, ei(yj)Tej + yjT (∇eiej)〉

=
n∑

i,j=1
[〈ei, ei(yj)Tej〉+ 〈ei, yjT (∇eiej)〉]

=
n∑
j=1
〈∇yi, T ej〉+ yjtr (X 7→ T (∇Xej)) .

Assim, se tr (X 7→ ∇XTej) = tr (X 7→ T (∇Xej)) , para todo j, então

tr (X 7→ ∇XTY ) = tr (X 7→ T (∇XY )) ,

para todo y ∈ TΣ. Usando a Proposição 1.11.4, concluímos que

Lr(f) = div(Pr∇f).

Proposição 1.11.6. Se ψ : Mn → M̄n+1 é uma hipersuperfície imersa em uma variedade
RiemannianaMn+1 de curvatura seccional c ∈ {−1, 0, 1} e N é um campo normal unitário
de vetores sobre Mn, então

Lr〈ψ, a〉 = n!
r! (n− r − 1)! (Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) ,

para r = 0, . . . , n− 1.

Demonstração. Sejam ∇̄eiej conexão de Rn+2
1 (ver discussão no próximo capítulo), p ∈Mn

e {e1, . . . , en} um referencial geodésico local em p. Como {N(p), ψ(p), e1(p), . . . , en(p)} é
uma base ortonormal de Rn+2

1 , podemos escrever

∇̄eiej = c〈∇̄eiej, ψ(p)〉ψ(p) + 〈∇̄eiej, N(p)〉N(p) +
n∑
k=1

〈
∇̄eiej, ek(p)

〉
ek(p).

Além disso, como o referencial é geodésico, temos 〈∇̄eiej, ek〉 = 〈∇eiej, ek〉 = 0 e, portanto,

∇̄eiej = c〈∇̄eiej, ψ(p)〉ψ(p) + 〈∇̄eiej, N(p)〉N(p).
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Usando a definição de Lr, temos

Lr〈ψ, a〉 = tr(Pr ◦ Hess〈ψ, a〉)

=
n∑
i=1
〈∇̄ei∇〈ψ, a〉, Pr(ei)〉

=
n∑
i=1
〈∇̄ei∇〈ψ, a〉,

n∑
j=1
〈Pr(ei), ej〉ej〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1
〈∇̄ei∇〈ψ, a〉, ej〉〈Pr(ei), ej〉

=
n∑

i,j=1
〈∇̄ei∇〈ψ, a〉, ej〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
ei〈∇〈ψ, a〉, ej〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
ei〈ej〈ψ, a〉ej, ej〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
eiej〈ψ, a〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
ei
(
〈∇̄ejψ, a〉

)
〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
ei〈ej, a〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
〈∇̄eiej, a〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
〈
(
〈∇̄eiej, N〉N + c〈∇̄eiej, ψ〉ψ

)
, a〉〈ej, Pr(ei)〉

=
n∑

i,j=1
〈∇̄eiej, N〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉+

n∑
i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉

=
n∑

i,j=1
−〈ej, ∇̄eiN〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉+

n∑
i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉

=
n∑

i,j=1
−〈ej,

(
∇̄eiN

)T
+
(
∇̄eiN

)N
〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉

+
n∑

i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉

=
n∑

i,j=1
−〈ej,

(
∇̄eiN

)T
〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉+

n∑
i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉

=
n∑

i,j=1
〈ej,−

(
∇̄eiN

)T
〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉+

n∑
i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉

=
n∑

i,j=1
〈ej, A(ei)〉〈ej, Pr(ei)〉〈N, a〉+

n∑
i,j=1
〈∇̄eiej, ψ〉〈ej, Pr(ei)〉c〈ψ, a〉.
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Visto que, usando o Lema 1.9.8, temos

n∑
i,j=1
〈A(ei), ej〉〈ej, Pr(ei)〉 =

n∑
i,j=1
〈A(ei), Pr(ei)〉

=
n∑
i=1
〈A ◦ Pr(ei), ei〉

= tr (A ◦ Pr)
= (n+ 1)Sr+1,

e
0 = ei〈ψ, ej〉

= 〈∇̄eiψ, ej〉+ 〈ψ, ∇̄eiej〉

= 〈ei, ej〉+ 〈ψ, ∇̄eiej〉

= δij + 〈ψ, ∇̄eiej〉,

obtemos
Lr〈ψ, a〉 = (r + 1)Sr+1〈N, a〉+ c

n∑
i,j=1

(−δij)〈ej, Pr(ei)〉〈ψ, a〉

= (r + 1)Sr+1〈N, a〉 − c
n∑
i=1
〈ei, Pr(ei)〉〈ψ, a〉

= (r + 1)Sr+1〈N, a〉 − c(n− r)Sr〈ψ, a〉,

(1.5)

pois, usando novamente o Lema 1.9.8,

n∑
i=1
〈ei, Pr(ei)〉 = tr(Pr) = (n− r)Sr.

Por outro lado, visto que

Sr =
(
n

r

)
Hr = n!

r! (n− r)!Hr e Sr+1 =
(

n

r + 1

)
Hr+1 = n!

(r + 1)! (n− r − 1)!Hr+1,

temos
(n− r)Sr = (n− r) n!

r! (n− r)!Hr

= (n− r) n!
r! (n− r)(n− r − 1)!Hr

= n!
r! (n− r − 1)!Hr

,
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e
(r + 1)Sr+1 = (r + 1) n!

(r + 1)! (n− r − 1)!Hr+1

= (n+ 1)(r + 1) n!
(r + 1)r! (n− r − 1)!Hr+1

= n!
r! (n− r − 1)!Hr+1.

Substituindo os valores de (n− r)Sr e (r + 1)Sr+1 em (1.5), obtemos

Lr〈ψ, a〉 = (r + 1)Sr+1〈N, a〉 − c(n− r)Sr〈ψ, a〉

= n!
r! (n− r − 1)!Hr+1〈N, a〉 − c

n!
r! (n− r − 1)!Hr〈ψ, a〉

= n!
r! (n− r − 1)! (Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) .

Portanto,
Lr〈ψ, a〉 = n!

r! (n− r − 1)! (Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) . (1.6)

Proposição 1.11.7 (Fórmula de Minkowski). Se ψ : Mn → M̄n+1 é uma hipersuperfície
compacta e imersa, onde M̄n+1 = Rn+1,Sn+1(c), Hn+1(c) são as formas espaciais de
curvatura secional c ∈ R, então

∫
M

(Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) dA = 0, (1.7)

para cada r = 0, . . . , n− 1, e a ∈ Rn+2
1 , arbitrário.

Demonstração. Usando a Proposição 1.11.5, obtemos

Lr〈ψ, a〉 = div(Pr(∇〈ψ, a〉))

para imersões em Rn+1, Sn+1(c) e Hn+1(c). Integrando (1.6) e usando o teorema da
divergência, temos

0 =
∫
M

div(Pr(∇〈ψ, a〉))dA

=
∫
M

n!
r! (n− r − 1)! (Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) dA.

Portanto, ∫
M

(Hr+1〈N, a〉 − cHr〈ψ, a〉) dA = 0.
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Capítulo 2

Os resultados de Montiel e Ros

O objetivo deste capítulo é provar os teoremas de Montiel e Ros mencionados na
introdução e que generalizam o teorema clássico de Alexandrov.

2.1 Caso Euclidiano

Seja ψ : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície compacta e mergulhada. Uma hipersuperfí-
cie paralela ψt : Mn → Rn+1 é a hipersuperfície construída pela translação de cada ponto
ψ(p) de ψ(Mn) de uma distância fixa t ao longo da reta normal a ψ(Mn) em ψ(p). Vemos
que

ψt(p) = expψ(p)(tN(p)) = ψ(p) + tN(p) (2.1)

onde exp é a aplicação exponencial de Rn+1. Observe que〈
d

dt
ψt(p),

d

dt
ψt(p)

〉
= 1.

Proposição 2.1.1. Se p ∈ Mn e {e1(p) = e1, . . . , en(p) = en} ⊂ TpM é uma base orto-
normal que diagonaliza o operador A, então

dψt(p)ei = (1− tλi) ei, (2.2)

onde λi, i = 1, . . . , n, são as curvaturas principais de M .

Demonstração. Sejam αi : (−ε, ε)→Mn, i = 1, . . . , n, curvas suaves tais que αi(0) = p e
α′i(0) = ei,

1 6 i 6 n. Assim,
dψt(p)ei = d

ds
ψt(αi(s))

∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
αi(s) + tN(αi(s))

)∣∣∣∣
s=0

= α′i(0) + d

ds

(
N(αi(s))

)∣∣∣∣
s=0
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= ei + t∇̄eiN

= ei − tA(ei)
= ei − tλei
= (1− tλi)ei,

isto é,
dψt(p)ei = (1− tλi)ei, i = 1 . . . , n. (2.3)

Se M é uma superfície compacta e mergulhada em Rn+1, então M é a fronteira de um
conjunto Ω ⊂ Rn+1. Usando a Proposição 2.1.1, temos

〈dψt(p)ei, dψt(p)ej〉 = (1− tλi)(1− tλj)δij. (2.4)

Além disso, 〈
d

dt
ψt(p), dψt(p)ei

〉
= 0.

Portanto, a matriz da métrica de Rn+1 nas coordenadas de Fermi é

σ =


1 0 · · · 0
0 (1− tλ1)2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · (1− tλn)2

 .

Consequentemente, o elemento de volume dV de Rn+1, nas coordenadas de Fermi, é dado
por

dV =
√

detσdtdA = (1− tλ1) · · · (1− tλn)dtdA.

Usando a Proposição 1.8.7, p. 21, podemos escrever a integral de uma função f : Ω ⊂
Rn+1 → R da forma

∫
Ω
fdV =

∫
M

∫ c(p)

0
f
(
expp(tN(p))

)
(1− tλ1(p)) · · · (1− tλn(p))dtdA, (2.5)

onde c(p) é a distância ao ponto focal mínimo de p ∈M.

Lema 2.1.2. Se ψ : Mn → Rn+1 é uma hipersuperfície e ψt : M → Rn+1 é uma hiper-

superfície paralela, então os pontos focais de ψ ao longo de ψt são da forma ψt
(

1
λi(p)

)
,

onde os λi(p) são as curvaturas principais de ψ em p ∈Mn.

Demonstração. Um ponto q = ψt(p) é um ponto focal de ψ ao longo de ψt se, e somente
se, dψt(v) = 0 para algum v ∈ TpM , |v|= 1. Seja α : (−ε, ε) → Mn uma curva suave tal
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que α(0) = p e α′(0) = v. Temos

0 = dψt(p)v = d

ds

(
ψt(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
ψ(p) + tN(p)

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
ψ(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

+ t
d

ds

(
N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= v + t∇̄vN = v − tA(v),

onde aqui estamos identificandoM com φ(M) ⊂ Rn+1. Portanto, dψt(v) = 0 se, e somente
se,

A(v) = 1
t
v.

Observe que t não pode ser zero, pois dψ(v) 6= 0. Portanto, q = ψt(p) é ponto focal de
ψ ao longo de ψt se, somente se, 1

t
é autovalor de A, ou seja, se, e somente se, 1

t
é uma

curvatura principal de ψ em p.

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que são essenciais para a de-
monstração do resultado principal deste capítulo.

Proposição 2.1.3 (Fórmula de Minkwoski). Se ψ : Mn → Rn+1 é uma imersão de uma
hipersuperfície compacta Mn no espaço Euclidiano Rn+1 e N um campo de vetores normal
unitário sobre Mn, então

∫
M

(Hr +Hr+1〈ψ,N〉)dA = 0,

para r = 0, . . . , n− 1.

Demonstração. Seja {E1, . . . , En+1} a base canônica de Rn+1. Usando o Lema 1.11.3,
temos

Lr|ψ|2 =
n+1∑
i=1

Lr〈ψ,Ei〉2

= 2
n+1∑
i=1
〈ψ,Ei〉Lr〈ψ,Ei〉+ 2

n+1∑
i=1
〈Pr(∇〈ψ,Ei〉),∇〈ψ,Ei〉〉 .

Visto que, para {e1, . . . , en} referencial ortonormal de Mn,

∇〈ψ,Ei〉 =
n∑
j=1

ej〈ψ,Ei〉ej

=
n∑
j=1
〈∇̄ejψ,Ei〉ej

=
n∑
j=1
〈ej, Ei〉ej,
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temos
n+1∑
i=1
〈Pr(∇〈ψ,Ei〉),∇〈ψ,Ei〉〉 =

n+1∑
i=1

n∑
j,k=1
〈Pr(〈ej, Ei〉ej), 〈ek, Ei〉ek〉

=
n∑

j,k=1

n=1∑
i=1
〈ej, Ei〉〈Ei, ek〉〈Pr(ej), ek〉

=
n∑

j,k=1
〈ej, ek〉〈Pr(ej), ek〉

=
n∑

j,k=1
δjk〈Pr(ej), ek〉

=
n∑
j=1
〈Pr(ej), ej〉

= tr(Pr).

Usando o Lema 1.9.8 e a definição de Sr, obtemos

tr(Pr) = (n− r)Sr = n!
r! (n− r − 1)!Hr.

Portanto,
n+1∑
i=1
〈Pr(∇〈ψ,Ei〉),∇〈ψ,Ei〉〉 = n!

r! (n− r − 1)!Hr.

Visto que, usando a Proposição 1.11.6, para o caso c = 0, vale

Lr〈ψ,Ei〉 = n!
r! (n− r − 1)!Hr+1〈N,Ei〉,

temos

Lr|ψ|2 = 2
n+1∑
i=1
〈ψ,Ei〉

(
n!

r! (n− r − 1)!Hr+1〈N,Ei〉
)

+ 2 n!
r! (n− r − 1)!Hr

= 2n!
r! (n− r − 1)! [Hr +Hr+1〈ψ,N〉] .

Usando a Proposição 1.11.5, obtemos

div(Pr(∇|ψ|2)) = 2n!
r! (n− r − 1)! [Hr +Hr+1〈ψ,N〉] .

Integrando e usando o Teorema da divergência, temos
∫
M

[Hr +Hr+1〈ψ,N〉]dA = 0.

Lema 2.1.4. Se ψ : Mn → Rn+1 é uma hipersuperfície compacta, mergulhada, Ω é um
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domínio compacto em Rn+1 tal que ∂Ω = Mn e N é o campo normal unitário relativo a
Ω apontando para dentro, então

−
∫
M
〈ψ,N〉dA = (n+ 1)V (Ω). (2.6)

Demonstração. Se x denota o vetor posição em Rn+1 e ∆̄ é o Laplaciano Euclidiano, temos

∆̄|x|2=
n+1∑
i=1

∂2|x|2

∂x2
i

= 2(n+ 1).

Assim, usando o teorema da divergência, obtemos

−
∫
M
〈ψ,N〉dA = 1

2

∫
M
〈2ψ,−N〉dA

= 1
2

∫
Ω

div
(
grad|x|2

)
dV

= 1
2

∫
Ω

∆̄|x|2dV

= (n+ 1)V (Ω).

Iremos provar a seguir uma desigualdade integral para hipersuperfícies compactas
mergulhadas no espaço Euclidiano Rn+1, onde a igualdade caracteriza as esferas.

Proposição 2.1.5 (Desigualdade de Montiel e Ros, (1991)). Seja ψ : Mn → Rn+1 uma
hipersuperfície mergulhada e compacta no espaço Euclidiano. Se a curvatura média H de
ψ, relativo à normal interna N , é positiva em todo ponto sobre Mn, então

∫
M

1
H
dA ≥ (n+ 1)V (Ω),

onde V (Ω) é a medida de Lebesgue do domínio compacto determinado por Mn. Além
disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Mn é uma esfera.

Demonstração. Escolhendo a função f(p) = 1 para todo ponto p ∈ Ω na identidade (2.5),
temos

V (Ω) =
∫

Ω
1dV =

∫
M

∫ c(p)

0
(1− λ1t) . . . (1− λnt) dtdA. (2.7)

Para p ∈ Mn, o primeiro ponto focal da geodésica normal expp(tN(p)) começando em
p é encontrado à distância 1

λmax
, onde λmax é a maior das curvaturas principais em p

(ver Lema 2.1.4). Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de um
ponto mínimo, tendo em vista que após os pontos focais as geodésicas não minimizam
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mais as distâncias a M . Assim,

c(p) ≤ 1
λmax

≤ 1
H(p) . (2.8)

Dessa forma, t ∈ [0, c(p)), então

1− tλi ≥ 1− tc(p) ≥ 1− λmaxλ1 ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Portanto,
[(1− tλ1) . . . (1− tλn)]1/n ≤ (1− tλ1) + . . .+ (1− tλn)

n
.

Isto implica

(1− tλ1) . . . (1− tλn) ≤
[

(1− tλ1) + . . .+ (1− tλn)
n

]n

=
[
n− t (λ1 + . . .+ λn)

n

]n

=
[
1− t (λ1 + . . .+ λn)

n

]n
= (1− tH)n.

(2.9)

Observe que a igualdade em (2.9) é verificada se, e somente se,

(1− tλ1) = (1− tλ2) = . . . = (1− tλn)

isto é, se, e somente e, λ1 = λ2 = . . . = λn, ou seja, se, e somente se, os pontos são
umbílicos. Substituindo (2.8), (2.9) em (2.7), obtemos

V (Ω) =
∫
M

∫ c(p)

0
(1− tλ1) . . . (1− tλn) dtdA ≤

∫
M

∫ 1/H(p)

0
(1− tH)ndtdA

=
∫
M

[
−(1− tH)n+1

(n+ 1)H

]1/H

0
dA =

∫
M

−1
(n+ 1)H

[
(1− tH)n+1

]1/H
0

dA

= 1
n+ 1

∫
M

1
H
dA,

isto é,
V (Ω)(n+ 1) ≤

∫
M

1
H
dA, (2.10)

e vale a igualdade se, e somente se, a hipersuperfície é totalmente umbílica.

Com os resultados expostos, estamos em condições de obter o principal resultado desta
seção, a saber,

Teorema 2.1.6 (Montiel e Ros, (1991)). Seja Mn uma hipersuperfície mergulhada, com-
pacta e sem fronteira no espaço Euclidiano Rn+1. Se Hr é constante para algum r =
1, . . . , n, então Mn é uma esfera.
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Demonstração. Visto que, por hipótese,Mn é compacta, existe um ponto elíptico p ∈Mn

isto é, um ponto tal que todas as curvaturas principais relativas à normal interna são
positivas em p:

λ1(p) > 0, . . . , λn(p) > 0.

Portanto, Hr é uma constante positiva e usando o Lema 1.10.2, p. 24, obtemos 0 <

H1/r
r ≤ H, isto é, a curvatura média é positiva. Usando a Proposição 2.1.5, temos

V (Ω)(n+ 1) ≤
∫
M

1
H
dA ≤

∫
M

1
H

1/r
r

dA

= 1
H

1/r
r

∫
M

1dA = 1
H

1/r
r

A.

Assim
(n+ 1)H1/r

r V (Ω) ≤ A, (2.11)

onde A é a medida Riemanniana de Mn e a igualdade ocorre se, e somete se, Mn é
umbílica. O Lema 1.10.2 fornece

Hr−1 ≥ H(r−1)/r
r ,

o que, junto com a Proposição 2.1.3, implica

0 =
∫
M

(Hr−1 +Hr〈ψ,N〉)dA

≥
∫
M

(H(r−1)/r
r +Hr〈ψ,N〉)dA

=
∫
M

(H(r−1)/r
r +H(r−1)/r

r H1/r
r 〈ψ,N〉)dA

= H(r−1)/r
r

∫
M

(1 +H1/r
r 〈ψ,N〉)dA.

Como Hr é uma constante positiva, usando o Lema 2.1.4, temos

A− (n+ 1)H1/r
r V (Ω) =

∫
M

(1 +H1/r
r 〈ψ,N〉)dA ≤ 0

isto é,
(n+ 1)H1/r

r V (Ω) ≥ A. (2.12)

De (2.11) e (2.12) segue que
(n+ 1)H1/r

r V (Ω) = A,

de onde Mn é totalmente umbílica e, portanto, uma esfera.
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2.2 Caso esférico

Seja Rn+2 o espaço Euclidiano (n+1)-dimensional e considere a esfera unitária (n+1)-
dimensional de Rn+2, com a métrica Riemanniana induzida da métrica canônica de Rn+2:

Sn+1 =
{
x ∈ Rn+2; |x|2= 1

}
.

Seja ψ : Mn → Sn+1 uma imersão de uma hiperfuperfície compacta orientável na
esfera unitária. Podemos ver ψ como uma aplicação ψ : Mn → Rn+2 com |ψ|2= 1. Da
mesma forma, um campo normal unitário correspondendo a ψ pode ser considerado como
uma aplicação N : Mn → Rn+2, com |N |2= 1 e 〈ψ,N〉 = 0, ∀p ∈Mn.

Lema 2.2.1. Todas as geodésicas de Sn+1 são da forma

γ(t) = (cos(t))γ(0) + (sen(t))γ′(0).

Além disso, γ(0)⊥γ′(0) em Rn+2.

Demonstração. Ver Teorema 2.1.4 e 2.1.5, pp. 37-38 de [14].

Uma hipersuperfície paralela ψt : Mn → Sn+1 é a hipersuperfície construída pela
translação de cada ponto ψ(p) de ψ(Mn) de uma distância fixa t ao longo da geodésica
normal a ψ(Mn) em ψ(p). Usando o Lema 2.2.1, vemos que

ψt(p) = expψ(p)(tN(p)) = cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p). (2.13)

Observe que〈
d

dt
ψt(p),

d

dt
ψt(p)

〉
= 〈− sen(t)ψ(p) + cos(t)N(p),− sen(t)ψ(p) + cos(t)N(p)〉

= sen2(t)|ψ(p)|2−2 sen(t) cos(t)〈ψ(p), N(p)〉+ cos2(t)|N(p)|2

= sen2(t) + cos2(t) = 1.

Proposição 2.2.2. Se ψ : Mn → Sn+1 é uma hipersuperfície imersa, p ∈Mn e {e1, . . . , en}
uma base ortonormal de TpM que diagonaliza o operador A, então

dψt(p)ei = (cos(t)− λi sen(t)) ei. (2.14)

Demonstração. Seja αi : (−ε, ε)→ Mn uma curva suave, tal que, αi(0) = p e α′i(0) = ei,

1 6 i 6 n. Temos
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dψt(p)ei = d

ds
ψt(αi(s))

∣∣∣∣
s=0

= d

ds
( cos(t)ψ(αi(s)) + sen(t) ·N(αi(s)))

∣∣∣∣
s=0

= cos(t)α′i(0) + sen(t) d
ds
N(αi(s))

∣∣∣∣
s=0

= cos(t)ei + sen(t)∇̄α′(0)N = cos(t)ei − sen(t)A(ei)
= (cos(t)− λi sen(t))ei,

onde aqui identificamos M com ψ(M) ⊂ Sn+1 e λi são as curvaturas principais de ψ,
i = 1, . . . , n.

Usando a Proposição 2.2.2, obtemos,

〈dψt(p)ei, dψt(p)ej〉 = (cos(t)− λi sen(t))(cos(t)− λj sen(t))δij. (2.15)

Observe ainda que 〈
d

dt
ψt(p), dψt(p)ei

〉
= 0.

Se ψ : M → Sn+1 é uma hipersuperfície compacta e mergulhada, então M é a fronteira
de um domínio compacto Ω ⊂ Sn+1. Escrevendo a métrica de Sn+1 nas coordenadas de
Fermi, obtemos

σ =


1 0 · · · 0
0 (cos(t)− λ1 sen(t))2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · (cos(t)− λn sen(t))2

 .

Consequentemente, o elemento de volume dV de Sn+1 é dado por

dV =
√

detσdtdA = (cos(t)− λ1 sen(t)) . . . (cos(t)− λn sen(t)) dtdA.

Além disso, usando a Proposição 1.8.7, p.21, a integral de qualquer função integrável
f : Ω ⊂ Sn+1 → R pode ser escrita da forma
∫

Ω
fdV =

∫
M

∫ c(p)

0
f
(
expp(tN(p))

)
(cos(t)− λ1(p) sen(t)) . . . (cos(t)− λn(p) sen(t))dtdA,

(2.16)
onde c(p) é a distância ao ponto focal mínimo de p ∈M.

Lema 2.2.3. Se ψ : Mn → Sn+1 é uma hipersuperfície, p ∈ Mn e ψt : M → Sn+1 é sua
família de hipersuperfícies paralelas, então os pontos focais de ψ ao longo de ψt são da
forma ψt(arc cot(λi(p))), onde os λi(p) são as curvaturas principais de ψ em p.

Demonstração. Um ponto q = ψt0(p) é um ponto focal de ψ ao longo de ψt0 se, e somente
se dψt0(v) = 0 para algum v ∈ TqMn , v 6= 0.
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Seja α : (−ε, ε)→Mn uma curva suave tal que α(0) = p e α′(0) = v. Temos

0 = dψt(p)v = d

ds

(
ψt(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
cos(t)ψ(α(s)) + sen(t)N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
(cos(t))ψ(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

+ d

ds

(
(sen(t))N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= (cos(t)) d
ds

(
ψ(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

+ (sen(t)) d
ds

(
N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= (cos(t))α′(0) + (sen(t))∇̄α′(0)N

= (cos(t))v − (sen(t))A(v),

onde estamos identificando M com ψ(M) ⊂ Sn+1. Portanto, dψt(v) = 0 se, e somente se

A(v) = (cot(t))v.

Como Mn é suave, cot(t) está bem definida. Logo q = ψt(p) é ponto focal de ψ se, e
somente se, cot(t) é um autovalor de A, isto é,

t = arc cot(λi), para algum i.

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que são análogas às fórmulas
de Minkowski para o caso Euclidiano.

Lema 2.2.4. Se ψ : Mn → Sn+1 é uma hipersuperfície compacta, mergulhada, Ω é um
domínio compacto em Sn+1 tal que ∂Ω = Mn, e N é o campo normal unitário interno
relativo a Ω, então

∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cos(t)− λi sen(t))dtdA.

(2.17)

Demonstração. Se x é o vetor posição dos pontos de Sn+1 em Rn+2, a ∈ Rn+2 e ∆̄ o
Laplaciano de Sn+1, então

∆̄〈x, a〉 = (n+ 1)〈x, a〉. (2.18)

Integrando (2.18) em Ω e usando o teorema da divergência, temos
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
Ω

(n+ 1)〈x, a〉dV, (2.19)
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onde N é escolhido para ser o normal interno em relação a Ω. Usando (2.16), obtemos

(n+ 1)
∫
M
〈x, a〉dV =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉×

×
n∏
i=1

(cos(t)− λi sen(t))dtdA.

Usando (2.19), obtemos

∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+1)〈cos(t)p+sen(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cos(t)−λi sen(t))dtdA. (2.20)

Na Proposição a seguir provaremos uma desigualdade integral para hipersuperfícies
mergulhadas na esfera unitária Sn+1 com a igualdade caracterizando as hipersuperfícies
umbílicas, mas antes precisaremos de um lema técnico.

Lema 2.2.5. Se x ∈ (0, π/2) então

cos(arc cot(x)) = x√
1 + x2

e sen(arc cot(x) = 1√
1 + x2

.

Demonstração. De fato, tome
cot(y) = x,

então
arc cot(x) = y.

Vamos escrever cos(x) em termos de y. Visto que

1 + 1
cot2 y

= 1
cos2 y

,

e x ∈ (0, π/2) obtemos
cos(y) = x√

1 + x2
,

isto é
cos(arc cot x) = x√

1 + x2
.

Isso implica que

sen(y) =
√

1− cos2(y) =
√

1− x2

1 + x2 = 1√
1 + x2

,

isto é,
sen(arc cot x) = x√

1 + x2
.
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Denotemos, a função positiva ρ : (1,+∞)→ R, dada por

ρ(u) =
∫ arc cot(u)

0
(cos(t)− u sen(t))n cos(t)dt. (2.21)

Proposição 2.2.6. Seja ψ : Mn → Sn+1 uma hipersuperfície compacta mergulhada na
esfera unitária, contida no hemisfério aberto com centro a ∈ Sn+1. Se a r-ésima curvatura
média Hr, para algum r = 1, . . . , n com relação ao normal interior N satisfaz Hr > 0 em
todos os pontos de Mn, então

∫
M

(〈ψ, a〉+H1/r
r 〈N, a〉)ρ(H1/r

r )dA ≥ 0.

A igualdade vale se, e somente se, Mn é uma hiperesfera geodésica.

Demonstração. Visto que, Mn é compacta e está no hemisfério aberto, existe um ponto
p ∈ Mn onde todas as curvaturas principais são positivas. Como, por hipótese, Hr > 0
em Mn, para algum r = 1, . . . , n, pelo Lema 1.10.2, temos

0 < H1/r
r < H.

Usando o Lema 2.2.3, vemos que o primeiro ponto focal sobre a geodésica normal expp(tN(p))
de Sn+1 começando em p ocorre à distância arc cot((λmax(p)), onde λmax é a maior das
curvaturas principais. Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de
um ponto mínimos, tendo em vista que após os pontos focais as geodésicas não minimizam
mais as distâncias a M . Dessa forma,

c(p) ≤ arc cotλmax(p) ≤ arc cotH(p) ≤ arc cotH1/r
r (p). (2.22)

Note que, se t ∈ (0, c(p)), então

λi ≤ λmax ≤ cot c(p) ≤ cot t,

isto é, cos(t) − λi sen(t) ≥ 0, i = 1, . . . , n. Assim, usando a desigualdade entre as média
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aritmética e geométrica, temos

(cos(t)− λ1 sen(t)) . . . (cos(t)− λn sen(t))

≤
[

(cos(t)− λ1 sen(t)) + . . .+ (cos(t)− λn sen(t))
n

]n

=
[
n cos(t)− (λ1 sen(t)) + . . .+ λn sen(t))

n

]n

=
[
(cos(t)− sen(t))(λ1 + . . .+ λn)

n

]n
= (cos(t)−H sen(t))n

≤ (cos(t)−H1/r
r sen(t))n.

(2.23)

Além disso, a igualdade é alcançada apenas nos pontos umbílicos, isto é, λ1 = λ2 = · · · =
λn = λ, e H1/r

r = λ.
Visto que o domínio Ω determinado por Mn está contido no hemisfério aberto e, além

disso, ∂Ω = Mn, temos 〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉 ≥ 0. Combinando (2.20), (2.22) e
(2.23), obtemos

∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cos(t)− ki sen(t))dtdA

≤
∫
M

∫ arc cot(H1/r
r (p))

0
(n+ 1)〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉×

× (cos(t)−H1/r
r sen(t))ndtdA,

(2.24)
e a igualdade ocorre se, e somente se,Mn for totalmente umbílica, isto é, uma hiperresfera
geodésica. Além disso, nesse caso, temos

c(p) = arc cot(t)(H1/r
r (p)) e

n∏
i=1

(cos(t)− λi sen(t))dtdA = (cos(t)−H1/r
r sen(t))n.

Agora observe que para cada p ∈Mn, temos

∫ arc cot(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n(sen(t) +H1/r
r cos(t))dt = 1.

De fato, fazendo uma mudança de variável w = cos(t)−H1/r
r sen(t), temos dw = −(sen(t)+
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H1/r
r cos(t))dt. Logo,

∫ arc cot(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n(sen(t) +H1/r
r cos(t))dt

=
∫ arc cot(H1/r

r )

0
−(n+ 1)(w)ndw

= −(wn+1)
∣∣∣∣arc cot(H1/r

r )

0

= −(cos(t)−H1/r
r sen(t))n+1

∣∣∣∣arc cot(H1/r
r )

0
.

Usando o Lema 2.2.5, obtemos

−(cos(t)−H1/r
r sen(t))n+1

∣∣∣∣arc cot(H1/r
r )

0
= −[cos(arc cot(H1/r

r ))−H1/r
r sen(arc cot(H1/r

r ))]

+ [cosh(0)− senh(0)] = 1.

Portanto

∫ arc cot(H1/r
r (n+1))

0
(cos(t)−H1/r

r sen(t))n(sen(t) +H1/r
r cos(t))dt = 1. (2.25)

Multiplicando (2.25) por 〈N, a〉 e integrando sobre Mn, obtemos

∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ arc cot(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n×

× (sen(t) +H1/r
r cos(t))〈N, a〉dtdA.

Usando o Lema 2.32 e a desigualdade (2.24), obtemos

∫
M

∫ arc cot(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n(sen(t) +H1/r
r cos(t))〈N, a〉dtdA.

=
∫
M

∫ c(p)

0
〈N, a〉dA

≤
∫
M

∫ arc cot(H1/r
r (p))

0
(n+ 1)〈cos(t)ψ(p) + sen(t)N(p), a〉(cos(t)−H1/r

r sen(t))ndtdA.
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Isso implica

0 ≤
∫
M

∫ arc cot(H1/r
r (p))

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n[cos(t)〈ψ(p), a〉+ sen(t)〈N, a〉

− sen(t)〈N, a〉+H1/r
r cos(t)〈N, a〉]dtdA

=
∫
M

∫ arc cot(H1/r
r (p))

0
(n+ 1)(cos(t)−H1/r

r sen(t))n[cos(t)〈ψ(p), a〉+H1/r
r cos(t)〈N, a〉]dtdA

=
∫
M

(n+ 1)[(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)

∫ arc cot(H1/r
r (p))

0
(cos(t)−H1/r

r sen(t))n cos(t)dt]dA,

pela definição de ρ, temos
∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)ρ(H1/r

r )dA ≥ 0.

Com os resultados expostos, estamos em condições de obter o principal resultado desta
seção, a saber:

Teorema 2.2.7. Seja Mn uma hipersuperfície compacta mergulhada no hemisfério aberto
de Sn+1. Se Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então Mn é uma hiperesfera geodé-
sica.

Demonstração. Como Mn é compacta, existe um ponto p ∈Mn tal que

λ1(p) > 0, . . . , λn(p) > 0.

Uma vez que Hr > 0 é constante e positiva, pela definição de ρ, vemos que ρ(H1/r
r ), é

uma constante positiva. Assim, da Proposição 2.2.6, temos
∫
M

(〈ψ(p), a〉 −H1/r
r 〈N, a〉)dA ≥ 0, (2.26)

onde a ∈ Sn+1 é o centro do hemisfério abeto que contém Mn. A igualdade ocorre se, e
somente se, Mn é totalmente umbílica.

Por outro lado, o Lema 1.10.2 garante que Hr−1 ≥ H1/r
r . Note ainda que 〈p, a〉 > 0,

para todo p ∈ Mn, pois Mn está no hemisfério aberto e Sn+1 tem curvatura seccional
constante c = 1. Além disso, a Proposição 1.11.7, implica

0 =
∫
M

(Hr−1〈ψ(p), a〉 −Hr〈N, a〉)dA

≥
∫
M

(H(r−1)/r
r 〈ψ(p), a〉 −Hr〈N, a〉)dA
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=
∫
M

(H(r−1)/r
r 〈ψ(p), a〉 −H(r−1)/r

r H1/r
r 〈N, a〉)dA

= H(r−1)/r
r

∫
M

(〈ψ(p), a〉 −H1/r
r 〈N, a〉)dA.

Como Hr é constante positiva, segue que
∫
M

(〈ψ(p), a〉 −H1/r
r 〈N, a〉dA ≤ 0. (2.27)

De (2.26) e (2.27), temos que
∫
M

(〈ψ(p), a〉 −H1/r
r 〈N, a〉)dA = 0,

ou seja, vale a igualdade em (2.26) e, portanto, Mn é uma hiperesfera geodésica.

2.3 Caso hiperbólico

Sejam Rn+2 o espaço Euclidiano (n + 2)-dimensional e x ∈ Rn+2 dado por
x = (x0, x1, . . . , xn, xn+1). Se x, y ∈ Rn+2, vamos tomar o produto interno de Lorentz

〈x, y〉 = −x0y0 + x1y1 + . . .+ xnyn + xn+1yn+1.

O espaço vetorial Rn+2 munido deste produto interno será denotado por Rn+2
1 , onde o

produto interno de Lorentz induz uma métrica definida não positiva sobre Rn+2.
O espaço hiperbólico de dimensão n + 1 e curvatura seccional c = −1 pode ser visto

como uma hipersurperfície de Rn+2
1 , definida por

Hn+1 =
{
x = (x0, . . . , xn+1) ∈ Rn+2

1 ; |x|2= −1, x0 > 1
}
,

com a métrica induzida pela métrica de Lorentz de Rn+2.
Seja ψ : Mn → Hn+1 uma imersão de uma hiperfuperfície compacta orientável no

espaço hiperbólico. Podemos ver ψ como uma aplicação ψ : Mn → Rn+2
1 com |ψ|2= −1

e ψ0 > 1. Da mesma forma, um campo normal unitário correspondendo a ψ pode ser
considerado como uma aplicação N : Mn → Rn+2

1 com |N |2= 1 e 〈ψ,N〉 = 0, ∀p ∈Mn.

Lema 2.3.1. Todas as geodésicas de Hn+1 com o modelo do hiperboloide são da forma

γ(t) = (cosh(t))γ(0) + (senh(t))γ′(0).

Além disso, γ(0)⊥γ′(0) em Rn+2
1 .

Demonstração. Ver Teorema 3.2.4 e 3.2.5, pp. 63-64 de [14].

Uma hipersuperfície paralela ψt : Mn → Hn+1 é a hipersuperfície construída pela
translação de cada ponto ψ(p) de ψ(Mn) de uma distância fixa t ao longo da geodésica
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normal a ψ(Mn) em ψ(p). Usando o Lema 2.3.1, vemos que

ψt(p) = expψ(p)(tN(p)) = cosh(t)ψ(p) + senh(t)N(p). (2.28)

observe que

〈 d
dt
ψt(p),

d

dt
ψt(p)〉 = 〈senh(t)ψ(p) + cosh(t)N(p), senh(t)ψ(p) + cosh(t)N(p)〉

= senh2(t)|ψ(p)|2+2 senh(t) cosh(t)〈ψ(p), N(p)〉+ cosh2(t)|N(p)|2

= − senh2(t) + cosh2(t) = 1.

Proposição 2.3.2. Se ψ : Mn → Sn+1 é uma hipersuperfície imersa, p ∈Mn e {e1, . . . , en}
uma base ortonormal de TpM que diagonaliza o operador A, então

dψt(p)ei = (cosh(t)− λi senh(t)) ei. (2.29)

Demonstração. Seja αi : (−ε, ε)→ Mn uma curva suave, tal que, αi(0) = p e α′i(0) = ei,

1 6 i 6 n. Temos

dψt(p)ei = d

ds
ψt(αi(s))

∣∣∣∣
s=0

= d

ds
( cosh(t)ψ(αi(s)) + senh(t)N(αi(s)))

∣∣∣∣
s=0

= cosh(t)α′i(0) + senh(t) d
ds
N(αi(s))

∣∣∣∣
s=0

= cosh(t)ei + senh(t)∇̄α′(0)N = cosh(t)ei − senh(t)A(ei)
= (cosh(t)− λi senh(t))ei,

onde λi são as curvaturas principais de ψ, i = 1, . . . , n, e identificamos M com ψ(M) ⊂
Hn+1.

Usando a Proposição 2.3.2, temos

〈dψt(p)ei, dψt(p)ej〉 = (cosh(t)− λi senh(t))(cosh(t)− λj senh(t))δij. (2.30)

Observe ainda que 〈
d

dt
ψt(p), dψt(p)ei

〉
= 0.

Se ψ : M → Hn+1 é uma hipersuperfície compacta e mergulhada, então M é a fronteira
de um domínio compacto Ω ⊂ Hn+1. A matriz da métrica de Hn+1 nas coordenadas de
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Fermi é

σ =


1 0 · · · 0
0 (cosh(t)− λ1 senh(t))2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · (cosh(t)− λn senh(t))2


.

Consequentemente, o elemento de volume dV de Hn+1 nas coordenadas de Fermi é dado
por

dV =
√

detσdtdA = (cosh(t)− λ1 senh(t)) · · · (cosh(t)− λn senh(t)) dtdA.

Além disso, usando a Proposição 1.8.7, p.21, a integral de qualquer função integrável
f : Ω ⊂ Hn+1 → R pode ser escrita da forma
∫

Ω
fdV =

∫
M

∫ c(p)

0
f
(
expp(tN(p))

)
(cosh(t)−λ1(p) senh(t)) · · · (cosh(t)−λn(p) senh(t))dtdA,

(2.31)
onde c(p) é a distância ao ponto focal mínimo de p ∈M.

Lema 2.3.3. Se ψ : Mn → Hn+1 é uma hipersuperfície, p ∈ Mn e ψt : M → Sn+1 é
uma hipersuperfície paralela, então os pontos focais de ψ ao longo de ψt são da forma
ψt(arc coth(λi(p))), onde os λi(p) são as curvaturas principais de ψ em p.

Demonstração. Um ponto q = ψt0(p) é um ponto focal de ψ ao longo de ψt0 se, e somente
se dψt0(v) = 0 para algum v ∈ TqMn , v 6= 0.

Seja α : (−ε, ε)→Mn uma curva suave tal que α(0) = p e α′(0) = v. Temos

0 = dψt(p)v = d

ds

(
ψt(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
cosh(t)ψ(α(s)) + senh(t)N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
(cosh(t))ψ(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

+ d

ds

(
(senh(t))N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= (cosh(t)) d
ds

(
ψ(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

+ (senh(t)) d
ds

(
N(α(s))

)∣∣∣∣
s=0

= (cosh(t))α′(0) + (senh(t))∇̄α′(0)N

= (cosh(t))v − (senh(t))A(v).

Portanto, dψt(v) = 0 se, e somente se

A(v) = (coth(t))v.

Como Mn é suave, coth(t) está bem definida. Logo q = ψt(p) é ponto focal de ψ se, e
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somente se, coth(t) é um autovalor de A, isto é,

t = arc coth(λi), para algum i.

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que são análogas ás fórmulas
de Minkowski para o caso Euclidiano.

Lema 2.3.4. Se ψ : Mn → Hn+1 é uma hipersuperfície compacta e mergulhada, Ω é um
domínio compacto em Hn+1, tal que ∂Ω = Mn e N o campo normal unitário interno
relativo a Ω, então

−
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cosh(t)p+ senh(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cosh(t)−λi senh(t))dtdA.

(2.32)

Demonstração. Se x é o vetor posição dos pontos de Hn+1 em Rn+2
1 , a ∈ Rn+2

1 e ∆̄ o
Laplaciano de Hn+1, então vale

∆̄〈x, a〉 = (n+ 1)〈x, a〉. (2.33)

Integrando (2.33) em Ω e usando o Teorema do Divergência, temos

−
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
Ω

(n+ 1)〈x, a〉dV, (2.34)

onde N é escolhido para ser o normal interno relativo a Ω. Usando a equação (2.31)
obtemos

(n+ 1)
∫
M
〈x, a〉dV =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cosh(t)p+ senh(t)N(p), a〉×

×
n∏
i=1

(cosh(t)− λi senh(t))dtdA.

Usando (2.34), obtemos

−
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cosh(t)p+ senh(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cosh(t)−λi senh(t))dtdA.

(2.35)

A seguir iremos desenvolver algumas desigualdades integrais para hipersuperfícies
imersas em Hn+1 cujas igualdades caracterizam as hiperesferas geodésicas, mas antes
iremos precisar de um lema técnico.
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Lema 2.3.5. Se x > 1, então

cosh(arc coth(x)) = x√
x2 − 1

e senh(arc coth(x)) = 1√
x2 − 1

Demonstração. Se y = arc coth(x) então x = coth(y). Dividindo a identidade cosh2(y)−
senh2(y) = 1 por senh2(y), obtemos

coth2(y)− 1 = 1
senh2(y)

,

isto é,
senh(y) = 1√

x2 − 1
o que implica que

cosh(y) = x√
x2 − 1

.

Seja ρ : (1,+∞)→ R a função positiva dada por

ρ(u) =
∫ arc coth(u)

0
(cosh(t)− u senh(t))n cosh(t)dt. (2.36)

Proposição 2.3.6. Seja ψ : Mn → Hn+1 uma hipersuperfície compacta mergulhada no
espaço hiperbólico. Se a r-ésima curvatura média Hr, para algum r=1,. . . ,n, com relação
ao normal interior N , satisfaz Hr > 1 em todos os pontos de Mn, então

∫
M

(〈ψ, a〉+H1/r
r 〈N, a〉)ρ(H1/r

r )dA ≥ 0,

para a = (a0, a1, . . . , an, an+1) ∈ Rn+2
1 com |a|2= −1 e a0 ≤ −1. Além disso, igualdade

vale se, e somente se, Mn é uma hiperesfera geodésica.

Demonstração. No ponto de Mn em que a função distância geodésica de Hn+1 atinge o
seu máximo, todas as curvaturas principais são positivas, de fato, são todas maiores que
1, isto é

λ1 > 1, . . . , λn > 1.

Com efeito, nesse ponto, a hipersuperfície Mn é tangente à esfera geodésica que realiza
essa distância e está contida localmente dentro dessa esfera. Dessa forma, as curvaturas
principais de Mn são todas maiores ou iguais às curvaturas geodésicas dessa esfera ge-
odésicas. Por outro lado, visto que as esferas geodésicas são totalmente umbílicas, pela
equação de Gauss, temos

λ̄2 = 1 +K(X, Y ) > 1,

onde X, Y são vetores ortonormais tangentes à esfera geodésica, K̄ = −1 é a curvatura
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seccional do espaço hiperbólico, AX = λ̄X é o operador de forma da esfera geodésica
e K > 0 é a curvatura seccional da esfera. Assim, as curvaturas principais das esferas
geodésicas são todas maiores que 1, o que implica que as curvaturas principais de Mn

nesse ponto são maiores que 1. Visto que, por hipótese, Hr > 1, usando o Lema 1.10.2
obtemos

1 < H1/r
r < H.

Usando o Lema 2.3.3, vemos que o primeiro ponto focal sobre a geodésica normal expp(tN(p))
de Hn+1 começando em p ocorre à distância arc coth((λmax(p)), onde λmax é a maior das
curvaturas principais. Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de
um ponto mínimo, tendo em vista que após os pontos focais as geodésicas não minimizam
mais as distâncias a M . Dessa forma,

c(p) ≤ arc cothλmax ≤ arc cothH(p) ≤ arc cothH1/r
r (p). (2.37)

Se t ∈ (0, c(p)), então
coth t ≥ coth c(p) ≥ λmax ≥ λi,

o que implica que cosh(t)− λi senh(t) ≥ 0, i = 1, . . . , n. Dessa forma, usando a desigual-
dade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

(cosh(t)− λ1 senh(t)) · · · (cosh(t)− λn senh(t))

≤
[

(cosh(t)− λ1 senh(t)) + . . .+ (cosh(t)− λn senh(t))
n

]n

=
[
n cosh(t)− (λ1 senh(t)) + . . .+ λn senh(t))

n

]n

=
[
cosh(t)− senh(t)(λ1 + . . .+ λn)

n

]n
= (cosh(t)−H senh(t))n

≤ (cosh(t)−H1/r
r senh(t))n.

(2.38)

Além disso, a igualdade é alcançada apenas nos pontos umbílicos, isto é,
λ1 = λ2 = . . . = λn = λ, e H1/r

r = λ.
Seja Ω o domínio compacto em Hn+1 tal que ∂Ω = M . Temos que 〈x, a〉 ≥ 1 para todo

x ∈ Ω = ∂M , pois x, a ∈ Rn++2
1 com ‖ x ‖2=‖ a ‖2= −1, x0 ≥ 1 e a0 ≤ −1. Combinando
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(2.35), (2.37) e (2.38), temos

−
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ c(p)

0
(n+ 1)〈cosh(t)ψ(p) + senh(t)N(p), a〉×

×
n∏
i=1

(cosh(t)− λi senh(t))dtdA

≤
∫
M

∫ arc coth(H1/r
r (p))

0
(n+ 1)〈cosh(t)ψ(p) + senh(t)N(p), a〉×

× (cosh(t)−H1/r
r senh(t))ndtdA,

e a igualdade ocorre se, e somente se,Mn for totalmente umbílica. Além disso, nesse caso,

c(p) = arc coth(H1/r
r (p)) e

n∏
i=1

(cosh(t)− λi senh(t))dtdA = (cosh(t)−H1/r
r senh(t))n.

Vamos mostrar que para cada p ∈Mn, temos

∫ arc coth(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n(senh(t)−H1/r
r cosh(t))dt = −1.

De fato, fazendo uma mudança de variável w = cosh(t) −H1/r
r senh(t), temos que dw =

(senh(t)−H1/r
r cosh(t))dt. Isso implica

∫ arccoth(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n(senh(t)−H1/r
r cosh(t))dt

=
∫ arccoth(H1/r

r )

0
(n+ 1)(w)ndw

= (wn+1)
∣∣∣∣arc coth(H1/r

r )

0

= (cosh(t)−H1/r
r senh(t))n+1

∣∣∣∣arc coth(H1/r
r )

0
.

Usando o Lema 2.3.5, obtemos

(cosh(t)−H1/r
r senh(t))n+1

∣∣∣∣arc coth(H1/r
r )

0
= [cosh(arc coth(H1/r

r ))−H1/r
r senh(arc coth(H1/r

r ))]

− [cosh(0)− senh(0)] = −1.

Portanto

∫ arc coth(H1/r
r (n+1))

0
(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n(senh(t)−H1/r
r cosh(t))dt = −1. (2.39)
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Multiplicando (2.39) por 〈N, a〉 e integrando sobre Mn, obtemos

−
∫
M
〈N, a〉dA =

∫
M

∫ arc coth(H1/r
r )

0
(n+ 1)(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n(senh(t)

−H1/r
r cosh(t))〈N, a〉dtdA.

Usando (2.35), temos

∫
M

∫ arc coth(H1/r
r )

0
(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n(senh(t)−H1/r
r cosh(t))〈N, a〉dtdA

=
∫
M

∫ c(p)

0
〈cosh(t)ψ(p) + senh(t)N(p), a〉

n∏
i=1

(cosh(t)− λi senh(t))dtdA

≤
∫
M

∫ arc coth(H1/r
r (p))

0
〈cosh(t)ψ(p) + senh(t)N(p), a〉(cosh(t)−H1/r

r senh(t))ndtdA.

Dessa forma,

0 ≤
∫
M

∫ arc coth(H1/r
r (p))

0
(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n×

× [cosh(t)〈ψ(p), a〉+ senh(t)〈N, a〉 − senh(t)〈N, a〉+H1/r
r cosh(t)〈N, a〉]dtdA

=
∫
M

∫ arc coth(H1/r
r (p))

0
(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n×

× [cosh(t)〈ψ(p), a〉+H1/r
r cosh(t)〈N, a〉]dtdA

=
∫
M

[(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)

∫ arc coth(H1/r
r (p))

0
(cosh(t)−H1/r

r senh(t))n cosh(t)dt]dA.

Portanto, usando a definição de ρ(u), obtemos
∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)ρ(H1/r

r )dA ≥ 0.

Com os resultados expostos, estamos em condições de obter o principal resultado desta
seção, a saber,

Teorema 2.3.7. SejaMn uma hipersuperfície compacta mergulhada no espaço hiperbólico
Hn+1. Se Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então Mn é uma hiperesfera geodésica.

Demonstração. Como foi observado na demonstração da Proposição 2.3.6, existe um ponto
p ∈Mn tal que

λ1(p) > 1, . . . , λn(p) > 1.

Visto que, por hipótese, Hr é contante, obtemos Hr > 1. Pela definição de ρ, temos que
ρ(H1/r

r ) > 0 é uma constante positiva. Assim, da Proposição 2.3.6 temos
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∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)dA ≥ 0, (2.40)

para a ∈ Rn+2
1 , ‖ a ‖2= −1 e a0 ≤ −1. Além disso, a igualdade vale se, e somente se, Mn

é uma hiperesfera geodésica.
O Lema 1.10.2 garante que Hr−1 ≥ H1/r

r . Como 〈ψ(p), a〉 ≥ 1, para todo p ∈ Mn e
Hn+1 tem curvatura seccional constante c = −1, portanto a Proposição 1.11.7, implica

0 =
∫
M

(Hr−1〈ψ(p), a〉+Hr〈N, a〉)dA

≥
∫
M

(H(r−1)/r
r 〈ψ(p), a〉+Hr〈N, a〉)dA

=
∫
M

(H(r−1)/r
r 〈ψ(p), a〉+H(r−1)/r

r H1/r
r 〈N, a〉)dA

= H(r−1)/r
r

∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)dA.

Por hipótese, Hr é uma constante positiva, de onde segue que
∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)dA ≤ 0. (2.41)

De (2.40) e (2.41), temos que
∫
M

(〈ψ(p), a〉+H1/r
r 〈N, a〉)dA = 0,

ou seja, a igualdade ocorre em (2.40) e, portanto, Mn é uma hiperesfera geodésica.
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