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Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar uma demostracao do teorema de Sebastian
Montiel e Antonio Ros que caracterizam as hipersuperficies compactas, mergulhadas e
com r-ésima curvatura média constante em formas espaciais. Esse teorema generaliza o

teorema classico de Alexandrov e estabelece que

As tinicas hipersuperficies compactas, sem fronteira e mergulhadas em R, no
hemisfério aberto da esfera Euclidiana S™* ou no espaco hiperbélico H" ', com

curvatura r-média constante para algum r =1,...,n, sao as hiperesferas geodésicas.

Observamos ainda que, apesar de seguirmos as ideias de Montiel e Ros, neste trabalho

apresentamos uma nova abordagem para algumas etapas da demonstracao.

Palavras-chave: Hipersuperficies; r-ésima Curvatura media de ordem superior; Mergu-

lhada; Compactas, Hemisfério aberto, Hiperbdlico.



Abstract

This thesis aims to present a proof of a theorem of Sebastian Montiel and Antonio Ros
which characterizes the compact hypersurfaces, without boundary, with constant r-mean
curvature embedded in the space forms. This theorem generalizes the classical theorem

of Alexandrov and states that

The only compact, without boundary, hypersurfaces with constant r-mean curvature for
somer =1,...,n, embedded in R"*1, in the open hemisphere of the FEuclidean sphere

S™*L or in the hyperbolic space H" ', are the geodesic hyperspheres.

We remark that, despite we follow the ideas of Montiel and Ros, we give a new approach

for some steps of the proof presented here.

Keywords: Hypersurfaces; r-th Curvature media of higher order; Layered; Compact,

Open Hemisphere, Hyperbolic.
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Introducao

Um dos problemas classicos de Geometria Diferencial é o estudo de superficies com
curvatura média ou curvatura Gaussiana constantes. Liebmann [12], em 1899, foi um
dos pioneiros a estudar esses problemas, mostrando que a esfera é a unica superficie
compacta em R? com curvatura Gaussiana constante, e posteriormente, que a esfera é
o tinico ovaloide (superficie compacta em R3 com curvatura estritamente positiva) com
curvatura média constante.

As generalizagoes naturais destas curvaturas para hipersuperficie M™, no espaco eu-
clidiano de (n + 1)-dimensional, sdo as r-ésimas curvaturas médias, H,, r = 1,...,n,
definidas pelo r-ésimo polindémio simétrico elementar nas curvaturas principais de M™.

Considere M"™ uma variedade Riemanniana de dimensao n, compacta e orientavel,
seja 1 : M™ — M™' uma imersdo isométrica sobre a variedade Riemanniana (n +
1)—dimensional M"*!. Sendo M™ orientdvel, podemos escolher um campo normal uni-
tario global N. Denotaremos por V e V as conexdes Riemannianas de M" e M"t!,
respectivamente. Associado a segunda forma fundamental da imersdao temos o operador
auto-adjunto A, definido por

A(X) = —(VxN)T.

Sejam Aq,...,\, os autovalores de A num ponto p € M". Definimos a r-ésima curvatura

média H, da imersao ¢ no ponto p da seguinte maneira:

1
Ho=—-v S XA
() |

) 1<ii<..<ir<n

No sentido de unificar a notagao, definimos Hy = 1 e H, = 0 para todo r > n. Note que
para r =1, H; = H ¢é a curvatura média da imersao e no caso r = n, H, é a curvatura de
Gauss-Kronecker.

Adicionado a hipétese de convexidade para a hipersuperficie, em 1952, Stiss [17] es-
tendeu os resultados de Liebmann para a r-ésima curvatura média H, constante para
algum r = 1,...,n. Em 1954, Hsiung [9] provou que a hipdtese adicional da convexidade,
assumida por Stss, poderia ser relaxada para estrelada.

Uma descoberta fundamental no sentido de estender os resultados de Liebamn, foi

feita em 1956, por Alexandrov [1], que provou que



Teorema 1. A esfera € a unica hipersuperficie compacta, mergulhada no espaco euclidi-

ano, com curvatura média, constante.

O método de Alexandrov é completamente diferente dos métodos de Liebmann e Siiss,
sendo essencialmente baseado nos principios do maximo para equagoes elipticas.
Em 1978, Reilly [15] obteve uma nova demonstragdo do Teorema de Alexandrov,

usando novas técnicas. Em 1986, Ros [16] provou, seguindo o método de Reilly, que

Teorema 2. A esfera € a unica hipersuperficie compacta, mergulhada no espaco euclidi-

ano, com curvatura escalar constante.

Com relagao ao caso imerso, Hopf [7] mostrou, em 1951, que a tinica imersdo com
curvatura média constante de S? em R? é a imersdo candnica, originando uma pergunta

natural:

Problema 1. A esfera € a unica hipersuperficie compacta, imersa/mergulhada, com cur-

vatura média de ordem superior, H,, constante, para algum r =1,2,...,n?

Essa pergunta foi respondida negativamente para o caso imerso por Hsiang, Teng e Yu
[8], que em 1983, exibiram exemplos de hipersuperficies compactas, nao esféricas, imersas
em R?* com curvatura média constante. Finalmente, em 1986 , Wente [18] apresentou um
toro imerso em R?, com curvatura média constante, e em 1987, Kapouleas [10] construiu
novos exemplos de superficies compactas imersas em R3, com curvatura média constante
e género maior que um. Desta forma, a hipétese de mergulho nos teoremas de Alexandrov
e de Ros ¢, de fato, uma necessidade e nao pode ser relaxada para imersao.

Feitas essas consideragoes, podemos enunciar o principal resultado dessa dissertacao
que se encontra no artigo [13] de Sebastidn Montiel e Antonio Ros. Por questoes de
organizacao do trabalho e das demonstracoes, iremos enunciar e demonstrar os trés casos,

isto é, para os mergulhos em R"™1 S e H""! separadamente, a saber:

Teorema 3 (Teorema 2.1.6). Seja M™ wma hipersuperficie mergulhada, compacta e sem
bordo no espaco euclidiano R". Se H, é constante para algum r = 1,...,n, entdo M"

¢ uma esfera.

Teorema 4 (Teorema 2.2.7). Seja M"™ uma hipersuperficie mergulhada, compacta e sem
bordo no hemisfério aberto de S***. Se H, é constante para algum r = 1,...,n, entdo

M™ é uma hiperesfera geodésica.

Teorema 5 (Teorema 2.3.7). Seja M™ wma hipersuperficie mergulhada, compacta e sem
bordo no espaco hiperbélico H"™t. Se H, é constante para algum r = 1,... ,n, entdo M"

¢ uma hiperesfera geodésica.

O trabalho esta dividido em dois capitulos. No capitulo 1 introduzimos alguns pré-

requisitos basicos de Geometria Riemanniana com o objetivo de deixar a exposi¢do o mais



autocontida possivel. Além disso, faremos uma breve exposicao sobre fungoes simétricas,
definiremos o r-ésimo tensor de Newton associado a segunda forma fundamental de uma
imersao ¥ : M"™ — M"*! e demonstraremos algumas de suas propriedades.

O capitulo 2 contém as demonstracoes do resultado principal e estd dividido em trés
secoes, cada uma dedicada a uma forma espacial, sendo que na primeira se¢do provaremos
o caso Euclidiano do teorema principal e na segunda e terceira se¢oes provaremos os casos

esférico e hiperbodlico, respectivamente.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os requisitos necessarios para a compreensao dos resul-
tados principais dessa dissertacao. Exceto quando explicitamente mencionado, a demons-
tragao dos resultados apresentados aqui podem ser encontrados em [5]. Sejam M™ (ou
simplesmente M) uma variedade Riemanniana de dimensao n e classe C*°, X(M) o con-
junto dos campos de vetores de classe C*° em M, D(M) o anel das fungdes reais de classe
C> definidas em M, V e (-,-) sua conexdao e métrica Riemanniana, respectivamente. O
simbolo V também representara o gradiente de uma func¢do. Nesses casos ficara claro no
contexto tal diferenca, excluindo assim qualquer possibilidade de confusao. Além disso,
se p € M, entao T,,M denotara o espago tangente a M em p e T'M o fibrado tangente a
M.

1.1 Variedades diferenciaveis e campo de vetores

Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma familia de apli-
cagoes injetivas x, : U, C R™ — M, definidas em abertos U, de R", satisfazendo as

seguintes propriedades:
(1) Uax (Ua) = M;

(ii) Para todo par de indices a, 8 tais que x, (Us) Nx5 (Ug) = W # 0, os conjuntos
x5! (W) e x;' (W) sdo abertos de R™ ¢ as aplicacdes x5 0 x, ' : x; ' (W) — x5! (W)

(67

sao diferenciaveis;
(ili) A familia {(x4,U,)}, ¢ maximal com esta propriedade.

A familia {(x,,U,)}, recebe o nome de atlas. Cada (x,,U,) é denominado carta
ou parametriza¢do, ou ainda sistema de coordenadas. O conjunto x, (U,) é chamado

vizinhanga coordenada de cada ponto p € x, (U,) .

Definicao 1.1.1. Sejam M"™ e M™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : M" —

M™ é diferenciavel em p € M", se dada uma parametrizacao y : V C R™ — M™ em
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Y(p) existe uma parametrizacao x : U C R" — M"™ em p tal que ¢ (z(U)) C y(V) e, além
disso, a aplicagao
yloor:UCR" = R™

¢ diferenciavel em z7'(p). Dizemos que a aplicagao ¢ ¢ diferencidvel em um aberto de

M™", se é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Definicao 1.1.2. Seja M"™ uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao diferenciavel o :
(—e€,€) = M™ é chamada uma curva (diferenciavel) em M"™. Suponha que a(0) =p € M™,
o vetor tangente a curva o em t = 0 é a func¢ao o/(0) : D — R dada por
d(foa
) f = Mol pep
dt |,_,
Definicao 1.1.3. Sejam M"™ e M™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : M" —
M™ diferencidvel ¢ uma imersao, se di, : T,M"™ — Ty,) M™ ¢ injetiva para todo p € M".
Se, além disso, 1 é um homeomorfismo sobre ¢(M™) C M™, onde )(M") tem a topologia
induzida por M™, diz-se que ¥ é um mergulho. Se M"™ C M™, entao a inclusdo ¢ : M" —

M™ é uma subvariedade de M™.

Definicao 1.1.4. Seja M"™ uma variedades diferenciavel. Diz-se que M™ ¢é orientavel,
se M™ admite uma estrutura diferenciavel {(U,,x4)} tal que, para todo par «, 3, com
2o (Uy) Uzg(Ug = W # 0, a diferencial da mudanca de coordenada 50z, tem determi-

nante positivo.

Definicao 1.1.5. Uma campo de vetores X em uma variedade diferencidavel M™ é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M™ associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagoes, X é uma aplicacao de M™ no fibrado tangente TM. O campo de vetores X é

diferenciavel, se a aplicacao X : M™ — T M™ é diferenciavel.
Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M™ é possivel escrever

X(p) = (o)

=1

onde cada a; : U — R é uma funcdao em U e { } ¢ a base associada a z;, i =1,...,n.

831;1
E claro que X ¢é diferencidvel se, e s6 se, as funcdes a; sao diferencidveis para algum 1,
portanto, para qualquer parametrizagao.

As vezes é conveniente utilizar a ideia de vetor e pensar em um campo de vetores
como uma aplicagdo X : D(M) — D(M) do conjunto das fungoes diferenciaveis em M",

definida do seguinte modo

(X00) = X))

]
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A expressao campo de vetores significa campo diferenciavel de vetores. Também denota-

remos por X(M) o conjunto de todos os campos (diferencidveis) de vetores.

Exemplo 1.1.6. Sejam X,Y € X(M). Escrevamos X = I 1(12(% eY =YL ’Lax em
uma vizinhanga coordenada x(U). Entao,
XY(f)= ——
j_
jzl J al'j
— ; bi—t_
;;a 8351 < ]ax]’>
LR ob; Of 0 f
jz:l ; “i\ o, Ox; T Ox;0x;
S (1) 5,
= a; + a;b; )
Sio \ Or) dx; 4o 7 Ox ;0
Analogamente, vemos que
n o n aaz n an
YX(f) = (b ) bjai5——
;; ax] (9:1:Z = 1; Ox;0x;
i 0 f 0 f
Portanto, usando o teorema de Schwarz, que diz que = obtemos

3xi8xj n 83@-8@"

NN N A
XY = ZZ(“&:J Jai)a;;:

Jj=1l1i=1

sobre z(U). Além disso, pode-se demonstrar que a expressao de XY — Y X independe da
parametrizacao x. Portanto, XY — Y X € X(M).

Definicao 1.1.7. Dados X,Y € X(M), o campo [X,Y] := XY -Y X € X(M) é chamado
o colchete de X e Y.

Proposicao 1.1.8. Se X,Y e Z sdo campos de vetores suaves sobre M, a e b sdo numeros

reais e f e g sio fungoes suaves definidas em M, entdo
(1) [X,Y] = =[Y, X];
(ii) [aX + Y, Z] = a]X, Z] + b]Y, Z);

(iii) [[X, Y], 2] + (Y, 2], X] +[[2, X], Y] = 0;

() [fX,9Y] = fglX,Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
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1.2 Meétricas Riemannianas

Definig¢ao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M™ é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-,-), = ¢,(+,-) no

espago tangente 1T),M, tal que, se x : U C R® — M™ é um sistema de coordenadas locais

em torno de p, entdo para cada pari,j € {1,...,n},¢1— <6‘2, (q), %(q» ¢ uma funcao
1 J q

suave definida sobre z(U).

As funcoes g;; = (2, -2 ) sdo chamadas de componentes da métrica Riemanniana g
J Ox;’ Oxj

no sistema de coordenadas x : U C R®™ — M"™. Uma variedade diferenciavel com uma

métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana. E usual deixar de indicar o

indice p em g, = (, ), sempre que nao houver possibilidade de confusdao. Denotaremos por

(M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com uma métrica g. Sempre que nao

for importante ou estiver implicito com qual métrica estamos trabalhando, escreveremos

apenas M no lugar de (M, g) e, além disso, diremos que M é uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.2.2. Sejam M e N variedades Riemannianas com métricas g e h, respectiva-
mente. Um difeomorfismo f: M — N (isto é, f é uma bijecao diferencidvel com inversa

diferencidvel) é chamado uma isometria se

(u, V)p = <dfp(u)7 dfp(”))f(p) )

ou seja,

9(u,v)(p) = h(dfy(w), df,(v)) (f(p)),

para todop € M e u,v € T,M.

A definicdo acima introduz uma relacdo de equivaléncia entre duas variedades Ri-
emannianas. Ela diz que duas variedades isométricas sao indistinguiveis do ponto de
vista métrico. Isto significa que as medidas como angulo, area, volume, comprimento e

curvatura, definidas adiante, sdo idénticas em ambas as variedades.

Definicao 1.2.3. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplica-
cao
V:iX(M)xX(M)— X(M),

indicada por (X,Y)1— VxY, que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) VfX+gyZ = vaZ + gVyZ;
(i) Vx(Y+2) =VxY + Vy Z;

(iil) Vx(fY) = fVxY + (X])Y.
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Para XY, Z € X(M) e f,g € D(M). Dizemos que VxY é a derivada covariante do
campo Y na direcao do campo X.

A seguinte proposicao estabelece uma relagao entre a conexao e a derivada covariante.

Proposigao 1.2.4. Sejam M uma variedade Riemanniana e V sua conexao. Existe uma
unica correspondéncia que associa a cada campo de vetores V, ao longo de uma curva

DV
c: I CR — M, um outro campo de vetores —— ao longo de c, denominado derivada

dt
covariante de V' ao longo de c, tal que

DV DWW

D
df

) Dvy=2

(c) SeV éinduzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)), entao

DV
— = Y.
o Veydt

Definicao 1.2.5. Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M

DV
V+ fﬂ’ onde f € uma fungdao diferenciavel em I;

¢é compativel com a métrica se, para quaisquer X,Y, 7 € X(M), temos
X<Y7 Z> = <VXY7 Z> + <Y7VXZ> :

Definicao 1.2.6. Uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M ¢ dita simé-

trica, se para todos X,Y € X(M), temos
VxY - VyX =[X,Y].
Agora iremos enunciar uma proposicao importante sobre a existéncia e unicidade de

uma conexao afim simétrica e compativel com a métrica de uma variedade Riemanniana.

Proposicao 1.2.7. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica conexao afim

V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstragio. Ver pagina 61 de [5] O

A conexdo afim da proposicdo anterior é denominada a conexdo de Levi-Civita (ou
Riemanniana) de M. De agora em diante, estaremos sempre considerando variedades

Riemannianas com suas respectivas conexoes Riemannianas.

Definicao 1.2.8. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um

DV
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo, quando e 0,
para todo t € I.
Defini¢ao 1.2.9. Um conjunto {F1, ..., E,} é dito um referencial para M se, para cada

p € M, o conjunto {E1(p),..., E,(p)} for uma base de T,M. Se essa base ¢ ortonormal

para todo p € M, dizemos que o referencial é ortonormal.
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Isto implica que todo campo de vetores X € X(M) pode ser escrito da forma
n
X = Z l’iEi,
i=1
onde as fungoes x; sdo diferenciaveis. Um caso especial de referencial sera particularmente
util:

Definigao 1.2.10. Um referencial ortornormal em M é dito geodésico p € M, seV g, E;(p) =
0, para todo i,j € {1,...,n}.

1.3 Integrais sobre variedades Riemannianas

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e seja x : U C R” — M uma parame-

trizacao tal que o fecho de U é compacto. Definimos a integral de f sobre U por

/deM:/U(fox)(uh...,un)\/gdul...dun,

onde g = detG e G = (gij)nxn ¢ a matriz cujos coeficientes sao os termos da métrica.
Observe que a definicao acima nao depende da parametrizacao. De fato, se y : W C
R® — V C M é uma outra parametrizacio e se £ = x 1oy : W — U é a mudanca
de coordenadas de y para x, entdao, pelo teorema de mudanca de variaveis para integrais

multiplas, temos

-/Ufox(ul, cUp)/gdu . duy, = /f (foxo&)(v,...,vn)\/gldet & |dvy ... dvy,

~H(U)

= /W(f oy)(v1,... ,vn)\/g.\\/devl coodoy = /W(foy)(vl ...vp)Vhdv ... dvy,

onde usamos que |det {'|= |det H|/|det G|= /g/Vh, G e H sio as matrizes da métrica
relativas as parametrizagoes x e y, respectivamente, e onde seus respectivos determinantes
sao representados por /g e Vh. Assim, a integral estd bem definida e ndo depende de
parametrizacoes.

Para estender a definicdo de integral sobre toda a superficie compacta M, iremos

utilizar as parti¢oes da unidade.

Definicao 1.3.1. O suporte de uma funcao f : M — R é o conjunto
supp f = {z € Mz = lim zy,, 24 € M, f(xy) # 0},

isto é, o fecho (em M) do conjunto dos pontos x € M tais que f(z) # 0.

Definicao 1.3.2. Uma particio da unidade em uma variedade diferenciavel compacta

10
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M é uma familia (n))rea de fungoes diferencidveis 7y : M — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
i) m(z) > 0 para todo A € A e todo = € M;

ii) Para todo z € M, tem-se » n\(z) = 1.
AEA
Lembremos que, se M é compacta, entao M pode ser coberta por uma familia finita
de abertos. Assim, se V] U...UV,, é uma cobertura aberta de M, entao M possui uma
partigdo da unidade (7;)", tal que suppn; C V;. Dessa forma, definimos a integral de
f:M — R por

/MfdA:ZZl/MmfdA:ZZI/Uim-(foxi)(ul,...,un)\/ﬁdui...dun, (1.1)

onde x; : U; C R™ — V; C M sado parametrizagoes locais de M.
Mostraremos agora que a integral em (1.1) nado depende da parti¢do da unidade esco-
lhida. Sejam W7 U...UW, uma outra cobertura de M e (fj)j-:l uma particao da unidade

associada satisfazendo supp §; C V;. Assim, como 371, n; = 327, {; = 1, temos que

é/MmfdA = g;/MnigfjfdA:ii/MmfjfdA

i=1j=1

— z /Mimﬁjfdfl = Z | &faa.

e, portanto, a integral para variedades Riemannianas compactas estd bem definida.

1.4 (Geodésicas, aplicacao exponencial e variedades

Riemanninas completas

Definicao 1.4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e I C R um intervalo aberto.

d
Uma curva parametrizada v : [ — M é uma geodésica se, para todo t € I, T (dZ) =0

Nesse caso, se v(t) = /(7¥'(t),~'(t)) é a velocidade de 7y, temos que

Concluimos, portanto, que se v é geodésica, entao o vetor velocidade de ~ possui

norma constante.

11
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Dizemos que uma geodésica v é normalizada ou que esta parametrizada pelo compri-
mento de arco quando |7/(t)| = 1, para todo t € 1.
Como uma consequéncia do teorema de existéncia e unicidade das solugoes de equacoes

diferenciais ordindarias, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Dadosp € M ev € T,M,
existe uma unica geodésica 7y : I — M tal que v(0) =p e +'(0) = v.

Denotaremos por 7, a nica geodésica que no instante t = 0 passa por p com velocidade
vel,M

Definicao 1.4.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. A aplicacdo exponen-

cial exp, : T,M — M ¢ a aplicacao diferenciavel

v
exp,(0) = 7(Lp,v) = 7 (|v|,p, M) |

onde y(t) = y(t,p,v) é a unica geodésica satisfazendo v(0) = p e 7/(0) = .

Definicao 1.4.4. A distancia entre dois pontos p ¢ em uma variedade Riemanniana M
é definida como o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por partes

que ligam p a q.

Definicao 1.4.5. Uma variedade Riemanniana M ¢é dita (geodesicamente) completa se,
para todo p € M, a aplicacdo exp,, estd definida para todo v € T, M, isto ¢, as geodésicas

iniciando em ¢ estao definidas para todo t € R.
Proposigao 1.4.6 (Teorema de Hopf-Rinow). As sequintes afirmagioes sao equivalentes:

(i) M € geodesicamente completa,
(i) M € um espago métrico completo;
111) exp, estd definida sobre todo o T,M para todo p € M,
p P
(iv) Os conjuntos fechados e limitados de M sao compactos;
(v) Eziste uma sequéncia de subconjuntos compactos K,, C M satisfazendo K, C K1,
o K, =M tal que, se q, ¢ K,, entio d(q,,p) — 0.

Além disso, qualquer uma das afirmacoes acima implica que para qualquer q € M existe
uma geodésica vy ligando p a q tal que o comprimento de v € igual a distancia de p a q em

M.

Defini¢ao 1.4.7. Uma variedade Riemanniana M é dita (geodesicamente) completa se,
para todo p € M, a aplicagdo exp, estd definida para todo v € T, M, isto ¢, as geodésicas

iniciando em t estao definidas para todo t € R.

Observacao 1.4.8. As demonstracoes dos resultados dessa secdo podem ser encontradas,

por exemplo, em [5].
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1.5 Curvatura

A seguir apresentaremos a definicdo de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto

uma variedade Riemanniana deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.5.1. O tensor curvatura ou, simplesmente, a curvatura R de uma variedade
Riemanniana M, é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma
aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVxZ2 — V[Xﬁy}Z, Z € %(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Lema 1.5.2. O tensor curvatura em uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades:
(i) R(X,Y)Z ¢ trilinear, isto €, linear nas varidveis X, Y e Z;
(i) (R(X,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T);

(iii) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z);

(iv) (R(X,Y)Z,T) =(R(Z,T)X,Y);

(v) Satisfaz a identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y, Z)X = 0.

Proposicao 1.5.3. Seja o C T,M um subespago bidimensional do espaco tangente T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdo

__(B@yry)
VIzlPly2—(z, y)?

K, (p) = K(x,y)

ndo depende da escolha dos vetores x,y € o.
Demonstragio. Ver pagina 105 de [5]. ]

Definicao 1.5.4. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M,
o numero real K,(c) = K,(z,y), onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado

curvatura seccional de o em p.
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1.6 Gradiente, divergente, Laplaciano e Hessiano

Defini¢ao 1.6.1 (Gradiente). O gradiente de uma fungao f € D(M) é o tnico campo de
vetores Vf € X(M) que satisfaz a equagao

(VI,X)=Xf, VX exX(M).

Sob o ponto de vista de formas diferenciais, vemos que df (p) é um funcional linear para

cada p € M e, portanto, existe um tnico vetor V f(p) tal que

df (p)(X(p)) = (Vf(p), X())p-

Fazendo p variar sobre M, obtemos
df (X) = (V [, X).

Proposicao 1.6.2. Se f € D(M) e {ey,...,e,} € um referencial geodésico em M, entdo

Demonstragdo. Ao escrever

temos que
e;(f) =(Vf.e) <Zazez, €J> = aj-

Portanto

=Y el

Proposigao 1.6.3. Se f,g: M™ — R sdo fungoes suaves, entdo
(i) V(f+9) =V +Vg;
(i) V(fg) =gV [+ fVg.

Demonstra¢io. Se X € X(M), entao

(V(f+9),X)=X(f+9)
= X(f)+X(9)
= (Vf,X) +(Vyg,X)
= (Vf+Vg,X)

14
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e
(V(f9),X) = X(fg)
= 9X(f) + fX(9)
= (V. X) +{[Vg, X)
= (9V I+ fVyg, X).
Como isto vale para todo X € X(M), os resultados seguem. ]

Definigao 1.6.4. Seja X € X(M). A divergéncia de X é a fungao div X : M — R, dada
para p € M por
(divX)(p) = tr{v = (V. X)(p)},

onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.
Decorre diretamente da definigao que, se X,Y € X(M) e f € D(M), entao
(i) div(X +Y) =divX 4+ divY;
(ii) div(f.X) = f.divX + (Vf, X).

Definicao 1.6.5. Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) — D(M)
definido por
Af =div(Vf).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente que:
(i) A(f+9)=AfF+Ag;
(i) A(f-9) = f-Ag+g-Af +2(V/,Vg), para quaisquer f,g € D(M).

Defini¢ao 1.6.6. Seja f € D(M). O Hessiano de f no ponto p € M é o campo de
operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M, definido para v € T,M por

(Hessf),(v) = V, V.

Segue das propriedades de conexao Riemanniana que, se X é uma extensao local de v
entao Hessf,(v) = (VxV f)(p). Podemos considerar Hessf como um tensor tal que, para
cada par de campos X,Y € X(M), temos

Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y).
Proposicao 1.6.7. Se f € D(M), entdo para todo p € M wvale a igualdade

Af(p) = tr (Hessf,).
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Demonstracdo. Sejam p € M e U C M uma vizinhanca aberta de p na qual estd definido

um referencial ortonormal {ey,...,e,}. Entao

tr (Hessf), = Zn: ((Hessf), (e:), e;)

Integrais sobre variedades Riemannianas compactas satisfazem o

Teorema 1.6.8 (Teorema da Divergéncia). Se M" é uma variedade Riemanniana orien-

tada, compacta, com bordo e X um campo de vetores definido em M"™, entao

/M(divX)dM — /8 (X N)ds,

onde N € o vetor normal unitdrio apontando para o interior de OM™, na orientagdo de
M™

Demonstragio. Ver pagina 230 de [11]. O
Uma consequéncia imediata do teorema da divergéncia é o

Corolario 1.6.9. Se M ¢é uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo e X € X (M),

entao
/ (divX)dM = 0.
M

1.7 A segunda forma fundamental

Definigdo 1.7.1 (Variedades Imersas). Uma aplicacio f : M™ — M"+t™=F entre duas
variedades diferencidveis é dita uma imersdo, se sua diferencial df, : T,M — Ty, M
é injetiva para todo p € M. Se M possui uma estrutura Riemanniana, f induz uma

estrutura Riemanniana em M, dada por

(u, v)p = (dfp(u), dfp(”))f(p) ) u,v € TpM.

Como df, ¢ injetiva, (,), ¢ positivo definido. As demais condi¢oes da Defini¢ao 1.2.1 sao
facilmente verificadas. A métrica de M é chamada entdo a métrica induzida por f, e f é
entdo chamada de uma imersao isométrica e o nimero m = dim M — dim M é chamado

de codimensao da imersio.
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Definicao 1.7.2. Quando a imersao tem codimensao 1, dizemos que M é uma hipersu-

perficie de M.

Seja f : M™ — M"™*™=F yma imersido. Entdo, para cada p € M, existe uma vizinhanca
U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem
uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R em um aberto V do
R*, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespaco R” C R,

Para simplificar a notacao, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M,q € U,
com df,(v) € Tf(q)M . Usaremos tais identificagoes para estender, por exemplo, um campo
local (isto é, definido em U ) de vetores de M a um campo local (isto é, definido em U )
de vetores em M se U é suficientemente pequeno, tal extensio é sempre possivel, como
se vé facilmente usando o difeomorfismo ¢.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe TpM na soma direta
T,M = T,M & (T,M)",

onde (TP.M)l ¢ o complemento ortogonal de 7, M em TPM. Sewv € Tp]\Z/,p € M, podemos
escrever

v=2"+oN, T eT,M, Ve (T,M)".

N a componente normal de v. A

Denominamos v! a componente tangencial de v e v
conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos locais de vetores

em M, ¢ X,Y sido extensoes locais a M, definimos
_ \T
VxY = (VgY)',

a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M.
Consideramos em T'M* a métrica obtida pela restricio da métrica de TM. Para

X e X(M)ene€ X(M)*, uma facil verificacdo permite mostrar que
N
(Vam)™

onde ()1 denota projecio sobre TM=, bem define uma conexao V+ : X(M)x X(M)*+ —
X(M)* no fibrado normal de M. Tal conexao é compativel com a métrica de TM=*, uma

vez que se X € X(M) en,& € X(M)*, entao

1

X(n,&) = (Vxn,&) + (n,Vx€) = (Vin, &) + (n, Vx¢),
a conexdo V1 é denominada a conexdo normal da imersdo.

Definicdo 1.7.3. Sejam f : M — M uma imersio isométrica, U C M uma vizinhanca de
p € M tal que f(U) C M é uma subvariedade de M e N € X(U) um campo local de M,
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com U € M aberto e f(U) € U. O campo N diz-se normal a M, se X (p) = X, € (T,M)",
para todo p € U.

Assim, segue da definicao 1.7.3 que,
B(X,Y):=VzY - VyxY

é um campo local em M normal & M. Prova-se que B(X,Y) estd bem definida, isto é,
B(X,Y) nio depende das extensoes X e Y. Indicaremos por X(U)* o espaco dos campos

de vetores diferenciaveis em U normais a f(U) ~ U.
Proposicao 1.7.4. Se X,Y € X(M), entio a aplicagio B : X(M) x X(M) — X(M)*,
dada por
B(X,Y)=VxY —VxY
estd bem definida. Além disso, B € bilinear e simétrica.

Demonstragio. Ver pagina 140 de [5]. ]

Agora podemos definir a segunda forma fundamental de M em M. Sejam p € M e
n € (T,M)*. Defina a aplicagio H,, : T,M x T,M — R por

H77<x7y) = <B(.T,y),77>,

e, pela Proposicao 1.7.4, temos que H,, ¢ bilinear e simétrica. Observe que a aplicagao
H, estd bem definida pois B(X,Y)(p) depende apenas de X, na primeira entrada e B é
simétrica, temos que B(X,Y)(p) depende apenas de X, e Y},

Definicao 1.7.5. A forma quadratica /1, definida em 7),M por
11, (z) = Hy(z, v)

¢ chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a

aplicacao B que em cada p € M ¢é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores em

(T,M)".

Definicdo 1.7.6. A aplicacdo bilinear H, estd associada uma aplicagdo linear auto-
adjunta A, : T,M — T,M, dada por

(Ay(2),y) = Hy(z,y) = (B(x,y),n)-

A aplicacao A, é denominada o operador de Weingarten ou operador de forma associado
a segunda forma fundamental /7,,. Quando a codimensao ¢ 1, isto ¢, quando M ¢é uma

hipersuperficie de M, iremos denotar esse operador apenas por A.
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A proposicao a seguir da uma expressao da aplicacao linear associada a segunda forma

fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.7.7. Sejam p € M,x € T,M en € (TPM)L. Seja N uma extensdo local

de n normal a M. Entao

Ayfx) = — (V.N)" .

Demonstragao. Sejam y € T,M e X,Y extensoes locais de z,y respectivamente. Entao

(N,Y) =0, donde concluimos que

(4,(z),y) = (B(X,Y)(p),N)
(VxY = VxY,N) (p)

<®XY7 N> (p)

=— <Y, ?XN> ()

(~9..1)

para todo y € T, M. O

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M e n € (TpM)l7]77\: 1. Como
A, : T,M — T,M ¢é auto-adjunta, segue do Teorema Espectral que existe uma base
ortonormal {ey,...,e,} de T,M formada por autovetores com autovalores associados
Aoy A, isto €, A, (e;) = Ne;, 1 < i < n. Neste caso, denominamos os e; de di-

recoes principais e os \; de curvaturas principais da imersao f.

Definicdo 1.7.8. Uma imersao isométrica ¢ : M™ — M™tF ¢ umbilica em p € M se,

para cada p € T,M*, existe um nimero real A, tal que
A, = \,id, onde id : T,M — T,M.

A imersao é totalmente umbilica se ela é umbilica em cada p € M.

A proposigao a seguir relaciona os tensores curvatura de M e M por meio da segunda
forma fundamental da imersao. Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada

no capitulo 6 de [5].

Proposicio 1.7.9. Se f : M™ — M™™ ¢ wma imersdo isométrica, entdo
(i) (Gauss) (R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z, T)—(B(Y,T), B(X, 2))+(B(X,T), B(Y, Z));
(it) (Codazzi) (R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y, Z,n),

onde X,Y,Z, T € TM,ne€ TM* ¢
(VxB)(Y, Z,n) = X(B(Y, Z),n) — (B(VxY, Z),n) — (B(Y,VxZ),n).
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Corolario 1.7.10 (Gauss). Se f : M™ — M™™ ¢é uma imersdo isométrica e X, Y € TM

sao campos de vetores ortonormasis, entao

Corolario 1.7.11 (Codazzi). Se f : M™ — M™ é uma imersdo isométrica e M™ tem

curvatura secional constante, entdo
(VxA)(Y) = (VyA)(X)

onde A € o operador de forma de f e (VxA)(Y)=VxAY)—-A(VxY).

1.8 Coordenadas de Fermi

Seja M™ uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa M. Como
de costume, iremos identificar M com (M) C M"*t™_ Nesta secdo iremos considerar a
funcao distdncia de M™t™ baseada em M. Os detalhes do que iremos apresentar aqui

podem ser encontrados em [4], p. 138-146 (ver também a se¢do 4 do Capitulo X de [5]).

Definicdo 1.8.1. Dado, ¢ € M™t™ a funcio distancia de g a M é

r(q) = d(g, M) == inf{d(q,p);p € M}

Lema 1.8.2. Se M" ¢ uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa M™™,

entdo a fungio distincia r : M™™ — R dada por v(q) = d(q, M) satisfaz
(i) IVrl=1;
(ii) As curvas integrais de Vr sio geodésicas de M™™ emanando de M;

(iii) Se M ¢é compacta, entio eziste € > 0 tal que Vr estd definida e é suave em

r=1((0,¢)). Além disso, as curvas integrais de Vr intersectam M ortogonalmente;

(iv) Se M é compacta e ¢ € M\ M, entio existe uma geodésica v : [0,1] — M, ortogonal
a M, tal que v(0) € M, v(1) = q e {(v) = d(q, M).

Seja exp a aplicacdo exponencial de M™™ e considere a restricio
expt = exp| (ranL
ao fibrado normal de M em M"*™. Denote ainda por (SM)*+ = {n € (TM)*; |n|=1}.
Definigao 1.8.3. A aplicagio F : [0,00) x (SM)* — R dada por
E(t,n) = exp™(tn)
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determina coordenadas radiais em M"™™ a partir de M, chamadas de coordenadas de

Fermi associadas a fungao distancia r(q) = d(q, M).

Definicdo 1.8.4. Dizemos que um ponto ¢ € M é um ponto focal de M em M se p

é um valor critico de exp*

Observacdo 1.8.5. Geometricamente, se R"™!, entdo dada o : I — M uma curva suave,

a definicdo de ponto focal implica que as retas normais que comecam ao longo da curva
Y o a perto de (p) = P(a(sg)) tendem a se concentrar em ¢ = 5(a(ty)) = ¥s(p). Veja
figura 1.1.

Ima)y

Imv)
¥(p)

Figura 1.1: f é um ponto focal de uma hipersuperficie 1) em R2.

Defini¢do 1.8.6. Dados p € M e n € (S,M)*, definimos a distancia ao ponto focal
minimo de M, ao longo da geodésica v em M"™*™ tal que v(0) = p e v/(0) =, por

¢y(p) = sup{t > 0:d(M,~(t)) = t.}

isto ¢, o maior valor de ¢ tal que a geodésica que parte de M, ortogonal a M, minimiza dis-

tancia a M. Se a codimensao m = 1, omitiremos a menc¢ao a vetor normal e escreveremos
c(p) = cy(p)-
Sob todas essas consideracoes, obtemos

Proposicao 1.8.7. Se M"™ ¢ uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa

M™™ e o M™™ 5 R € uma funcdo integrdvel, entdo

/de //S M)l/ f(expt(tn))/g(t,n)dtd, 1dA.

Em particular, se a codimensdo m = 1, entdo

/ fav = / / f(expt(tn))\/g(t,n)dtdA.

Aqui, g(t,n) € o determinante da matriz da métrica Riemanianna de M™™ nas coorde-
nadas de Fermi, dA é a medida Riemmaniana de M e dp,,_1 é a medida Riemanniana
de (S,M)*.
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1.9 Transformacoes de Newton

Definig¢ao 1.9.1. Uma funcao f : R” — R ¢ dita simétrica, se f é invariante por permu-

tacao de suas variaveis independentes, isto é,

f (1’1, .. ,ZL’n) = f (C(]p(l), e ,Ip(n)> s

para todas as bije¢oes p: {1,...,n} — {1,...,n}.

Definicao 1.9.2. Definimos a k-ésima fungao simétrica elementar s; : R — R por

1 k=0
sp Ty, . xn) = 1<i1<2:<ik<nxil.”xik kell,... ,n}
0 k> n.

As fungoes simétricas elementares tem as seguintes propriedades

Proposicao 1.9.3. Se s, : R" — R ¢ a k-ésima funcdo simétrica elementar, entdo

.0 _
(i) %sk(xl,...,xn) = Sk1 (1, Ty e Tp) 5
j

oSp (T, By ) — S (T, T, T
(i)

= (x; — ;) Sk—1 (T1, -, Tiy o Ty e Tp) 5

U 0
(1i7) ija—sk (z1,...,2) = k-8 (x1,...,2,).
=1 9%j

Aqui T; indica que o elemento x; foi omitido.

Demonstragio. Usando o método de indugdo finita, os itens (i) e (ii) decorrem diretamente

da definigdo. A prova do item (iii) pode ser consultada em [2] . ]

Definigao 1.9.4. Seja v : M™ — M™"! uma imersao isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A : T, M — T),M o operador linear auto-adjunto associado a segunda
forma fundamental da imersdao ¢ em cada ponto p € M. Associado a A temos os n

invariantes S,(A), 1 < r < n, definidos pela igualdade

det(t] — A) = 3 (=1)7 S, (A},

r=0

onde Sy(A) = 1 por definigdo. Quando {ey,...,e,} é uma base de T,M formada por

autovetores de A, com autovalores, respectivamente, {\1,..., A\, }, vé-se que
Sr(A) =50 (A1, A,

onde s, é o r-ésimo polinémio simétrico elementar.
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Definigdo 1.9.5 (Transformacoes de Newton). Sejam ¢ : M"™ — M"™"' uma imersio
isométrica, A seu operador de forma e r € N. Definimos o r-ésimo Tensor de Newton

como sendo a aplicagao P, : T,M — T,M dada, recursivamente, por
P.(A) =S, (A)I — AP._1(A)

e Py =1. Note P,(A) = P(A) = 0 para todo r > n.
Observagao 1.9.6. Por simplicidade, de agora em diante, denotaremos P,(A) e S,(A) por
P, e S,, respectivamente.

Observacao 1.9.7. Visto que P, um polindmio em A para todo r, ele é também auto-
adjunto e comuta com A. Assim, toda base que diagonaliza A em p € M"™ também

diagonaliza todos os P, em p € M™.

Lema 1.9.8. Seja ¢ : M™ — M™ uma imersio isométrica entre duas variedade Rie-
mannianas e seja A o operador linear associado a sequnda forma fundamental. O r-ésimo

Tensor de Newton P, associado a A, satisfaz
(i) tr(P.) = (n —r)S,;
(ii) tr(Ao P,) = (n—1)S,41.

Demonstragio. Ver [3], p. 279. O

1.10 As r-ésimas curvaturas médias H,

Sejam 1 : M™ — M™! uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas
e N, 1 =1,...,n, as curvaturas principais em um ponto arbitrario de M™. Definimos as

r-ésimas curvaturas médias H, de 1, para 0 < r < n, por

ST . Sr()\la N /\n)

G0

H, =

(1.2)

Usando (1.2), segue que

¢ a curvatura média de v em p, e

H,(p) = Mi(p) .- Au(p)

é a curvatura de Gauss-Kronecker de 1) em p. Por defini¢ao, adotamos Hy(p) = 1.
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A seguir estabelecemos algumas desigualdades algébricas sobre as r-ésimas curvaturas

médias H,.
Denotemos por Cy, k =1,...,n, a componente conexa do conjunto
{z € R"; s(x) > 0}
contendo o vetor a = (1,...,1). Note que cada vetor (xi,...,x,), com todas as suas

componente maiores que zero encontra-se em cada C%. O resultado a seguir é devido a

Gérgind, ver [6].
Lema 1.10.1 (Gérdind). Sdo vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) Se k <r, entio Cy D C,;

(it) Se x € Cy, entao
s,(ckfl)/k(a:’) <spoal(z), k=1,...,7;

Além disso, se k > 2, a igualdade é vdlida se, e somente se, x for proporcional ao
vetor a = (1,1,...,1).

(ii1) Se x € C,, entao
st < sy(x), x € C,.

Além disso, se k > 2, a igualdade é vdlida se, e somente se, x for proporcional ao
vetor a = (1,1,...,1).
Como consequéncia, obtemos

Lema 1.10.2. Seja ¢ : M™ — M™' uma imersio isométrica entre duas variedades

Riemannianas, onde M™ é conexa. Suponhamos que existe um ponto de M™ onde todas

as curvaturas principais Ai, ..., A\, sao positivas. Se H, € maior que zero em todo ponto
em M", entao o mesmo vale para Hy, k=1,...,r — 1. Além disso
HFYY < g e HF<H k=1,...r (1.3)

Se k > 2, entao a igualdade em (1.3) ocorre apenas em pontos umbilicos.

1.11 O operador L,

Associado a cada P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem

L. :D(M) — D(M), que introduzimos a seguir.

Definicao 1.11.1. Dada uma funcao diferenciavel f : M™ — R definimos o operador

diferencial de segunda ordem L, em M™ por:

L. (f)(p) = tr(P, o Hessf)(p).
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Aqui, e Ncom 0 <r <n-—1.
Observagdo 1.11.2. Note que para r = 0, Ly(f) = tr(Hessf)) = Af é o Laplaciano.

Lema 1.11.3. Se f,g € D(M), entao

Li(fg) = fLrg + gLof + 2(P.(V f), Vg). (1.4)

Demonstragio. Seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal de M". Temos

L,(fg) = tx(P, o Hess(fg))

zn:<vezv(fg)> PT<€Z)>

=
—_

n

<Vez(ng + gvf)a Pr(ez)>

=
—_

n

<€Z(f>vg + fveivg + ez(g)vf + gveivf7 PT<61>>

-
I
N

Il
M=

[(Vg, Pr(ei(f)e) + F(Ve Vg, Prle)]

-
I

s -

[y

+2_UVS, Pleige) + 9(Ve, V[, Pr(es)]

1=

= (Vg, B (Vf)) + ftr(P. o Hess(g)) + (Vf, P(Vg)) + gtr(P, o Hess(f))
= fLg+gL.f+2(P.(Vf),Vg),

pois P, é auto-adjunta. O]

O objetivo agora é demonstrar que, para imersoes em R"*1 S ou H"!, operador

L, pode ser escrito da forma

Lo(f) = div(P(Vf)).

Isso serd provado nas proposicoes a seguir.

Proposicao 1.11.4. Sejam X" € M™' uma variedade Riemanniana e T : TS — T

um operador linear auto-adjunto. Defina o operador
L(f) = tr(T o Hessf).

Entao

L(f) = div(T(V[))

se, e somente se,

tr (X = T(VyY)) = tr (X = Vx(TY)),VY € TS.
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Demonstragio. Seja {eq,...,e,} um referencial ortonormal de TY. Assim,

L(f) = S (V. T(V ), )

i=1
= Z(TVeZVf, i)
= Z(VelVf Te;).
Como
€i<vf7 T61> = <v€ivf7 Tez) + <Vf, ve¢T€i>7
temos

<V62.Vf, T€Z> = €i<Vf, T€Z> - <Vf, Ve¢T€i>
= €1<TVf, €i> - <Vf, VeiTei%
e, portanto,

L(f) = Y [TV f.e) — (Vf, Vo Ter)]

1

<.
Il

I
M=

[<v€z<va)7 ei> + <va7 v6i6i> - <Vf, veiT6i>]

1

=div(TVf)+(Vf, i (T'(Veei) — Ve, Tey)).

~.
I

Por outro lado,

i=1 =1
— an (Y, Te;) — i(Y, Ve Te;)
i=1 =1
e
tr (X — Vx(TY)) = anv TY, ;)
i=1
— S ¥, Te) = SV TV, e0)).
i=1 i=1
Assim,

tr (X > T(VxY)) = tr (X = Vx(TY)),VY € TS

se, e somente se,

_<Y7 VeiT€i> = _<Y> T(veiei»?
isto é,
<YV, T(Veiei) — VeiTei) = O, VY € T
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Portanto
T(Vee;) =V,Te,.

]

Proposicdo 1.11.5. Seja ¥ C M™' uma hipersuperficie. Se M"t' = R H"! ou
St entdo

L,(f) = div(RV f).

Demonstragio. Seja {e;,. .., e,} um referencial ortonormal em 7% e geodésico em p € 3.

Vamos mostrar, usando o método de inducao finita, que
tr (X — VxBY)) =tr (X — P.(VxY)), VY € TX.
Inicialmente, vamos verificar para r = 0. Como Fy = I, temos que
VxIY =VxY =1VyxY.

Usando a Proposicao 1.11.4, segue o resultado. Suponhamos que vale para (r — 1), vamos

mostrar que vale também para r. Note que

i (X o Po(Vxey)) = S (P(Vires),e) =0,

=1

pois o referencial é geodésico. Como
P.(A) = S.(A)I — AP,_1(A),

vamos mostrar que

tr (X — VxPej)) =0.
De fato,
tr (X — VxPrej)) =tr (X — Vx(S.(A) I — AP,_;(A)))

= t1 (X = Vx(S,(A)I)(¢;)) — tr (X — Vx(AP_1(A))(¢))).

Como

tr (X = Vx(5,(¢)) (Ve,(Sr(e)), )

I

N
Il
i

I

@
Il
,_.

(ei(Sr)ej + S,V e,e5,€:)

I

@
I
—

[(ei(Sr)ej, ei) + Sr(Ve,ej, €] -
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Visto que o referencial é geodésico, obtemos
tr (X = Vx(Sp(e;) = Y _(ei(Sr)es, e) = €5(Sy).

Portanto,
tr (X — VxPre;)) =¢€;(S,) —tr (X — Vx(AP,_1(A4))(e))).

Agora, devemos mostrar que

tr (X = Vx(AP,_1(A))(¢e;)) = ¢;(S,).

Usando a hipdtese de inducgao, temos que

n

tr (X — VXPT_lAej)) =1tr (X — P,,«_l(VXAGj)) = Z<P,,«_1veiz46j, €Z'>.

=1

Visto que o referencial é geodésico, temos
(Ve A)(ei) = (Ve Aej) — A(V, i) = Ve, Aey.
Usando a equagao de Codazzi (ver Corolario 1.7.11, p.20), obtemos

Ve, Ae; = V., Ae;.

Assim,
tr (X — VxP._1Ae;)) = i(PqueiA@j, e;)
i=1
= i(Pr—lvejAeu €;).
i=1
Considere agora uma base {vq,...,v,} que diagonaliza A. Temos
Av; = \; e P,_1v; = Sr—1 (M),
onde

Srfl()\i) = ST,1 - )\/L'Sr72()\7j> = Z )\i1 . )\12 . )\

11<12<...<tp_1

Tp—1°
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Dessa forma,

n

tI'(Pr_lvejA> = Z<(Pr—lve]-A)Uia Uz'>

@
I
—

<Pr71<vi>7 VejAUi>

I

@
I
—

((Sr—1(Ao)vi, Ve, (Avy) — A(Ve,v5))

I

s
Il
—

I

N
Il
N

Spm1 (M) (s, Vs (Av))) = (A, Vi)

I
M=

Sr—l(/\i) {(Uzﬁ ej(/\,-)vi + /\Z-Vejvi — )\ivejv»]

1

.
I

Il

@
I
—

Sr_1(Xo) (s, e5(Ai)vi)

I
[M]=

Ser(A)e; ().

1

..
Il

Por outro lado,

€j<S7~) = Gj ( Z )\il . )\i2 RN /\lr)

11 <t2<...<ip

:iej(xi)< 3 )\A)\)

i=1 11 <t9<...<tp_1
=Y ei(M)Sra(N).
=1

Assim,
tr (X — Vx(P_14)(e;)) = €;(S;),

e, portanto,
tr (X — VXPT_lej) = 0.

Para concluir a prova, basta observar que para qualquer operador,

3

tr (X — VxTY) =) (e;, V., TY) = Xn: <ei, Ve, (zn: ijej>>

i i=1 j=1

I
IM: I

<€2'7 ei(yj)Tej + ijeiTej>
1

S
S
Il

1 [(ei, ei(y;)Te;) + (e, y; Ve, Tej)]

.

[
NGE

(Vy;, Te;) +yjtr (X — VxTe;)

I
NE

j=1
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M:

tr (X — T(VxY)) =Y (e, T(V,,Y))

.

I
-1

(es, GZ(QJ)TGJ + yJT(Vel-ej»
1

(e, ei(y;)Tes) + (e, y; T (Ve,e;))]

1

~.

7]

.

I
M: INNGE

(Vy;, Tej) + y;tr (X — T(Vxe;)).
1

J

Assim, se tr (X — VxTe;) =tr (X — T(Vxe;)), para todo j, entdo
tr (X — VxTY) =tr (X — T(VxY)),
para todo y € T'X. Usando a Proposicao 1.11.4, concluimos que
L,(f) = div(P,V ).

]

Proposigao 1.11.6. Se ¢ : M™ — M™ é uma hipersuperficie imersa em uma variedade
Riemanniana M™ ™ de curvatura seccional ¢ € {—1,0,1} e N é um campo normal unitdrio

de vetores sobre M", entdao

n!

L (¢,a) = m(

Hr+1<N, a> — cHr@ﬂ, CL>) )

parar =20,...,n—1.

Demonstragao. Sejam @ei e;j conexao de R}*? (ver discussdo no préximo capitulo), p € M™
e {e1,...,e,} um referencial geodésico local em p. Como {N(p), ¥ (p),e1(p),...,en(p)} é

uma base ortonormal de R"™, podemos escrever

Voes = Vs bENOE) + (Ve NOIN D) + 3 (Voressen(p)) exp).

k=1

Além disso, como o referencial é geodésico, temos (V. e;, ex) = (V.,e;, ex) = 0 e, portanto,

Ve,e; = c(Ve,ej,0(p)0(p) + (Ve,e5, N(p))N(p).
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Usando a defini¢ao de L,., temos

= Zf:lm V<w,a>7]§:1<P (e:). e5)€;)

_ gj;(@eivw a), e;)(P(e:), e;)

=Z< V{0, e5)(ej, Prer)

:Mz: ei(V (1, a), ;) (e;, Pr(es)

_ Z eile; (0, aes, ;) ey, Poles)

_ Z eies (1, a) (e, Po(er)

_ ; i ((Vey6,a)) (e Prlen)

:él esle;,a)(es, Po(er))

_ ijilmiej, a)(e;, Po(er))

:”i:f(miej, NIN +e(Vee5,0)0)  a)e, Pr(es)
_ élw 5, N){e;, Pr(ed)) (N, a) + é}lweiej, ) ej,

=3 e Vu Ny ey, Poe) (Noa) + 3 (Varep ey,

- z (e (V)" + (Te) e PN, a)
s Z(v 5, 6)es, Prled))elih, )

_ él_@j, (Vo N) Ve, P +”21 Ve

:mﬁ_:l@ — (VeN) Yes, Prfe +MZI (Ve
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Visto que, usando o Lema 1.9.8, temos

n

> (Aled), e5)(ej, Prles)) = i (Alei), Pr(ei))

i,j=1 4,j=1

€
0=ei(t,€)
= (Ve ¢j) + (1, Vee))
= (ei,¢;) + (¥, Ve,e5)
= d;j + (¥, Vee)),
obtemos

n

Le(,a) = (r +1)Sr01(N, a) + ¢ Z_:l(—%)@j, Fy(eq)) (9, a)

= (1 S (V. a) = e ofew P(e) )

= (r -+ 1)Sr+1<N, CL> - C(TL - T)Sr<w>a>:

(1.5)

pois, usando novamente o Lema 1.9.8,

Z< Pu(es)) = tx(P,) = (n —1)Sh.

Por outro lado, visto que

n n! n n!
S, =" |H, =——*H, Sy = Hy1 = Hyi1,
<r> rl(n—r) ¢ o <r+1> T ) n—r =11

temos

(n—nr)S,=(n—-—r)——H,
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e
n!
(rt 1S = (r+ 1)(7" + 1) (n—r— 1)!HTJrl
n!
= 1 1 H,
(n+ D+ )(r+1)r!(n—r—1)! r
n!
:r!(n—r—l)!Hrﬂ'

Substituindo os valores de (n —r)S, e (r +1)S,4; em (1.5), obtemos

L,(6,a) = (r +1)S,21(N, a) — e(n — 1), (1), a)

n! n!
T rl(n—r— 1)!HTH<N7 a) = “ (n—r— 1)!Hr<¢, )
n!
= m (Hr1(N,a) — cH,(¢,a)) .
Portanto, |
LT<¢7 a> = rl (n _n;r, — 1)| (HT+1<N7 a> o CHT<¢7 CL>) : (16)
O]

Proposicao 1.11.7 (Férmula de Minkowski). Se 1 : M™ — M"™' ¢ uma hipersuperficie
compacta e imersa, onde M"™! = R S (), H"'(c) sdo as formas espaciais de

curvatura secional c € R, entdo
[ (H1(N,a) = cH (9, a)) dA = 0, (1.7)
M

adar=20,...,n— arbitrario.
ara cadar =0,...,n—1, e a € R'™2, arbitrdrio

Demonstracao. Usando a Proposicao 1.11.5, obtemos

Ly (¢, a) = div(P.(V(¢, a)))

para imersoes em R""! S"t(¢) e H""!(c). Integrando (1.6) e usando o teorema da

divergéncia, temos

0= /M div( P, (V (1, a)))dA

n!
=/ m (Hy11(N,a) — cH, (¢, a)) dA.

Portanto,
/ (H, 1 (N, a) — cH, (¢, a)) dA = 0.
M
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Capitulo 2

Os resultados de Montiel e Ros

O objetivo deste capitulo é provar os teoremas de Montiel e Ros mencionados na

introducao e que generalizam o teorema classico de Alexandrov.

2.1 Caso Euclidiano

Seja 1) : M™ — R™"! uma hipersuperficie compacta e mergulhada. Uma hipersuperfi-
cie paralela v, : M™ — R"*! ¢ a hipersuperficie construida pela translacio de cada ponto
Y (p) de p(M™) de uma distancia fixa ¢ ao longo da reta normal a ) (M") em ¢(p). Vemos

que

Vi(p) = expy ) (tN(p)) = ¥(p) + tN(p) (2.1)

onde exp é a aplicacao exponencial de R"™!. Observe que
d d
— — =1.
<dt¢t(p)a dtwt(p)>

Proposigao 2.1.1. Sep € M" e {e1(p) =e1,...,en(p) =e,} C T,M é uma base orto-

normal que diagonaliza o operador A, entdo

onde \;, 1 =1,...,n, sao as curvaturas principais de M.
Demonstragio. Sejam «; : (—e,e) — M"™, i =1,...,n, curvas suaves tais que a;(0) =p e
a;(0) = €,
1 <i < n. Assim,
d
dir(p)e; = %@/}t(az‘(s)) Y
d
— d8<ai(s) + tN(ai(s))> _
d
= al(0) + 7= (M)
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=e; + t?eiN

=e; — tA(e;)

=e;, —the;

= (1 —1t\)ey,
isto é,

Se M é uma superficie compacta e mergulhada em R"*! entdo M ¢é a fronteira de um

conjunto 2 C R"*!. Usando a Proposicio 2.1.1, temos

(diu(p)es, de(p)ej) = (1 = tA)(1 = tA;)0s5- (2.4)

Além disso,

(i) =o

Portanto, a matriz da métrica de R"™! nas coordenadas de Fermi é

1 0 0
0 (1—t\)% .- 0
0 0 s (T=1tA,)?

Consequentemente, o elemento de volume dV de R"™!, nas coordenadas de Fermi, é dado
por
dV = VdetodtdA = (1 —tAy)--- (1 — t\,)dtdA.

Usando a Proposicao 1.8.7, p. 21, podemos escrever a integral de uma funcao f : Q C
R**! — R da forma

c(p)
/Qfdv - /M/O £ (exp,(tN(p)) (1 = tA(p)) - (L — tA.(p))dtdA,  (2.5)
onde ¢(p) é a distancia ao ponto focal minimo de p € M.

Lema 2.1.2. Se ¢ : M™ — R ¢ wma hipersuperficie e v, : M — R é uma hiper-
1

superficie paralela, entdo os pontos focais de 1 ao longo de 1 sdo da forma 1 <)\()> ,
i\P

onde 0s \i(p) sao as curvaturas principais de » em p € M™.

Demonstra¢io. Um ponto g = 14(p) é um ponto focal de 1) ao longo de vy se, e somente

se, diy(v) = 0 para algum v € T,M, |v|= 1. Seja a : (—€,e) = M™ uma curva suave tal
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que o(0) = p e a/(0) = v. Temos
0= diulp)e =5 (wlals))|_ = (v0) + 18 0)

= 2 (vtasn)| oo (Nats)
= v+ tV,N =v —tA(v),

s=0

s=0

onde aqui estamos identificando M com ¢(M) C R™. Portanto, di;(v) = 0 se, e somente
se,
Av) = 11).
t
Observe que t nao pode ser zero, pois di)(v) # 0. Portanto, ¢ = ¢4(p) é ponto focal de
1 ao longo de v; se, somente se, n é autovalor de A, ou seja, se, e somente se, 1 é uma

curvatura principal de ¢ em p. O

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que sdo essenciais para a de-

monstragao do resultado principal deste capitulo.

Proposigao 2.1.3 (Férmula de Minkwoski). Se ¢ : M"™ — R ¢ uma imersao de uma
hipersuperficie compacta M™ no espaco Euclidiano R™! e N um campo de vetores normal

unitario sobre M"™, entao

/M(Hr + Hr+1<¢7 N))dA =0,

parar =20,...,n—1.
Demonstragio. Seja {Fy,...,E,.1} a base candnica de R"™!. Usando o Lema 1.11.3,
temos
n+1
LJoP? =Y L(y, E;)?
i=1
n+1 n+1
Visto que, para {ey, ... ,en} referencial ortonormal de M™,
VY, E) =) e;(v, Ei)e;
7j=1
= Z<ve]w7 >
7j=1
- Z<€j7 Ei>6j7

<
I
—
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temos
n+1 ntl n
§<PT(V<%E¢>),V<¢7E1->> =2 X_j (B ({ej, Ei)e;), (ex, Ei)ex)

n!
tr(B) = (n—r)S, = H,
1(Pr) =(n =) rl(n—r—1)!
Portanto,
n+1 n!
P.(NVW,E)), VU, E;)) = ———H,.
> (P (V0 B), V0 B) = ey
Visto que, usando a Proposicao 1.11.6, para o caso ¢ = 0, vale
Lo, B) = —— "™ H (NE
'r<¢7 z>_r'(n—r—1)' 7“+1< 9 i>7
temos
LP =25 w By (g NE ) e
r|Y) = ;Wa i) A n—r—1)! et (NS B |+ A—r—1
2n/!
=—— _[H.+H, N
T'(TL—’I“—l) [ + +1<¢ >]

Usando a Proposicao 1.11.5, obtemos

2n!
rl(n—r—1)!

Integrando e usando o Teorema da divergéncia, temos

div(P.(V]¢[?)) = [H, + Hy 1 (¥, N)].
[y Hy g, N)]dA = 0.

O

Lema 2.1.4. Se ¢ : M™ — R"! ¢ uma hipersuperficie compacta, mergulhada, Q é um
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dominio compacto em R tal que OQ = M™ e N € o campo normal unitdrio relativo a

Q apontando para dentro, entdo
— [ . NdA = (n+ YV (). (2.6)

Demonstragio. Se x denota o vetor posicdo em R"™! e A é o Laplaciano Euclidiano, temos

_ n+1 82|JJ|2
Alzl’=Y" 2 2(n+1).

i=1

Assim, usando o teorema da divergéncia, obtemos

_/MW,N)dA - ;/M@qp,—]\f)d/l
- ;/ﬂdiv (eradlz]?) av
:;LAMMV
= (n+1)V(Q).
O

Iremos provar a seguir uma desigualdade integral para hipersuperficies compactas

mergulhadas no espaco Euclidiano R"*!, onde a igualdade caracteriza as esferas.

Proposigao 2.1.5 (Desigualdade de Montiel e Ros, (1991)). Seja ¢ : M™ — R uma
hipersuperficie mergulhada e compacta no espago Fuclidiano. Se a curvatura média H de

W, relativo a normal interna N, € positiva em todo ponto sobre M"™, entdo
1
/ —dA > (n+1)V(Q),
M H

onde V() é a medida de Lebesque do dominio compacto determinado por M™. Além

disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ é uma esfera.

Demonstragio. Escolhendo a funcao f(p) = 1 para todo ponto p € € na identidade (2.5),
temos
vm):/1M/:/’/WQ1—MUH41—&@dMA. (2.7)
Q M Jo
Para p € M", o primeiro ponto focal da geodésica normal exp,(tN(p)) comegando em
p é encontrado a distancia L, onde A\, ¢ a maior das curvaturas principais em p

/\maa:
(ver Lema 2.1.4). Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de um

ponto minimo, tendo em vista que apds os pontos focais as geodésicas nao minimizam
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mais as distancias a M. Assim,

1 1
c(p) < < —. 2.8
()= 3 — ) (2.8)
Dessa forma, t € [0, ¢(p)), entao
L=t >1—te(p) > 1 —ApaxM1 >0, i=1,...,n
Portanto,
1—1tA 1—t\,
(= th). . (1= m < L=+ ).
n

Isto implica

(1—tA)+...+(1—t\)]"

A—tA).. (1—tn,) < |[LZP)F )]
n
n—tM\ 4.+ )"
n
RIS -
n
Observe que a igualdade em (2.9) é verificada se, e somente se,
(I—th)=(1—th)=...=(1—1t\)
isto é, se, e somente e, A\ = Ay = ... = \,, ou seja, se, e somente se, os pontos sao
umbilicos. Substituindo (2.8), (2.9) em (2.7), obtemos
1/H(p)
/ / (1= tA)... (1= th,)dtdA < / / (1 — tH)"dtdA
0
— ey -1
_ / —(L—tH)"™ _ / [ - ey aa
Y e (T VA :
_ / 1
= Vi A,

isto é,

Jn+1) < / Laa, (2.10)
e vale a igualdade se, e somente se, a hipersuperficie é totalmente umbilica. O]

Com os resultados expostos, estamos em condigoes de obter o principal resultado desta
secao, a saber,
Teorema 2.1.6 (Montiel e Ros, (1991)). Seja M™ uma hipersuperficie merqulhada, com-

pacta e sem fronteira no espaco Euclidiano R, Se H, é constante para algum r =

1,...,n, entado M™ é uma esfera.
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Demonstracao. Visto que, por hipotese, M" é compacta, existe um ponto eliptico p € M™
isto é, um ponto tal que todas as curvaturas principais relativas a normal interna sao
positivas em p:

Portanto, H, é uma constante positiva e usando o Lema 1.10.2, p. 24, obtemos 0 <

HY™ < H, isto é, a curvatura média é positiva. Usando a Proposicdo 2.1.5, temos

dA

1
< — < —_—
V@m+ < [ —aa< [ T
1

1

Assim

(n+ 1HY"V(Q) < A, (2.11)

onde A é a medida Riemanniana de M™ e a igualdade ocorre se, e somete se, M" é

umbilica. O Lema 1.10.2 fornece
Hr—l > Hr(r—l)/r’
0 que, junto com a Proposicao 2.1.3, implica

- /M(HT_1 4 H, (b, NY)dA

> [ (HU 4 H G, N))dA
M

= [ (T B, N))dA
M
H

O [ B, N)dA,
M
Como H, é uma constante positiva, usando o Lema 2.1.4, temos
A~ (n+ D)HYV(Q) = / (1+ HY" (4, N)dA < 0
M

isto é,
(n+ 1)HY"V(Q) > A. (2.12)

De (2.11) e (2.12) segue que
(n+1)H/"V(Q) = A,

de onde M™ é totalmente umbilica e, portanto, uma esfera.
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2.2 Caso esférico

Seja R"™ o espago Euclidiano (n+1)-dimensional e considere a esfera unitaria (n+1)-

dimensional de R""2, com a métrica Riemanniana induzida da métrica canonica de R"2:
gl — {x c Rn—f—Q; |x|2: 1}'

Seja 1 : M™ — S™! uma imersdo de uma hiperfuperficie compacta orientével na
esfera unitaria. Podemos ver 1) como uma aplicagao ¥ : M"™ — R"*2 com [¢)|*>= 1. Da
mesma forma, um campo normal unitario correspondendo a 1 pode ser considerado como
uma aplicacio N : M™ — R""2 com |[N|?=1¢e (¢, N) =0, Vp € M™.

Lema 2.2.1. Todas as geodésicas de S*! sdo da forma
7(t) = (cos(t))7(0) + (sen(£))(0).
Além disso, v(0)L~'(0) em R"2.
Demonstragio. Ver Teorema 2.1.4 e 2.1.5, pp. 37-38 de [14]. O

Uma hipersuperficie paralela v, : M™ — S"™" é a hipersuperficie construida pela
translagao de cada ponto ¢(p) de ¥(M™) de uma distancia fixa t ao longo da geodésica

normal a ¢(M") em ¢(p). Usando o Lema 2.2.1, vemos que

Vi(p) = expy ) (EN (p)) = cos(t)i(p) + sen(t)N (p). (2.13)

Observe que

<jt¢t(p), Z¢t<p)> = (—sen(t)1(p) + cos(t)N(p), —sen(t)y(p) + cos(t) N (p))

= sen”(t) [ (p)|"—2 sen(t) cos() (v (p), N (p)) + cos*(t)| N (p)/”
= sen?(t) + cos*(t) = 1.

Proposigao 2.2.2. Set) : M™ — S"* é uma hipersuperficie imersa, p € M™ e {e1,...,e,}

uma base ortonormal de T,M que diagonaliza o operador A, entao
di(p)e; = (cos(t) — A;sen(t)) e;. (2.14)

Demonstragio. Seja «; = (—e,e) — M™ uma curva suave, tal que, «;(0) = p e a4(0) = e;,

1 <7< n. Temos
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d

dp)es = geuls)|_ = - (cos(typeuls) +sent) Neu(s)|

d
= cos(t)a}(0) + Sen(t)d—N(ai(s))
S s=0
= cos(t)e; + sen(t) Vo) N = cos(t)e; — sen(t)A(e;)
= (cos(t) — A\;sen(t))e;,
onde aqui identificamos M com (M) C S"™ e )\; sdo as curvaturas principais de 1,

i=1,....n O

Usando a Proposicao 2.2.2, obtemos,

(dip(p)es, dipy(p)e;) = (cos(t) — A;sen(t))(cos(t) — A;sen(t))d;;. (2.15)

Observe ainda que

(i) =

Se ¢ : M — S"™*! é uma hipersuperficie compacta e mergulhada, entdao M ¢ a fronteira
de um dominio compacto Q C S*"!. Escrevendo a métrica de S"™! nas coordenadas de

Fermi, obtemos

. 0 e 0
o= 0 (cos(t) — Aysen(t))® --- 0
0 0 ... (Cos(t) —A\n Sen(t))2

Consequentemente, o elemento de volume dV de S"**! ¢ dado por
dV = VdetodtdA = (cos(t) — Ay sen(t)) ... (cos(t) — A, sen(t)) dtdA.

Além disso, usando a Proposi¢do 1.8.7, p.21, a integral de qualquer func¢ao integravel
f:Qc S — R pode ser escrita da forma

c(p)
/Qde = /M/O f (expp(tN(p))> (cos(t) — A1(p)sen(t)) ... (cos(t) — An(p) sen(t))dtdA,
(2.16)
onde ¢(p) é a distancia ao ponto focal minimo de p € M.
Lema 2.2.3. Se v : M™ — S"*! ¢ uma hipersuperficie, p € M™ e 1, : M — S"*! ¢ sua
familia de hipersuperficies paralelas, entao os pontos focais de 1 ao longo de v, sao da

forma i (arc cot(A;(p))), onde os \;(p) sdo as curvaturas principais de ¥ em p.

Demonstra¢io. Um ponto g = 1y, (p) é um ponto focal de ¢ ao longo de vy, se, e somente
se dipy, (v) = 0 para algum v € T,M™ , v # 0.
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Seja a : (—e,€) — M™ uma curva suave tal que a(0) = p e /(0) = v. Temos

= L ((costintato))|_+ 5 (sen)N )|
= cos(t))js w(a(s))> Lt (Sen(t));i<N(Oz(8))) Y

onde estamos identificando M com (M) C S"™'. Portanto, di;(v) = 0 se, e somente se
A(v) = (cot(t))v.

Como M™ é suave, cot(t) estd bem definida. Logo ¢ = (p) é ponto focal de 1) se, e

somente se, cot(t) é um autovalor de A, isto é,
t = arccot();), para algum i.

]

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que sdo andlogas as férmulas

de Minkowski para o caso Euclidiano.

Lema 2.2.4. Se ¢ : M™ — S"™! ¢ uma hipersuperficie compacta, mergulhada, Q é um
dominio compacto em S"! tal que OQ = M™, e N é o campo normal unitdrio interno

relativo a ), entao

n

/M(N, a)dA = /M /O P (0 4 1) {cos(t)(p) + sen(t)N(p), a) l:Il(cos(t) — i sen(t))dtdA.
- (2.17)

Demonstracio. Se = é o vetor posicdo dos pontos de S em R"2 4 € R"2 ¢ A o

Laplaciano de S, entao

A(z,a) = (n+1){(z,a). (2.18)

Integrando (2.18) em 2 e usando o teorema da divergéncia, temos

/M<N, a)dA = /Q(n + 1){z, a)dV, (2.19)
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onde N ¢ escolhido para ser o normal interno em relacao a 2. Usando (2.16), obtemos

(n+1) /M(x,a)dv _ /M /0 C(p)(n + 1)(cos()e(p) + sen(H)N (p), a) x

X H cos(t) — A\;sen(t))dtdA.

Usando (2.19), obtemos

/M(N, aydA = /M /OC(p)(TH— 1)(cos(t)p+sen(t) ﬁ (cos(t) — \;sen(t))dtdA. (2.20)

=1
O]
Na Proposicao a seguir provaremos uma desigualdade integral para hipersuperficies

mergulhadas na esfera unitdria S**! com a igualdade caracterizando as hipersuperficies

umbilicas, mas antes precisaremos de um lema técnico.
Lema 2.2.5. Se x € (0,7/2) entao

T 1

cos(arccot(r)) = ——— e sen(arccot(r) = ————.
V1422 V1422

Demonstragio. De fato, tome

cot(y) = =,

entao

arc cot(x) = y.
Vamos escrever cos(z) em termos de y. Visto que

U
cot?y  cos?y’

ez € (0,7/2) obtemos
T

cos(y) =
isto é

x
tr) = —/——.
cos(arc cot x) i

Isso implica que

1
sen(y) = /1 — cos?(y ,
1—1—:152 V1422

isto é,
sen(arc cot z) =

x
V14 a2
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Denotemos, a fungdo positiva p : (1, +00) — R, dada por

plu) = /OarCCOt(U)(Cos(t) —usen(t))" cos(t)dt. (2.21)

Proposigao 2.2.6. Seja 1 : M™ — S"™™' uma hipersuperficie compacta mergulhada na
esfera unitdria, contida no hemisfério aberto com centro a € S*1. Se a r-ésima curvatura
média H,, para algum r =1,...,n com relacao ao normal interior N satisfaz H, > 0 em

todos os pontos de M™, entdo
[ ({.0) + HY"(N, a))p(H)'")dA > 0.
M

A igualdade vale se, e somente se, M™ é uma hiperesfera geodésica.

Demonstragio. Visto que, M™ é compacta e esta no hemisfério aberto, existe um ponto
p € M" onde todas as curvaturas principais sao positivas. Como, por hipotese, H, > 0

em M", para algum r =1,...,n, pelo Lema 1.10.2, temos
0<HV" < H.

Usando o Lema 2.2.3, vemos que o primeiro ponto focal sobre a geodésica normal exp, (N (p))
de S™™! comegando em p ocorre & distancia arc cot((Amax(p)), onde Apay € a maior das
curvaturas principais. Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de
um ponto minimos, tendo em vista que apds os pontos focais as geodésicas nao minimizam

mais as distancias a M. Dessa forma,
¢(p) < arc cot Amax(p) < arccot H(p) < arccot HY"(p). (2.22)
Note que, se t € (0,¢(p)), entao
Ai < Amax < cot¢(p) < cott,

isto é, cos(t) — A\;sen(t) > 0, i = 1,...,n. Assim, usando a desigualdade entre as média
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aritmética e geométrica, temos

(cos(t) — Arsen(t)) ... (cos(t) — A, sen(t))
[(cos(t) — Ay sen(t)) + ...+ (cos(t) — A\, sen(t))r

n

IN

n

n cos(t) — (Arsen(t)) + ...+ A\, sen(t))}n
(2.23)

= |(cos(t) — sen(t))

(A1+...+An)]”

= (cos(t) — Hsen(t))"
< (cos(t) — HM" sen(t))".
Além disso, a igualdade é alcancada apenas nos pontos umbilicos, isto é, \{ = Xy = -+ =
A=A, e HY" =\
Visto que o dominio €2 determinado por M™ esta contido no hemisfério aberto e, além

disso, 9 = M", temos (cos(t)1(p) + sen(t)N(p),a) > 0. Combinando (2.20), (2.22) e
(2.23), obtemos

/M(N, aydA = / /C(p)(n + 1)(cos(t)v(p) + sen(t ﬁ (cos(t) — k;sen(t))dtd A

<[ /t ? (14 1) (cos(t)(p) + sen(t)N(p), a)

x (cos(t) — HY" sen(t))"dtdA,
(2.24)
e a igualdade ocorre se, e somente se, M"™ for totalmente umbilica, isto é, uma hiperresfera

geodésica. Além disso, nesse caso, temos
c(p) = arccot(t)(H"(p)) e  [](cos(t) — Aisen(t))dtdA = (cos(t) — HM" sen(t))".
Agora observe que para cada p € M", temos
/T)

/OarCCOt( (n+ 1)(cos(t) — HY"sen(t))"(sen(t) + H}M" cos(t))dt = 1.

De fato, fazendo uma mudanca de varidvel w = cos(t)—H /" sen(t), temos dw = —(sen(t)+
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HY" cos(t))dt. Logo,

1/r

/Oarccot(Hr )(n + 1)(cos(t) — HY" sen(t))"(sen(t) + H" cos(t))dt

arccot(H;/T)
— / —(n + 1)(w)"dw
0

arccot(H,}/r)
= —(wn
0
arc cot(HTl/r)
= —(cos(t) — HY" sen(t))"*!
0
Usando o Lema 2.2.5, obtemos
arccot(Hi/T)
—(cos(t) — HY" sen(t))"+! — —[cos(arc cot(HY")) — HM" sen(arc cot(H™))]

+ [cosh(0) — senh(0)] = 1.

Portanto

arccot(HTl/T(n—l—l))
/ (cos(t) — HY" sen(t))"(sen(t) + HY" cos(t))dt = 1.
0

Multiplicando (2.25) por (N, a) e integrando sobre M", obtemos
arccot(HT/r)
/ (N, a)dA = / / (n + 1)(cos(t) — HY" sen(t))"x
M M Jo
x (sen(t) + HY" cos(t))(N, a)dtdA.

Usando o Lema 2.32 e a desigualdade (2.24), obtemos

arc cot H,}/T
/M/O ( )(n + 1)(cos(t) — HY" sen(t))"(sen(t) + HY" cos(t))(N, a)dtdA.

= /M /OC(p)<N, a)ydA

(2.25)

arc cot HTI/T P
< /M/O o ))(” + 1){cos(t)¥(p) + sen(t)N(p), a)(cos(t) — HY" sen(t))"dtdA.
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Isso implica

arc cot Hi/r P
0< /M/o (H"( ))(n + 1)(cos(t) — H:/r sen(t))"[cos(t) (¥ (p), a) + sen(t)(N, a)

—sen(t)(N,a) + HY" cos(t)(N, a)]dtd A
_ /M /Oarccot(Hr T(P))(n I 1)(COS<t> - Hj/?" sen(t))"[cos(t)<¢(p), CL> + H&/r COS(t)<N’ a)]dtdA

arc cot(HTl/r(p)) 1
/ (cos(t) — HM" sen(t))" cos(t)dt]dA,

— [ (0 D)) + H N, )

0

pela definicao de p, temos

[ (@), @) + HI"(N, a))p(H7)dA = 0.

]

Com os resultados expostos, estamos em condi¢oes de obter o principal resultado desta

secao, a saber:

Teorema 2.2.7. Seja M"™ uma hipersuperficie compacta mergulhada no hemisfério aberto
de S"*1. Se H, é constante para algum r = 1,...,n, entdo M™ é uma hiperesfera geodé-

sica.

Demonstrag¢io. Como M™ é compacta, existe um ponto p € M™ tal que

Uma vez que H, > 0 é constante e positiva, pela definicio de p, vemos que p(H!/"), é

uma constante positiva. Assim, da Proposi¢ao 2.2.6, temos
/ ((&(p), a) = HY"(N,a))dA > 0, (2.26)
M

onde a € S"™ é o centro do hemisfério abeto que contém M™. A igualdade ocorre se, e
somente se, M" é totalmente umbilica.

Por outro lado, o Lema 1.10.2 garante que H,_{ > Hrl/". Note ainda que (p,a) > 0,
para todo p € M™, pois M™ estd no hemisfério aberto e S"*! tem curvatura seccional

constante ¢ = 1. Além disso, a Proposicao 1.11.7, implica

0= [ (Ho1(U(p),a) = Ho(N,a))dA

> [ (HE W), a) — H(N,@))dA
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= [ (). a) = B HY N 0))dA
= HOV" [ (((p),a) = HY(N, a))dA,
M
Como H, é constante positiva, segue que
/M(W(p), a) — H!'"(N,a)dA < 0. (2.27)

De (2.26) e (2.27), temos que

] (@(p).a) = HY"(N, a))dA = o,

ou seja, vale a igualdade em (2.26) e, portanto, M™ é uma hiperesfera geodésica. O

2.3 Caso hiperbdlico

Sejam R"*? o espago Euclidiano (n + 2)-dimensional e z € R""™ dado por

= (20,21, ., Tn;Tpy1). Se x,y € R™2 vamos tomar o produto interno de Lorentz

(,y) = —Toyo + T1y1 + - .. + TpYn + Tt 1Ynt1-

O espaco vetorial R™"2 munido deste produto interno sera denotado por R?*2 onde o
produto interno de Lorentz induz uma métrica definida nio positiva sobre R"+2,
O espaco hiperbdlico de dimensdao n + 1 e curvatura seccional ¢ = —1 pode ser visto

como uma hipersurperficie de R7™2, definida por

Hn+1 {I’— (an"'a'I’rH-l) ER?+27|:E|2: —1,1'0 > 1}a

com a métrica induzida pela métrica de Lorentz de R"*+2.

Seja ¢ : M™ — H""! uma imersao de uma hiperfuperficie compacta orientével no
espaco hiperbdlico. Podemos ver 1) como uma aplicacdo 1 : M™ — R} com |¢]?= —1
e Yy = 1. Da mesma forma, um campo normal unitario correspondendo a 1) pode ser
considerado como uma aplicacio N : M™ — R} com |N|?=1e (¢, N) =0, Vp € M™.

Lema 2.3.1. Todas as geodésicas de H™ ™ com o modelo do hiperboloide sio da forma

7(t) = (cosh(t))y(0) + (senh(t))~'(0).

Além disso, v(0) Ly/(0) em R}*2.
Demonstragio. Ver Teorema 3.2.4 e 3.2.5, pp. 63-64 de [14]. ]

Uma hipersuperficie paralela 1, : M™ — H"! ¢ a hipersuperficie construida pela

translagao de cada ponto 1 (p) de ¥(M™) de uma distancia fixa ¢ ao longo da geodésica
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normal a ¢(M") em ¥ (p). Usando o Lema 2.3.1, vemos que

Yi(p) = expy ) (LN (p)) = cosh(t)y(p) + senh(t) N (p). (2.28)

observe que

(S0u(p), () = {senb(£)u(p) + cosh(t) N (), senh(t)o(p) + cosh(t) N (p)
= I 2l o). i)+ o0V
= —senh?(t) + cosh®(t) =

Proposigao 2.3.2. Set) : M™ — S™* é uma hipersuperficie imersa, p € M™ e {e1,...,e,}

uma base ortonormal de T,M que diagonaliza o operador A, entao
di(p)e; = (cosh(t) — A;senh(t)) e;. (2.29)

Demonstragio. Seja «; : (—€,e) — M™ uma curva suave, tal que, «;(0) = p e a}(0) = ¢;,

1 <7 < n. Temos

dlp)es = Stnlen()| = S (comh(Bulas(s)) +senh(ON (au(s)

s=0 ds s=0

= cosh(t)a}(0) + senh(¢ )iN(ai(s))

s=0

= cosh(t)e; + senh(t)V )N = cosh(t)e; — senh(t)A(e;)
= (cosh(t) — A;senh(t))e;,

onde ); sdo as curvaturas principais de ¢, i = 1,...,n, e identificamos M com (M) C
H . ]

Usando a Proposicao 2.3.2, temos
(di(p)e;, dipy(p)e;) = (cosh(t) — A;senh(t))(cosh(t) — Ajsenh(t))d;;. (2.30)

Observe ainda que
d
<dt?/)t(p)7d¢t(17)€i> = 0.

Se v : M — H™! ¢ uma hipersuperficie compacta e mergulhada, entdo M é a fronteira

de um dominio compacto  C H"'. A matriz da métrica de H"*! nas coordenadas de
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Fermi é
0 .. 0
0 (cosh(t) — Ay senh(t))* --- 0
O- pu—
0 0 -+« (cosh(t) — A, senh(t))?

Consequentemente, o elemento de volume dV de H"*! nas coordenadas de Fermi é dado

por
dV = Vdet odtdA = (cosh(t) — Ay senh(t)) - - - (cosh(t) — A, senh(t)) dtdA.

Além disso, usando a Proposicao 1.8.7, p.21, a integral de qualquer funcao integravel

f:Q c H" — R pode ser escrita da forma

[gav = [ [ 5 (exp, (N ) (cosh(t)-h(p) senh(t)) -~ (coshi(t) - (p) senh((tg);zlt;m,

onde ¢(p) é a distancia ao ponto focal minimo de p € M.

Lema 2.3.3. Se ¢ : M™ — H""' € uma hipersuperficie, p € M™ e, : M — S*t1 ¢
uma hipersuperficie paralela, entdo os pontos focais de 1 ao longo de v, sdo da forma

Y (arc coth(N;(p))), onde os \;(p) sdo as curvaturas principais de ¥ em p.

Demonstra¢io. Um ponto g = 14, (p) é um ponto focal de ¢ ao longo de v, se, e somente
se dipy, (v) = 0 para algum v € T,M™ , v # 0.

Seja a : (—e, €) — M™ uma curva suave tal que a(0) = p e /(0) = v. Temos

s=0

cosh(t)y(a(s)) + senh(t)N(Oé(S))> o

(e ¥ (a(s)))

s=0

I
—_ —
Q
@}
n
=
—
~
~
~—
Q\
—
(=)
N
_|_
—~
n
[}
=
=
—
~

Portanto, di,(v) = 0 se, e somente se
A(v) = (coth(t))v.
Como M™ é suave, coth(t) estd bem definida. Logo ¢ = ¢(p) é ponto focal de ¢ se, e
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somente se, coth(t) é um autovalor de A, isto é,
t = arccoth()\;), para algum .

]

A seguir, apresentaremos algumas igualdades integrais que sao andlogas as férmulas

de Minkowski para o caso Euclidiano.

Lema 2.3.4. Se v : M™ — H"! ¢ uma hipersuperficie compacta e mergulhada, € é um
dominio compacto em H""Y, tal que 02 = M™ e N o campo normal unitdrio interno

relativo a €2, entao

—/ (N,a)ydA = / / (n+ 1)(cosh(t)p+ senh(?) ﬁ cosh(t) — \; senh(t))dtdA.
- (2.32)

Demonstragio. Se x é o vetor posicao dos pontos de H*™' em R a € R'™ e A o

Laplaciano de H"*!, entdo vale

A(z,a) = (n+1){(z,a). (2.33)
Integrando (2.33) em € e usando o Teorema do Divergéncia, temos

_/M<N7 a)dA = /Q(n—i— 1){x,a)dV, (2.34)

onde N ¢é escolhido para ser o normal interno relativo a €. Usando a equagao (2.31)

obtemos

(n+1) /M<3:, a)ydV = /M /OC(p) (n 4 1)(cosh(t)p + senh(t) N (p), a) X
X ﬁ(cosh(t) — A;senh(t))dtdA.

i=1
Usando (2.34), obtemos

=

—/ aydA = / / (n+1)(cosh(t)p+senh(t)N(p), a) | | (cosh(t) — A; senh(t))dtdA.

(2.35)
0

=1

A seguir iremos desenvolver algumas desigualdades integrais para hipersuperficies
imersas em H"*! cujas igualdades caracterizam as hiperesferas geodésicas, mas antes

iremos precisar de um lema técnico.
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Lema 2.3.5. Se x > 1, entdo

1

cosh(arc coth(x)) = % e senh(arccoth(z)) = W
x f—

xr2 —

Demonstragdo. Se y = arccoth(z) entdo x = coth(y). Dividindo a identidade cosh®(y) —

senh®(y) = 1 por senh?(y), obtemos

1
th’(y) — 1 = ———
coth™(y) senh?(y)’
isto é,
hy) =
sen =
2 —1
o que implica que
x
cosh(y) =
W) ===
m
Seja p: (1,400) — R a fungao positiva dada por
arc coth(u)
p(u) = / (cosh(t) — usenh(t))" cosh(t)dt. (2.36)
0

Proposicao 2.3.6. Seja 1 : M™ — H"™ uma hipersuperficie compacta mergulhada no
espaco hiperbolico. Se a r-ésima curvatura média H,, para algum r=1,...,n, com relacao

ao normal interior N, satisfaz H, > 1 em todos os pontos de M™, entao
[ (.a) + HY"(N, a))p(H}")dA 2 0,
M

para a = (ag,ay,...,0an,any1) € R com |a|?= —1 e ap < —1. Além disso, igualdade

vale se, e somente se, M"™ é uma hiperesfera geodésica.

Demonstracio. No ponto de M™ em que a funcdo distancia geodésica de H"! atinge o
seu maximo, todas as curvaturas principais sao positivas, de fato, sao todas maiores que
1, isto é

AL > 1,...,)\n> 1.

Com efeito, nesse ponto, a hipersuperficie M™ é tangente a esfera geodésica que realiza
essa distancia e esta contida localmente dentro dessa esfera. Dessa forma, as curvaturas
principais de M™ sao todas maiores ou iguais as curvaturas geodésicas dessa esfera ge-
odésicas. Por outro lado, visto que as esferas geodésicas sao totalmente umbilicas, pela

equacao de Gauss, temos
M=14+K(X,Y)>1,

onde X,Y sao vetores ortonormais tangentes a esfera geodésica, K = —1 é a curvatura
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seccional do espaco hiperbdlico, AX = AX é o operador de forma da esfera geodésica
e K > 0 é a curvatura seccional da esfera. Assim, as curvaturas principais das esferas
geodésicas sao todas maiores que 1, o que implica que as curvaturas principais de M"
nesse ponto sao maiores que 1. Visto que, por hipoétese, H, > 1, usando o Lema 1.10.2
obtemos

1< HY/ < H.

Usando o Lema 2.3.3, vemos que o primeiro ponto focal sobre a geodésica normal exp,,(t N (p))
de H"*™! comegando em p ocorre a distancia arc coth((Apax(p)), onde Apay é a maior das
curvaturas principais. Além disso, observe que os pontos focais nunca acontecem antes de
um ponto minimo, tendo em vista que apds os pontos focais as geodésicas nao minimizam

mais as distancias a M. Dessa forma,

c(p) < arccoth Apax < arccoth H(p) < arc coth H,}/r(p). (2.37)

Se t € (0,¢(p)), entao
cotht > cothe(p) > Apax > A,

o que implica que cosh(t) — A\;senh(t) > 0,7 =1,...,n. Dessa forma, usando a desigual-

dade entre as médias aritmética e geométrica, obtemos

(cosh(t) — Ay senh(t)) - - (cosh(t) — A, senh(t))
[(cosh(t) — Ay senh(t)) + ...+ (cosh(t) — A, senh(t))] "

n

<

[ncosh(t) — (A senh(t)) +... + A, Senh(t))r

n

_ (2.38)
= |cosh(t) — senh(t)

(A1+...+)\n)r

= (-cosh(t) — Hsenh(t))"
< (cosh(t) — H" senh(t))".

Além disso, a igualdade ¢é alcancada apenas nos pontos umbilicos, isto &,
)\1:)\2:...:)\71:)\,6[{}/7:)\.
Seja 2 o dominio compacto em H"™! tal que 9 = M. Temos que (z,a) > 1 para todo

x € Q=0M, pois r,a € R com || z ||?=| a ||>= —1, 20 > 1 e ap < —1. Combinando
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(2.35), (2.37) e (2.38), temos

= [ aa= [ [ ek 1) cosh(t0(p) + senb (0N ), o) x

X H(cosh(t) — A;senh(t))dtdA

arc coth Hrl/T P
< /M /0 U 0 4 1) (cosh(£)6(p) + senh(t)N (p), a) x

x (cosh(t) — HY" senh(t))"dtdA,

e a igualdade ocorre se, e somente se, M™ for totalmente umbilica. Além disso, nesse caso,

c¢(p) = arccoth(HY"(p)) e ﬁ(cosh(t) — \;senh(t))dtdA = (cosh(t) — HY" senh(t))".

=1

Vamos mostrar que para cada p € M", temos
arc coth(H,}/T)
/ (n + 1)(cosh(t) — HY" senh(t))"(senh(t) — H" cosh(t))dt = —1.
0

De fato, fazendo uma mudanca de varidvel w = cosh(t) — H/" senh(t), temos que dw =
(senh(t) — HY" cosh(t))dt. Isso implica

arccoth(H./™)
/ (n + 1)(cosh(t) — HM" senh(t))™(senh(t) — HY" cosh(t))dt

0

arccoth(H,l,/T)
— / (n + 1)(w)"dw
0

arc COth(H,}/T)

~ ()
0
arc Coth(HTl/r)
— (cosh(t) — HY" senh(t))"*!
0
Usando o Lema 2.3.5, obtemos
arc COth(H%/T)
(cosh(t) — H/" senh(t))"*! = [cosh(arc coth(HY")) — HY" senh(arc coth(HY"))]

0
— [cosh(0) — senh(0)] = —1.
Portanto

1/r

arccoth(H,’" (n+1))
/ (cosh(t) — H" senh(t))"(senh(t) — H" cosh(t))dt = —1.  (2.39)
0
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Multiplicando (2.39) por (N, a) e integrando sobre M", obtemos
arc coth(H, 1/r D!
—/ aydA = / / (n + 1)(cosh(t) — H" senh(t))" (senh(t)
— HY" cosh(t))(N, a)dtdA.

Usando (2.35), temos

arc coth(Hr/T
/ / (cosh(t) — HY" senh(t))"(senh(t) — HY" cosh(t)) (N, a)dtd A

— /M /Oc(p) (cosh(t)y(p) + senh(t ﬁ cosh(t) — \; senth(t))dtd A

=1

arc coth HT/ D
= /M /0 o (cosh(t)y(p) + senh(t)N(p), a)(cosh(t) — Hy'" senh(t))"dtd A.

Dessa forma,

arccoth(HTl/T(p)) L
0< / / (cosh(t) — HY" senh(t))" x
M Jo

x [cosh(t)(¢)(p), a) + senh(t)(N,a) — senh(t)(N, a) + H" cosh(t)(N, a)|dtd A

arc coth(H,}/T(p))
= / / (cosh(t) — HY" senh(t))" x
M JO

x [cosh(t) (1) (p), a) + HY" cosh(t)(N, a)]dtd A
= [ 1))+ BN, [ et 0D ) — HY senh (1)) cosh(t)drldA.

Portanto, usando a defini¢ao de p(u), obtemos

] (@p). @) + HY"(N. a))p(H}/")dA = 0.

Com os resultados expostos, estamos em condi¢oes de obter o principal resultado desta

secao, a saber,

Teorema 2.3.7. Seja M™ uma hipersuperficie compacta mergulhada no espago hiperbélico

H"*t. Se H, é constante para algum r = 1,....n, entdo M™ é uma hiperesfera geodésica.

Demonstracdo. Como foi observado na demonstracao da Proposi¢ao 2.3.6, existe um ponto

p € M" tal que

Visto que, por hipétese, H, é contante, obtemos H, > 1. Pela definicao de p, temos que

p(HY™) > 0 é uma constante positiva. Assim, da Proposicio 2.3.6 temos
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/M(W(p), a) + H}/"(N,a))dA > 0, (2.40)

para a € R1"? || a ||?= —1 e ag < —1. Além disso, a igualdade vale se, e somente se, M"

¢ uma hiperesfera geodésica.
O Lema 1.10.2 garante que H,_; > HY". Como ((p),a) > 1, para todo p € M" e

H"*! tem curvatura seccional constante ¢ = —1, portanto a Proposicao 1.11.7, implica

= [ (Hoes (6(p).a) + (N, ))dA
> [ (HE W), a) + HA(N.@)dA
= [ (I (wp), @) + BEDTHITN, ) dA
= [ (), ) + BN, a))dA.
Por hipotese, H, é uma constante positiva, de onde segue que
| (@p),a) + HY"(N,a))dA < 0. (2.41)
De (2.40) e (2.41), temos que

[ (@p).0) + HY7 (N, @))dA =0,

ou seja, a igualdade ocorre em (2.40) e, portanto, M™ é uma hiperesfera geodésica. O
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