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Resumo

A. Ros e E. S. Vergasta, juntamente com I. Nunes em um trabalho independente, classi-
ficaram as superficies CMC estaveis com bordo livre na bola euclidiana tridimensional.
Neste trabalho iremos apresentar uma generalizacao feita por G. Wang e C. Xia para
hipersuperficies capilares estaveis em bolas geodésicas do espaco euclidiano, do espago
hiperbdlico e da esfera unitaria. A ideia principal da demonstracao é a utilizacdo de uma
formula do tipo Minkowski que nos fornece uma familia de fungoes testes importantes que
sao chaves na prova do teorema, pois anulam o termo do bordo na férmula da segunda
variagao da energia. Concluimos a dissertacao mostrando as alteragoes necessarias para
resolver o problema exterior em um dos trés modelos citados. Tomaremos como exemplo o

caso hiperbdlico.

Palavras-chave: Estabilidade. Formula do Tipo Minkowski. Hipersuperficie Capilar.



Abstract

A. Ros and E. S. Vergasta, together with I. Nunes in an independent work, classified
the stable CMC surfaces with free boundary in the tridimensional Euclidean ball. In this
work we will present a generalization due to G. Wang and C. Xia for stable capillary
hypersurfaces in geodesic balls of the Euclidean space, the hyperbolic space and the unit
sphere. The main idea in this proof is the use of a Minkowski type formula that provides
us with a family of important test functions that are key in the theorem’s proof, since they
cancel out the boundary term in the second variation formula of the energy. We conclude
the dissertation showing the necessary changes in order to proof the exterior problem in

one of these three models. We take the hyperbolic space as an example.

Keywords: Stability. Minkowski Type Formula. Capillary Hypersurface.
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1 Introducao

Sejam (M™*1, g) uma variedade Riemanniana orientada n + 1—dimensional e B
um dominio compacto com fronteira B nao vazia e suave. O objeto central deste trabalho
sao as hipersuperficies capilares, que sao as hipersuperficies de curvatura média constante

(CMC) ou minimas em B com bordo em 9B intersectando B em um angulo constante
6 € (0,m).

Hipersuperficies CMC ou minimas com bordo livre, ou seja, que intersectam o bordo
0B ortogonalmente, sdo especiais e exemplos importantes de hipersuperficies capilares.
Hipersuperficie capilar ¢ ponto critico de um certo funcional variacional geométrico sob
certas condigoes de volume. Foi T. Young um dos primeiros que considerou matemati-
camente superficies capilares em (YOUNG, 1805). Para saber mais sobre a histéria de
superficies capilares veja (FINN; MCCUAN; WENTE, 2012). Veja também o livro (FINN,

2012) para uma pesquisa sobre a teoria de superficies capilares.

A estabilidade de hipersuperficies CMC ou minimas é um conceito muito importante
em geometria diferencial. Para hipersuperficies fechadas (i.e. compacta sem bordo), existe

um resultado cldssico de unicidade provado por J. L. Barbosa, M. P. do Carmo e J.
Eschenburg (BARBOSA; DO CARMO; ESCHENBURG, 1988).

Teorema 1.1 (Barbosa-do Carmo-Eschenburg, 1988). As hipersuperficies CMC' fechadas

estaveis nos espagos formas sao esferas geodésicas.

A. Ros e E. S. Vergasta (ROS; VERGASTA, 1995) classificaram as superficies

CMC estaveis compacta imersas com bordo livre.

Teorema 1.2 (Ros-Vergasta, 1995). Se M C B? ¢ uma superficie CMC estdvel compacta

imersa com bordo livre, entao OM é mergulhada e as unicas possibilidades sdo

i) M ¢é totalmente geodésica;
it) M é uma calota esférica;

iii) M possui género 1 com no mdazximo duas componentes no bordo.

O caso (iii) foi excluido recentemente por I. Nunes (NUNES, 2017).

Iremos apresentar uma demonstragao devida a A. Ros e R. Souam (ROS; SOUAM,
1997) que, de fato, os discos totalmente geodésicos e as calotas esféricas na bola euclidiana

B C R? sdo capilares estéaveis.
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A. Ros e E. S. Vergasta (ROS; VERGASTA, 1995) provaram ainda o seguinte
resultado de unicidade para hipersuperficies minimas imersas com bordo livre em uma

bola no espaco euclidiano. Afirmaram o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 1.3 (Ros-Vergasta, 1995). Qualquer hipersupeficie minima imersa estdvel com

bordo livre em uma bola no espaco euclidiano é totalmente geodésica.

Comparando com o resultado de unicidade para hipersuperficies fechadas, Teorema
1.1, um problema natural que permaneceu em aberto por muito tempo, onde muitos
matematicos buscaram resolver, foi o da unicidade de hipersuperficies capilares estaveis em
uma bola nos espacgos formas simplesmente conexos. Neste trabalho apresentaremos uma
resposta para esse problema, demonstrado por G. Wang e C. Xia (WANG; XIA, 2019).

Esses resultados generalizam o Teorema 1.3, pois classificam todas as hipersuperfi-
cies capilares estaveis na bola euclidiana, como também classificam em todos os espacos

formas simplesmente conexos.

Um resultado fundamental para provar esses teoremas ¢é a obtencao de uma féormula

do tipo Minkowski. No caso do espago euclidiano temos:

Proposicao 1.4 (Férmula do tipo Minkowski). Seja x: M — B wma imersdo isométrica
na bola unitdria euclidiana, cujo bordo OM intersecta OB em um dngulo constante 6 € (0, ).
Entao

/n<x+cos¢91/,a)dA:/ H(X,,v)dA.
M M

Acima a € R" é um campo vetorial constante e X, é definido por

1
X, = (z,a)r — 5(]3&\2 + 1)a.

O campo X, é importante porque é um campo conforme e essa propriedade sera
muito util na demonstragao da formula do tipo Minkowski. A féormula do tipo Minkowski
é muito importante pois nos fornece para cada campo vetorial contante a € R", a funcao
teste:

vo =n{x +cosbv,a) — H(X,,v)

sobre M, onde ¢, satisfaz

/ wadA = 0.
M

Além disso, se M possui curvatura média constante, entao

vu‘:@a_q()@a = 0,
A90a+|h|290a = (n|h|2_H2)<xaa>'

A funcao ¢, é importante, pois quando substituirmos ¢, na férmula da segunda

variagao do funcional energia o termo de bordo é nulo.
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Essas sao as ideias principais para demonstrar o teorema:

Teorema 1.5 (Wang-Xia, 2019). Seja = : M — B uma hipersuperficie capilar estdvel
imersa na bola euclidiana unitdria com curvatura média constante H > 0 e angulo de

contato constante 6 € (0, 7). Entdo ou x é totalmente geodésica ou é uma calota esférica.

Em seguida, no capitulo 5, iremos considerar o caso Hiperbdlico, no qual para cada

campo constante a € R™™ temos os campos conformes X, = == [(z, a)z—3 (2> + RR) a]
R

1
eY, = §(|x|2 + 1)a — (x,a)x, onde Y, é um campo de Killing e o fator conforme de X,
¢é dado por V, = 12@\;?2 A constante Ry sera definida no capitulo 5. Teremos a seguinte

formula do tipo Minkowski:

Proposigdo 1.6 (Férmula do tipo Minkowski). Seja x : M — BE wma hipersuperficie
imersa isometricamente na bola hiperbdlica By, cujo bordo OM intersecta OBy em um

angulo constante 6 € (0, 7). Entdo

/ n (V, + senh Rcos0g(Y,,v))dA :/ Hg(X,,v)dA.
M M

Teremos entao que a funcao ¢, = n (V, + senh Rcos0g(Y,,v)) — Hg(X,,v) é uma

fungao teste. Seguindo a mesma ideia do caso euclidiano, temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.7. Ao longo do bordo de M, temos

vV, (Va + senh R cos 0g(Ya, y)) = q(Va + senh R cos0g(Y,, y)),

Vug(Xaa V) = qg(XmV)a

onde

q= coth R + cotg Oh(u, p).

sen 0

Essa proposicao ¢ importante porque nos garante que ?“goa — ¢y, = 0 no bordo

de M. Com isso serd demonstrado o teorema da unicidade para o caso hiperbdlico:

Teorema 1.8 (Wang-Xia, 2019). Seja x : M — BY C (B, g) uma hipersuperficie capilar
estdvel imersa na bola By com curvatura média constante H > 0 e dngulo de contato

constante 6 € (0, 7). Entdo x € totalmente umbilica.

Para o caso da esfera indicaremos o caminho a ser seguido, pois é semelhante ao

caso hiperbodlico, com uma pequena alteragao nos campos conforme X, e Y, utilizados.

Terminaremos o trabalho com a ideia da prova do problema exterior. Abaixo segue

o enunciado do caso hiperbélico:

Teorema 1.9 (Wang-Xia, 2019). Seja z : M — H""' \ BE uma hipersuperficie capilar
estdvel compacta imersa fora da bola hiperbolica com curvatura média H > 0 e angulo de

contato 6 € (0, 7). Entdo x € totalmente umbilica.
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2 Conceitos de Geometria Riemanniana

Neste capitulo introduziremos conceitos e resultados basicos de Geometria Rieman-
niana, tais como métricas Riemannianas, conexoes, curvaturas, imersoes isométricas e
outros conceitos que serao usados nos proximos capitulos deste trabalho. Neste capitulo

utilizaremos como referéncia principal o livro (DO CARMO, 2015).

2.1 Variedades Riemannianas

Indicaremos por M™ uma variedade diferenciavel de dimensao n e de classe C*°.
Quando a dimensao nao for importante ou estiver implicita, indicaremos M™ apenas por M.
A palavra “suave” neste trabalho significa “de classe C*°”. Além disso, C*°(M) denotara o

conjunto das funcoes suaves f : M — R.

Definicao 2.1.1. Sejam M™ e N" variedades diferenciaveis. Uma aplicagao diferenciavel
¢ : M — N éuma imersao se dy, : T, M — T, ;)N ¢é injetiva para todo p € M. Se, além
disso, ¢ é um homeomorfismo sobre (M) C N, com ¢(M) munido da topologia induzida
por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se M C N ¢ a inclusdo ¢ : M & N ¢é um mergulho,

diz-se que M é uma subvariedade de N.

Ezemplo 2.1.2. A curva o : R — R? definida por a(t) = (¢3 — 4¢,t> — 4) (Figura 1) é uma

imersao que possui uma auto-intersec¢ao. Portanto, @ ndo é um mergulho.

Figura 1 — Traco da curva «

Definicao 2.1.3. Dada uma variedade diferencidavel M, um campo de vetores X sobre
M é uma aplicagdo X : M — T M que satisfaz mo X = id,;, onde T'M é o fibrado tangente
de M e : TM — M é a projegao candnica. Dizemos que o campo X ¢é suave se a
aplicacao X : M — TM é suave. O conjunto de todos os campos de vetores suaves sobre

M é denotado por X(M). Muitas vezes denotamos X (p) por X, para p € M.
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Outra forma de ver um campo de vetores suave sobre M é como uma aplicacao

que associa a cada f € C*°(M) uma funcao X f € C°(M) através da expressao

(X)(p) = X, f,

onde X, : C*°(M) — R é um vetor tangente a M em p € M. Neste caso, considerando

uma parametrizagao x : U C R™ — M", podemos escrever

b Z ai(p 8%

onde cada a; : (U) — R é uma funcio suave e { 22—, ..., -2
oz’ ) Oxp

a . Temos entao X : C*°(M) — C*°(M) dado por

& f
Z ai(p 890@

} ¢é a base coordenada associada

para f € C®(M) e p e z(U).
Ezxemplo 2.1.4. Sejam X,Y € X(M). Escrevamos X = >, aza eY =3 em

uma vizinhanga coordenada z(U). Entéo,

XY(f) =

>

ijaxj)

=1

j
1 Ox;

of
(o)
2
ob; of i, 0 f
Ox; Ox; 8@-890]-

ob;\ Of & o2 f
(azax) al'j + -zlzaz ]Bxié?:vj

J =1

I
NE

<
Il

Il
M-
M= 10

a;

e

i

I

<
Il
—
.
Il
—

I
NE
NE

1i=1

.
Il

Analogamente, vemos que

R da;\ Of o 0% f
VX() =3 () g+ 33 et

i=1j=1 i=1j=1

X 52 2
Portanto, usando o Teorema de Schwarz que diz que 8d, Lo 8v L obtemos
2,02 ; Ox;0x;°

N AT
XY(f) — YX(f) = Z Z (a] aZBj bj 8%) ox;

sobre z(U). Além disso, pode-se demonstrar que a fungao acima independe da parametri-
zacao z. Portanto, XY — Y X € X(M).

Com isso, temos a seguinte definicao.
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Definigao 2.1.5. Dados X,Y € X(M), o campo [X,Y] := XY —-Y X € X(M) é chamado
o colchete de X e Y.

A operagao colchete possui as seguintes propriedades.

Proposicao 2.1.6. Se XY e Z sdo campos de vetores suaves sobre M, a e b sao nimeros

reais e f e g sao funcoes suaves definidas em M, entao:

i) [X,Y]=-[Y,X],

i) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + B]Y, Z].
i) [[X,Y], 2] +[[Y, 2], X] + [[Z,X],Y] =0,
iv) [fX,gY]= fg[X. Y]+ fX(9)Y — gY(f)X.

Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

Vejamos agora a seguinte definicdo.

Definicao 2.1.7. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M™ é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-, -), = g,(-,-)
no espaco tangente 1), M tal que se x : U C R®™ — M" é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, entao para cada par i,j € {1,...,n}, g — <8%Z_(q), %(q)>q ¢ uma funcao

suave definida sobre z(U).

0 9
Ox;’ Ox;

ana ¢ no sistema de coordenadas x : U C R™ — M™. Uma variedade diferenciavel com uma

As funcoes g;; = < > sao chamadas de componentes da métrica Riemanni-
métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana. E usual deixar de indicar
o indice p em g, = (, ), sempre que nao houver possibilidade de confuséo. Denotaremos por
(M", g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com uma métrica g. Sempre que nao
for importante ou estiver implicito com qual métrica estamos trabalhando, escreveremos

apenas M no lugar de (M, g) e diremos que M é uma variedade Riemanniana.

Definigao 2.1.8. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Uma imersao f : M —

N que satisfaz
(u, v)p = (dfp(u), dfp(v»f(p)?
ou seja,

9p(t,0) = Dy (dfy (), dfy(v)),

para todos p € M e u,v € T,M, é chamada de imersao isométrica. Se f ¢ uma imersao

isométrica que é também um difeomorfismo, dizermos que f é uma isometria.
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Dada uma variedade Riemanniana (NN,h) e uma imersao f : M — N, sempre
podemos considerar uma métrica Riemanniana em M que faz de f uma imersao isométrica.

De fato, podemos definir g, por

9p(u,v) = by (dfyp(u), dfy(v)).

Nao é dificil de verificar que, de fato, g € uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos

que g é a métrica induzida por (NN, h) e por f e a denotamos por f*h.

Definicao 2.1.9. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
i) V(Y +2) = ViV + Vi 7,

i) Vi (fY) = VXY + X ()Y,
para todos X,Y,Z € X(M) e f,g € C®(M).

Dizemos que VxY é a derivada covariante do campo Y na direcao do campo
X.

Em um sistema de coordenadas x : U C R" — M™, com 0; = %, podemos escrever
Vi0; = Yj—, T};0) sobre x(U), onde as fungdes suaves I'}; : #(U) — R sdo os chamados

simbolos de Christoffel da conexdo V no sistema de coordenadas z.

Verifica-se que se X,Y € X(M) escrevem-se da forma X = > 2,0, e Y =
>, v:0; sobre z(U), entao

k=1 \ij=1

A expressao acima nos mostra que VxY (p) depende apenas de X, e dos valores

de Y ao longo de uma curva a : (—¢,e) — M tal que a(0) =p e /(0) = X,.

Proposicao 2.1.10. Sejam M uma variedade Riemanniana com uma conezxdo afim V e

a: I — M uma curva suave. Entao, para cada campo de vetores suave V' ao longo de «,

existe um unico campo de vetores suave % ao longo de « tal que:

i) Z(v+w)=28C 4 D

i) G(fV) =%V +Ffo%,
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iii) Se V' € a restricio de um campo de vetores suave Y a « definido numa vizinhanga
de a(I), entdo 2Y-(t) = VY (a(t)).

dt

Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

Definigao 2.1.11. Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M

é compativel com a métrica se para quaisquer X, Y, Z € X(M), nés temos

Definicao 2.1.12. Uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M é dita

simétrica se para todos X,Y € X(M), nés temos

VxY — VyX = [X,Y].

Agora iremos enunciar um teorema importante sobre a existéncia e a unicidade de

uma conexao afim simétrica e compativel com a métrica de uma variedade Riemanniana.

Proposicao 2.1.13. Dada wma variedade Riemanniana M, existe uma unica conexdao

afim V em M simélrica e compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

A conexao afim da proposi¢ao anterior é denominada a conexao de Levi-Civita
ou Riemanniana de M. De agora em diante, estaremos sempre considerando variedades

Riemannianas com suas respectivas conexoes Riemannianas.

Vejamos agora a formula de Koszul, que serd usada para encontrarmos uma relacao
entre as conexoes (Riemannianas) associadas a duas métricas em M, digamos g e g, que

satisfazem a relagdo g = e**g, com u € C°°(M), as quais sdo ditas conformes.

Proposigao 2.1.14. Sejam g uma métrica Riemanniana em M e V a sua conexdo de
Levi-Civita. Para todos X,Y,Z € X(M), vale a sequinte relagdo:

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y)
+9([X, Y], Z) — g([X, 2], Y) — g([Y, Z], X). (2.1)

Demonstracao.

Xg(Y,2)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) +g(VyX,Z)
+9(X,VyZ) = g(VzX,Y) — g(X, VzY)
= 29(VxY,Z)—g(VxY —Vy X, 2)
+9(VxZ = VX, Y) 4 g(VyZ — VY, X)
= 29(VxY,Z) - g([X,Y]Z)
+9([X, Z,Y) + 9([Y, Z], X),
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o que garante o resultado. O

O resultado desejado é fornecido a seguir.

Proposigao 2.1.15. Sejam g e g = €*“g, com u € C*°(M), duas métricas conformes em
uma variedade diferencidvel M e ¥V e ¥V suas respectivas conexoes Riemannianas. Para
todos X,Y € X(M), nds temos

VxY =VxY + XY +Y(u)X —g(X,Y)Vu. (2.2)

Demonstragio. Por (2.1), temos que
20(VxY,Z2) = XgV,2)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y)
+9([X, Y], Z2) = g([X, Z],Y) — g([Y, Z], X)
= X(*9(Y,2)) +Y(e*g(X, Z)) = Z(e*g(X,Y))
+e (g([X, Y], Z2) — g([X, Z],Y) — ¢([Y. Z], X))
= X(e*)g(Y,Z) + Y (e*)g(X, Z) — Z(e*)g(X,Y)
+e™(Xg(Y, 2) + Yg(X, Z) = Zg(X,Y)
+9([X,Y],2) = g([X, 2], Y) = g([Y, Z], X))
= 2" (X (u)g(Y,2) + Y (u)g(X, Z) = Z(u)g(X,Y) + g(VxY, Z))
= 2e*g(VxY + X(u)Y + Y (u)X — g(X,Y)Vu, Z),
ou seja, g(@XY —(VxY + X ()Y +Y(u)X — g(X,Y)Vu), Z) = 0 para todo Z € X(M),

o que garante o resultado. O]

Definigao 2.1.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Dado X € X(M), dizemos que

X é um campo conforme se existe uma funcao suave ¥x : M — R tal que
(Vy X, Z) +(VzX,Y) =20x(Y, Z)
para todos Y, Z € X(M).

A funcao ¥y é chamada de fator conforme de X. Dizemos que X é um campo
de Killing se ¥x = 0.

2.2 Curvaturas e Imersoes Isométricas

Definicao 2.2.1. A curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana M é

uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo R(X,Y) :

X(M) — X(M) definida por
R(X,Y)Z =VxVyZ -NyVxZ —Vixy|Z,

onde V é a conexado Riemanniana de M.
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Note que se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todos X,Y,Z € X(R"™). De fato,

se Z = (z1,...,2n), onde 21, ..., z, sdo as coordenadas de Z na base canénica de R", entao

VXZ = VX(Z ZZEl)
=1

i=1
= (Xzg, ..., Xz,),
donde
VyVxZ =(YXz,..,.YXz,)
e portanto

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ —VixyZ

= Y (XY(2)E; = YX(2)Ei — [X,Y](2) Ey)

s
Il
—

Il

N
Il
i

(IX, Y](2) E: — [X,Y]()Ey) = 0.

Proposicao 2.2.2. A curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana M satisfaz

as sequintes propriedades:
i) R é C™(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,
R(le + gX27 }/1) = fR(Xla Yl) + 9R<X27 }/1)7

R(Xy, fY1+ gYe) = fR(X1, Y1) + gR(Xy, Ya),
para todos X1, X0, Y1,Yo € X(M) e f,g € C°(M).

ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
C>°(M)-linear, isto é,

RX,Y)Z+W) =R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,

R(X,Y)(f2) = fR(X,Y)Z,
para todos Z,W € X(M) e f € C*(M).

Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

Segue das propriedades acima que (R(X,Y)Z)(p) depende apenas de X,,Y,, e Z,.

Proposigao 2.2.3. Dados X,Y,Z,T € X(M), nds temos

D) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y, X)Z,T),
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i) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z),

i) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).
Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

Seja x = z, um vetor unitario em 7, M. Tomando uma base ortonormal {zy, ..., 2,1 }

do complemento ortogonal de x em 7,,M, considere as seguintes médias:

Ric,(z) = - i . "221 (R(zi, )z, )
13 . 1
S(p) = - Z_: Ric,(z;) = m ; (R(zj, )%, 25) -

Vamos mostrar que as expressoes acima nao dependem da escolha das correspondentes

bases ortonormais.

De fato, sejam x,y € T,M e considere Q) : T,M x T,M — R definida por

Qz,y) =tr(z — R(z,2)y).

Pela Proposicao 2.2.2, temos que ) é bilinear. Escolhendo x unitario e uma base ortonormal

{#1, .., 2n—1, 2n = x} de T, M, temos

Qz,y) = > (R(z,2)y, )

=1

n
= Z (zi,y)z, ;)

=1
= Q(ya :L')

Portanto, ) é simétrica e Q(z,x) = (n — 1) Ric,(x). Isto mostra que Ric,(z) estd intrinse-
camente definida, tendo em vista que o traco de um operador linear nao depende da base

ortonormal escolhida.

Por outro lado, a forma bilinear ) em T,M corresponde uma aplicagao linear

auto-adjunta K que satisfaz
(K(x),y) = Q(x,y).

Portanto,

M=

trK = ) (K(z), )

<.
I
—

Q(25, 2)

I
NE

<.
Il
—

— (- 1)3Rig(z)

—1

= n(n—1)S(p),
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o que demonstra que S(p) nao depende da base.

Ric,(x) é chamada de curvatura de Ricci de M em p € M na dire¢do x € T,M
e S(p) é chamada de curvatura escalar de M em p € M. A forma C*°(M)-bilinear
Ric : X(M) x X(M) — C>(M) definida por Ric(X,Y)(p) = (Ric,(X,),Y,), ¢ chamada
de tensor de Ricci de M.

Sejam M™% uma variedade Riemanniana e M™ uma variedade diferencidvel. Se
existe uma imersao f : M — M, podemos considerar em M a métrica induzida por M e
por f, o que faz de f uma imersao isométrica. Neste caso, dizemos que M é a variedade

ambiente da imersao.

Para imersoes, cada ponto de M possui uma vizinhanca V cuja imagem V =
f(V) € M é uma subvariedade de M, pois toda imersio é localmente um mergulho.
Para simplificar a notacéo, identificaremos V com V', os pontos p € M com os pontos
p= f(p) € M e os vetores v € T,,M com os vetores df,(v) € T,;M.

Com base nas identificacoes acima, para cada p € M, o produto interno em TPM
decompoe este espaco em uma soma direta,

T,M =T,M & T,M™*,

onde T,M* é o complemento ortogonal de T,M em TPM . Logo, se v € TpM , podemos
escrever
v =0l 4oV ,
onde vT € T,M é chamado a componente tangencial de v e v"¥ € T,M* é chamado a
componente normal de v.
A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais
de vetores em M e X,Y sdo extensoes locais de X e Y a M, respectivamente, definimos

VxY = (ViY)'

Temos que VxY estd bem definida, ou seja, ndo depende das extensdes X e Y. De
fato, para cada p € M, sabemos que (VY )(p) depende apenas de X, = X,, e dos valores
de Y ao longo de uma curva « : (—¢,¢) — M tal que a(0) = p e o/(0) = X,. Obviamente

esta curva pode ser tomada sobre M.

Além disso, V é uma conexao afim. De fato, V é a conexao Riemanniana de M
com respeito a métrica induzida por M. Como V gY quando restrito a M depende apenas

de X e Y, costumamos denoté-lo por VY.

Definigao 2.2.4. Se X,Y € X(M), definimos

B(X,Y)=VxY — VyY.
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Indicaremos por X(M)* o conjunto das aplicacoes suaves X : M — T'M tais que

ToX =idy e X, € T,M~* para cada p € M, onde 7 : TM — M é a projecdo candnica.

Proposigao 2.2.5. Se X,Y € X(M), a aplicagio B : X(M) x X(M) — X(M)*, dada por
B(X,Y) =VxY —VxY, estd bem definida. Além disso, B ¢ C*°(M)-bilinear e simétrica.

Demonstragio. Ver (DO CARMO, 2015). O

Agora podemos definir a segunda forma fundamental de A em M. Sejam p € M e
w € T,M=*. Defina a aplicagao h,, : T,M x T,M — R por

hy(z,y) = —(B(z,y), 1t).

Pela Proposicao 2.2.5, temos que h, ¢ bilinear e simétrica. Observe que a aplicacao h,
estd bem definida pois como B(X,Y)(p) depende apenas de X, na primeira entrada e B ¢é
simétrica, temos que B(X,Y)(p) depende apenas de X, e Y},.

Defini¢ao 2.2.6. A forma quadratica II, definida em 7, M por
,(z) = hu(z, x)

é chamada a segunda forma fundamental de M em M no ponto p € M segundo o

vetor normal p € T,M*.

Frequentemente, a aplicagdo B também ¢é chamada de segunda forma fundamental.
Observe que a aplicagao bilinear £, fica associado um tnico operador linear auto-adjunto
A, T,M — T,M, conhecido como operador de Weingarten de M em M no ponto p

segundo o vetor u, tal que

(Ap(x),y) = hu(z,y) = =(B(2,y), 1)

Proposicao 2.2.7. Sejamp € M, p € T,M*, X € X(M) ev € X(M)* tal que v, = p.
Temos que

Au(Xp) = (?XV)T@)'
Demonstragio. De fato, seja Y € X(M). Observe que (v, Y) = 0 sobre M. Portanto,

(Au(Xp), Yp) = —(B(X,Y),1)(p)
= —(VxY.1)(p)
= (Vxr,Y)(p)
= {(Vxv)(p).Y;)-

Como isto vale para todo Y, € T,M, o resultado segue. O
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Ezemplo 2.2.8. Consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1,
ou seja, f : M™ — M"'. Neste caso, f(M) é denominada uma hipersuperficie de
M. Mais uma vez fazendo as devidas identificacoes, sejam p € M e pu € T,M* com
lp| = 1. Como A, : T,M — T,M é simétrica, existe uma base ortonormal de T, M
formada por vetores proprios {e, ..., e, } de A, com valores proprios reais Ay, ..., A, isto
é, A,(e;) = Niej, 1 <i<mn.SeMe M s@o ambas orientdveis e estdo orientadas, entio
o vetor p fica univocamente determinado se exigirmos que sendo {ey, ..., e,} uma base
positiva de M, {ey, ..., e,, 1t} seja uma base positiva de M. Neste caso, denominamos os e;
direces principais e os \; = k; curvaturas principais de M em M no ponto p € M. Assim,
denominamos det(A,) = Ay - - - A, a curvatura de Gauss-Kronecker e \; +---+ ), a

curvatura média de M em M no ponto p € M.

Definicdo 2.2.9. Uma imersio f : M — M é geodésica em p € M se, para todo
p € T,M™*, a segunda forma fundamental II, é identicamente nula. A imersdao f é

totalmente geodésica se ela é geodésica em cada ponto p € M.

Definicdo 2.2.10. Uma imersio isométrica ¢ : M™ — M"** é umbilica em p € M se,

para cada p € T,M*, existe um nimero real A, tal que
A, =, id.

A imersao é totalmente umbilica se ela é umbilica em cada p € M.

2.3 Gradiente, Divergéncia, Laplaciano e Hessiano

Definicao 2.3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcao suave.

O gradiente de f é o campo de vetores suave V f definido em M de tal maneira que

(Vf, X) = X(f)
para todo X € X(M).

Proposicao 2.3.2. Sejam f : M"™ — R uma funcio suave e {ey,...,e,} um referencial

ortonormal definido em um aberto U C M. Entao, nos temos

em U.

Demonstragao. Para a primeira prova basta ver que, sendo X = 7" ; a;e; em U, tem-se

ej(f)e;)-

1

X() = Y aelf) =D (e,

=1 i
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Portanto, pela definicio do gradiente, Vf = 3", e;(f)e;.

Por outro lado, se {é1, ..., €,} for outro referencial ortonormal em U, com €; = a;je;

em U, entdo a matriz (a;;(p)) .. ¢é ortogonal em todo p € U, e dai

nxn

éj(f)éj = akjaljek(f)el = 5kz€k(f)€l = ek(f>ek~

]
Proposicao 2.3.3. Se f,g: M™ — R sdo funcoes suaves, entdao
i) V(f+9)=V[f+Vy,
ii) V(fg) =gVf+[fVyg.
Demonstracao. Se X é um campo suave em M, nds temos
(V(f+9),X) = X(f+9)
= X(f)+X(9)
= (V/[,X) +(Vg,X)
= (Vf+Vg,X)
e
(V(f9),X) = X(fg)
= gX(f)+ fX(9)
= (V). X)+{fVg, X)
= (V[ + [Vg. X).
Como isto vale para todo X € X(M), os resultados seguem. O

Definicao 2.3.4. Seja X um campo de vetores suave em M. A divergéncia de X ¢é a

funcao suave div X : M — R definida por
div X (p) = tr{v — (V,X)(p)},

onde v € T,M para cada p € M.

Dizemos que um referencial ortonormal {ei,...,e,} em um aberto U C M é

geodésico em p € U se (V,,e;)(p) =0 para todos 4, j = 1,...,n.

Proposicao 2.3.5. Sejam X um campo suave em M"™ e {eq,...,e,} um referencial orto-
normal em um aberto U C M. Se X =37 a;e; em U, entao
divX =Y (ei(a;) — (Veei, X))
i=1
em U. Em particular, se o referencial é geodésico emp € U, entdo temos div X = >, e;(a;)

em p.
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Demonstracao. Pela definicao de divergéncia de uma campo de vetores, temos

divX = ﬁ:(veiX’eﬁ
_ ; (e(X, ei) — (X, Vees))
= i(ei(ai)—<vei€uX>)
em U. -

Proposicao 2.3.6. Se XY € X(M) e f: M — R € uma fungao suave, entao
i) div(X +Y) =divX +divY,

i) div(fX) = fdiv X + (Vf, X).

Demonstra¢io. Tomando um referencial ortonormal {es, ..., e,} definido em um aberto

U C M, segue-se da definicdo de divergéncia e da linearidade da conexao Riemanniana

que
div(X+Y) = Z(Vci(X +Y),e)
i—1
= Y (Ve X &) + (VoY e)
i—1
= divX +divY
e

n

div(fX) = Zj(vei(fX),e»

= Y (e(f)X 4+ [V, X, e)
=1

= Z (<62‘(f>62‘, X> + f<veiX7 61>)

=1

= (VA X)+ fdivX

em U. Como todo ponto em M admite uma vizinhanca na qual estd definido um referencial

ortonormal, os resultados seguem. O

Definicao 2.3.7. Seja f : M — R uma funcao suave. O Laplaciano de f ¢ a funcao
Af: M — R definida por

Af = div(Vf).

Proposicao 2.3.8. Sejam f : M — R uma fungao suave e {ey,...,e,} um referencial

ortonormal em um aberto U C M. Entado,

Af = éexei(f)) (Ve f
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em U. Em particular, se o referencial é geodésico em p € U, entdo temos que
Af = Zei(ei<f))
i=1
em p.

Demonstragio. Sendo Vf =31, e;(f)e; em U, segue-se da definigdo do Laplaciano e da

equagao (2.3.5) que
Af = div(VS)
- Z (ei(ei(f)) — (Veei, VI))

@
Il
—_

I
\E

(ej(e;(f) = (Vee)f)-

<.
Il
-

]

Duas identidades bastante utilizadas neste trabalho sao dadas pela seguinte propo-

sicao.
Proposicao 2.3.9. Dadas f,qg: M — R funcoes suaves, temos
A(fg) = gAf + fAg+2(Vf.Vg).

Em particular,

1
SO = FAF I
Demonstracao. Utilizando as Proposigoes 2.3.3 e 2.3.6, temos que

A(fg)

div(V(fg))
= div(gVf+ fVyg)
= gAf+ fAg+2(V [, Vyg).

]

Teorema 2.3.10 (Teorema da Divergéncia). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana

orientada compacta com bordo OM. Se X é um campo de vetores suave sobre M, entdo

/diVXdA:/ g9(X, n)ds,
M oM

onde p € o vetor unitdrio normal a fronteira OM que aponta para fora de M.

Demonstragio. Ver (LEE, 2003). O
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Definicao 2.3.11. Seja f : M — R uma funcao suave. O Hessiano de f é o campo de
operadores lineares (Hess f), : T,M — T,,M, p € M, definido em v € T,M por

(Hess f),(v) = V,Vf.

Proposicao 2.3.12. Seja f: M — R uma funcao suave. Para cada p € M, o Hessiano
(Hess f), : T,M — T,M ¢é um operador linear auto-adjunto.

Demonstragio. Se v,w € T,M e V e W denotam extensoes de v e w, respectivamente, a
campos definidos em uma vizinhanca de p em M, entao
((Hess f)y(v),w) = (VvVf,W)(p)
(VVEW)) (p) = (Vf, Vv W) (p)
= (VW) () =V, VwV +[V.W])(p)
WV 1) )+ (V. WIf) (p) = V[, VwV + [V, IW]) (p)
WV V) () = (V. VwV)(p)
((Hess f), (w),v).
O

Temos entao a forma C'*°(M)-bilinear Hess f : X(M) x X(M) — C*°(M) chamada
de Hessiana de f definida por

Hess f(X,Y) = ((Hess f)(X),Y) = (VxV /[, Y).
Proposicao 2.3.13. Se f : M — R é uma funcdo suave, entdo

Af = tr(Hess f). (2.3)

Demonstracdo. Sejam p € M e U C M uma vizinhancga aberta de p na qual esta definido

um referencial orthonormal {ey, ..., e,}. Entao,

tr(Hess f), = ((Hess f)(e:),e:) (p)
= (V. Vf, e)(p)
= div(Vf)(p)
= Af(p).
]

Proposicio 2.3.14. Sejam f : (M",g) — (M"™',§) uma imersdo isométrica e v um
campo normal unitdrio ao longo de f. Considere uma fungio suave ¢ : M — R. Denotando
por Hess ¢ e Hess ¢ as Hessianas de ¢ e |y, respectivamente, temos que

I

ov

para todos X,Y € X(M), onde A é o operador de Weingarten de f sequndo v.

Hess o(X,Y) = Hess (X, Y) + g(A(X),Y) == (2.4)
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Demonstracao. De fato, temos que

(Hess)(X,Y) = g(Vx
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3 Resultados Preliminares

Apresentaremos neste capitulo as notagoes, defini¢oes e resultados que servirao de

base para os préximos capitulos deste trabalho.

3.1 Hipersuperficie Capilar Estavel

Sejam (M™*!, ) uma variedade Riemanniana orientada e B um dominio compacto
com fronteira suave em M difeomorfo a uma bola euclidiana. Seja z : (M™", g) — (B, g)
uma imersao isométrica de uma variedade compacta orientavel M com bordo OM em
B que aplica int M em int B e 9M em dB. Denotaremos por V, A e Hess o gradiente,
o laplaciano e o hessiano sobre M, respectivamente, enquanto V, A e Hess denotam o

gradiente, o laplaciano e o hessiano sobre M, respectivamente.

Denotamos por ¥ um campo normal unitario ao longo de x, por N o campo normal
unitario de 0B em B apontando para fora de B e por p o campo normal unitario de M
em M apontando para fora de M. Seja v o campo normal unitirio de M em OB tal que
as bases {v, u} e {#, N} tém a mesma orientacio no fibrado normal de 9M em M (veja a
Figura 2). Indicaremos por h e H a segunda forma fundamental e a curvatura média da
imersio z, respectivamente. Mais precisamente, h(X,Y) = g(Vxv,Y) e H = tr(h). Para
as hipersuperficies com curvatura média constante, nds sempre escolhemos v de modo que

a curvatura média seja nao-negativa.

0%

Figura 2 - ¥ = 2(M) ¢ 0¥ = x(0M)

Defini¢ao 3.1.1. Uma variagao admissivel de x : M — B é uma aplicagdo suave
x:(—e,e)xM — Btal que x(t,-) : M — B éuma imersao satisfazendo x(t,int M) C int B
e x(t,0M) C OB para cada t € (—¢,¢) e z(0,-) = x.
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Para uma variagdo admissivel de z, o funcional area A : (—c,e) - R e o

funcional volume V' : (—¢,¢) — R sao definidos por
Aty = [ aa,
M
V() = / AV,
[0,¢]x M

onde dA; é o elemento de area de M com respeito a métrica induzida por x(¢,-) e dVy; é o

elemento de volume de M.
Defini¢ao 3.1.2. Uma variacdo x : (—¢,6) X M — B preserva volume se V(t) =

V(0) =0 para cada t € (—¢,¢).

Outro funcional drea W (t) : (—¢,e) — R é definido por

W(t) :/ r*dAgg,
[0,t]xOM
onde dAsp é o elemento de area de 0B. Este é chamado de funcional wetting area.

Fixe um nimero real § € (0,7). O funcional energia F(t) : (—¢,6) — R é
definido por
E(t) = A(t) — cos W (t).

As férmulas da primeira variagao de V' (t) e E(t) para uma variagdo admissivel com

campo variacional Y = %hzo sao dadas por
V() = / (Y, v)dA,
M
E'(0) = / Hg(Y,v)dA + / (Y, — cosOv)ds,
M oM
onde dA e ds sio os elementos de area de M e OM, respectivamente. Ver (LOPEZ, 2013).

Definicao 3.1.3. Uma imersao x : M — B é dita capilar se ela é ponto critico do

funcional energia E para qualquer variagao admissivel de x que preserva volume.

A seguinte proposicao segue diretamente das féormulas da primeira variacao do

volume e energia.

Proposicao 3.1.4. Uma imersao x é capilar se, e somente se, x tem curvatura média

constante e OM intersecta OB em um dangulo 6 constante.

Assumindo que z é capilar, temos que o dngulo entre —v e N ao longo de OM é
constante igual a #. Da mesma forma o adngulo entre p e v é constante igual a 6. Mais

precisamente, no fibrado normal de 9M, temos as seguintes relagoes:

v = senfv —cosON, (3.1)
p = cosfv+senfN. (3.2)
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Proposig¢ao 3.1.5. Para cada fungao suave ¢ sobre M com [y, odAy = 0 existe uma
variacao admissivel de x que preserva volume cuja parte normal do campo variacional é

dada por pv.

Demonstragio. Ver (BARBOSA; DO CARMO, 1984). O

h98 a segunda forma funda-

Denotando por D a derivada covariante em M e por
mental de OB em M, temos o seguinte lema que nos auxiliard na demonstracio da férmula

da segunda variacao do funcional energia.

Lema 3.1.6. Seja x : M — B uma hipersuperficie capilar. Considere uma variag¢ao
admissivel z;(-) = z(t,-) de x cuja parte normal do campo variacional Y = %|,_o(t,")
¢ dada por v, ¢ € C®°(M). Sejam Vo™ o gradiente de o|on e Yy (respectivamente
Y1) a parte tangente de Y em M (respectivamente OM ). Sejam também A, Ay e As os
operadores de Weingarten de M em M com respeito a v, de OM em M com respeito a i

e de OM em OB com respeito a v, respectivamente. Entdo,

(1) %’t:OVt = —Vop+ A(YO)7
(2) Elicop = (Ve — h(Yo, p))v — @A) + oh(p, p)p + Ay (Y1) — cotg VMg,

(3) 2oy = —h9B(, Y)N + Ay(Y7) — VMo

sen 6

Demonstragio. Para provar o item (1), seja {ey, ..., e, } uma base ortonormal de T, M para
algum p € M fixado. Considere e;(t) = (dx;)ye; e denote a derivada covariante ao longo
da curva t — z(t, p) simplesmente por um apédstrofo . Entao, usando o fato que v tem

norma um, temos
(. VY) = (Ve (Yo +¢v))

= (v @ezYo +e;(p)v + go@eiy)

ei( ) + (1, Ve, o).
Seja Y; = 2(t,-). Como (v, e;(t)) =0 e [e;(t),Y;] = 0 entdo, em ¢ = 0, nés temos

n

Vo= >V e)e

= = elplei— > (1, Ve Yo)e
=1 =1
= —VQO + Z<6Y0V7 6i>€i
i=1

= _VSO + A(Yb%
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o que demonstra o item (1). Como consequéncia, em t = 0,

(W', v) = —=(u, V") = (1, Vo) — (1, A(Yo)) = Vyup — h(Yo, p). (3.3)

Seja agora {vi,...,v,—1} uma base ortonormal de T,0M para algum g € OM fixado.

Novamente, considere v;(t) = (dx;),v;. Observe que, ao longo de dM, nds temos
Y = v+ Y] + cotg Oppu.
Portanto, em ¢ = 0,

<:u/7 Ui> =

—(u, v;
= —(1,Vy,Y)
= —(u,V ( v+ Y + cotg Opp))
= —o(u, Vyv) = (11, Vo, Y1) — cotg Oui(p)
= w(v i» V) + (Vy, i, 0:) — cotg Oui(p)
= —o(A(u),vi) + (A1(Y1),vs) — cotg Ovi(¢)
ou seja, .
Yo viyvi = —pA(p) + o(A(p), )+ Ar (Y1) — cotg VM . (3.4)

=1

O item (2) segue de (3.3) e (3.4) e do fato que (¢/, u) = 0. Para provar o item (3), observe

que
Y=Y+ L (3.5)
~ " T sen Qgpy '
ao longo de M. Portanto, em ¢t = 0,
<Dlavi> - _<D7U;>
= —(1,V,Y)
- 1
- _<V7 VvZY'l> - Sen@vi((p)
- 1
= <VY1V7 Uz) sen evz(gp>
1
= {(hM),v) - ——uily)
Assim, em ¢t = 0,
n—1 1
> (V' viyv; = A(Vh) — — VM, (3.6)

= sen 6
Além disso, como (Y, N) = 0 ao longo de M, nés temos
(/,N) = —(0,N') = (0, VyN) = —h?B(,Y).

Portanto, o item (3) segue da tltima equagao acima juntamente com (3.6). O
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Proposigao 3.1.7 (Férmula da Segunda Variacao da Energia). Dadas uma hipersuperficie
capilar x : M — B e uma varia¢ao admissivel de x que preserva volume, x : (—e,&) X M —

B, cuja parte normal do campo variacional Y = %hzg ¢ dada por pv, temos que

E'(0) = [ —p(Ap+ (Ric(,v) + [WQ)dA+ | o(Vup—qp)ds,  (37)

onde
1

sen f

q= h?B (0, ) 4 cotg Oh(u, ).

Demonstmgdo. Sabelnos que
El t) = / H(t)(Y s dA + / Y s —cos @ d ,
( ) M ( )( t Vt) t < t ,ut COS Vt> St

onde Y; = 22(¢,-). Assim,

; =0 (/M<Yt’yt>dAt)

E"(0) — / (O0)pdA+ H

D D
Z1 Y, p—cosbi)d Y, =
# fog Gl ofon = eostm) s [ (V.

(e — cos 95,:)> ds
=0

. d
+ /aM(Y, [ — cos 91/)£ tzodst.
Note que
< ([ rimaa) =v'o) =0
dt =0 \J M

e que (Y, — cos ) = 0, pois Y é tangente a OB ao longo de OM e p — cos v = sen ON.
Como
H'(0) = — (Ap + (Ric(v,v) + [h]*) ) ,

ver (AMBROZIO, 2015). Precisamos calcular apenas

G
oM dt t=0

Combinando os itens (2) e (3) do lema anterior, obtemos

D
Yt,,u—cosey> ds + <Y,
oM dt t

(1 — cos Gut)> ds.
=0

(You' —cos0) = oV, — oh(Yo, p) — p(A(n),Y)
Foh(p, ) {1, Y) + (A (Yl) Y) — cotg (VM. Y)
—cosf ((AQ(Yl),Y> - VaMgo, Y)
= ¢V = 20h(Yo, p) + soh(u m{pY) +
= oV = 20h(Yo, ) + ph(p, p){p, Y) +

A;(Y)) — cos A (Y1), Y1)

{
(Vy, (1 — cos ), Y7).

Usando que (i1, Y') = cotgfp e que j — cos 0 = sen §N, nds temos

(Y, 1 — cos 0 = oV 10 — 20 (Yo, p) + ¢° cotg Oh(u, i) +sen 0% (Y1, V7). (3.8)
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Além disso, a relagao Yy = Y; + cotg fpu implica que
h(Yo, 1) = h(Y1, p) + cotg Oph(p, p).
Substituindo essa tiltima equacao em (3.8), obtemos
(Y, 1 = cos 00') = oV up — 20h(Y3, p1) — ¢ cotg Oh(p, i) + sen 0h°P (Y1, 7). (3.9)

Por outro lado, (Y, i — cos 00) = sen §(VyY, N) = —sen0(Y, Vy N) = —sen 0ho5(Y,Y).
Usando (3.5), temos que

2
aBYY:E?BYY e aBy— 7283——‘ 1
o2 (YY) = h?% (Y1, 1)+Sen9¢h ( 17V)+Sen2090h (v,v) (3.10)
Usando (3.1) e (3.2), é facil verificar que
h(Y1, 1) + hoB (Y1, ) = 0. (3.11)

Desta forma, segue de (Y, i — cos 0v) = —sen 0h?P(Y,Y'), juntamente com (3.9), (3.10) e
(3.11), que

(Y' = cosOv) + (Y, 1/ —cos0V') = ¢V, — ¢ cotg Oh(p, 1) — 2h98 (0, )

—p
sen 0
= o(Vup—qp),

como queriamos demonstrar. O

Defini¢ao 3.1.8. Uma hipersuperficie capilar x é dita estavel se £”(0) > 0 para toda

variacao admissivel de x que preserva volume.

Segue da Proposicao 3.1.5 e da Formula da Segunda Variacao da Energia, jun-
tamente com o Teorema da Divergéncia, que uma hipersuperficie capilar z : M — B é

estavel se, e somente se,

| (96 = (Ric(v, v) + WP)g?)dA ~ [ gg?ds = 0
M oM

para toda ¢ € F :={p € C*°(M)| [,; ¢dA = 0}. Esta é conhecida como Desigualdade

de Estabilidade para hipersuperficies capilares.

Podemos entao mostrar que os discos totalmente geodésicos e as calotas esféricas

na bola euclidiana sao capilares estaveis.

Proposicao 3.1.9. Seja B C R® uma bola euclidiana unitdria fechada. Entdo os discos

totalmente geodésicos e as calotas esféricas em B com bordo em OB sao capilares estdveis.

Demonstracdo. Seja ¥ um disco totalmente geodésico ou uma calota esférica em B com
bordo em OB. Suponha que ¥ é um disco totalmente geodésico e sejam R o seu raio e 6 o

angulo de contato entre ¥ e 0B, que é o angulo entre N e —v. Podemos ver facilmente
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que sen # = R. Portanto, como h é identicamente nula e ho® = 1, dizer que X é estavel

1
\V 2dA>—/ 2ds,
[tz L], v

para toda ¢ € F. Considere a bola B’ de raio R que contém X, ou seja, 3 é um disco

equivale a dizer que

totalmente geodésico que passa pela origem de B’ e intersecta OB’ ortogonalmente. Sabemos
que Y é estavel em B', ver (ROS; VERGASTA, 1995). Assim, como ho® = L nés temos

R’
2 1 2
[1velaaz - [ s,
b R Jos

para toda ¢ € F. Portanto, & é estavel em B. Agora, suponha que ¥ é uma calota esférica.

que

Sejam R o raio da esfera que contém ¥ e # o angulo entre ¥ e B. Considere o plano
7 que contém 0 e denote por € o angulo de contato entre ¥ e w. Sabemos que X é

uma superficie capilar estavel no semiespaco determinado por m e que contém 3, ver

(GONZALEZ; MASSARI; TAMANINI, 1980). Portanto, como |h]> = 25 e h(u, ) = =,

temos que

2 cotg @’
/Z (\Vgp|2 — R2902> dA > 7 o ©’ds, (3.12)

para cada ¢ € F. Por outro lado, nao ¢ dificil demonstrar que

cotgt/ 1 cotg 0

= 3.13
R sen 6 R ( )
Assim, substituindo (3.13) em (3.12), obtemos
2 1 cotg 0
Vo2 - = 2) A > [ e
/E (| ?l R - <sen0 * R ) o O
para cada ¢ € F. Portanto, ¥ é capilar estavel em B. O

A proposicao a seguir é importante para o estudo de hipersuperficies capilares em

B quando 0B é totalmente umbilica.

Proposicao 3.1.10. Suponha que OB € totalmente umbilica em B. Se x : M — B é uma
imersao cujo bordo OM intersecta OB em um dangulo constante 0, entdo p é uma diregao

principal de M em B ao longo de OM, ou seja, Vv = h(p, ).
Demonstragio. Para cada e € X(0M), usando (3.1) e (3.2), nds temos

he.p) = (Vev,p)
= (Ve(—cosON + sen ), sen ON + cos 0i7)
= —(V.N,D)
= —h%B(e,v)

= 0.
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Na tltima igualdade acima usamos o fato de B ser umbilica em B. Logo,

Vv = (Vv ) = h(p, o).
O

Proposicao 3.1.11. Sejam x : M™ — M"™! uma imersdo isométrica e f = (v, X), onde

X é um campo conforme. Entao, vale a sequinte equacao:
Af = XT(H) — f(Ric(v,v) + |h|?) + Hx — nv(vx). (3.14)

Demonstragio. Fixe p € M e seja {eq, ..., e, } um referencial ortonormal sobre um aberto
U C M, geodésico em p € U, ou seja, (V,e;)(p) = 0. Estenda os campos {ey,...,e,} a

uma vizinhanca de p em M de maneira que (V,¢;)(p) = 0 e escreva
X =woqie; + frv

sobre U. Aqui e ao longo de toda a demonstragao estaremos usando a notacgao de Einstein,

de maneira que indices repetidos estarao sendo somados. Entao, em p, nés temos

Af = A{rv,X)
= epep(v, X)
— (Ve X) + (1,9, X))
= ep{dey, X)+ (Vev, Ve, X) + (1, V,, V., X)
= (Ve (Aer), X) +2(Vev, Ve, X) + (1, V,, Ve, X). (3.15)

Agora, escreva Aej, = aye; e observe que, em p, valem as seguintes relacoes:

(Ve (Aer), X) = (Ve (aner), X)
= (er(am)er + anyVeer, X)
= aeg(ap) + ap(Veen v) f

= Oézek(akz) - a%lf

= alek(akl) — ’h’Qf (316)

Sem perda de generalidade, podemos supor que ey, ..., e, sdo autovetores de A no ponto
p com autovalores Aq, ..., \,, respectivamente. Portanto,

(Vertts Ve, X) = (A€, Ve, X) = Ailey, Ve, X) = Hipy. (3.17)

Para calcular (v, V., V., X), note que

(?ekX, V) +(V, X, er) = 20x (e, v) = 0. (3.18)
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Assim, derivando (3.18), temos

(Ve Ve, X, ) + (Vo X, Ve ) + (Ve Vo, X er) + (V, X,V er) = 0. (3.19)

Como

<VVX7 vekek> - <VVX7 V) <?€kek7 > - _¢X<ek’ - _I/JX Z /\k _wXH7 (32())

segue de (3.20) e (3.17) que a equagao (3.19) assume a forma

(Ve Ve, X, V) = (V. V, X, er). (3.21)
Por outro lado,

(Ve VX, er) = (Rlep, )X, er) + (VoVe X, ex) + (Vi X, €x)
= Ric(v, X) +v(Ve X, e1) — (Vo X, V,er)
Ve, X er) = (Ve X, )
= Ric(v, X) + nv(¥x) + M(Ve, X, er)
= Ric(v, X) + nv(vx) + Hx. (3.22)
Tudo isto no ponto p. Usando que [e;, ex] = 0 em p, nds temos
Ric(v, X) = Ric(v, oqe; + fv)
= fRic(v,v) + aiRic(v, ¢))
= fRic(v,v) + ay(R(ey, ex)ex, v)
= fRic(v,v) + ai{Ve, Ve, er, V) — (Ve Veer, V)
= fR_iC(V, v)+ alel(vekek, v) — oﬂ@ekek, %W
—ager(Veer v) + ay(Veen, Ve, V)
—  fRic(v,v) — aeer, Aer) + ageg ey, Aey)
= fRic(v,v) — XT(H) + azer(ay). (3.23)

Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21), obtemos
(?ek?CkX, v) = XT(H) — ayer(ay) — fRic(v, v) — Hix —nv(vx). (3.24)
Portanto, substituindo (3.16), (3.17) e (3.24) em (3.15), obtemos

Af = XT(H) — f(Ric(v,v) + |h|?) + Hix — nv(vx).
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4 Hipersuperficies Capilares em uma Bola Eu-

clidiana

Este capitulo esta baseado no trabalho de G. Wang e C. Xia (WANG; XIA, 2019).

Neste capitulo, consideraremos M"*! como sendo o espaco euclidiano R™*!, de
dimensao n + 1 > 3, munido da métrica canénica (, ) e B como sendo a bola fechada
unitaria B C R™*! centrada na origem. Vamos denotar por {Ey, ..., E,,1} a base canonica
de R+, Além disso, as coordenadas de um campo X na base canodnica serdo denotadas

por Xy,..., X1

4.1 Uma Nova Formula do Tipo Minkowski

Nesta secao, estabeleceremos uma formula do tipo Minkowski, a qual sera de grande

importancia para o estudo de hipersuperficies capilares em B.

Inicialmente, definiremos uma familia de campos conformes em R™"! cujas restricoes

a OB serdo tangentes a OB.

De fato, para cada campo constante a em R"*! defina o campo X, por
Lo
X, = (z,a)x — §(|x\ + 1)a, (4.1)
onde x ¢ a posicao em R,

Proposicao 4.1.1. X, é um campo conforme e sua restricio a OB € tangente a OB. De
fato, X, satisfaz

V5 X, ) + (T, Xe, B = {0} (12)
(X, )]s = 0. (4.3
Demonstracao. Observe que
X+ (VX)) = ST, abe — S(Jal? +1)a), By)
HY g, (@) — 5 (12 + 1)a), B,

= ;[(Ez» a)(w, E;) + (z,a)(E;, Ej) — (Ei, x){a, Ej)
HEj, a){z, Ei) + (2, a)(Ej, Ei) — (Ej, x)(a, E;)]
= <(L’7CL>(SZ‘J',

o que demonstra a primeira afirmacao.
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Para demonstrar a segunda afirmagao, basta observar que |z|> = 1 sobre OB.

Portanto, X,|s5 = (z,a)r — a, o que implica (X,, z)|55 = (z,a) — {(a,z) = 0. O

Lema 4.1.2. Sejam x : M"™ — B wma imersio isométrica cujo bordo OM intersecta OB
em um dngulo constante 6 € (0,7) e a € R™ um campo constante. Entao, vale a sequinte
relacdo:

n/M(u, a)ydA = /8M(D,a)ds.

Demonstragio. Defina Z, = (v, a)x— (x,v)a sobre M e observe que Z, € X(M). Considere
um referencial ortonormal local {ey,...,e,} em M. Temos entdao que

n

diVM Za = Z<?eiZaaei>
i=1

= ;(66%((% ayxr — (z,v)a),e;)

= 2((6%% a)(z,ei) + <V’ a’><?€ix’ ei) - <Veixvy><avei> - <x>vei’/><a’ 61>)

= Z((@GTV, e (@t e) + (v,a) — (ei, v){a, &) — (e;, Vyrv)(a®, e;))

=1
= h(a",z") +n({v,a) — h(z",a")

= n{v,a).
Lembrando que N = z|y3, segue das equacdes (3.1) e (3.2) que, sobre dM, vale o seguinte:
<Za’ :u> = <V> CL><SB, VJ> - <V7 $><CL, :u>

= (senfv — cos N, a) sen 6 + cos §{cos O + sen N, a)

= (v,a).
Portanto, segue das equagoes acima, juntamente com o Teorema da Divergéncia, que

n/ (v,a)dA :/ divy Z,dA :/ (Z o, p)ds :/ (v,a)ds,
M M oM oM
como queriamos demonstrar. O

Proposicio 4.1.3 (Férmula do tipo Minkowski). Seja = : M™ — B uma imersdo isomé-
trica cujo bordo OM intersecta OB em um dngulo constante 6 € (0,). Considere a € R™!

um campo constante e X, o campo definido por (4.1). Entao, vale o sequinte:
n/ (x + cosOv, a)dA :/ H(X,,v)dA. (4.4)
M M
Demonstragio. Seja {eq, ..., e,} um referencial ortonormal local em M. Observe que

<@€z‘ (X;F)> ei) = <?€i(Xa - <Xa> V>V)7 ei)
= (Ve Xa, €)= (Xo, )V, ).
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Por outro lado, segue de (4.2) que
(Ve,Xa,e) = (x,0a).

Portanto,

divar(XT) = S (e (XT), ) = 32 ((0) — (X 0){Verrre2)) = e, a) — H{Xo, ).

i=1 i=1

Agora, segue das equagoes (3.2) e (4.3) que, sobre dM, valem

(Xaop) = (Xayp)
= (X,,cos0v+senfN)
= cosf(X,, V)
= cosO((z,a)(x,v) — (a,v))
= —cosf{a,V).

Assim, fazendo uso do Teorema da Divergéncia, juntamente com o Lema 4.1.2, segue das

relagoes acima que
/ (n{z,a) — H(Xa,v))dA = / divar (XT)dA
M M

= [ (XT s
oM

= —cosf | (a,v)ds
oM

= —ncos@/ (v,a)dA,
M

o que garante o resultado. O]

Essa férmula do tipo Minkowski (4.4) serda fundamental na demonstragao da
unicidade de hipersuperficies capilares estaveis na bola euclidiana, que veremos na proxima

secao.

4.2 Unicidade de Hipersuperficies Capilares Estaveis em uma Bola

Euclidiana

Proposicao 4.2.1. Sejam x : M™ — B wma imersdo isométrica cujo bordo OM intersecta
OB em um dngulo constante 6 € (0,7) e a € R™™ um campo constante. Entdo, ao longo

de OM, nos temos

V{x +cosv,a) = q(x+cosbv,a), (4.5)

VilXa,v) = ¢(Xa,v), (4.6)

onde q = —— + cotg Oh(ju, ).

sen 6
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Demonstracao. Segue da Proposicao 3.1.10, que
V(x4 cos v, a) = (i + cos Oh(u, i), a) = gsen O{yu, a).
Por outro lado, usando as equagoes (3.1) e (3.2), ndés temos

(x 4+ cosOv,a) = (N + cosf(senfv — cosfN),a)
= senf(cosfv +sen N, a)
= senf(u,a)

sobre OM. Portanto, V,(z + cosfv,a) = q(x + cosOv,a), o que demonstra a primeira

afirmacao.

Agora, usando a defini¢do de X, dada pela equacao (4.1) e novamente a Proposicao
3.1.10, obtemos

Vi Xa,v) = <?uXav’/> + <Xaa?u’/>
— 1
- <v#<<$7a>x - §(|[E|2 + 1)@)7 V> + h(ﬂ?/j“)<Xa»/1“>
= (o @)z + {z, @y — (o ), v) + b, )z, a)e — a, )
= cos O, a) — senB{v, a} + h(j, 1) (sen Oz, a) — (1,a)).
Acima nés usamos mais uma vez as equacoes (3.1) e (3.2) juntamente com x|z = N
e Xolog = (x,a)r — a. Note que N = senfu — cosfv, ou seja, p = cossec ON + cotg v.
Portanto,

V. (X4, v) = —(cosfcossect —senbh(pu, ) + cossec Oh(p, p))(x, a)
—(cos 0 cotg 0 + sen 8 + cotg Oh(u, 1)) (v, a)
= —cotgf(1+ cosOh(p, p)){x,a) — cossec (1 + cos Oh(p, 1)) (v, a)
= —q(cosB{x,a) + (v,a)).

Além disso, sobre o bordo de M, nés temos
<Xaa V) = <J?, 6L><l‘, V> - <a7 V> = _(COSQ<‘T’ a’> + <V7 a>)
Portanto, V,(X,,v) = ¢(X,, V), como querfamos demonstrar. ]

Proposigao 4.2.2. Sejam x : M™ — R™™! uma imersdio isométrica e a € R"™ um campo

constante. Entao, valem as sequintes identidades sobre M :

Ax = —Hv, (4.7)
;AMQ = n—H(x,v), (4.8)
Av = VH — |h*y, (4.9)
Alz,v) = (2, VH)+ H — |h*{z,v), (4.10)
Alv, X,) = (VH,X,) — |h]*(X,,v) + H{z,a) — n{v,a). (4.11)
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Demonstragio. Seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga

de p € M, o qual é geodésico em p, ou seja, (V.,e;)(p) = 0. Portanto, em p, ndés temos

Az, = > ejles(xi) = ejlej(w, E)) = e;(Ve,x, E) = ejle;, By)

=1 =1 j=1 j=1

= Z(@GJGJ,E) = Z((Veje], D+ (Ve €5,V - ej, Ve.v){v, E;)
=1 j=1 j=1

= —H(v,E),

donde
n+1 n+1
A$:Z(A[E1 ,——HZVE —Huv,

=1

o que demonstra (4.7).

Para provar (4.8), vamos mostrar que (Vz, V) = n e utilizar (4.7). Observe que

n n

Assim,
n+1 n n+l
(Va,Vz) = (Va;,Va;) => Y (e, Ej)* =n
7j=1 =1 j=1
Portanto,

7A|x]2 ; (x,x) = (x,Az) + (Vz, V) = (Va,Vz) — H(z,v) =n — H(z,v).

Seja v; = (v, E;). Como E; é um campo de Killing, segue da Proposicdo 3.1.11 que

Al/j = <VH, E]> - |h|2yj.

Portanto,
n+1 n+1
AV = Z(ij)E]’ = Z(<VH, E]> — ‘h‘2V]’)E]’ = VH — |h|27/.
=1 j=1

Isto demonstra (4.9).

Agora, sendo V., x = e; temos que x é conforme com fator conforme v, = 1, entao

pela proposicao 3.1.11 temos que

Alx,v) = (x, VH) + H — |h|*(z,v).

De acordo com (4.2), X, é um campo conforme com fator conforme ¥x, = (z, a).
Assim, segue da Proposicao 3.1.11 que
A(X,,v) = (X,, VH) — |h|*(X,,v) + H{z,a) — nv{z,a),

o que garante (4.11), pois v{(x,a) = (v, a).
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Proposicao 4.2.3. Seja x : M™ — B uma imersio isométrica cujo bordo OM intersecta

OB em um dngulo constante § € (0,7). Para cada campo constante a € R, defina
0o = n(x + cosOv,a) — H(X,,v)

sobre M. Entao, p, satisfaz

/ padA = 0. (4.12)
M
Além disso, se M possui curvatura média constante, entao
Vipa —qpa = 0, (4.13)
Ap, + |h)?ps = (nlh]* — H*){(x,a). (4.14)

Demonstragao. A identidade (4.12) segue diretamente da Proposigao 4.1.3. Por outro lado,

se H ¢ constante, segue da Proposicao 4.2.1 que
Vupa = Vu(n{z+cosbr,a) — H(X,,v))
= nV,(z+cosOv,a) — HV (X, V)
= ng{x+ cosOv,a) — Hq(X,, v)
= (%¥a,
o que demonstra (4.13). Finalmente, segue da Proposi¢ao 4.2.2 que
(A+[hf*)(z,a) = —H{v,a)+|h[*(z,a),
(A+ W) (va) = 0,
(A+ B2 (X0v) = H{z,a) —niv,a)
Temos entao que
A, + |hPoa = (A+|h*)(n{z + cosbv,a) — H(X,,v))
= n(A+ |h*){z,a) + ncosO(A + |h|*)(v,a) — H(A + |h]*)(X,, V)
= (n|h|* = H*){z,a),

como queriamos demonstrar. O

Antes de enunciarmos o principal teorema deste capitulo sobre a unicidade de

hipersuperficies capilares estaveis na bola euclidiana unitaria, observe que

n+1 n+1 1
S (z, EyXp, = > (z, Ej) ((x, Ei)x — §(|$|2 + 1)Ez>
i=1 i=1
n+1 1 n+1
— Z(x,Ei)Qx— §(|x|2+1)z<x,Ez>EZ
i=1 i=1

1
= lafr = S(2P + 1)

1
— (P = e
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Teorema 4.2.4 (Wang-Xia, 2019). Seja = : M™ — B C R™""! wma hipersuperficie capilar
estavel imersa na bola euclidiana unitaria com curvatura média constante H > 0 cujo
bordo OM intersecta OB em um dngulo constante 6 € (0,7). Entdo, ou x é totalmente

geodésica ou uma calota esférica.

Demonstracio. Segue da estabilidade de M que

[ elde+ P+ [ o(Tup—ap)ds = 0
M oM
para toda fungdo ¢ € F, onde ¢ é dada na Proposicao 4.2.1. Para cada campo constante

a € R"™!, considere ¢, definida na Proposicao 4.2.3. Segue desta mesma proposicao que

v, € F. Portanto, inserindo ¢, acima e fazendo uso de (4.14), nés temos
/ (n{x + cos v, a) — H (X, 1))z, a)(n|h|? — H2)dA < 0
M

para todo a € R"*!. Entdo, tomando a = E,, ..., F,,, temos que
n+1

Z/ (z + cos O, ;) — H(Xp,,v))(x, E)(n|h|> — H?)dA <0,
ou seja,
[ (nhel? + mcosttv, ) = (1 = D) H{e,) ) (P - HAAA <0 (4.15)
Aqui usamos a equagio Y1z, B) Xp, = 1(|z]> — 1)z
Considere a fungao ® : M — R definida por
P — ;(|x|2 “ 1) H = n({z, 1) + cos6).
Usando (4.8) e (4.10), podemos verificar que & satisfaz
AD = A (;(W CH = n((z, ) + cos9)>
= H;A|x|2 — nA{x,v)
= H(n— H{x,v)) —n(H — |h|*(z,v))
= (nfh]* = H*){z,v).
Sendo |z]? =1 e (x,v) = —cos@ em OM, temos que ® = 0 sobre M. Assim,
/M AP + |VD|?dA = ;/M A(®?)dA = /E)M VD, 1)ds = 0.
Portanto,
<n|x|2 +ncosf(x,v) — ;(|x|2 — 1)H (z, V>> (n|h|* — H*)dA

nlz> — (@ + n{z,v))(z, 1/>) (n|h|* — H*)dA

H
S

(
(n(lz)* = (@, 1)) (n|h]* = H?) — PAD) dA
(

nlaT|? n]h]Q H?) +|V|*) dA
M

v
o
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Na expressao acima, 7 é a componente tangente de z. A tltima desigualdade ocorre
pois, sendo Ky, ..., K, as curvaturas principais de M, considere os vetores u = (Ky, ..., Ky,
ev = (1,..,1) em R™. Portanto, a desigualdade de Cauchy-Schwarz (u,v)? < |u|? - |v|?
nos fornece nlh|?> — H?> > 0. Isto nos diz que |27 |*(n|h|* — H?) = 0 e |[V®|* = 0, o
que implica que ® ¢ constante. Em particular, (n|h|* — H?)(z,v) = A® = 0, ou seja,

(nlh|? — H?){(z,v)? = 0. Entao, somando as equagoes
(n|h* = H?)]2" | =0

(n|h|* = H*)(z,v)* =0,
segue que |z]*(n|h|? — H?) = 0.

Suponha que existe um p € M tal que n|h|*> — H? ndo é nula neste ponto. Entao,
existe uma vizinhanga aberta V de p em M tal que n|h|*> — H? niao é nula em V, donde
x é nula em V, o que é uma contradicao pois  é uma imersao. Portanto, temos que
n|h|> — H* = 0 sobre M. Mas esta igualdade s6 ocorre quando os vetores acima u e v
sao linearmente dependentes, o que implica que kK = - -+ = k,,. Portanto, M é totalmente
umbilica. Neste caso pode ser visto em detalhes no apéndice que z é totalmente geodésica

(quando H = 0) ou x é uma calota esférica (quando H > 0). O
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5 Hipersuperficies Capilares em uma Bola no

Espaco Hiperbolico

Neste capitulo, estudaremos o caso em que M"™*! é o espaco hiperbélico H* ™! e B
¢ uma bola geodésica em H"*!. Devido a sua similaridade com o caso hiperbélico, nao
apresentaremos uma demonstracao detalhada para o caso esférico, mas indicaremos o

caminho da prova.

5.1 Uma Nova Férmula do Tipo Minkowski no Espaco Hiperbdlico

Seja H"™! o espaco hiperbdlico, ou seja, a variedade Riemanniana completa e
simplesmente conexa de curvatura seccional constante igual a —1 e dimensao n + 1 > 3.

Usaremos aqui o modelo da bola de Poincaré, o qual é dado por

4

n+l =\ __ n+l 2u 2u __
(H 79)_(B 76 5)7 € _(1_|$|2)27

onde B é a bola aberta unitdria do espaco euclidiano R"*! centrada na origem e § ¢ a

métrica candnica de R**1.

Outros modelos também podem ser usados. A vantagem do modelo da bola consiste
na facilidade de se encontrar o campo conforme em H"*! andlogo ao campo X, do capitulo

anterior.

Nesta sec¢ao, denotaremos a métrica euclidiana por d ou (, ). Além disso, V denotara
a conexao de Levi-Civita de g. Usaremos r = r(z) para denotar a distdncia hiperbélica

em relagdo a origem e denotaremos cosh r por V. Vamos verificar que

1+ zf?
1=z

2
enhr = 2]

Vi - |
’ 1—|zf?

Sendo r a distancia hiperbdlica, sabemos que 7(x) = log Gf—éi) ver (HITCHMAN,

2009), entao temos que

1+ x| 1—|z|
e +e"  1—|z] 1+ |z
=
(L4 |2)” + (1 —Ja])® _ 1+
2(1 —[xz[?) L=

coshr =
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L+ |z| 11—z

T

conhy = €€ _ 1—|z| 14|z
2 2
2 2
A+ z))” = (A —fz)” 2|
2~ RF) -

Seja BE uma bola geodésica em H"™! de raio hiperbdlico R > 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que B estd centrada na origem. Olhando para Bi como

um subconjunto de B C R""!, temos que B coincide com a bola euclidiana centrada na

cosh R—1
cosh R+1

origem de raio Rg = € (0,1). O campo unitario N normal a OBE com respeito

a métrica g é dado por
1

N = senh Rx‘

Como no caso euclidiano, para cada campo constante a € R**!, definimos um

correspondente campo de vetores X, em H""! por

2

Xo= ((:U,a)x - ;(W +R]§)a). (5.1)

Além disso, definiremos outro campo de vetores Y, em H"! por

1
Y, = 5(\3}]2 + 1D)a — (z,a)x. (5.2)
Na préxima proposicao, apresentaremos algumas identidades fundamentais para
este capitulo.

Proposicao 5.1.1. Para qualquer campo de vetores Z em H" ', wvalem as sequintes
tdentidades:

Vi = ViZ, (5.3)
Vi = e (g Z)a+ gl a)Z - §(Z,a)), (5.4)
Vz(e™a) = e “(gx,e " a)Z — g(Z,e “a)z), (5.5)
VzX, = —coshR(e“g(x,Z)a — e "§(Z,a)r) + e “g(x,a)Z, (5.6)
V2Y, = eg(z,2)a—e"g(Z, a)x. (5.7)

Demonstragio. Seja {E\, ..., E,41} o referencial candnico de R**1. Observe que o gradi-
ente de u = 2 —1In(1 — |z|?) com respeito & métrica euclidiana ¢ dado por ﬁx Portanto,

segue de (2.2) que

_ 2x; 2|z|? 2x;
B B T T T e T 1= af?

xr = ‘/OE“

o que demonstra (5.3).
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Mais uma vez, segue de (2.2) que
— 2x; 2(x,a) 2a;
G T A B T T
= e" (g(x7 El)a + g(ﬂf, Q)Ez - §<E17 CL)Z') )
o que demonstra (5.4).
A equagao (5.5) segue diretamente de (5.4). De fato,
Vz(e™a) = —e“Z(u)a+e “Vza
—u 2<.T, Z) —U
= —e T |$|2a—|—e Vza
= —e g(z, Z)a+ e (g(x, Z)a + g(a,a)Z — g(Z, a)x)
= e “(g(x,ea)Z — g(Z, e " a)x).
Segue de (5.1) juntamente com (5.3) e (5.4) que
1—-R2) — 1
(2R)VZXG = Vg <(:v,a)x — §(|x|2 + Rﬁ)a)
_ 1 _
= (Z,a)x + (x,a)Vzx — (Z,x)a — §(|m|2 + R%)Vza
= e g(Z,a)x + e *Vog(r,a)Z — e *§(Z,x)a
1
2 (of? + R)e™ (3. Z)a + 3. 0)Z — 3(Z.a)a)
1
= (e S0P + ) ) e (gla, Z)a — g(Z,a))
1
+ (e‘“VO — §(|x|2 + Rﬁ)) e g(z,a)Z
1+ R? 1— R2
= U e )0 - gz + U 002,
. 1+R2
o que garante (5.6), tendo em vista que cosh R = =55
R
Analogamente, segue de (5.2) juntamente com (5.3) e (5.4) que
_ 1 _ _
VzYe = (x,Z)a+ 5(!x|2 +1)Vza—(Z a)x — (x,a)V zx
1
= e g(w, Z)a+ S (o + e (g(x, Z)a + g(x,0)Z = §(Z, a)z)
—e Mg(Z a)x — e *"Vog(x,a)Z
1
= (e 5P+ 1) (5w, Z)a - e9(Z,0)a)
1
+ (S0P +1) = V) e g(2,0)2
= e "g(x,Z)a—e"g(Z, a)x,
o que demonstra (5.7). O

Proposicao 5.1.2.
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i) X, € um campo conforme em H" ", cujo fator conforme é dado por

_ 2{z,a)
L= af

Va

ii) Xa‘aB% ¢ tangente a OBY, ou seja, G(X,, N) =0 ao longo de OBE.

iii) Y, é um campo de Killing em H"*1.

Demonstragio. Segue de (5.6) que

§(VE Xa, E;) = g(—cosh R(e™g(z, E)a — e "g(E;, a)z) + e g(x, a)E;, Ej)
= —cosh R(e™"g(, Ei)g(a, ;) — e "g(Ey, a)g(z, E;))
+6_u§($7 a)g(Ela Ej)7

donde

= = e _ 2(x,a) _
(g<inXaa Ej) + g(VEanyEi)) =e¢ "g(z,a)g(E;, Ej) = 1<_‘x|>29(Ei7Ej)>

DO | —

o que demonstra o item i).

Agora, observe que Xo|gps = ﬁ((w, a) — R%a), pois |x]* = R% sobre OBE. Assim,

2
(Xe.2)long = gz (. ol = Ry (. 2))long =0.
Portanto,
_ 1 4
g XaaN = 9(Xa, = Xa, = 0.
9 ) senh Rg( z) senh R(1 — Rﬁ)2< 7)

Isto garante o item ii).

Por fim, segue de (5.7) que
g(ﬁEl}/;lan) - g(e_ug(vai)a_e_ug(Eiaa)$7Ej)

= e "g(z, Ey)g(a, Ej) — e "g(E;, a)g(w, Ej).

Portanto,
§(VEYe, Ej) + (Vg Ya, E;) =0,

o que demonstra o item iii). [l

Proposicao 5.1.3. As funcoes Vy e V, satisfazem

HessVy = Vg, (5.8)
HessV, = V,g. (5.9)
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Demonstracao. Em primeiro lugar, nos afirmamos que o gradiente de 1y em relacao a g é

dado por
VV, = z. (5.10)
De fato,
2z, B (1 — |2)?) 4 2(z, B (L + |z?) 4 =
A= (1= Jo)? {1 e B = g )

ou seja, §(VVo, i) = E;(Vy) = g(x, E;) para todo i = 1,...,n+ 1, o que demonstra a

afirmacao.

Portanto, segue de (5.3) que
Hess Vo(X,Y) = g(VxVV,Y) = §(Vxa,Y) = Vog(X,Y),
garantindo (5.8).

Agora, nos afirmamos que

VV,=e“a+ (z,a)r = e “a+ e 2"g(z,a)r. (5.11)
De fato,
2B a) (1 — |z]?) + A B, x)(w, a)
Flv) = (1 2]
- ()
= g e e B

= gle a+ (x,a)z, E;),
o que demonstra a afirmacao.

Portanto, segue de (5.3) e (5.5) que

Hess V,(X,Y) = g(VxVV,Y)

Vx(e ™ a+ (r,a)x),Y)

Vx(e™a) + (X{z,a))x + (z,a)Vxx,Y)

e " (g(z, e a)X — g(X, e “a)r) + (X, a)r + (v,a)Vxz,Y)
= g((z,a)X + (x,a) Vo X,Y)

= (z,a)(1+V)g(X,Y)

= Vug(X.,Y),

como queriamos demonstrar. [
A partir de agora, vamos considerar uma imersao isométrica x : M" — BEI cujo

bordo OM intersecta OBY em um adngulo constante 6 € (0, 7). Como no caso euclidiano,

temos uma férmula do tipo Minkowski.
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Proposicao 5.1.4 (Férmula do tipo Minkowski). Considere uma imersao isométrica
x: M"™ — BE cujo bordo OM intersecta OBY em um dngulo constante 6 € (0,7). Sejam
a € R"™ um campo constante e X, e Y, definidos por (5.1) e (5.2), respectivamente.
Entao,

n/M (Vo +senh Rcos0g(Ya,v)) dA = /M Hg(X,,v)dA. (5.12)

Demonstragio. Seja {e,}"_, um referencial ortonormal local em M". Observe que
g(?ea (Xg)a €a) = g(?ea (Xo — 9(Xa, v)V), €0)
= g(@eaXa, €a) - g(Xau V)g(?eaya €a)-
Utilizando o item i) da Proposigao 5.1.2, temos que
g(?ea(Xg)7 ea) = Vo — §(Xa, V)@(ﬁea% €a)-
Portanto,

divy (X Z (Ve (X)) = nV, — Hg(X,,v).

a=1
Por outro lado, segue do item ii) da Proposigao 5.1.2 juntamente com (3.2) que
(XTI 1) = g(Xa, 1) = §(Xa, cos 00 + sen ON) = cos 0g(X,, V).

a

Como X |ppu = ((x,a)x — Ra), senh RN = x e (N, ) = 0, segue da equacio acima

_2
2
1-RZ

que
2

R
- R2

g(XZ7/’L):_ COSH@(CL,&).

Portanto, pelo Teorema da Divergéncia,
/ (nV, — H§(Xa,v))dA = / divar (XT)dA
M M

= [ a(XT wds
oM

2R

= 1= I cos@/aMg(a, v)ds. (5.13)

Agora, considere Z, = g(v,e “a)x — g(v,z)e "a e observe que Z, € X(M). Nbs
afirmamos que
divy Z, = ng(Yy,,v). (5.14)
De fato, segue de (5.3) e (5.5) que
divyy (g(y, e’“a)xT) = §(Ve. (glv,e "a)z"), eq)
= (Vea’/ e "a)g ( o) + gV, Vea( ))§<IT76a)
+g(v, e a)§(Ve, (z7), €a)
= .g(@zTVa e—uaT) + g(”v V:CT(S_UCL))
+g(v, e "a)g(Ve, (x — g(z,v)v), €0)
= h(z',e"a’) —e"g(a", e a)g(v, 7)

+nVog(v, e a) — Hg(v,e "a)g(z,v).
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Acima noés usamos a notacao de Einstein. Analogamente,

divyy (g(x, V)(e_“a)T) = h(z" e a’) + g(a,v) (6_“ (n@(m, e "a) — g(z", e_“a)))

—Hg(z,v)g(v,e “a).

Portanto,
divy Zo = nVogle “a,v) — ne ?"g(z,a)g(z,v)
= ng(Veea — {z,a)z,v)
= ng(Ys,v).
Usando que e™" = sefiflfzz sobre OBY e que N = ﬁx, nos temos

Zalopy = Rrg(v, a)N — Rgg(v, N)a.
Logo, segue de (3.1) e (3.2) que
9(Z,, 1) = Rrg(sen v + cosOu,a) = Rrg(v, a).
Assim, segue de (5.14) e da tltima equacdo acima que
n/Mg(Ya, V)dA = /M divay ZodA = /aM §(Za, 1)ds = Ry /8M §la,D)ds.  (5.15)

Por fim, fazendo uso de (5.13) e (5.15), obtemos

2R
— Hi(X,,v))dA = ———= | g,
/M(nV 9(Xa,v))d — R cos 6 8Mg(a, v)ds

= —nsenthosG/ g(Ya, v)dA,
M

como queriamos demonstrar. O

Veremos a seguir uma importante proposicao que serd usada na préxima secao.

Proposicao 5.1.5. Ao longo do bordo de M, nés temos

V, (Vo +senh Rcos0g(Ya, v)) = q (Vo + senh Rcos0g(Y,, v)), (5.16)
V,§(Xa,v) = q9(Xa, v), (5.17)

onde .
e — coth R + cotg Oh(p, p). (5.18)

Demonstracdo. Nesta demonstracao, tomaremos sempre valores ao longo de M e usaremos

as equacoes (3.1) e (3.2). Inicialmente, note que

2(z, a)
1 —[zf?

i . 1
(Y, x) = (Y, z) = € 5(1 —|z|*)(z,a) = =V,
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Portanto,

V, +senh Rcos0g(Y,,v) = g(Ya,z + senh RcosOv)
= §(Y,,senh RN + senh R cos f(sen 0 — cos ON))
= senh Rsenfg(Yy, u). (5.19)

Pelas equagoes (5.7) e (5.11), temos

(Vi + senh Reos8g(Ya, ) = e G(u,a) +e~2g(z, )g (1, )
+ senh R cos 96_u<§(x7 ,Lb)g(y, CL) - g(:ua a)g(m, V))
+ senh R cos 0g(Yy, h(p, 1) 1h).

Usando cosfv = —N + senfy e & = senh RN, obtemos
senh R cos eefu(g(x’ ,u)g(ya a) - ?](,U, a)gj(:v, V)) = Senh2 Reiué_](,ua CL) o eiug(xa ,u)g_](x, CL).

Donde, temos

V. (Vo +senh Rcos0g(Ya,v)) = e “cosh® Rg(u,a) + (e — e *)g(z, a)g(z, 1)
+senh R cos 0g(Ya, h(, 1))
= cosh Rg (;(|x|2 +1)a — (z, a>x,,u>
+senh R cos0g(Yy, h(p, ) 1)
= (cosh R + senh R cos Oh(u, 11))g(Ya, 1t).
Portanto, dessa ultima equagao e de (5.19), temos (5.16).

Agora, vamos provar (5.17). Em primeiro lugar, lembre-se que N = sen fy — cos fv.

Assim,
_ 2 —2u~ ~ Lo 2 2\~
9(Xew) = 1 (25 0g(wv) = (o + R)g(0.))
R
2
= [ (— cos O R2g(sen Oy — cos Ov, a) — Rag(a, 1/))
2R2
= _% sen fg(cosOu + sen v, a). (5.20)
1 - Rg

Sendo cosfv = —N +senfp e X, L N, temos
(X, p) = cotg0g(X,, v). (5.21)

Por (5.6) e pela Proposicao 3.1.10, temos que

Vug(Xa,v) = —cosh R (e"g(x, m)gla,v) — e "g(p, a)g(x,v)) + §(Xa, hlp, n)pr)

= —Rgcosh R (senfg(a,v) + cos0g(u, a)) + h(p, 11)§(Xa, 1)
2

2R
= —coth R1 — 22 g(cosOu +senfv,a) + h(p, 1)g(Xa, 1)
R

1 ) _
= og Ot RI(Xa, v) + hlp, 1)§(Xa, 1), (5.22)



Capitulo 5. Hipersuperficies Capilares em uma Bola no Espago Hiperbolico 53

onde nesta ultima igualdade usamos a equagao (5.20). Portanto, de (5.21) e (5.22), segue
(5.17). O

Proposi¢ao 5.1.6. Sejam x : M™ — H"" wma imersao isométrica e a € R"™ um campo

constante. As sequintes identidades ocorrem ao longo de M.

AVy = nVy— Hg(z,v), ( )
AV, = nV,—HV,V,, (5.24)
Ag(z,v) = g(VH,z) — |h|*g(z,v) + HV, (5.25)
A§(Xav) = G(VH, Xo) +ng(Xe,v) = [P §(Xe,v) + HVy =0V, Ve, (5.26)
Ag(Yo,v) = g(VH,Y,) +ng(Ya,v) — [A*g(Ya,v). (5.27)

Demonstragio. Seja {e,}"_, um referencial ortonormal local em M. Segue de (2.4), (5.8)
e (5.10) que

AVp = Z (HéSSVb(ea, €a) — h(ea, 601)?1/‘/0) =nVy — Hg(x,v),

a=1

o que demonstra (5.23).
Trocando Vj por V, acima e utilizando (5.9), obtemos (5.24).

Como Vzz = V,Z para todo campo de vetores Z (veja (5.3)), temos que x é um
campo conforme em H"*!, cujo fator conforme é dado por V;. Assim, segue da Proposicao
3.1.11 que

Ag(z,v) = g(VH,z) — (Ric(v,v) + |h[*)g(z, v) + HVy — nv(Vp).
Adicionalmente, nds sabemos que H"™! tem curvatura de Ricci constante igual a —n e
v(Vy) = g(x,v), tendo em vista que VVj = x. Logo,

Ag(z,v) = g(VH,z) — |h|*g(x,v) + HVp.
Para obtermos (5.26), basta lembrarmos que X, é um campo conforme, cujo fator
conforme é dado por V,, e utilizarmos, mais uma vez, que H""! tem curvatura de Ricci

constante igual a —n juntamente com a Proposigdo 3.1.11. O mesmo vale para (5.27),

lembrando que Y, é um campo de Killing. O

5.2 Unicidade de Hipersuperficies Capilares Estaveis em uma Bola

Geodésica do Espaco Hiperbolico

Teorema 5.2.1 (Wang-Xia, 2019). Seja x : M™ — Bi C H""! uma hipersuperficie capilar
estdvel, de curvatura média constante H > 0, imersa em uma bola geodésica By C H™
cujo bordo OM intersecta OBY em um angulo constante 6 € (0,7). Entdo, x é totalmente

umbilica.
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Demonstrag¢io. Em primeiro lugar, observe que a segunda forma fundamental de 0BE
é_dada por h?Pi(X,Y) = coth Rg(X,Y). Para isto, basta lembrar que N = =T e
Vzx = VyZ = cosh RZ. Portanto, segue da Desigualdade de Estabilidade que

- /M p(Ap —np + [h]*p)dA + /BM P(Vup = qp)ds 2 0 (5.28)
para toda funcao ¢ € F, onde ¢ é dado por (5.18).

Para cada campo de vetores constante a € R**!, considere a funcao
vq =n(V, +senh Rcos0g(Yy,v)) — Hg(X,,v)

definida sobre M. Segue da férmula do tipo Minkowski da secao anterior que ¢, € F.
Usando (5.24), (5.26) e (5.27), lembrando que H ¢é constante, nés temos

Apy — 1, + |h|*pa = (n]h|* — H*)V,. (5.29)

De (5.16) e (5.17) segue que
V,pa — qpa = 0. (5.30)

Substituindo (5.29) e (5.30) na condigao de estabilidade (5.28), para cada a € R"™!,

/ (n(V, + senh R cos 85(Ya, 1)) — H(Xa, v)) Va(n|h|? — H?)dA < 0. (5.31)
M
Considere o referencial canonico {Ey, ..., E,11} de R""! e suas respectivas entidades
Vi = Vi = :
YT ep
2

1
Yi = Vi, = (|2 + DEi — (&, By

(@@ B = S0P + ROE)

Temos entao que

w4 e’

V2= "™ _ _z

w4 2o — F2)
ViX; = B. 2 = (Vg — cosh R)x

; (1= RE)(1 —[z]?) ’
n+1
Y VY = .
i=1

Assim, fazendo uso de (5.31) para cada F; e somando estas desigualdades, obtemos
/ (n(g(x, x)+senh Rcosfg(z,v)) — (Vo —cosh R)Hg(x, V)) (n|h|* — H*)dA < 0. (5.32)
M
Como no caso euclidiano, considere a fun¢ao auxiliar

® = (Vg — cosh R)H — n(g(z,v) + senh Rcos ).
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De (5.23) e (5.25), temos
A® = (n|h|* — HY)g(z,v). (5.33)

Note que @5y, = 0. Portanto, segue de (5.32) e (5.33) que

0 > /M (ng(x,x) —(® + ng(z,v))g(x, V))(n|h|2 — H*)dA (5.34)
= [ (nga"a")(nlnf? — H?) - 2AD)dA (5.35)
= [ (nga",a")(lhf? = H?) + |VO[)dA. (5.36)

Repetindo o argumento do Teorema 4.2.4, obtemos que z ¢ totalmente umbilica. No

apéndice classificamos as hipersuperficies totalmente umbilicas no espaco hiperbélico. [

5.3 O Caso Esférico

Nesta secao, apresentaremos as modificagOes necessarias para o caso cujo espago

ambiente é a esfera S**!. Usaremos o modelo

4

(8™ {S},9) = (R™*,e™0), u(x) = T

Seja B% uma bola em S"*1\ {S} com raio R € (0, 7) centrada no polo norte. Temos entdo

l—cos R

a correspondéncia Rg = /7 Tos R

€ (0,00). Os campos conformes X, e Y,, sendo Y, de

Killing, aqui sao dados por

2 1
Xa = ]__|_R12R <<I,G>I’—2(|m‘2+R§)O/),
1 2
Y, = 5(1—|x|)a+<x,a>x.

As fungoes cruciais Vj e V, neste caso sao

1— |£If|2 _ 2<.T, CL>
T S T

Vo =cosr =

Usando X,, Y,, Vi e V,, a prova segue paralelamente como no caso hiperbdlico.

54 O Problema Exterior

Nesta secao, daremos uma ideia da prova do problema exterior. Utilizaremos como

exemplo o caso hiperbdlico.

Teorema 5.4.1 (Wang-Xia, 2019). Seja z : M™ — H"*! \ int(BE) uma hipersuperficie
capilar estavel compacta, de curvatura média constante H > 0, imersa fora do interior de
uma bola geodésica BY C H"™ cujo bordo OM intersecta OBY em um dngulo constante

0 € (0,7). Entdo, x € totalmente umbilica.
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Demonstracio. Neste caso, temos que © = —senh RN e a funcdo ¢ presente na Férmula

da Segunda Variacao da Energia é dada por

1
qg=— coth R + cotg Oh(u, p).
sen 6

De modo anélogo ao que foi feito na demonstragao da Proposi¢ao 5.12, podemos verificar

a seguinte formula do tipo Minkowski:
/M n (V, —senh Rcos0g(Y,,v)) dA = /M Hg(X,,v)dA.
Tomando a funcao teste
wo =n(V, —senh RcosOg(Y,,v)) — Hg(X,,v), (5.37)

temos [); podA = 0. Seguindo os passos da demonstracao da Proposigao 5.1.5, chegamos
em @Mpa = qp, ao longo de OM. Segue da Proposicao 5.1.6 que ¢, em (5.37) satisfaz
(5.29). Entao, a demonstragao continua de maneira analoga a demonstragao do Teorema
5.2.1. O
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APENDICE A - Classificacio das

hipersuperficies totalmente umbilicas no

espaco euclidiano

Seja M uma hipersuperficie totalmente umbilica em R"*!. Vamos demonstrar que
o autovalor \ dado na defini¢cdo de subvariedade totalmente umbilica ndo depende do
ponto p € M. Seguindo as notagoes do texto, dados X,Y, Z € X(M), nés temos

(Vx1,Y) = (A(X),Y) = MX,Y), (A1)

(VoY) = \NZ,Y). (A.2)
Diferenciando (A.1) com respeito a Z e (A.2) com respeito a X. Temos

(VVx1,Y) = ZONX,Y) +MVzX,Y) (A.3)
(VxVz,Y) = XONZY)+MNVxZY). (A.4)

Fazendo (A.3) menos (A.4), obtemos
(VzVxv = VxV,Y) = (ZIWNX = XNZ,Y)+ XNVzX —VxZY)
= (ZW)X -X(NZY)+ N[X, Z].Y)
= (ZWX — XNZ,Y) + (Vixzv,Y),
donde
(R(Z,X),Y) = (VzVxv = VxVz = Vix v, Y) = (Z(N)X = X(N)Z,Y).

Como R™! tem curvatura seccional zero, temos que Z(A\)X — X(A\)Z = 0 para todo
Z,X € X(M), tomando X, Z linearmente independente, temos que X () = 0 para todo
X € X(M). Portanto A é constante.

Proposicao A.1 (Classificagdo das hipersuperficies umbilicas no espago euclidiano). Se
x: M — R" ¢ uma imersao totalmente umbilica, entao x(M) estd contido em um plano

ou em uma esfera.

Demonstracao. Seja A o autovalor do operador de Weingarten de x. Sabemos que A néao

depende de p € M. Se A = 0, temos que

(Vxv,Y) = (A(X),Y) = XX,Y)=0
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para todos X,Y € X(M). Portanto, Vxv = 0 para todo X € X(M). Isto mostra que v é

constante ao longo de M. Logo, (M) esté contido em um hiperplano de R™*1.

Se A # 0, defina y : M — R™! por y(p) = z(p) — %1/. Segue que

<?Xy,Y> = <VX$—§\VXV,Y>
= (X,)Y)—(X,Y)

= 0
para todos X,Y € X(M). Segue que y é constante ao longo de M. Assim, sendo yo = y(p),

temos que |z(p) — yol? = % para todo p € M, ou seja, x(M) esta contido em uma esfera

de centro yg e raio 1/|\|.
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