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Resumo

Neste trabalho, nés vamos estudar um belo resultado que é conhecido como Teorema
de Ruelle. O resultado afirma que dados uma transformacao expansora topologicamente
exata num espago métrico compacto e um potencial Holder, existe um tnico estado de
equilibrio para este potencial. Antes disso, mostraremos que dada uma aplicagdo ex-
pansora numa variedade riemanniana compacta com jacobiano Holder, existe uma tinica
medida ergddica p absolutamente continua com relagdo a medida de Lebesgue da varie-
dade. Para finalizarmos, provaremos que se tomarmos no caso da em que o espago é uma

variedade o potencial como sendo o jacobiano, entao o estado de equilibrio sera pu.

Palavras-Chave: Teoria Ergédica; Sistemas Dinadmicos; Estado de Equilibrio.



Abstract

In this work, we are going to study a beautiful result that is called Ruelle’s Theorem. The
result states that given a topologically exact expanding map and a Hélder Potencial in a
compact metric space, then there exists an unique equilibrium state for this potencial. Be-
fore, we will show that given an expanding map in a compact riemannian manifold with
Holder jacobian, then there exists an unique ergodic measure p absolutely continuous
with relation to the Lebesgue measure of the manifold. Finally, we will show that if con-
sider the case in the Ruelle’s Theorem in that the compact metric space is a manifold and

the jacobain as potencial, then the ergodic measure p is the equilibrium state for this case.

Keywords: Ergodic Theory; Dynamical Systems; Equilibrium State



INTRODUCAO

Em 1975, P. Walters mostrou o seguinte resultado:

P, f) = sup{h(F) + [V du: pe Mi(h)}, M

onde P (v, f) é a pressdo do potencial ¢ relativamente a f.

A primeira pergunta que surge do resultado acima é se para todos f e 1) sempre existe
alguma medida de probabilidade que atinge o supremo na igualdade acima. Uma tal
medida é chamada de Estado de Equilibrio. Gurevi¢c e Walters mostraram exemplos no
qual o supremo nao é atingido. Visto isso, outra pergunta que surge é a seguinte: Sob quais
hipoteses em f e em ¢ existe uma medida de probabilidade acima pu tal que o supremo
acima ¢ atingido? David Ruelle respondeu esta pergunta para uma classe importante
de sistemas dinamicos, que sao as transformacoes expansoras topologicamente exata em
espagos métricos compactos. Além desta hipdtese, assumiu que o potencial é Holder, que
¢ uma condicao técnica. Este resultado ficou conhecido como Teorema de Ruelle e tem

o seguinte enunciado:

Seja f : M — M uma transformacao expansora topologicamente exata. Seja
¢ : M — R um potencial Holder. Existe um tnico estado de equilibrio ergédico para ¢.

Além disso, esta medida esta suportada em todo M.

Para provarmos este resultado, vamos comecar estudando o Operador de Perron-
Frobenius £ : C%(M) — C°(M) e utilizar o fato do dual C°(M)* estd biunivocamente
associado aos espacos das medidas borelianas em M para mostrar que L+ admite uma
automedida v associada a um autovalor positivo A. Depois, mostraremos que esta auto-
medida é um Fstado de Gibbs. Usando resultados preliminares a demonstracao de que
a automedida é um Estado de Gibbs e o teorema de Ascoli-Arzeld, mostraremos que £
admite uma autofungao h associada ao autovalor A. A medida p = hv. Para concluirmos,
mostraremos que h, f + [ ¢ du = log A. Para mostrarmos que log A = P(f, ¢) utilizando a
Formula de Rohklin. A unicidade seguird pelo fato de que todos os estados de equilibrios
para esta dindmica sao equivalentes e que se nés temos duas medidas equivalente, onde
uma ¢ ergddica e a outra ¢é invariante, entao elas sao iguais.

Antes disso, no primeiro capitulo, nés vamos mostrar o seguinte resultado:

Seja f : M — M uma aplicagdo expansora em uma variedade compacta e conexa M. Se
o jacobiano det df ¢ Holder, entdao f admite uma probabilidade invariante u, que

também ¢é ergddica e absolutamente continua com relagao a medida de Lebesgue m.
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Como aplicagdo do Teorema de Ruelle, vamos mostrar que a medida g obtida no
resultado acima é o estado de equilibrio para o potencial ¢ = — log | det df|. Para finalizar,

mostraremos que a entropia h, f = [log|det df| dpu.



1 TRANSFORMACOES EXPANSO-
RAS

1.1 Transformacoes Expansoras em Variedades Compactas

Neste capitulo, chamaremos de medida de Lebesque de uma variedade Riemanniana M a

medida de volume associada a métrica de M.

Definicao 1.1. Dadas uma variedade Riemanniana Compacta M e f : M — M uma

aplicacdo de classe Ct, dizemos que f € expansora se existe o > 1 tal que
df,l] = o]l (1.1)
para todos p e M ev € T,M.
Em particular, f é um difeomorfismo local.

Exemplo 1.1 (Endomorfismos Lineares do Toro). O toro de dimensao n é definido como
sendo T" = R" /7", isto €, € o conjunto das classes de equivaléncia definida em R™ por
x~y s x—y R Temos que a projecio m : R* — T" dada por w(x) = [x] dd a
T™ uma estrutura de variedade diferencidvel de dimensdo n. . Agora, seja A uma matriz
n X n com coeficientes inteiros e invertivel. Temos que A(Z™) C Z". Logo, A induz uma

aplicagdo

fa:T" =T, fa([z]) = [A(2)].

Primeiro, podemos notar que mo A = fqom. Suponhamos agora que todos os autovalores
A, -y A S€jam Teais e tais que |[N;| > 1, ¢ = 1,..., n. Seja o real tal que 1 < 0 <
min |\;|. Tomando a base que deiza a transformagdio linear A na forma candnica de
Jordan, podemos tomar o produto interno que deixa essa base ortonormal. Esse produto
satisfaz |Av| > o|v|. Além disso, sabemos que pi induz uma métrica riemanniana em T"
que torna ™ uma isometria local, onde estamos tomando em R™ a norma induzida pelo
produto interno definido acima. Como 7 é uma isometria local, temos que dado [x] € T",
=1 estd definido numa vizinhanga de W de [x] e também é uma isometria local. Sejam

V =n"YW) . Logo, dado [z] € T" e v € Ti)T", temos que, reduzindo W se necessdrio,
olv] = o |dr " ([2])o] < |A(dr ™ ([e])v)| = |dry @y dfallz])o| = dfa((a])o] .

Portanto, fa € uma transformagdo expansora.
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Seja (M, M, ) um espago de medida. Dada f: M — M uma aplicagdo mensuravel,
dizemos que p é invariante por f ou que f preserva p se u(f1(A)) = u(A), para todo A
mensuravel.

O objetivo deste capitulo é provar o seguinte teoremas:

Teorema 1.1. Seja f: M — M uma aplicacao expansora em uma variedade compacta e
conexa M. Se o jacobiano det df é Holder, entdo f admite uma probabilidade invariante

I, que também é ergddica e absolutamente continua com relagdo a medida de Lebesgue m.

A definicao de medida invariante foi dada no apéndice.

A prova deste teorema seguira como consequéncia de alguns resultados preliminares.

Lema 1.1. Sejam f : M — M um difeomorfismo local em uwma variedade compacta e
conexa M e o > 0 um minorante para ||df 7'||!. Entdo existe k > 1 tal que #f~(y) = k,
para todo y € M. Ademais, existe r > 0 tal que, para todo x € f~'(y), existe uma
aplicagio h : B(y,r) — M de classe C* tal que foh=1id, h(y) =z e

d(h(y1), (y2)) < od(y1, y2), (1.2)

para todos y,y2 € B(y,r)

Demonstracio. Como f é um difeomorfismo local, entao ela é uma aplicagdo aberta. Além
disso, como M é compacta e de Hausdorff, segue-se que f é uma aplicagao fechada. Como
M ¢é conexo, temos que f(M) = M. M compacto implica que a imagem inversa f~1(y) é
um conjunto compacto, para todo y € M. Logo, f é uma aplicacao propria. Como f é
prépria, sobrejetiva e M é conexa, existe n € N tal que #f1(y) = n, para todo y € M.
Além disso, f é uma aplicacao de recobrimento.

Pelo teorema da funcao inversa, para todo z € M, existe uma vizinhanga V' (z) de x
er(xz) > 0 tal que f|y(y) é um difeomorfismo sobre a bola de centro y = f(x) e raio r(z).
Como f é um recobrimento, podemos tomar V(x) e V(z) satisfazendo V(z) NV (z) = 0,
para todos z,y € f~!(y), onde y € M. Afirmamos que r pode ser tomado de forma,
independente de z. De fato, temos que a familia { B(f(z), @}ze u forma uma cobertura
de M, pois f é sobrejetiva. Como M é compacto, existem xq,xs,...,z, € M tais que
{B(f(x;), "2k o {V(2;)}¥_, sdo coberturas de M. Scja r = miinM Dado z € M,

2 2
existe z; tal que y € B(f(a:j),r(gj)) e x € V(x;), onde y = f(x). Dai, B(y,r) C

B(f(xk),74,). Logo, existe uma vizinhanca W (x) de x tal que f|w (s ¢ um difeomorfismo

sobre B(y,r). Portanto, podemos tomar r uniforme.
Defina b = (fly@)) ™" Temos que ||dh.|| = ||df,:,)|l < o', para todo z € B(y,r).

Pela desigualdade do valor médio, temos que

d(h(z1), h(z2)) < o (21, 22), (1.3)
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para todos z, 2o € B(y, 7).
O

Todas as aplicagdes h que satisfazem as hipoteses do lema acima sao chamadas de
ramos inversos de f. O ntmero k de pré-imagens é chamado de grau da aplicacao f.

Se f é uma aplicagdo expansora, entao, como o > 1, temos que 0s ramos inversos sao
contracoes. Dai, podemos definir ramos inversos h" de qualquer iterado f™ da seguinte

forma: dadoy € M e x € f~"(y), sejam hy, ha, ..., h, ramos inversos de f com

hi(f* (@) = 7 (2), (1.4)

para todo 1 < ¢ < n. Como cada h; é uma contracao, segue-se que a sua imagem esta
contida numa bola de raio menos que r e centro f"‘(x). Logo, h™ estd bem definida.

Temos também que f" o h" =id, h"(y) =z e

d(h"™(y1), h"(y2) < o "d(y1,92) (1.5)

Agora vamos usar a hipdtese de que o Jacobiano é Holder. Primeiro, notemos que
|det df,| ¢ maior que 0 para todo p € M, pois M ¢é compacto. Além disso, |log |det f,|
possui limitagoes inferior e superior maiores do que 0 e infinito, respectivamente. Logo,

llog |det f,| é Holder, ou seja, existem constantes positivas C' e v > 0 tais que

|log|detdf,| — log[logdfy|| < Cd(p,q)", (1.6)

para todos p, ¢ € M.

Lema 1.2 (Lema da distor¢ao). Eziste Cy > 0 tal que, qualquer n > 1, qualquer ¢ € M

e qualquer ramo inverso h™ : B(q,r) — M de ", tem-se

det dh™(yy)

< v < v
det dh(ya)| = Cid(y1,y2)" < Ci(2r)°,

log

para todos y1,ys € B(q,T).

Demonstracio. Vamos escrever h' = h; o --- h;, para todo 1 < i < n, bem como h° = id.

Pela regra da cadeia, temos que
dhy, = _dh'(h'~(y;)), (1.7)
i=1

7 =1,2. Dai, como o determinante de um produto de matrizes ¢ o produto dos determi-

nantes, segue-se que

det dh,

1 _ J1
%8 det dhn,

= log|det dhi(h' " (1))| = > log |det dhi(hi(y2)|  (1.8)
=1 =1
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Sabemos que det dh; = ((det ) o h; ) . Dal, segue pelo Lema 1.1 e por 1.8 que

det dhy, i n
§ hl < § ’L’Ud
Agora, basta tomar C; = 37 Co™" e o lema estd provado. O

Corolario 1.1. FExiste C5 > 0 tal que, para todoy € M e quaisquer conjuntos mensurdveis
By, By C B(y,r) tem-se

1 m(By)
@m(Bﬁ

m(h"(B1))
m(h"(B,))

m(B)
m(By)

Demonstracao. Pelo teorema da mudanca de variaveis, temos que

< < Gy
m(n(B:) = [ |det dh"(y)] dm,
B;
para ¢ = 1,2. Dai, pelo Lema 1.2,

m(h"(By)) < exp (Cy(2r)") |det dh"(y)|m(By), (1.9)
m(h"(Bs)) > exp (—C1(2r)") |det dh™(y)|m(Bs). (1.10)

Agora, tomando Cy = exp (2C(2r)") e dividindo as desigualdades, temos que:

m(h"(B1)) _ ~ m(B1)
m(h™(By)) = “m(DBs)

Agora, basta trocarmos os papeis de By e By e o corolario esta provado.

< Cy

[
O préximo corolario dd uma desigualdade muito importante para o nosso resultado.

Corolario 1.2. Eziste C3 > 0 tal que (f'm)(B) < Cym(B), para todo mensurdvel B C
M, onde (f2m)(B) ¢ definido por (fm)(B)) = m(f~"(B)).

Demonstra¢io. Vamos supor, sem perda de generalidade, que B C By = B(y,r), para

algum y € M. Pelo Corolario 2.1, temos que

m(h"(B)) _ . m(B)
m(h(Bo)) = m(Bo)

Note que m(f~"(B)) ¢ igual a soma das medidas de todos os ramos inversos m(h™(B)),

pois f" o h™ =id e, além disso, as imagens de ramos inversos distintos sao distintas, pois
caso contrario existiria um ponto z € B cuja quantidade de pré-imagens menor que o

grau de ™. Dali,
(fim)(B) m(B)

(frm)(Bo) = “*m(By)

(1.11)
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Sabemos que (f'(Bp)) < 1. Além disso, sabemos que o volume de bolas sdo com o mesmo
raio sdo iguais. Dai, m(By) = a, onde a nao depende de y. Agora, tomando C3 = Cha™?,

temos que

(fim)(B) < Csm(B).

1.2 Topologia Fraca*

Todas as demonstragoes omitidas nesta secao podem ser encontradas em [[KOMV]]. Para
continuarmos a prova do Teorema 1.1, vamos introduzir uma métrica no conjunto das
probabilidade num espac¢o métrico qualquer M e falar sobre uma prova alternativa para
o Teorema A.1, Nesta segdo. M denotarda um espaco métrico qualquer. Seja My (M) o
conjunto das medidas borelianas de probabilidade em M. Dada p € M, um conjunto de

fungoes ® = {¢1, ..., P, } continuas e limitadas e € > 0, seja

Vi, ®@,€) ={ve My(M): ’/@ dv—/qﬁi du|, para todoi }.

Como a intersecao de dois conjuntos dessa forma contém um conjunto desssa forma
e p € V(p, ®,¢€), temos que a familia {V(u, ®,€)} pode ser tomada como base de uma
topologia. A esta topologia nés daremos o nome de Topologia fraca®. Uma observacao
importante é que esta topologia é Hausdorff, o que implica que a noc¢ao de convergéncia

de sequéncias esta bem definida.

Proposicao 1.1. Uma sequéncia (ii,)nen converge para uma medida p € M(M) se, e

somente se,

/ ¢ dpn, — / ¢ du,
para toda ¢ : M — R continua e limitada.

Chamamos de conjunto de continuidade de uma probabilidade p todo boreliano B
cujo bordo tem medida nula para p. Dada uma familia B = {By,..., B,} de borelianos

de continuidade de u, seja
Ve(p,Bye) ={v e My(M) : |i(B;) — v(B;)| <€, paratodo i}. (1.12)

Temos que conjuntos da forma V. (u, B, €) formam uma base de uma topologia em M (M).
Esta topologia é Hausdorff. Além disso, temos que 11_>I£10 Iy = 4 Se, e somente se,
n

Lim tn(B) = p(B), para todo conjunto de continuidade de .

Proposicao 1.2. A topologia gerada por (2.12) € equivalente d topologia fraca™.



Capitulo 1. Transformagées Expansoras 14

Uma das perguntas mais interessantes que podemos fazer é perguntar se a topologia
fraca* é metrizavel, isto é, se existe uma métrica d tal que a topologia gerada por esta
métrica é equivalente a topologia fraca*. Uma das condigoes suficientes para que isso
aconteca é que o M seja separavel.

Dados p,v € My(M), defina D(p,v) como sendo o infimo dos 6 > 0 tais que
u(B) < v(B%) 46 e v(B) < u(B%) + 9,

para todo boreliano B,onde B’ = {z € M : d(z, B) < §}.

D é uma métrica, pois se D(u,v) = 0, entdao u(F) = v(F), para todo fechado F' C M.
Como elas coincidem nos fechados, segue-se que elas sdo iguais. Agora, sejam 7, u,v. Se
81,02 > 0 sdo tais que u(B) < v(B%) + &y, v(B%) < n(B%+%) 4 §,, para todo boreliano
B, entdo p(B) < n(B%*%) + §; + §;. De maneira andloga, provamos que se &;,d; > 0
satisfazem n(B) < v(B%) + &1, v(B%) < u(B%+%2) + §, para todo boreliano B, entdo
n(B) < u(B%*%) + 6, + 0. Logo, D(p,n) < D(u,v) + D(v,n). Portanto, D é uma
métrica.

Esta métrica é chamada de métrica de Levy-Prohosov.

Proposicao 1.3. Se M ¢é um espaco métrico separdvel, entao a topologia induzida pela

métrica D é equivalente a topologia fraca™ em Mq(M).

Dada uma medida g em M e uma aplicacdo mensuravel f : M — M, podemos definir

a medida f,r da seguinte maneira:

fo(B) = v(f~1(B)) (1.13)

para todo boreliano B. Assim, podemos definir a funcao f, : M(M) — M;(M), que
associa a cada pu € My(M) a medida f.u € My (M).

Proposicao 1.4. Seja f : M — M continua. Temos que f. : My(M) — My(M) é

continua com relagdao a topologia fraca™.

Quando M é compacto, a topologia fraca™ tem uma propriedade interessante, que é a

seguinte:
Teorema 1.2. Se M ¢é compacto, entio My(M) é compacto na topologia fraca™.

Dado um espago métrico M, seja f : M — M uma aplicacdo continua, sabemos que
a partir de f, de todo natural n e de uma medida boreliana de probabilidade v, podemos
definir uma medida f'v, definida por fl'v(B) = v(f~"(B)), para todo boreliano B. A

partir dessa sequéncia, podemos definir outra sequéncia da seguinte forma
1 & .
= > fiv (1.14)
i=1

A partir disso, enunciamos o
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Teorema 1.3. Se M ¢é um espaco métrico compacto, entdo todo ponto de acumulacdo de
uma sequéncia (fin)nen como em (1.14) é uma medida boreliana de probabilidade invari-

ante por f, isto €, f, tem ponto fizo.

1.3 Conclusao da Prova do Teorema 1.1

Proposicao 1.5. Seja o uma medida finita num espaco métrico M. Para todo F' fechado,

existe um conjunto finito ou infinito enumeravel E tal que
p{rx € M :d(x,F)=r} =0, para todo r € (0,00) \ E.

Demonstracio. Seja F" = {x € M : d(x, F) = r}. Primeiro, note que se | # rq, entao
Frn F™ = (). Suponha que exista F C (0, 00) ndo-enumeravel tal que u(F") # 0, para
todo r € E. Como F ¢é nao-enumeravel, existe s € F tal que s é ponto de acumulagao de
E, isto ¢, existe (1;);en C E tal que zli}glo r; = s. Segue dai que zli>n;> p(F™) = p(F*). Além

disso, sabemos que

i (U F”) =Y u(F") < p(M) < oo. (1.15)

ieN i=1

Logo, lim u(F") = 0, o que implica pu(F*) = 0, o que é um absurdo. Portanto, F é finito
71— 00

ou infinito enumeravel. O

Sabemos que dado um espago mensuravel X, g uma medida em X e ¢ : X — R

integravel com respeito a p, entdo podemos definir a medida (¢v), que é definida por

ov(B) = [p ¢dv.

Lema 1.3. Seja v uma probabilidade num espago métrico compacto N e ¢ : N — [0,00)
continua. Seja (1;)ien € uma sequéncia de probabilidades em N que converge para p na

topologia fraca®. Se u; < ¢v, para todo i, entio pu < (¢v).

Demonstragao. Seja B um boreliano qualquer.Como ¢ ¢é limitada, existe S maior que 1
tal que |p| < Como todo espago métrico compacto é separdvel e completo, para todo
€ > 0 existe K. C B tal que u(B)(B\ K.) < eS™! < €. Logo, (¢u)(B\ K.) < SeS™! =e.
Seja agora uma vizinhanca aberta A, uma vizinhanga de K, da forma A, = {x € N :
d(x,N) < r}, de modo que r seja suficiente para que pu(A. \ K¢) < ee (ov)(Ac \ K,) < €.
Pela Proposicao 1.5, podemos tomar r de modo que o bordo de A, tenha medida nula.
Logo, A, é um conjunto de continuidade com respeito a u.Dai, como a topologia gerada
pelos conjuntos definidos em (1.12) é equivalente & topologia fraca®, temos que A, é
um conjunto de continuidade com respeito a p. Logo, lim y; = p implica que p(Ae) =
lim (A < (60)(A). Como limu(K) = p(B) e lim (u(A) — pu(K.)) = 0, segue-sc
que 151(1] (Ao = p(B). De forma anéloga, temos que lii%(gzﬁv)(Ae) = (¢v)(B). Portanto,
w(B) < (¢v)(B), como queriamos demonstrar. O
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Vamos aplicar este lema ao nosso caso:

Corolario 1.3. Seja f : M — M uma transformagao expansora numa variedade compacta
e conexa, entdo existe uma medida invariante p invariante por f absolutamente continua

com relacao a medida de Lebesgue.

1 n=1
Demonstragio. Considere a sequéncia p, = — Y (fim). Pelo Corolario 1.2, temos que
n =0
i < C3m. Sabemos que todo ponto de acumulagao de (i, )nen ¢ uma medida invariante.
Seja p um ponto de acumulacao desta sequéncia. Pelo Lema 1.3, segue-se que p < Cym,

ou seja, u € absolutamente continua com relacao a medida de Lebesgue m. O]

Agora resta mostrar que a medida p construida no Corolario 1.3 é a tinica probabili-
dade invariante absolutamente continua com relagdo a medida de lebesgue m e que, além
disso, u ¢é ergddica para f.

Fixada uma partigao P = {Uj,...,Us} de M e interior ndo-vazio e didmetro menor
do que r, para cada n > 1, definimos P,, como sendo a particao formadas pelas imagens
de U;, onde 1 < i < s, pelos seus respectivos ramos inversos. Afirmamos que P,, ¢ uma
particdo. De fato, por construcao, as imagens de dois ramos inversos de U; sao distintas.
Sejam hj' e h} ramos inversos de U; e Uj, respectivamente. Temos que, pelo teorema da
mudanca de variaveis,

/ dm = / (et df*|dm = 0
Fr(rpUDHNRE(U;)) U;nU;
Como M é compacta, |det df"| é limitado inferiormente por uma constante positiva. Dai,
m (h?(UZ-) N h;?(Uj)> = 0. Segue-se de (1.5) que diam(P,,) < ro™", ouseja, lim diam(P,) =
0.

Lema 1.4. Seja P,, n > 1, uma sequéncia de particoes num espagco métrico compacto
tal que lim diam(P,) = 0. Para todo mensurdvel B tal que v(B) > 0, onde v é uma

probabilidade neste espaco métrico. Entao existem V,, € P,, tais que

v(BNV,)

v(V,) >0 (V)

Demonstragio. Tome € > 0 tal que 0 < € < v(B). Como o espago métrico é compacto,
existe um compacto K. C B tal que v(B \ K,) < e. Como lim diam (Pn) = 0, definindo
como K., a unido de todos os elementos de P, que intersectam K., temos que v(K,, \

K.) < € para n suficientemente grande. Suponha que

v(K.NV,) < v(B) = ¢

v+
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para todo V,, € P, que intersecta K.. Dali,

V(Ke> = Z V(Keﬂvn)

A
g
=
=
_|._
3

IN A
<

A
N

o que é um absurdo. Dali, existe V,, € P tal que

B) —
v(V,) > (Vo N B) > v(K.N V) > Wu(vn).
Logo, v(V,) > 0. Além disso,
1> v(V, N B) S v(B) —e
— v(V,) T v(B)+e

Portanto, fazendo € — 0 obtemos o desejado.
O

Dada uma aplicacao g : N — N, dizemos que um conjunto A C N ¢ invariante por f

se g(A) = A p-quase todo ponto, ou, equivalentemente, g~'(A) = A p-quase todo ponto.

Lema 1.5. Dada uma particio P = {U,...,Us} Se um conjunto A C M ¢é invariante

por f, entao existe U; tal que A tem medida de Lebesque total em Us.

Demonstracao. Pelo Lema 1.4, existe V,, € P, tal que % converge para (0 quando

n — o00. Seja Uiy = (Vo). Como A é invariante e f*\ f(A) C f*(V,\A) e A é

invariante, temos que, pelo Corolario 1.1,

Uiy \A) _ m(F (VN A) . m(Vi\ A)
mU) — m()) = (V)

Logo, nh—%lo m(Us(n))

para infinitos valores de n. Portanto, tomando esta subsequéncia obtemos o desejado.

= 0. Como existem infinitos #’s, temos que existe i tal que i(n) = i,

]

Lema 1.6. f € topologicamente exata, ou seja, dado um aberto U C M, existe N > 1 tal
que fN(U) = M.
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Demonstragio. Seja © € U e s > 0 tal que B(x,s) C U. Suponha, sem perda de
generalidade, que s < r. Seja N > 0 tal que F¥N(U) # M. Dadoy € M \ fN(B(z,r)),
seja vy : [a,b] — M uma geodésica minimizante tal que v(a) = f™(x) e v(b) = y. Como f"
é um recobrimento, seja v, : [a,b] — M o levantamento de v por f™ tal que v,(b) = yn,
onde y, € M \ U. Como ~([a,b]) é compacto em M, existem a =ty <t; <... <ty =0
tais que d(y(t;),v(tiy1)) < s, i =0,...k — 1. Sendo A} os ramos inversos de B(v(t;), s)
tais que hi'(7(t:)) = yn(t:). Logo,

d(Yn(ti), Ya(tis1)) < o "d(y(t:), v (tiv1)-

k—1

Como v é uma geodésica minimizante, temos que Y. d(v(t;),v(tiv1)) = d(f™(z),y) <
=0

diam (M). Dai, temos que

s < d(z,yn) SZ o "diam (M).
i=0

Portanto, NV é limitado superiormente. Com isto, provamos o lema. O

Corolario 1.4. Se A C M € um conjunto invariante com medida de Lebesgue positiva,

entao A tem medida de Lebesgue total.

Demonstragio. Seja U; um elemento da partigdo P tal que m(U; \ A) = 0. Denotando
por U o interior de U;, temos que m(U \ A) = 0. Pelo lema 2.6, existe N > 1 tal que
fN(U) =M. Logo, M\ A= fNU)\ fN(A) c fN(U\ A). Pelo teorema da mudanca de

variaveis, temos que

NU\ A) = 1 dm = detdf™(z)| dm = 0.
(N ONA) = [ vdm= [ (detdf ()] dm
Portanto, m(A) = 1. O

Corolario 1.5. Seja o uma probabilidade invariante por absolutamente continua com

relagdo a medida de Lebesque m. Entao p é ergodica. Além disso, p € unica.

Demonstragio. Seja A C M invariante por f. Entdao m(A) = 0 ou m(A°) = 0. Se p é
absolutamente continua com rela¢ao a m, entao u(A) = 0 ou u(A°) = 0. Portanto, u é
ergddica. Agora, sejam p e v duas probabilidades invariantes por f e ergddicas. Dado

E C M mensuravel, temos que

u@)lmlimﬁf> v(E),

n—oo n,

para algum z € E. Portanto, u = v. O
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1.4 Aplicagoes Expansoras em Espacos Métricos Compac-

tos

Definicao 1.2. Dado um espago métrico compacto M, dizemos que uma transformagao
continua f : M — M € expansora se existem o > 1 e p > 0 tais que, para todo p € M,
nds temos que a restrigio de f a bola B(z,p) contém uma vizinhanga de B(f(p),p) e,

além disso,

d(f(z), f(y)) = od(z,y), Y,y € B(p,p) (1.16)

Exemplo 1.2. Seja J C [0, 1] uma familia finita de intervalos compactos disjuntos e f :
J —[0,1] tal que a restri¢ao de f a cada componente conezxa de J seja um difeomorfismo.
Suponha que exista o > 1 tal que |f'(x)| > 1 para todo x € J. Tomando p menor que
a distancia minima entre duas componentes conexas de J, temos que toda bola de raio p
em J estd contida em uma unica componente conexa de J. Logo, f € uma transformagcao

exrpansora.

Proposicao 1.6. Se M é uma variedade Riemanniana compacta e conexa, entdo toda
aplicagao diferencidvel expansora no sentido da definicao 1.1 é expansora no sentido da
Definicao 1.2.

Demonstracio. Afirmamos que existe s > 0 tal que, para todo p € M, a restricdo de
f a bola B(p,s) é um difeomorfismo sobre a sua imagem. De fato, para todo p € M,

pelo teorema da funcdo inversa, existe s(p) > 0 tal que f restrito a B(p, (p)) é um

difeomorfismo sobre a sua imagem. Considere a cobertura |J B(p, ) Como M é
peEM
compacto, existem pq,...,p, tais que U B(p;, 2 s(ps )) M. Seja s = mm (2 L) - Para todo

p € M, temos que existe 7 tal que B(p, ) C B(pi, s(pi). Segue dai que f restrito a B(p, s)

¢ um difeomorfismo sobre a sua imagem. Seja k = sup ||df(p)|| e seja p > 0 tal que
zeM

2kp < s. Dado y € B(f(p),op), seja v :[0,1] — B(f(p),op) uma geodésica minimizante
que liga f(p) a y. Seja a : [0,1] — M o levantamento de v por f e seja 6 > 0 tal que

a(d) € B(p, p). Denotando por {(/3) o comprimento de uma curva qualquer /3, temos que

d(p,a(d)) < lafps)

= [/t

o [lldra|dt
= o [II/llat
o '8d(f(p),y)
op

p.

I IN

IN A
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Logo, podemos tomar § = 1, de onde concluimos que B(f(p),op) C f(B(p,p)). Dado

z,y € B(p,p), temos que d(f(z), f(y)) < 2kp. Seja v : [0,1] — B(f(p),2kp) uma
gebdesica minimizante ligando f(x) a f(y). Seja a : [0,1] — B(p, 2kp) o levantamento de

v por f, temos que

d(f(z), f(y))) = U(v) = ol(a) > od(z,y),

o que encerra a demonstracao. O

Proposicao 1.7. Seja f: M — M uma aplicacao expansora num espago métrico com-

pacto. Temos que f~(y) € finito, para todo y € M.

Demonstracdo. Considere uma cobertura finita de M formada por bolas de raio p. Dado
um ponto y € M, temos que y tem no maximo uma pré-imagem em cada uma dessas
bolas, pois f restringida a uma bola da cobertura é injetiva. Portanto, f~!(y) é finito,
para todo y € M. O]

Dada uma aplicacao expansora f : M — M. Temos que f restrita a um compacto
K C B(p,p) é um homeomorfismo, para todo p € M. Defina K = f~YB(f(p),p)).

Assim podemos definir o ramo ramo inverso de f em p como sendo a inversa de f
h: B(f(p),p) — B(p,p). Temos que h(f(p)) =p e a (2.16) implica

d(z,w) < o td(h(z), h(w)), Yz,w € B(f(p), p).
Dado n € N, podemos definir o ramo inverso de f™ em p como sendo a composicao
hy = hpua © == 0 by 2 B(f"(p), p) = B(p, p)-

A definigao de hj faz sentido, pois cada ramo inverso da composigao ¢ uma contragao.
Primeiro, notemos que hy(f"(p)) = p e f" o hy = id. Mais geralmente, temos que

floht = h;fj_j, para j =0,...,n — 1. Dai, temos que
d(f7 o h2(2), [/ o hi(w), < 0" d(z,w),

para todo z,w € B(f"(p),p) e 0 < j < n.
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2 TEOREMA DE RUELLE

Todas as demonstragoes omitidas nas Segoes 2.1 e 2.2 podem ser encontradas em [[KOMV]].

2.1 Entropia

2.1.1 Entropia de uma Partigao

Seja (M, B, i) um espago de probabilidade, onde B é uma o-dlgebra de M e  uma medida

de probabilidade. Seja {P;};>1 uma familia enumeravel de parti¢oes de M. Definimos
\/Pz = {ﬂPZ = Epz}

Dada uma particao P de M e x € M, denotamos por P(x) o elemento de P que
contém z.

Seja Ip : M — R por Ip(x) = —log(u(P(z))). Agora, definimos a entropia da parti¢ao
P como

Hu(P) = [ Ip dj = 3 —pPlog(u(P)).
Pep

Exemplo 2.1. Considere o intervalo [0,1] munido da medida de Lebesque. Dado n €
N, considere a particio P" formada pelos subintervalos ((i — 1)/10™,i/10"], onde i =

1,---,10". Temos entao que

107
H,(P") =) —10""log10™" = nlog 10.

=1
2.1.2 Entropia de um Sistema Dinamico

Nesta subsecao, vamos assumir que a probabilidade mu é uma probabilidade invariante

por f. Dada uma particao P, definimos a particao P™ como

n—1

P =\ f7(P).

i=0

Considerando a sequéncia (H,(P"))nen, temos que H,(P™*") < H,(P™) + H,(P"),
para todos m,n € N, ou seja, (H,(P"))nen € subaditiva. Assim, definimos a entropia de
f com relagao a i e a particao P por

H,(P"
hu(f,P) = limL.
n n
Definimos também a entropia de f com respeito a medida p por

h(f) = sup h.(f,P),

onde o supremo esta sendo tomado no conjunto de todas parti¢oes com entropia finita.
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Exemplo 2.2. Dada a aplicacio f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = 10z — [10x].

Temos que [ preserva a medida de Lebesque. Considerando a particio P formada pelos

subintervalos (i — 1)/10,i/10], onde i = 1,---,10, temos que P™ é a particio formada
pelos intervalos da forma (i — 1)/10",i/10", onde i = 1,--- ,10™. Pelo exemplo anterior,
temos que

1
h(f,P) = lim —H,(P") = log 10

2.1.3 Formula de Rokhlin

Dada uma fungao mensuravel f : M — M. Dizemos que f é localmente invertivel se existe
uma, cobertura enumeravel {Uy}, de conjuntos mensurdveis tais que a restricao de f a
cada Uy é uma bijecao com inversa mensuravel. Chamamos os subconjuntos mensuraveis
de U, de dominios de invertibilidade.

Dada uma probabilidade v em M, dizemos que uma func¢ao ¢ : M — R é um jacobiano

de f com relagdo a medida v se

vf(4) = [ ¢av.
A
para todo dominio de invertibilidade A.

Uma medida v é ndo-singular com relacao a uma aplicacao localmente invertivel f se
v(A) = 0 implica v(f(A)) = 0, para todo dominio de invertibilidade A.

Proposicao 2.1. Seja f: M — M uma aplicacio mensurdvel localmente invertivel e v
uma probabilidade nao-singular com respeito a f. Temos que existe um unico jacobiano

de f com relacao a v, o qual denotaremos por J, f.
O proximo teorema ¢é fundamental para obtermos o resultado central deste capitulo.

Teorema 2.1 (Férmula de Rokhlin). Seja f : M — M uma aplicagio mensurdvel local-
mente invertivel e v uma probabilidade invariante por f. Se existe uma particio P tal

que JP" gera a a o-dlgebra de M e todo P € P é dominio de invertibilidade, entao

halF) = [ Jufd.

2.2 Pressao

2.2.1 Definigao e Principio Variacional

Seja M um espago métrico compacto e f : M — M uma aplicagao continua. Um potencial
de M é qualquer aplicagao ¥ : M — R. Dada uma cobertura o de M formada por abertos

e n > 1, definimos
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n—1 .
Agora, considere a funcao ¥, = > 1o f*. Dado C' C M, denotamos
i=0

Un(C) = sup{vn(z) : z € C}.
Dada a cobertura aberta a, vamos definir

Po(f,h, @) =inf {3 e ;4 6 uma cobertura finita de o}
U~y

Uma das propriedades da sequéncia (log P,(f, 1, a),>1 é que ela é subaditiva. Assim,
o limite
log Pu(f, ¥, )

n

P(f,,a) = li}mn
existe. A pressao do potencial 1) com respeito a funcao f é o limite de P(v, f) de P(f, ¢, «)

quando o didmetro de « vai para 0. O préximo resultado relaciona o conceito de pressao

com o conceito de entropia

Teorema 2.2 (Principio Variacional). Seja f : M — M uma aplicagio continua num
espago métrico compacto e M(f) o conjunto das probabilidades invariantes por f. Entao,

para todo potencial psi : M — R, temos que

P, f) = supl{hu() + [ du: pe My} (21)

2.2.2 Estado de Equilibrio e o Teorema de Ruelle

Uma probabilidade invariante p é um estado de equilibrio para um potencial ¢ se ela

satisfaz

hf)+ [ du = P, ).
O conjunto dos estados de equilibrio sera denotado por E(f,1)).

Definicao 2.1. Dado um espaco topologico M. Uma aplicacio f : M — M continua.
Dizemos que f é topologicamente exata se dado um aberto U C M, existe N > 1 tal que
fYU) =M.

Definicao 2.2. Dado um espago topologico M e uma probabilidade boreliana v de M,
entdo o suporte de v, que serd denotado por supp(v) € definido por
supp(v) = {x € M : 3N, tal que x € N, ev(N,) > 0}.

Agora, vamos enunciar o teorema principal deste trabalho.

Teorema 2.3 (Teorema de Ruelle). Seja f: M — M uma fungao expansora topologica-
mente exata. Seja ¢ : M — R um potencial Hélder. Fxiste um unico estado de equilibrio

ergodico para ¢. Além disso, esta medida estd suportada em todo M.

As proximas secoes serao destinadas para a demonstracao deste teorema e aplicagoes
dele.
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2.3 O Operador de Transferéncia

A partir desta segao, p > 0 e 0 > 1 sdo as constantes da Defini¢do 1.2. Vamos denotar

por S, ¢ as somas orbitais de ¢:
n—1
Sud(x) = D ¢(f'(2))

1=0

Sejam f e ¢ as aplicacoes definidas Teorema 2.3. Definimos o operador £ : C°(M) —
C' (M), :

z€f~1(y)

O operador £ é conhecido como Operador Transferéncia ou Operador de Ruelle-Perron-
Frobenius
Primeiro, note que £ ¢ linear. Além disso, Lg é continua, para toda g € C°(M),pois

se h; : B(y, p) — M sao os ramos inversos de de y por f, entao

Eg = Z(ed)g) o) h,‘,

i
que é continua.

Afirmamos que £ é um operador continuo. Com efeito,

1£9l| = sup|Lg| < grau(f)e™™ “sup |g| = grau(f)e™?||g]|

Além disso, £ é um operador positivo, ou seja, se g € C°(M)T, entao Lg > 0. Dali,
aplicando o Teorema A.1, existem A > 0 e ® € C°(M)* tal que

L' = \D, (2.2)

onde ®(g) > 0, para todo g > 0. Pelo teorema de Riesz-Markov, existe uma medida de
probabilidade v tal que ®(g) = [ ¢ dv. Aplicando este resultado em (2.1), temos que

/Eg dv = B(Lg) = L*(D(g)) = AD(g) = )\/g dv, Vg € C°(M). (2.3)

Lema 2.1. f: M — M admite jacobiano relativamente a v, dado por J,f = e™®.

Demonstragio. Seja A um dominio de invertibilidade de f. Considere uma sequéncia de

fungoes continuas (g, )nen convergindo para X4 e tal que |g,| < 1, ¥Yn. Temos que

Leqm)y)= > gl).

zef~1(y)
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Logo, | L(e~%g,)| < grau(f). Como A é dominio de invertibilidade, temos que nh_)rrolo L(e%g,)(y) =

Xp(a)(y). Pelo teorema da convergéncia dominada e por (3.2), temos que

nlggo/xe*%n dv = v(f(A)).
Também pelo teorema da convergéncia dominada, temos que

lim /)\e"z’gn dv :/ e dv.
A

n—oo

Portanto,

/A A% dv = v(f(A)).

Lema 2.2. A medida v estd suportada em todo M.

Demonstracdo. Primeiro, o fato de f ser expansora implica que ela é um difeomorfismo
local. Logo, f é aberta, o que implica que f(U) é aberto, logo mensuravel. Como f é um
difeomorfismo local e M compacto, podemos cobrir U com uma unido finita de dominios
de invertibilidade A. Segue dai que

WfA) = [ uf v =0 (2.4)

De onde concluimos que v(f(U)) = 0, de onde, usando indugdo, concluimos que
v(f™(U)) =0,¥Ym € N. Como f é topologicamente exata, existe n € N tal que f"(U) =

M. Portanto, v(M) = 0, o que é um absurdo. Com isso concluimos a demonstragao. [

2.4 Estado de Gibbs

Uma medida é um estado de Gibbs se existem constantes K > 1 e P € R tais que:

. v(B(z,n,¢))
Ky = exp(S,¢(x) — nP) < Ra.

,paratodox € M en € R.
Como ¢ é Holder, existem Ky > 0 e a > 0 tais que

l6(2) — d(w)| < Kod(z,w)*, Vz,w e M.

Lema 2.3. Eziste Ki > 0 tal que, para todo n > 1, todo x € M e todo y € B(z,n,p),

tem-se

[Snd(2) — Sng(y)| < Kad(f" (), /" ()"
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Demonstragio. Temos que d(f?(z), f(y)) < p, para todo j = 0,...,n — 1. Segue dai que
o ramo inverso h; : B(f"(x), p) = M é que satisfaz h;(f"(x)) = f"7(x) também satisfaz

hi(f"(y)) = f*(y). Dai,
d(f"(x), [ () < o d( (@), M (y), 5 =1,...,n.

Il
Entao,
1S.0(2) — Sub(y)| < z 677 (x) — "3 ()
< Y Koo (@), ()" (2.5)

=0
o .

Agora, basta tomar K; = > Koo~ % e obtemos o desejado.
j=1

Corolario 2.1. FExiste Ko > 0 tal que, para todo n > 1, todo x € M e todo y €
B(xz,n+1,p) tem-se

K;l S JVf (ZE’) S KQ.
Jof™(y)
Demonstragio. Sabemos que J, f™(z) = \e™%(2) para todo z € M e todo n > 1. Logo,
JV " n n (e}
1052 _15,6(2) — S,0(0)| < Knd(f" (), £ (3) < K"
Juf"(y)
Agora, basta tomar K, = ef17", O

Dada g : M — M continua. Dados x € M, n € N e € > 0, chamamos bola dinamica

de comprimento n, raio € e centro x ao conjunto
. . n_l .
B(x,n,e) ={y € M :d(f'(z), f'(y)) <eVj=0,....n—1} = [] B(f'(z),e).
j=0

Lema 2.4. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe K3(€) tal que, se P = Log A,

entao

. v(B(z,n,¢))
= exp(S,o(x) — nP) s K.

Demonstragio. Sendo € < p , f|p(y,€) é injetiva para todo y € M e f"|gun,e) € injetiva

para todo x € M e todo n > 1. Logo,

(Bl a) = [ Sy

B(‘Z‘7n7€)
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Como
Ky d, f" () = T f"(y) = Ky ' T f" (=),
temos que
Ky 'w(f"(B(w,n,€)) < I frav(B(a,n,€)) < Kov(f"(B(x,n,€))).
Sabemos que J, f"(z) = exp(nP — S,6(x)) e f*(B(x,n,€)) = f(B(f""\(x),€)). Logo,

v(f"(Bla,n. ) = [

J, dv(y).
P f(y)dv(y)

O lado esquerdo da desigualdade acima é limitado por 1. Além disso, J,f e B(y,¢)
sao limitados inferiormente por constantes maiores do que 0. Logo, o lado esquerdo da

igualdade acima é limitado inferiormente por uma constante a > 0. Portanto,

—1 V(B<I7n7€))
Ky o< exp(Spo(x) — nP) < Ka.

Tomando K3 = max{Kya~!, Ky}, obtemos o desejado.

Lema 2.5. Eziste K4 > 0 tal que

L1 (y1)
L71(y2)

para todo n > 1 e todos yi,ys € M tais que d(y1,y2) < p.

—Kyd(y1,y2) < log

< Kyd(y1,y2)%,

Demonstragdo. Sabemos que L"g = ;(e57%g) o h?, em toda bola B(y, p/2). Logo,
Enl(yk) _ Z eond(hi (yk))
Pelo Lema 2.3, temos que
S0 @(y1) — Snd(y2)| < Kad(yr,32)°
Dai,

e~ Kid(yi,y2)” < En(y1> < eKd(yry2)*
L(y1)

Agora, basta escolher K, > Kj. O

Corolario 2.2. FExiste K5 > 0 tal que
K:' <A "L (z) < K,

para todo n > 1 e todo x € M.
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Demonstracao. Temos que
/L"ldu - /)\”du — .
Em particular, para todo n > 1, temos

min A7"L"1(y) <1 <max A7"L"1(y). (2.6)

yeM yeM

Como f é topologicamente exata, para todo todo z € M, existe N tal que f~(B(x, p)).
Logo, dados z,y € M, existe 2’ € B(z, p) tal que fV(z') = y. Entdo,

LNy = > eNELM(2) > eV L () > e N L (), (2.7)
zef~N(y)

onde ¢ = sup|¢|. Pelo Lema 2.5 nés temos que L™"(z') > L"(z)exp(—K4p®). Tome
K > exp(K4p®)eN \". Logo,

LNV (y) > exp(—Kyp®)e N LM (z) < KAV L 1 (),
para todo x,y € M. Dali, para todo n > 1, temos que
min A"V LV > max KIATLML (2.8)
Combinando (2.5) e (2.7), temos que

max A\ "L < Kmin ANV < K, ¥n>1

min \""L"1 > K 'max A"V L N1 > K7 n > N.

Para concluir a prova, temos que analisar o caso em que n = 1,..., N. Veja que L" é
positivo. Como M é compacto, o minimo de £"1 é positivo para todo n. Portanto, existe
K5 > K tal que min \™"L"1, paran =1,..., N. ]

Lema 2.6. Eziste K¢ > 0 tal que
(ATLM(z) = AL (y)| < Ked(z,y)®,
para todo n > 1 e para todos x,y € M.
Demonstrag¢io. Suponha d(z,y) < p. Pelo lema 3.5, temos que
L(z) < L"(y) exp(Kad(z, y)*). (2.9)

Em particular, a sequéncia A™"L"1 é equicontinua.

Logo,

AL (z) — AL (y) < (exp(Kad(z,y)*) — 1) L1(y).
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Tomando K > 0 tal que |exp(Kyt) —1 < K|[t|, para todo [t| < p*, usando o Corolario

2.2, temos que
AL (x) = AL (y) < KsKd(z,y)°.
trocando = por y na desigualdade acima, temos que
AL (z) = AL (y)| < KKsd(x,y)”.
Se d(z,y) > p, entdo, pelo Corolario 2.2, temos que
AL (@) = AL (y)| < 2K < 2Kspd(w, )

Portanto, basta tomar K = max{K Kj5,2K5p"“}. Como K nao depende de n, segue-se
que a sequéncia \7"L"1 é equicontinua.
m

Concluimos a partir dos resultados anteriores que a sequéncia

1 n—1

é equicontinua. Agora, vamos relembrar o seguinte resultado classico:

Teorema 2.4 (Ascoli-Arzeld). Se f, : N — R é uma sequéncia de fungoes equicontinua
definidas num espaco métrico compacto N, entdo existe uma subsequéncia (fp,)ien que

converge uniformemente para uma funcao continua f: N — R.

A partir deste resultado, concluimos que existe uma subsequéncia (hy,);en tal que esta

sequéncia converge uniformemente para uma funcao continua h : M — R.
Lema 2.7. A funcao h satisfaz Lh = Ah. Além disso, [ hdv =1,
Ki' < hia) < Ks ¢ |h(@) - h(y)| < Ked(w,y)°, Yo,y € M. (2.10)

Demonstracao. Temos que

1 ! o " o
Lh = limChy, =lim — 3 A0 = lim > oA 01
i iony ! ion, =
At A
= lim — AL+ — (AL —1).
im o jz% L7771+ nl( L )

O lado esquerdo da tultima igualdade converge para Ah. Pelo Corolario 2.2, A= L"1
¢ limitado. Logo, o lado direito da tltima igualdade converge para 0. Portanto, Lh = Ah.
Além disso, temos que [A™"L"1ldv = [ 1dv = 1. Logo, [ h,dv = 1, para todo n. Como a
sequéncia (h,)nen é limitada, podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada para
obter que [ hdv = 1. As outras propriedades de h seguem do Corolario 2.2 e do Lema

2.6, respectivamente. [
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Defina a medida . = hv por

u(E) = [ hav,

para cada mensuravel A C M. Pelo Lema 2.7 2egue-se que u é uma medida de probabi-

lidade. Além disso, segue do Lema 2.7 que
K:'(A) < pl(4) < Ksw(A),

para todo mensurdavel A € M. Segue dai que p e v sdo equivalentes. Logo, pelo Lema
2.2, temos que p esta suportada em todo M. Tomando L = K3Kj5, temos que, pelo Lema
24,

paratodox € M, n>1ee < p.

Lema 2.8. A probabilidade p € invariante por f. Além disso, f admite um jacobiano

relativamente a p, que é dado por J,f = Xe=®(ho f)/h.

Demonstragao. Afirmamos que (L)((g10 f)g2) = g1Lge. De fato, para todo y € M, temos

que

L{(groNg)y) = Y ePg(f(x))g(z)

e f1(y)
= qa(y) Y. Do) =ay)Le(y).

zef~(y)

Segue dai que, para toda funcdo continua g, tem-se
[tgofdu = [tgo phdv =27 [ L((go f)h) dv
- A’l/gﬁhduz/ghdz/:/gdu..

Isto mostra que p é invariante por f. Seja A um dominio de invertibilidade de f.

Temos que

_ _ _ (hof)
u(f(A))—/f(A)ldﬂ—/f(A)th—/AJuf o dp

Segue pelo Lema 2.1 que

hof _g(hof)

= A
€ o

Juf - Jz/f

como queriamos demonstrar.

Corolario 2.3. A medida invariante ju satisfaz h,(f) + [ ¢ dp = P.
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Demonstracao. Pela Formula de Rokhlkin e pelo Lema 2.8, temos que
h#f:/log J.fdp = log )\—/gbd,qu/(log hof—log h).

Como h > K: ', temos que a tltima parcela da igualdade acima ¢ igual a 0. Portanto,

huf + [ ¢ dpu = P, como querfamos demonstrar. O]

Considere qualquer medida 7 invariante por f que satisfaz
hof + [0 dn= P

Seja g, = ﬁ e g=\1te?h/ho f. Temos que

_ Dy - Lhy)
we;(y)g(x) = Ah(y)xefz;(y) @) () = iy = v E M (2.11)

Vamos apresentar algumas propriedades envolvendo o jacobiano de medidas invarian-

tes por f:

Proposigao 2.2. Seja n uma medida invariante por f. Temos que

/f(A) v dn = /Aw o f)Jnf dn,

para todo dominio de invertibilidade A e toda fung¢do integravel 1.

Demonstracdo. Vamos provar primeiro que a afirmacgao é valida para fungoes caracteris-

ticas. Seja E mensuravel. Temos que

/ Xe dn = / dn
f(A) f(ANE
= J.f d
/Amf—l(E) ol dn
= /AXf‘l(E)']nf dn

= [ xwo)nt dn

Por linearidade, podemos estender o resultado para fungoes simples. Como ¢ é integravel
Y )
podemos ver as suas partes positiva e negativa como limites de sequéncias mondtonas de

fungbes simples. Aplicando o teorema da convergéncia dominada, obtemos o resultado.
O

Corolario 2.4. Nas mesmas condigoes da proposicdo 3.1, temos que

oo an= [ /T (714) dn
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Demonstracao. Pela proposicao acima, temos que

S @10 o (1A dn = [ @/ 1,f) o (1) o ) dn = [ b dn

Corolario 2.5. Nas mesmas condigcoes da Proposicao 2.2, temos que
Y
[van=] ¥ 55 i)
zef~1(z)
Corolario 2.6. Temos que

1
Z Jf( z) =1, n — quase todo ponto v € M

zef—1
Demonstragio. Dado EE C M mensuravel. Colocando xg o f no lugar de ¥ no corolario

acima, temos que
1

B oeiTi@ Inf

A igualdade desejada segue diretamente do teorema de Radén-Nikodym. O

(2) dn.

Segue do Corolério 2.6 que

Z gy(2) =

zef~1(z)
Usando a Férmula de Rokhlin, temos que
OgS:hnf+/q5 dn—Pdn:/—log(gn)—i—gzﬁ—log)\ dn.
Usando a defini¢cao de g e o fato de n ser invariante por f, temos que

S:/—loggn+10gg—loghof+logh dnz/logg dn
9n

Pelo corolario 2.5, temos que

[10s % an = [ TS 2)log (=) dn

zef—1 9n
Sabemos que a fungao log é concava. Aphcando a desigualdade de Jensen, o Corolario

2.6 e a igualdade 2.11, temos que

Z 971 1095;() < log Z gn

zef—1 n zef-1 g
= log Z g(z) = 0.
zef (=)
Logo,
ho f + / édp—P

Portanto, segue pelo principio variacional para pressao que P(f, ¢) = log .
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Corolario 2.7. Sen ¢ estado de equilibrio, entdo
e?(ho f) 1 A
Bf=== e [qeean=[Gen

Demonstracao. Na desigualdade de Jensen, a igualdade s6 é valida se ?(—(5)) for constante

e igual a

> glx) =1,

zef~(y)

para todo y € M n—quase todo ponto e x € f~(y). Segue dai que g(x) = g,(x) n-quase
todo ponto. Logo, 1/g = e ®(ho f)/h é um Jacobiano de f relativamente a 7. O

Como f admite jacobiano com relagdo a 7, segue que supp n = M.

Corolario 2.8. Eziste K7 > 0 tal que para todo estado de equilibrio n, todo n > 1 e todo
y € B(x,n+1,p) vale

—1 Inf(x

~—

K < K;.
T fy) T
Demonstracao. Temos que, pelo Corolario 2.7,
" o sho f" Lho fm
Inf :Aesm—szzij T
Pelo Corolario 2.1 e pelo Lema 2.7, temos que
Kot < D) _ LRI s
") L y)h(f(y) (@)
Portanto, basta tomar K; > K, Ks. O

Lema 2.9. Todos os estados de equilibrio de ¢ sao equivalentes.

Demonstragdo. Sejam n; e 1y estados de equilibrio, P uma particao finita de M tal que
todo P € P tem interior nao-vazio e didmetro menor que p. Como supp 7, = supp 72 = M,

temos que existe C' > 0 tal que

9
N
=3

<C
—om(P) T

para todo P € P. Seja Q,, a partigdo formada pelas imagens h"(P) dos ramos inversos

h™ de f™. Temos que, pela definicdo de Jacobiano,
(P :/ gy 7 dn, i = 1,2.
ni(P) o (P) " dn, i
Pelo Corolario 2.7, temos que

Kt Juf"(@) < iy < Koduf"(@), i = 1,2
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para todo z € h"(P). Pelo Corolario 2.7, temos que J,, f = J,, f. Logo,

L m(Pym(h(P)
A Py (P)

Portanto, basta tomar C; = C'K? para obtermos

ot < m <. (2.12)

Sabemos que diam 9, < ¢~ "p, ou seja, nh_}rgo diam 9, = 0. Dado 6 > 0 e B mensuravel,
existem F' compacto e A abertos tais que F* C B C Ae ni(A\ F) < §. Seja Q,

< K2

o subconjunto de 9, que intersecta F. Podemos supor n suficiente grande para que
@, C A. Logo,

m(B) <m(A) <m(Qn) +d e m(B) =n(F) > n(Qn) — 9. (2.13)

Segue de (2.11) que 71 (@) < C112(Qn), pois @y, é formado por uniao disjunta de elemen-
tos de Q,,. Dali, combinando (2.11) e (2.12), temos que

m(B) < Ci(n2 +6) + 4.

Como ¢ foi tomado de maneira arbitraria, segue-se que 1;(B) < Ciny(B). Invertendo os
papeis de 7; e 1, obtemos que 1(B) < Cy 'n1(B), para todo B C M mensurével.
O

Antes de concluirmos a prova, vamos assumir os seguintes resultados, que podem ser

encontrados em [[KOMYV]| seguinte resultado:

Lema 2.10. Se p e v sao probabilidades invariantes, com p ergodica e v absolutamente

continua com relacao a p, entao p = v.
Lema 2.11. Se E(f,¢) for ndo-vazio, entao existe um estado de equilibrio ergddico.

Segue desses dois lemas e do Lema 2.9 a unicidade do estado de equilibrio.

2.5 Aplicacao em Variedades Diferenciaveis

Vamos aplicar os resultados acima no caso do Teorema 1.1 quando tomamos como poten-
cial a fungdo ¢ = —log|det D f(z)|. Vamos mostrar primeiro que £*(m) = m, onde m é
a medida de Lebesgue de M. Seja ¥ um conjunto mensuravel contido na imagem de um

ramo inverso h; : B(y, p) — M. Temos entdo que

1
C'm(E) :/Ed(g*m) :/Eﬁldm:/XEZMohi dm.
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Segue do Teorema da mudanca de variaveis que

1

ﬁ*mE:/ ——— dm =m(F),
&) h\(E) | det df | &)

Agora, pelo que foi visto nas se¢bes anteriores, vamos encontrar funcao positiva h tal que

v = hm serd uma medida invariante por f, absolutamente continua com relacdo a medida

de Lebesgue m e o estado de equilibrio do potencial ¢. Portanto, segue pelas unicidades

do Teorema 1.1 e do Teorema de Ruelle a medida obtida no Teorema 1.1 é o estado de

equilibrio do potencial ¢. Além disso. como P(¢, f) =log1 = 0, segue que

hof = /log]det df| dv.
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A EXISTENCIA DE MEDIDAS INVA-
RIANTES

Nosso objetivo neste apéndice é mostrar a existéncia de medidas invariantes para dina-

micas continuas num espago métrico compacto usando elementos de Andlise Funcional.

A.1 Cones

Definicao A.1. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que um conjunto K C X é um

cone se:
1. K € convero, isto é, tx + (1 —t)y € K, para todos x,y € K e 0 <t <1.
2. K é fechado.
3. tx € K, para todo x € K e todot > 0.
4. KN(=K)=0.
Vamos sempre admitir que K # {0}.

Exemplo A.1. Seja M um espago métrico compacto, Cg (M) = {f € Cr : f(x) >
0,Vz € M} é um cone em Cr(M).

Exemplo A.2. O conjunto C = {(z,y,2) € R® : (22 +y*)Y? < z} é um cone em R® .

Seja K C X um cone. Dizemos que x < y se, e somente se, y —x € K. Vé-se que "<"

é uma relagdo de ordem parcial. Além disso, dizemos que x < ysey —x € K e x # y.
Definicao A.2. Seja K C X um cone e "<'a ordem induzida por K. Dizemos que:
1. K é normal se inf{|x +y| : z,y € KNOB[0;1]} >0

2. A norma | | de X é mondtona se 0 < x <y implica |z| < |y|, e semi-mondtona se
existe r > 0 tal que 0 < x <y implica |x| < r|y|. r serd chamado de constante de

monotonicidade.

Proposicao A.1. Seja K C X um cone. Temos que K é normal se, e somente se, a

norma | || € semi-mondtona.

Demonstra¢ao. Suponha que a norma | | é semi-monétona e seja r a constante de mono-

tonicidade. Se z,y € K N 0B, entao 1 = |z| < r|x + y|. Isto prova a volta.
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Suponha que |.| ndo seja semi-mondtona. Isto implica que existem sequéncias (z,,)nen
e (Yn)nen tais que 0 < z, < y, e |z, > nly,|, para todo n € N. Defina as seguintes

sequeéncias :

1
=W, — U
Un::tn,wn:y"7zn:|fll””. (A.l)

|xn| |yn| ~Wp — Un|

Afirmamos que z, € K, para todo n € N. Com efeito,

1 niYyn — nitn
— Wy — Uy = [Znlyn = nlyn|@ ) (A.2)
n 1| yn|

Logo, nos resta mostrar que (|z,|y, — nly,|z,) € K. Porém, isto segue do fato de que
0 <y <Y ez, >nly,l|
Logo, vy, 2z, € K e:

1 yn T
U + 20| = i ‘1|Z"I—|x"| (A3)
n |yn| |xn|
1 1
= e | Bl | (A.4)
Como valem as seguintes desigualdades:
1 I 0 s
n‘n\yn o |§:\ @n|yn — nlynlza] — n—1
e
ntle ‘n|yn\ _éﬁ Hxn|yn_n|yn‘xn| n—1
temos que
1 1
A | =0e =1 (A.7)
n‘n|yn T o] n‘nlyn —
Dad,
n—o0

Portanto, K nao é normal. Isto prova a outra parte.
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A.2 Operadores Positivos

Defini¢ao A.3. Um operador T' € L(X) € positivo em K se TK C K.

Exemplo A.3. Seja A uma matriz nan uma matriz com entradas positivas. Se consi-
derarmos em R™ o cone R = {(z1,...,2,) : ; > 0} nds temos que o operador linear
T :R™ — R" definido por T(x) = Az € positivo. Um resultado conhecido como Teorema
de Perron-Frobenius afirma que T tem um autovetor positivo associado a um autovalor

POSitivo.
Dado um operador 7' € £(X). Definimos o conjunto resolvente como sendo
p(T)={NeR:T — A\ é injetivo}.

O espectro de T' é o conjunto o7 = R\ pT'. O raio espectral de T, que vamos denotar

por r(T), é definido por
r(T) =sup{|A| : A € o(T)}.
Quando o espaco X é Banach, ndés temos que o raio espectral coincide com o limite

lim |77 |

n—oo

Definicao A.4. Um funcional linear g € X* € dito positivo com rela¢io ao cone K se
f(z) >0, para todo x € K.

O proximo teorema vai nos ajudar a provar a existéncia de medidas invariantes para

fungdes continuas em espacgos métricos compactos. Sua demonstracao pode ser vista em
[[Deiml])].

Teorema A.1. Seja K C X um cone normal com int(K) # 0. Se T : X — X ¢é positivo
em K com r(T) > 0, entao r(T) é autovalor do operador adjunto T* : X* — X*, com

autofuncao positivo ¢.

A.3 Existéencia de Medidas Invariantes

Defini¢ao A.5. Seja (M, M, 1) um espago de probabilidade e f : M — M uma fungio

mensurdvel. Dizemos que f preserva p ou que i € invariante por [ se
u(f~(E)) = n(E), VE € M. (A.9)

Proposicao A.2. Seja f: M — M mensuravel e p uma medida em M. Nos temos que

f preserva i se, e somente se,

[odu=[oof du. (A.10)

para toda ¢ : M — R continua , entdo f preserva p.
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Uma das perguntas que podemos fazer é a seguinte: Dado um espaco mensuravel
(M, M) e uma funcao f : M — M mensuravel, existe alguma medida p em (M, M) tal
que f preserva u?

O proximo resultado nos da uma resposta afirmativa para um caso particular.

Teorema A.2. Seja M um espago métrico compacto e f : M — M ¢é uma aplicag¢io

continua. Entao existe uma medida de probabilidade pn em M tal que f preserva pu.
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Antes de provar o teorema acima, vamos precisar estudar algumas ferramentas.
Seja M um espago métrico compacto. Sabemos que o conjunto C°(M) das fungoes

continuas reais em M, munido da norma

ol = sup{[o(x)] : 2 € M} (A.11)
¢ um espaco de Banach.
Proposicao A.3. O conjunto
COUM)={peC'(M): ¢(x) >0, Yz € M} (A.12)

¢ um cone normal em C°(M).

Demonstragio. Se 0 < f < g, entdo 0 < f(z) < g(z), para todo x € M. Logo, ||f|] <

llg]|, ou seja, o cone é normal. 0

Definicao A.6. Dado f: M — M mensurdvel, definimos
Up: CO(M) — C°(M), Ug(¢) = ¢o f. (A.13)
Uy é chamado de operador de Koopman.

Proposicdo A.4. Uy é um operador linear, limitado e positivo em C%(M).

Demonstraggo. Uy ser um operador linear e positivo sao claras. Dado g € C°(M), temos

que para qualquer x € M, tem-se

U ()l = llg o FIl < llgll-IL1-
O

Antes de provarmos o teorema A.l, vamos enunciar um classico resultado de Teoria

da Medida, que ¢ conhecido como Teorema de Riesz-Markov.

Teorema A.3. Dado um espago métrico compacto. Seja ® : CO(M) — R um funcional

linear continuo positivo em C(M). Entao existe wuma medida p em M tal que

[ du=(0), (A.14)

para todo ¢ € C°(M). Além disso, p é de probabilidade se , e somente se (1) = 1.
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A.4 Prova do Teorema A.2

Primeiro, vamos provar que 7(Uy) = 1. Com efeito ||UF(#)|| < [[¢[|, para todo n € N e
todo ¢ € C°(M). Além disso, Uf(1) = 1. Dai, ||[U}|| = 1, para todo n € N, de onde
concluimos que r(Uy) = 1.

Como C9(M) é um cone normal, podemos aplicar o teorema A.1, temos que existe
® € CO°(M)* positivo em C? (M) tal que ® = P o f . Pelo Teorema A.3, existe medida p
em M tal que

[ di= (), (A.15)

para todo ¢ € C°(M). Portanto, temos que

[ du=a(0)=aof) = [oof dn, (A.16)

para toda ¢ € C°(M), isto é, u ¢é invariante.
Além disso, ®(1) = 1. Logo, p é de probabilidade.

O proximo exemplo nos mostrara que hipétese de M ser compacto é necessaria.

Exemplo A.4. Seja f : (0,1] — (0,1] definida por f(x) = x/2. Se existisse alguma
medida finita p invariante por f, entao f seria recorrente para todo x € (0,1], u-q.t.p..

Mas isto é um absurdo, pois para todo x € 0, tem lign f™(z) =0.
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