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RESUMO

Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura seccional entre 0 e 1.
Se > é uma 2-esfera minima mergulhada em M com &rea 4w, entao M ¢é isométrica a
esfera S? ou a um quociente de S? x R, com a métrica produto. Se M ¢é uma 3-variedade
Riemanniana completa com curvatura seccional limitada superiormente por —1 e existe
um 2-toro T2 mergulhado em M com curvatura média constante igual a 1, entao T separa
M e o seu lado convexo e médio é isométrico a uma cispide hiperbdlica, isto €, é isométrico
a T? x R munido da métrica e ?!do? + dt*, onde do? é uma métrica plana em T2, e tem

curvatura constante -1.

Palavras-chave: Area de esfera minima, rigidez de 3-variedades, ctispide hiperbdlica.



ABSTRACT

Let be M a complete Riemannian 3-manifold with secctional curvature between 0 and
1. If ¥ is an embedded minimal 2-sphere in M with area 47 then M is isometric to the
unit 3-sphere S? or to a quocient of S? x R, with the product metric. If M is a complete
Riemannian 3-manifold with sectional curvature bounded above by —1 and there is a
2-torus T? embedded in M with mean curvature 1 then 72 separates M and its mean
convex side is isometric to a hyperbolic cups, i.e., is isometric to a T? x R with the metric

e ?do? + dt*, where do? is flat on T2, and has constant curvature —1.

Keywords: Area of minimal sphere, rigidity of 3-manifolds, hyperbolic cusp.
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INTRODUCAO

Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa. E sabido que limitacoes na curvatura
escalar de M fornece algumas informacoes sobre o espaco de superficies minimas. Varios
teoremas de rigidez foram obtidos assumindo a existéncia de superficies que minimizam

area, em um sentido particular, no espago ambiente adicionada a condigoes nas curvaturas

de M (Ct. [18], [3] e [)).

A carater motivacional, consideramos o caso n = 2 e apresentamos um teorema de
ridigez de esferas atribuido a E. Calabi, provado em [2]. O teorema trata sobre a de-
terminacao de uma cota inferior para o comprimento das geodésicas, considerando que a
curvatura seccional do ambiente esta entre 0 e 1. Além disso, o resultado caracteriza o
ambiente quando supomos a existéncia de uma geodésica que atinge a cota inferior para

comprimento das geodésicas.

Teorema 1 (E. Calabi, [2]). Seja (X2, g) uma esfera 2-dimensional, com métrica de classe
C?, cuja a curvatura Gaussiana de X satisfaz 0 < Ky, < 1. Entao toda geodésica simples
fechada ~v em % tem comprimento maior ou igual a 2m. Se o comprimento de v € 2w

entdo (X2, g) € isométrica a esfera redonda (S?,g) e v € um grande circulo.

Com isso em mente, seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura
seccional entre 0 e 1. Supondo a existéncia de uma 2-esfera minima mergulhada 32 em

M, pelo teorema de Gauss-Bonnet e pela Equagao de Gauss, obtemos
4 :/ Kyds = / (det(A) + K)dS < / 4> = A(%),
b ) )

onde o Operador de Weingarten A tem determinante nao-positivo, pois ¥? ¢ minima.
Dessa forma, se X? tem &rea 47 demonstraremos o teorema abaixo como o principal

resultado deste trabalho devido a Mazet e Rosenberg.

Teorema 2 (Mazet e Rosenberg, [19]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa
de dimensao 3, cuja curvatura seccional Ky = K satisfaz 0 < K < 1. Suponha que existe
2 esfera minima mergulhada em M com drea 47. Entdo a variedade M € isométrica a

esfera S} ou a um quociente de S x R.

Na mesma linha do Teorema 2, foi provado em [19] outro teorema de ridigez para o
caso que a 3-variedade Riemanniana completa M tem curvatura seccional limitada supe-
riormente por —1. De fato, dizemos que 72 x R, é um cuspide hiperbdlica 3-dimensional

se T? é um 2-toro e T? x R, estd munido da métrica Riemanniana e ?'do? + dt?, onde
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do? é uma métrica plana em T?. Dessa maneira, supondo que existe um 2-toro 7% mer-
gulhado em M com curvatura média constante igual a 1, apresentaremos também a prova

do seguinte resultado.

Teorema 3 (Mazet e Rosenberg, [19]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa
de dimensdo 3, cuja curvatura seccional Ky = K satisfaz K < —1. Suponha que existe
um 2-toro T? mergulhado em M com curvatura média constante igual a 1. Entao T separa

M e o seu lado convexo e médio € isométrico a uma cuspide hiperbolica.
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1 PROLOGO A GEOMETRIA RIE-
MANNIANA

Neste capitulo, recordaremos alguns conceitos necesséarios para o desenvolvimento e
compreensao do presente texto. Deste modo, assumiremos alguns fatos basicos de geome-
tria Riemanniana. Além disso, fixaremos notagoes e convengoes a serem utilizadas. Salvo
mengao contraria, os conceitos e resultados aqui apresentados podem ser encontrados com
riqueza de detalhes em [7], [11] e [13].

Ao longo de todo trabalho, as palavras “diferencidvel” e “suave” significarao “possuir

derivadas continuas de todas as ordens” e I C R representara um intervalo da reta.

1.1 Definigcoes e fatos basicos

Considere (M",g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Entao, cada ponto
p € M estd associado a um produto interno g, = (, >p (o indice p serd omitido quando
nao houver ambiguidades) no espago tangente a M, denotado por 7, M, onde tal associagao
varia diferenciavelmente no sentido que se x = (x1,- -+ ,x,) é um sistema de coordenadas

locais de uma vizinhanga U de p, entao

R e XU}

¢ uma aplicacao diferencidvel em U, com ¢ € U. As fungoes g;; sao os coeficientes da
matriz da métrica g = [g;;];; nas coordenadas locais (21, ...,2,) de p € M, e denotaremos

por g" os coeficientes da matriz inversa de g, isto é, (g;;) ™' = g".

Além disso, {8%1, c %} é um referencial mével em U, isto é, para cada ¢ € U,
0 0 : :
{a—wl(q), c E(Q)} ¢ uma base para o espaco tangente T, M no sistema de coordenadas

X, e neste sistema a métrica g é escrita na forma
g= Zgz‘jdxid$j7
(]
onde {dzy,...,dx,} é a base dual de {8%1, o %} para cada g € U, e dz;dx; representa

o produto exterior de dz; por dz;.

Denotaremos por T'M e T1 M, o fibrado tangente de M e fibrado tangente de unitério

de M, respectivamente. Isto é,

TM ={(p,v) : pe M, veT,M}
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M ={(p,v) eTM : |v| =1}

Dada ¢ : [a,b] — M curva diferencidvel em (M™, g), definimos o comprimento de ¢ por

b /de de\'*
6(0) :/a <dt7dt> dt
/b

Se a curva ¢ possuir velocidade constante igual a 1, isto €,

de
—|dt
dt|

de
dt

diremos que ¢ é uma curva normalizada e claramente teremos que ¢(¢) = b — a. De modo

= 1 para todo t € [a, b],

andlogo, se ¢ : [a,b] — M é uma curva diferencidvel por partes em (M", g), definimos

I(e) = f:l /t

: é diferenciavel.

dc
—|dt
dt|

ondea=ty<---<tp,=be Cl o,

Sabemos que uma métrica Riemanniana permite definir uma noc¢ao de volume em uma
variedade Riemanniana orientada. Dessa maneira supondo que (M™, g) é uma variedade
Riemanniana orientada, dado p € M e x = (z1,---,z,) coordenadas locais de uma
vizinhanca U de p na orientacao de M, definimos o elemento de volume de M, dM, como

a n—forma positiva dada por

dM = /det gdz; .. .dx,.

Portanto se R é um aberto conexo com fecho compacto contido em x(U), tal que

x1(R) tem medida nula em R" entao o volume de R é dado por
Vol(R) = / dM
R

:/ \/det gdxy ... dx,.
x~1(R)

Para o conjunto de todos os campos de vetores diferencidveis em M e para o anel
das fungoes reais diferencidveis definidas em M, usaremos as notagoes X' (M) e C*(M),

respectivamente.

A conexao de Levi-Civita da variedade Riemanniana (M", g) serd denotada por V e a
derivada covariante de V' € X (M), ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M, serd
DV

denotada por =-.

Relembramos que uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica se, para todo

tel,
D (dy
1)~
()
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Se [a,b] C I entao a restricao de 7 a [a,b] é dita geodésica ligando y(a) a y(b).

Uma propriedade fundamental das geodésicas é que dado p € M e v € T,M, existe
uma unica geodésica y passando por p com velocidade v. Isto segue do fato que definindo

condicoes para a geodésica, temos que

D (dyY) 0
dt\dt)
é uma equacao diferencial de 2* ordem, no parametro t de 7, onde p e v sao exatamente

as condigoes iniciais requeridas para a existéncia e unicidade de 7.

A partir do Teorema de Existéncia e Unicidade de EDQ’s, é possivel definir a aplicacao
Exponencial da maneira seguinte: Dado p € M, existe d C T'M aberto tal que a aplicacao
exp : U — M dada por

exp(q,v) = v(1,q,v)

(%
=7 |U|7Qa T
|v]

Isto é, cada ponto (q,v) € U é associado a uma geodésica v = v(1,q,v) : (—=2,2) — M,
tal que v(0) = p e 7/(0) = v. A aplicagdo Exponencial é diferencidvel e, na maior parte
do texto, utilizaremos a restricao de exp a um aberto do espaco tangente T, M, ou seja,
exp, : B(0,e) C T,M — M dada por

exp, (v) = exp(q,v),
onde B(0,¢) é a bola aberta de centro na origem de T, M e raio € > 0.
Dentre os vérios resultados que envolvem a aplicacao Exponencial, por exemplo tratando-

se da regularizacao de geodésicas e minimizacao de comprimentos em apropriados tipos

de vizinhancas, citamos abaixo dois resultados importantes.

Proposicao 1.1. Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0,e) C TyuM — M ¢ um
difeomorfismo de B(0,¢) sobre um aberto de M.

Demonstragao. Cf. [11], Capitulo 3, Proposigao 2.9]. n

Lema 1.1 (Gauss). Sejam p € M e v € T,M tais que exp, v esteja definida. Considere
w e T,M ~T,(T,M). Entdo

((dexp,)s(v), (dexp,),(w)) = (v,w).

Demonstracao. Cf. [11l, Capitulo 3, Lema 3.5]. O]
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Uma das principais nogoes em geometria Riemanniana, senao a principal, é a nogao
de curvatura, que intuitivamente mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser

Euclidiana.

A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M™,g) é uma correspondéncia que
associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ, ZecX(M).
Associado a curvatura R, temos definido o tensor Curvatura
R:X(M)x X(M)x X(M)x X(M)— C>®(M),
dado por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)
= (VyVxZ = VxVyZ + VixyZ,W).

A curvatura e o tensor de curvatura gozam de interessantes propriedades simétricas,

além da multilinearidade com respeito a fungoes em C'*(M).

Intimamente relacionado com a curvatura R, temos a curvatura sectional, definida por
Riemann a partir de uma generalizacao natural da curvatura Gaussiana de hipersuperficies
em R", vejamos. Dado p € M e um subespago bi-dimensional ¢ C T,M, o niimero real

definido por
R(X,Y, X,Y)

| X AY|?

¢ chamado de curvatura seccional de o em p € M, onde {X,Y} € T,M é uma base do
planoo e | X ANY| = \/|X|2|Y|2 — (X,Y)?. Quando néo existirem ambiguidades, denota-
remos K (p, o) por K(X,Y).

K(p,o) =

Ao fazermos algumas operacoes aritméticas com as curvaturas seccionais, estas dao
origem a novas nocgoes de curvatura, e duas destas no¢oes em particular sao muito impor-

tantes, a saber:
Ric,(z) = tr{z — R(z, z)z}

R(p) = i Ric, (25, z;)

=1
sao as curvaturas de Ricci em p na direcao de x e a curvatura escalar em p, respectiva-

mente. Dados z,y € T,M, definimos também o tensor de Ricci em p como

Ricy(z,y) = tr{z — R(z, 2)y}.
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Recordamos que dados (V,( -, -)) um espago de Hilbert real de dimensao finita,
AV — V operador linear auto-adjunto e B : V x V' — R forma bilinear associada a A,
isto é, (A(X),Y) = B(X,Y), o trago do operador linear A é definido como

trA =7 g"B(X;,X;),
0,
onde { X}, é uma base de V e g;; = (X;, Xj). Ressaltamos que o traco de um operador

nao depende da base escolhida, cf. [16].

Desta forma, em um sistema de coordenadas locais x = (x1,...,x,) em uma vizi-

nhancga de p € M, o tensor de Ricci em (z,y) € T,M x T,M é dado por

0 0
ij
RICp T y E g < ( ’8@)‘% 3:Ej>'

Assim, se {z1,...,2,-1,% = 2,} ¢ uma base ortonormal de T,,M, sao vélidas as seguin-

) n 0 0
Ric,(z,z) = Z <R<ZL‘, 8xi>x, 8£EZ>

1,i#n

_ ZK( i)

1,1#£n

tes expressoes

J
non 0 g 0
Z Z < <8xj 8951) 3% 8x2>

J iy
n n 8
zj:l%;] <8x] &cz)

Com a notacao acima, se (M", g) é a esfera unitaria (5™, go) munida com a métrica

canodnica entao K = 1, e a denotaremos por S}.

1.2 TImersoes Isométricas

Sejam M™ e X variedades diferencidveis de dimensoes n e k, respectivamente, tal que
k < n, e considere f : ¥ — M uma imersao. Suponha que M" estd munida de uma

métrica Riemanniana g = (-, - ), entdo diremos que f é uma imersao isométrica se

(9@, y) = (do(@), dfy(9) ;-

paratodop € Y ex,y € T,3. Dessaforma, se f : ¥ — M ¢ uma imersao entao o pull-back

da métrica g de M é uma métrica em >, logo f é uma imersao isométrica. Em particular,
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toda imersao isométrica é uma imersao e, dessa forma, localmente um mergulho.

Seja f : ¥ — M uma imersao isométrica. Como usualmente, sempre que nao houver

perigo de confusao, identificaremos p € ¥ com f(p) € M, x € T,X com dfp(x) € Ty M
e ffgcomg={(-, ).

Considere V a conexio de Levi-Civita de M. Se X e Y sao campos de vetores em
%, tais que X e Y sdo suas respectivas extensdes locais em M, entdo VxY = (VY)"
¢ a conexao de Levi-Civita de . Como VxY nao depende das extensoes escolhidas,

escreveremos apenas VxY = (VyY)7.

Fixado p € ¥ e dado n € (T,X)*, a aplicagao I, : T,3 x T,>. — R definida por
IIT](X7 Y) = <B(X7 Y)a 77> )

é a segunda forma fundamental da imersao f, onde B(X,Y) = VxY — VxY é uma
aplicacao bilinear simétrica, e portanto II, também o é. Dessa forma, nos referiremos a B
também como segunda forma fundamental da imersdo. Dado {E1, ..., E,} um referencial

ortonormal em 7,%, definimos a norma ao quadrado da segunda forma fundamental por

k
BI* = > |B(E;, E;)|*.

1,j=1

Conforme abordado em [I1], a forma quadrética associada a II, esta relacionada com
uma aplicagao linear auto-adjunta A, : T,X — 7,3, chamada de Operador de Weingarten,
dada por

Ay(z) = =(V.N)T,

onde N é uma extensao local de n normal a ..

A partir dos objetos definidos é possivel obter equagoes que relacionam a curvatura
de ¥ e a curvatura de M. Tais equacoes sao chamadas de equagoes fundamentais de uma

imersao isométrica.
Proposicao 1.2. As sequintes equacoes se verificam:

1. Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) - (B(Y,T), B(X, 2)) + (B(X,T), B(Y, 2))

2. FEquacao de Ricci

(R(X,Y)n,¢) = (RH(X,Y)n, ¢) = ([Ay, AJX,Y)
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3. Fquacao de Codazzi

<?XB>(Y7 Z777) - X(B<Y7 Z77]>> - B(VXK Za 77) - B(Ya VXZ777) - B<X7Kv§_{n)

onde [A,, Ac] indica o operador A, o A; — Ac o A,
Demonstracao. Cf. [11l, Capitulo 6, Proposigoes 3.1 e 3.4]. O

Na proposicdo acima, VxB é a derivada covariante da segunda forma fundamental
considerada como um tensor e V%7 a componente normal de Vx7, chamada de conexao
normal. De fato, V+ possui as propriedades usuais de uma conexao, logo a partir de V+
fica bem definida a nocao de curvatura normal R+ da imersdo. De modo mais explicito,
a Equagao de Gauss mostra como as curvaturas seccionais de > e M variam em termos

da segunda forma fundamental.

Lema 1.2 (Equagao de Gauss). Sejam p € ¥ e X,Y € T,% vetores ortonormais. Entdio
Demonstragao. Cf. [11], Capitulo 6, Teorema 2.5]. ]

Sejam f : X" — M™! uma imersdo isométrica e n € (T,3)*, com || = 1. Considere
{Xi,...,X,} base ortonormal de T),¥ constituida de autovetores de A, = A. Assim temos

que A(X;) = N X; e B(X;, X;) = d;;Ain, logo a equagao de Gauss assume a forma

Em particular, se n = 2 temos a seguinte relagao

K(X1,X5) = K(X1, Xy) + det(A).
No caso que M? = R3, a curvatura Gaussiana coincide com a curvatura seccional em

¥2, 0 que implica o Teorema Egregium de Gauss.

Relembramos que uma imersdo isométrica f : ¥¥ — M™ com k < n, é totalmente
geodésica se para todo 7 € (T,2)* a segunda forma fundamental II,, é nula, em todo ponto
p € X. Note que isto é equivalente a dizer que dado p € 3 o Operador de Weingarten A,

da imersao é identicamente zero para todo n € (T,X)*.

Uma nocao mais fraca que a noc¢ao de totalmente geodésica é a de minima. Dizemos
que uma imersao isométrica f : X*¥ — M", com k < n, é minima se para todo p € ¥ e
todo n € (T,%)* temos que tr A, = 0. Tal condigao é equivalente a pedir que o vetor

ﬁ(i?) = ini(tr A)n;

=1
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seja identicamente zero, para todo p € X, onde {ny, ..., n,—} é um referencial ortonormal
—

em (T,X)* e A; := A,,. O vetor H nao depende do referencial escolhido e é chamado

de vetor curvatura média da imersao f. Quando mencionarmos a curvatura média da

imersao f, estaremos nos referindo a

n—k

1
H(p) =7 > (tr A
i=1
Retornando ao caso de codimensao 1, dada uma imersao isométrica f : X" — M"™HL,
note que o vetor curvatura média independe da orientacao normal escolhida. De fato,

dados p € 2, {Ey, ..., E,} referencial ortonormal em 7,3 e ) € (T,2)*, temos que

tr A_77 = Z <A—n(Ei)a E7,>
i=1

= - ; (A, (E:), E;)

= —trA,.
Portanto temos a seguinte igualdade
— 1
H o= A ()
—H

Além disso, dizemos que f é totalmente umbilica, se para todo p € ¥, a segunda forma

fundamental B de f satisfaz
(B(X,Y),n) (p) = Ap) (X,Y),
com A(p) € R, X, Y € T,X e n € X(X)*. Note que isso ¢ equivalente a dizer que
—(VxN)"(p) = Mp)X,

isto é, A,, = A(p)id, para todo X € 7,3, onde N é uma extensao local de 1. Desse modo,

temos que a curvatura média da imersao f é dada por

H(p) = ~ tr(A(p) id)

n

= \(p). (1.1)

1.3 Variedades completas

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana conexa por caminhos. E conveniente esta-

belecer uma distancia em M. Entao dados p,q € M, seja ,, o conjuntos de todas as
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curvas diferencidveis por partes ligando p a ¢. Definimos a distancia intrinseca d(p, q)

como

d(p,q) = inf f(«).

a€fp 4
Temos que (M,d) é um espago métrico e a topologia induzida por d coincide com a
topologia induzida pelo altas de M. Nesse ambito, o principal resultado relacionado é
o Teorema de Hopf-Rinow, que relaciona a completude de M como espaco métrico e a
estendabilidade das geodésicas de M, cf. [L1].

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e considere « : [0,{] — M uma ge-
odésica normalizada de M partindo de p € M, v(0) = p. Se t é suficientemente pequeno,
entao d(y(0),v(t)) = t, isto é, a geodésica v minimiza distancia em [0,t]. Se ([0, t1])
nao ¢ uma geodésica minimizante, entdo o mesmo acontece para y([0,s]), com s > t;.
Dessa forma, o conjunto dos nimeros ¢t > 0 tais que d(y(0),7(t)) = t é da forma [0, to]
ou [0, +00). No primeiro caso, v(ty) é chamado de ponto minimo de p ao longo de v, no

segundo caso dizemos que ponto minimo nao existe.

Estamos interessados na distancia de p ao seu ponto minimo ao longo de 7. De fato,

temos que essa distancia depende continuamente da direcao inicial de v, vejamos.

Considere a funcao f : 7'M — R U {oo} definida por

to, se y(tg) é o ponto minimo de v(0) ao longo de ~.

F2(0),7/(0)) = {

0, se o ponto minimo ao longo de v nao existe.

Com a topologia em R U {oo} cuja a base de abertos é dada pelos intervalos abertos
de R juntamente com os conjuntos da forma [a,o0] = [a,00) U {c0}, temos a seguinte

proposicao.
Proposicao 1.3. A funcao f, como definida acima, € continua.

Demonstragao. Cf. [11], Capitulo 8, Proposigao 2.9]. ]

1.4 Operadores em Variedades Riemannianas

Nesta se¢ao definiremos algumas funcoes importantes que serao utilizadas ao longo do

presente texto.

Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana, X € X (M) e f € C®(M).
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Definicao 1.1. O gradiente de f sobre M € o campo vetorial suave grad f em M tal que

(grad f, X), = X, (f)
= dfP<X)>
para todop € M e X € X(M).

Note que supondo a existéncia do campo gradiente de f e fixado x = (z1,...,2,) um
sistema de coordendas locais em M, podemos escrever o gradiente de f como

" 0
grad f = ;(grad f)Zax e X = Za] dr;’

)

donde obtemos que
(grad f, X) = > gij(grad f);a;
ij=1
Pela definicao de gradiente, temos que

af(X) =) aj—.
jz::l / Ox;
Sendo assim, definindo
"o 0f 0
= b 1.2

temos que grad f fica unicamente determinado por tal expressao, portanto segue da mesma

a existéncia. De agora em diante, denotaremos o gradiente de f por Vf.

Definicao 1.2. A divergéncia de um campo de vetores X em M ¢ a funcdo diferencidvel
div X : M™ — R dada, para cada p € M, por

div X (p) = tr{Y'(p) — Vy X (p)}.

Fixado x = (zy,...,x,) um sistema de coordendas locais em M e escrevendo o campo
de vetores X € X(M) como

X =
Z aJ ax]
temos que a funcao divergéncia é dada por
nooo 0
div X = K X, 1.3
v i;::lg < o 891;J> (13)

Se considerarmos um referencial ortonormal {8%1, ..., 22} em M, a divergéncia do

.
campo X é expressa por

div X = Z<VBB,X7 ai>
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91 um referencial geodésico em M, isto é, V 2 g = 0

’ . F)
Além disso, se { Bor - 8@7_

) By
para todo 7,5 = 1,...,n, a divergéncia do campo X é dada por

Definicao 1.3. O Laplaciano de uma funcao f sobre M é a funcao diferenciavel
A : M — R definida por
Af =div(Vf).

Em um sistema de coordenadas locais de M, digamos x = (z1,...,2,), o laplaciano

de uma funcao diferenciavel f ¢ dado por

nooo 0
Af=> g7 <V83%Vf,am>. (1.4)

1,j=1

} é um referencial geodésico em M, entao

<v v/, i>

< (% o) )
. 57 1 Oz, Oy, ) Oxy
0

2

e{aixl,...,ax

Af

M: i{Nge

-.
I

~

I
NE

<.
Il

—
=0

X;

Proposigao 1.4 (Contragio da Equagao de Ricci). Seja f : ¥" — M™ uma imersdo

isométrica e N € X(X)* campo normal unitdrio. Entdo, se Y € X(X), vale que

Ric(Y,N) =ndH(Y) — divs(Y),

onde o divergente de Y sobre X € dado por divs(Y) = Y ¢ (Vy,B)(Y,0;, N).

ij=1
Demonstracao. De fato, seja {eq,...,e,} um referencial geodésico em ¥. Pela equagao

de Ricci temos que
(R(es, Y)ei, Ny = (VyB)(es, €1, N) = (Ve, B)(Y, €5, N).
Note que
(VyB)(es,ei, N) =Y (B(es, e5, N)) — B(Vyes, e, N) — Ble;, Vye;, N) — Bles, e, Vi N)
(B(ei,e:), N)) — Bes, e5, Vi N)

(Veen NY) = (Ve (VyN)Y)
(=VeN,ei)) = (Veen, N) (VyN, N)

(
(
(
(A @) — (e, V) Y ((N, )
((Ales),er) ).

{
(Ale,

||
~ <R R
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Portanto temos a igualdade
(R(es, Y)er, N) =Y ((A(es),e5) ) = (Ve B)(Y, €5, N).

Realizando a soma em i, isto é, variando os vetores do referencial geodésico de ¥, temos
que

n

(Aler), e ) S (V.B)Y.en N)

Ric(Y, N) = Y(
=1

n

(2

[y
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2 ESTUDO DAS VARIACOES

Neste capitulo estamos interessados no estudo da evolucao da &drea e da curvatura
média de uma variagao suave ¢ : X X (—e,e) — M. A seguinte exposigdo tem como

principais referéncias [1], [9] e [10].

2.1 Primeira Variacao da Area

Considere M" e ¥¥ variedades Riemannianas, com k < n, tal que ¥ é orientada pelo

elemento de volume d¥ e seja f : ¥ — M uma imersao isométrica.
Uma aplicacao diferenciavel ¢ : ¥ x (—¢,e) — M é uma variacao suave de 3 com
suporte compacto e bordo fixo, se

1. ¢ = f fora de um conjunto compacto de ¥;

2. ¢(p,0) = f(p);
3. ¢(p,t) = p para todo p € 0%;

e se além disso, ¢ induz uma familia {¢;}; a 1-parametro de deformagoes de 3, tal que,
a aplicagdo ¢; : ¥ — M, dada por ¢;(p) = ¢(p,t) é uma imersao, para cada t € (—¢,¢).

Chamamos de campo variacional de ¢ o campo de vetores

¢
ot |,

e dizemos que ¢ é uma variagao normal se o campo variacional de ¢ é normal a .

De agora em diante, o indice t sera utilizado para denotar quantidades associadas a

Se = oi(2).

Dado x = (x1,...,x,) um sistema de coordenadas em X, denotando 0; := % e
O = %, para cada t € (—¢,¢) temos que ¢; o x é um sistema de coordenadas locais em
> tal que

9i;(t) = (0i¢r, Oju) -

Supondo que ¥ tem volume finito, temos que o elemento de volume de ¥; é a k-forma

¥, = \/det g(t)dxy . . . dxy,

positiva dada por
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isto é, d¥; é o elemento de volume da métrica induzida em ¥ por ¢, e a area de >; é

dada por

A(Zt):/( sy Vet g0y d,
prox) (3¢

onde ¢(t) denota a matriz [g;;(¢)].
Nesta segao estamos interessados em calcular a primeira derivada de A(%;).

Primeiramente, observe que se B : R — M (R) é uma aplicacdo suave de R sobre
o conjunto M(R) das matrizes de coeficientes reais e ordem k, entao pela Férmula de

Jacobi, cf. [I7, Capitulo 8, Teorema 1], temos que

d :
7 det B(1) = tx (adJ(B(t))%B(t)),
onde adj B(t) é a matriz adjunta de B(t). Se para todo t € R temos que B(t) é invertivel,

entao

adj B(t) = det(B(t))(B(t)) .

Portanto, a Férmula de Jacobi se escreve da seguinte maneira

Zdet B(t) = det(B(t)) tr ((B(t))”%B(t)). (2.1)

Como para todo t € (—¢,€) temos que a matriz [g;;(¢)] é invertivel, entao pela equagao
(2.1]), obtemos que

Porém, note que

d d
dthg( ) = % <ai¢t78j¢t>

= (V9,00i01,0;01) + (0i01, V,60;P1) -

Pela simetria e pela compatibilidade da conexao Riemanniana, temos que

d
5193(1) = (Vo,0,006.0,00) + (0100, Vo010

Portanto, podemos reescrever a equagao ([2.2)) como

jtdet( (t)) = 2det(g (Zg (Vo,4,0:0, 3J¢t>>

Pela equagao (1.3)), temos que

2 det(g(1)) = 2 det (1)) divs, (940) (2:3)
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onde divy, é o divergente sobre ;. Dessa maneira, segue da equagao ([2.3)),

gt(dEt) = CZ( det(g(t)))dax: . ..
= W5 O0) 4o (g(0))da . do
Teto0)) (9(t))
= divy, (0;0)y/det(g(t))dzy . .. dxy,
= divy, (0,0)dS.

Portanto, sob as hipdéteses supracitadas, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Férmula da primeira variagao).

o 1 (0
aA(Et) = 5 leEt <m>dzt

Observe que se X € X (M), entdo podemos decompor o campo vetorial X em suas
componentes normais e tangentes ao longo de ¥ como X = X7 + X*. Dessa maneira, o

divergente sobre ¥ satisfaz
divs(X) = divg(XT + XV)
= divy(X7) 4 Zg” <VaiXN, 5j>
= dive(XT) — Z]:gij (XN, vY0;)
]
= divs(X7T) — <XN, Zg”véfaj>
]
- - (T,
= dive(XT) — k(XY H).

Assim sendo, obtemos
5, . oot I -
a(dz,ﬁ = (leEt (8'[; > —k <at 7Ht dzt

0 B . 0T ool -
A _/Zt (dwgt (at >—k<at ,Ht>)d2t.

Um corolério interessante segue quando consideramos uma variacao suave ¢ com as

hipéteses acima e supomos que 0% = (). Dai, pelo Teorema da Divergéncia, temos que

' 8¢T B 8¢T
[ divs, <8t )dzt_/azt<8t ) do,

=0.
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Por conseguinte, sob as hipdteses anteriormente citadas, se 9% = () obtemos:

Corolario 2.1.

0 oo —
0 06N —
aA(Et) - —k s, <£ 7Ht> dEt (25)

2.2 Primeira Variacao da Curvatura Média

Nesta secao estamos interessados em calcular a férmula da primeira variacao da cur-

vatura média. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso de codimensao 1.

Seja f : ¥" — M"™! uma imersao isométrica e N um campo local de vetores normais

unitario em X.

Considere ¢ : 3 X (—¢,6) — M uma variagdo suave de 3 com suporte compacto e
bordo fixo. Fixado x = (z1,...,z,) um sistema de coordenadas locais em 3, utilizaremos

novamente o indice ¢ para denotar quantidades associadas a 3; = ¢;(X).

No que segue, faremos uso da convencao de somas de Einstein. Por exemplo, temos
que

1 ..
H = *gm <BZJ,N>
n

¢ a curvatura média de X, onde B;; := B(0;,0;), para 1 < i,j < n. Para facilitar a

notagao, considere nesta secao

.99
=5 © O

o a.

Para cada t € (—¢,¢), podemos decompor o campo variacional de ¢ em suas compo-

nentes tangentes e normais ao longo de ¥,
Oy = atT + peIVi,

onde p; é a fungao definida por p, = (0;, Vy).

Para cumprimos o objetivo de estudar a evolucao da curvatura média da variacao ¢,

precisaremos calcular a derivada em relacao a variavel ¢ de objetos geométricos envolvidos.
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De fato, omitindo o ponto ¢ e transpondo para a notagao adotada acima, como (¢;ox)

¢ um sistema de coordenadas locais em ¥, e pela equagao ([2.2)), temos que as seguintes

equagoes:
gi; = (Vo,0:,05) + (0i, Vi, 0;) , (2.6)
0ig? = =2¢"¢" (V5,0 0) , (2.7)
Oy(det g) = (¢g"9;) det g. (2.8)

Dessa maneira, como nH, = g (—V9;N, 9,), temos que
ndHy = 019" (N9, Ny, 0;) + 9”7 (—=V9,Vo,Ni, ;) + 9”7 (—V o, Ny, Vi, 0;) .
Porém, pela equacao , temos
ndHy = —2¢" ¢ (V,01,0)) (=Vo,Ny, 0;) + g7 (=V5,Vo,Ni, 0;) + g7 (—=Vo,Ny, V,0) -
Como (f o x) é um sistema de coordenadas locais em ¥;, entao
Vo, Vo, Ny —V5,Vo.N; = R(0;,0;) Ny.
Logo,

ndHy = —2¢" g7 (V5,00 01) (—Vo, Ny, 0;) + g7 (R(y, 8;) Ny, 0;)
— 97 (Vo Vo Ni,9;) + " (=V,Ni, Vi, 05)

Porém, note que escrevendo em coordenadas Vy, NV; temos
Vo Ni = ¢ (Vo,N;, 9) 0, (2.9)
entao, utilizando a equagao anterior e trocando k por j,

nath _ 292] <v8j8ta V@iNt> + Ric(@t, Nt) — gij <V6iV(’)tNta 8]> + gij <_v8¢Nt7 V8t8j>
=g <Vaj8t7 Va,—Nt> + Ric(8y, Ny) — g” (Vo, Vo, Ny, 05 . (2.10)

Por outro lado, como

Vo, Ni = ¢' (Vo,Nt, 0;) 0y
= —gjl <Nt> V8t8j> 9
= —¢" (N, V5,0,) 0.

Note que como (Ny, N;) = 1, temos que Vg, N; e Vg, N; sdo tangentes a ;. Entao
decompondo 9; = 8; + p¢ Ny, temos
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Vo Ny = =g/ (N, V,0,) 0
—" (Ni, Vo, (0] + pN2) ) 0
= —g" (N, V,0, ) 0 — ¢ (N, V5, ptNt> )
= —gﬂ 11,(9;,0, )0, — gﬂaj(Pt)az — ¢ pe (N, Vo, Ny) O,
= —¢"' 11:(9;,0)) 0 — ¢'0;(p) 0,
onde II; é a segunda forma fundamental de ;. Pela simetria de II; e sabendo por (1.2))
que V¥ = ¢7'0,(p;)9, é o gradiente de p, em ¥, nas coordenadas (¢; o x), entao
Vo N = =g 11,(9;,0, )0 — ¢"'9;(p1) 0
= —¢'11,(8,,0;)0, — V™' p,
= —gjl <Va;8j, Nt> 0, — Vztpt
=g <Vajatha aj> - V¥,
= VatTNt — Vztpt.
Tomando Vy, Ny = Vat'l' N, — V¥p, na equacao , segue que
nd,Hy = g7 (Vo,01, Vo, Ni) + Ric(0p, Ny) — g7 (Vo,Vor Ni,0;) + 67 (Vo, V™ py, ;) .
(2.11)
Fazendo 0; = 8, + p: Ny, obtemos

ndH, = g7 (V5,01 Vo, Ni) + g7 (Vo,Ni, Vo, N, ) pi + Ric(8,, V) + Ric(N,, Ny
— 97 (Voo N, 0;) + 97 (Va, V¥ 0y, 0;), (2.12)
donde,
nd,H, = Ric(9,, N,) + g7 (V5,0 , Vo, Ny) — g7 (V, V7 Ni, 0; )
+ (Ric(Ng, Np) + |42 + As,)pr. (2.13)
Pela compatibilidade da métrica, e denotando Ly, := Ric(Ny, Ny) + | A¢|? + Ay,, temos
nd,H; = Ric(9,, Ni) + g7 (V2,0 , Vo, Ny ) gija-( <vaTNt, 9;))
97 (Vor Ni,Vo,0;) + Ls,pr. (2.14)

Pela simetria da segunda forma fundamental, considere as seguintes equacoes:

(Vor N, Vo,0;) = (Var Ny, (Vo,0) " + (V5,05 i) Ny)

= (Vo Nu, (Vo.9)) ") + (V.05 No) (V oy Niy Ni)
= — (Vo (Vaid) T, V) + (Va,03, N} 307 (N, N

~(Vor (Va,0) T, V) . (2.15)
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(V0,0 , Vo, Ni) = 0;( (0], VaNe) ) = (8], Vi, Vo, Ny )
= 0,({0] . Vo)) — (8], Vo, Vo, N,)
=0;((8].VaNi) ) = 0:((8].Vo,Ni) ) + (V0,0 Vo, i)
= ((Vo,0])", Vo, Ny)

= (0}, Vig,ary7Ne)
= —(Ywaor)7 05 Ne) - (2.16)
Substituindo as equacoes e na equacao , obtemos
nd,H, = Ric(9,, ;)
+gY (ai( (Vord, Ni) ) = (Vwaory705 Ne) = (Vor (Va,0;)7, Nt>>
+ Ly, pe. (2.17)
Sendo Vy, N; é tangente a ¥, entao
(Vord;, Vi N,) = 0.
Dessa forma, para cada t € (—e¢,¢), temos que
(Vo B)(0, 05, Ni) = 0:((Vor 05, Ni) ) = (Vs oryr0: Ni) = (Vor (Vo,07)", Ny
Portanto,
ndH, = Ric(9,, N;) + divs, B(d, ) + Lx,p:. (2.18)
Pela contracao da equacgao de Codazzi 7 temos que
ndH (9, ) = Ric(9,, N;) + divs, B(9, ).
Substituindo na equacao , segue o seguinte resultado:

Teorema 2.2 (Férmula da variagdo da curvatura média).

0H

1
— =dH(9") + —Ls,p;.
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3 RESULTADO DE RIGIDEZ EM DI-
MENSAO 2

O objetivo principal deste capitulo é provar um teorema de ridigez para superficies, a
partir da limitacao da curvatura Gaussiana, obtendo uma cota inferior para os compri-
mentos de geodésicas fechadas em uma 2-variedade compacta simplesmente conexa. Tal

teorema foi provado em [2] e os autores atribuem o resultado a E. Calabi.

3.1 Lema técnico

Na presente se¢ao, provaremos um lema de EDO’s que serd usado de maneira funda-
mental na prova do teorema de E. Calabi. De modo a simplificar notacao, dado a € R
denotaremos por [a, 8] (respec. (a, f]) o intervalo [«, 8] (respec. (a, f]) se 8 < 400 ou o

intervalo [a, 3) (respec. (a, f)) se 8 = +o0.

Lema 3.1. Seja K € L*([0,+00)) tal que 0 < K(t) < 1, para todo t € [0,+00).

Considere y uma solug¢ao do problema

y'(t) + K(t)y(t) =0, y(0)=1, ¥ (0)=0 (3.1)

Denote por B o menor zero positivo de y, isto €, y(5) =0 e y(t) # 0 para t € (0, ),
sendo possivel que § = +00, ou seja y(t) # 0 para todo t € [0, +00).

Entao 0 < —y/(t) < 1, para todo t € [0,5]. Se y'(to) = —1 para algum ty € [0, 3],
entao ty = f < +oo, /2 <ty = [,

ot :{ 1, tef0,f—n/2) K(t):{ 0, tel0,8—m/2
cos(t — (B —m/2)), t€(B—m/2,0] 1, te(B—n/20]

Mais ainda, se K(t) € continua e y'(ty) = —1 para algum ty € [0, (], entdo ty = 5 =
/2,
y(t) =cos(t) e K(t)=1, Vte|0,x/2]

Demonstragao. Dado t € [0, f], temos que ¥ = —Ky < 0 pois K > 0ey >0 em [0, 5],
ja que y(0) = 1. Dessa forma, 3’ é uma fun¢ao nao-crescente em [0, 5]. Como 3'(0) = 0,

segue-se que y' < 0 para todo t € [0, 3]. Assim,
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/
(v + W)?) =20y + 24y

=2y — 2y’ Ky
=2yy'(1 - K)
<0,

em [0, ), pois ¢ <0,y > 0e K <1 nesse intervalo. Dessa maneira, temos que

[ (O + 06)ds = [0 + (/)7
(

Portanto, para t € [0, 3],

(y(®))* + (') < 1. (3.2)

Por outro lado, a equagao (3.2)) implica que —1 < ¢y’ <1 em [0, 5]. Como 3’ < 0 nesse

mesmo intervalo, segue que 0 < —y’ <1, em [0, /].

Suponha que existe to € [0, 3] tal que y'(ty) = —1. Entao, pela equagao (3.2)), y(ty) =0
onde ty # 0 pois y(0) = 1. Portanto pela defini¢ao de g, temos que § =ty < +00.

Sendo K € L*(]0,+00)) e y suficientemente regular, pela equagao (3.2)), obtemos que

[ o6 ()0~ K(s)ds = [ (o)) + /() ds

0
=0.

Mas 2yy'(1 — K) < 0 em [0, 5], logo 2yy'(1 — K) =0 em [0, 5]. Como y > 0 em [0, 5),
entdo y'(1 — K)=0em [0, ).

Pelo que foi visto acima, 3’ é ndo-decrescente e —1 < ¢ < 0 em [0, ), entao existe
t1 € [0,5) tal que ¢ = 0 em [0,t1] e =1 < 3/ < 0 em (¢;,3). De fato, sempre podemos
tomar ¢; = 0 e se existe to € (t1, ) tal que y/(t2) = —1, novamente pela equacao (3.2)),

obtemos que y(t2) = 0, mas isso contradiz a minimalidade de .

Dessa maneira, como y(0) =1 ey’ =0 em [0,¢], entdo y = 1 em [0,¢;], donde K =0

em |0, ], pois y satisfaz a equagao (3.1)). Por outro lado, como —1 <y < 0 em (t1,/) e
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Y'(1—K)=0em[0,5) entdo K =1 em (t1, ).

Considere o seguinte problema

v =y, y(t1)=0, ylth) =1

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO’s, y(t) = cos(t — t1) em R. Como
y(B) = cos(f — t1) = 0, entao, pela defini¢ao de 5, t; = —7/2 > 0. Como ¢/'(5) = —1e
vale que y'(1 — K) = 0, entao K() = 1. Portanto,

K(t) =

y(t):{l’ tel0,5—m/2]

{0, te 0,8 —m/2]
cos(t — (B —m/2)), te(B—mn/2 0]

1, te(B—m7/2,p

Se K é continua, entdo ou K =0 ou K =1 em [0,5]. Se K =0, entdo y = 1 em
[0, 5]. Mas existe to € [0, 5] com y(ty) = —1, por hipdtese. Absurdo.

Logo K =1 em [0, 5], o que implica que y(t) = cos(t — (8 — 7/2)) em [0, 3]. Como
y(0) = 1, entdo 5 = 7/2 + 2km, com k € Z. Sendo [ o menor zero positivo de y, entao
g =m/2.

]

3.2 O teorema de rigidez de E. Calabi

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana tal que a métrica ¢ € C? com cuvartura
seccional positiva. A determinacao de uma cota inferior para a distancia de um ponto ao
seu cut locus depende da determinacao de uma conta inferior para os comprimentos das
geodésicas fechadas de M. Desse modo, considerando n = 2, apresentaremos um teorema
de rigidez que trata sobre a determinacao de uma cota inferior para o comprimento das

geodésicas. O seguinte resultado provado em [2] e é atribuido a E. Calabi.

Teorema 3.1 (E. Calabi, [2]). Seja (X2, g) uma esfera 2-dimensional, com métrica Rie-
manniana de classe C?, cuja a curvatura Gaussiana K de ¥ satisfaz 0 < K < 1. Entdo
toda geodésica simples fechada v em > tem comprimento maior ou igual a 2mw. Se o com-
primento de vy € 2, entdo (X%, g) € isométrica a esfera redonda (S%, go) e v € um grande

circulo.

Demonstragdo. Seja c: [0,1] — X2 uma parametrizacao por comprimento de arco da ge-
odésica . Considere 1(0) = 7(c(0)) € T,)X? vetor unitario e ortogonal a ¢/(0) € T, X2
Fazendo o transporte paralelo de 7(0) ao longo de ¢, sendo ¥? orientdvel, temos bem

definido um campo normal unitario n a geodésica vy, ao longo de c.
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Para cada s € [0, ], considere a geodésica a; partindo de ¢(s) dada por
t = exp, ) tn(s), t€[0,+00).

Como ¥? é compacta entao o diametro de 2 é finito, logo, para cada s € [0, ], existe
o ponto minimo de ¢(s) ao longo da geodésica «,. Seja [(s) a distancia de ¢(s) ao seu
ponto minimo ao longo da geodésica a,. Pela Proposicao , segue que (3 : [0,]] — R
¢ uma funcao continua, pois § = f o6, onde 6 : [0,]] — T1X? é uma aplicacao continua

dada por
s = 0(s) = (as(0),0a,(0))

= (c(s),n(s)),

e f é a funcao continua dada na Proposigao [1.3]

Denote por M a regiao de Y2 limitada pela geodésica ~ com normal unitario interior

71 e considere a seguinte aplicagao
F(s,t) = exp.y(tn(s)), 0<s< L, 0<t<8(s).

Segue que (s,t) é um sistema de coordenadas da regiao M, chamado de coordenadas
de Fermi. De fato, sendo a geodésica v uma subvariedade fechada de 32, dado g € M \ v
existe p, € 7y tal que
d(pq, q) = dist(q, 7).

Pelo Teorema de Hopf-Rinow, existe « : [0,a] — ¥? geodésica minimizante normali-

zada tal que o(0) = p, e a(a) = ¢, onde a = dist(q, p,).

Afirmagao. o/(0) é ortogonal a T, 7.

Suponha, por contradigao, que o/(0) nao é ortogonal a T}, 7. Sem perda de generali-
dade, seja v € T, v tal que (a/(0),v) > 0 e considere v(t) o transporte paralelo de v ao
longo da geodésica «, com v(0) = v. Considere o seguinte campo de vetores ao longo de

) X(t) = cos <27;t>v(t).

Observe que X (0) =v e X(a) = 0. Pela Férmula da Primeira Variagdo da Energia,

)= [ <X(t), fl)tf;(t)> dt <X(0), Cfl‘;‘(o)> + <X(a>, Cf;(a>>

= —(v,d(0))
< 0.

Isto é, £/ é decrescente em uma vizinhanca de 0. Logo existe uma curva ( da varia-

cao com energia menor que a energia de «, ligando ¢ a um ponto de v, distinto de p,.
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Porém, isto contradiz o fato de ¢(«) = dist(p,~), pois como « é geodésica minimizante

normalizada, temos que
(¢) < E(¢) < B(a) = ().

Portanto, o/(0) ¢ ortogonal a T}, v, o que conclui a afirmacao.

Seja s, € [0,1] tal que ¢(s,) = pq € n(sq) vetor normal unitdrio, como definido acima.
Sendo dim(Z,s,)y)" = 1, entdao o/(0) = n(sy). Logo, pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade de EDQO’s, temos que

a(t) = expe,) tn(sq)
- asq (t),

donde a,, (a) = ¢, sendo assim F(sq,a) = ¢, onde a = dist(q, c(s,)). Pela arbitrariedade

de ¢ € M \ v, isto mostra que (s,t) é um sistema de coordenadas da regiao M.

Agora estaremos interessados em calcular a métrica, a curvatura Gaussiana e o ele-
mento de volume de M segundo as coordenadas (s,t). Iniciaremos pelos coeficientes da

métrica. De fato, omitindo o ponto s, por definicao, temos

oOF
%(87 t) = dF(&t)(l, 0)

= d(exp.) ) (t1).

Dai, segue que coeficiente g7 é dado por

2

OF
> 0,

g1 = ‘&S(Sat)

pois F' é um sistema de coordenadas de M. Por outro lado,

OF

T ——(s,t) = dF(s4(0,1)

= d(exp,) () (n)-
Pelo Lema de Gauss [1.1], obtemos que
922 =< (exP,) e (1) d(exD,) ) (1) )

= 5 (d(exp.) ) (t0), d(exD) ) (1) )

T2
= (n,n)
—1,
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sempre que t # 0. Se t = 0, segue diretamente da Proposicao que g9 = 1. Ademais,

novamente pelo Lema de Gauss, para t # 0, temos

912 = (d(exp.) ey (t7), d(exD,) ) (0) )

; (d(expe) o) (1), d(expe) (1))

pois |n| = 1. Para t = 0 segue diretamente da definicao que g1 = 0. Portanto, nas

coordenadas (s,t) temos que

F
g = E*ds* + dt*, onde E(s,t):= ‘% (s,t)‘.

s
Dai, segue que y/det g = E. Logo o elemento de drea nas coordenadas (s,t) é dado por

dA = Edsdt.

Como (s,t) coordenadas ortogonais em M vale a seguinte caracterizacao, cf. [12]

Capitulo 4, Segao 3, Exercicio 1],

o1 {( (912): ) +( (922)s ) }
2\/911922 | \ /911922 . Vougz |

oF
Denote s por O,F. Como fy5 = 1 entao
s
L (|0sFP)s
2F |0 F| .

~ 1 [20,F||89:F),
2B |0, F)| t

1oF
FE| 0s
_Eu
%

tt

Portanto, a curvatura Gaussiana satisfaz
Ett + KE — 0

Mostraremos agora que a fungdo E satisfaz as consigoes requeridas para o Lema [3.1]

De fato, se a : (—¢,+¢) — R? é um caminho diferencidvel, satisfazendo a(0) = (s,0) e
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a/(0) = (1,0), entao

Logo, E(s,0) = 1 para todo s € [0,1], pois ¢ é uma geodésica parametrizada pelo compri-
mento de arco. Por conseguinte, temos que Fy(s,0) = 0, pois calculando a derivada de E

com relagao a variavel ¢, temos que

donde parat =0

d
ai| (0,F,0,F) = 2 (Va,rd F, 0 F) |
=2(V,d, )
= 77(<C/, C/>)
=0

pois ¢ é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco. Entao fixado s € [0, 1],
defina

y(t) = E(s, ).
Dessa forma a funcao y satisfaz temos que y” + Ky = 0, com y(0) = 1 e /(0) = 0, como

no Lema [3.1] Pelo Teorema de Gauss-Bonnet, temos que
o — / KdA +/ kyds,
M oM

onde k, é curvatura geodésica de M. Como F ¢ sobrejetiva temos que o bordo de M é

formado apenas pela geodésica vy, sendo assim k, = 0. Dai,

o :/ KdA

(s)
_// —@Edtd

= — Et dS

0

l

= —Ey(s,B(s))ds

0
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Como E(s,t) > 0, entao pelo Lema temos que 0 < —F; <1 para todo 0 < s <, ja

que neste caso [3(s) ndo é um zero de E. Dessa maneira, segue que

21 = /Ol —Ey(s,B(s))ds

l

0

Portanto, toda geodésica simples fechada em 2 tem comprimento maior ou igual a 2.

Se vale a igualdade | = 27, entdo —FEy(s, 5(s)) = 1, para todo s € [0,{]. Como a
métrica g € C? temos que a curvatura Gaussiana K é continua. Logo, pelo Lema ,

temos que

B(s)=m/2, K(s,t)=1 e FE(s,t)=cos(t)

para todo s € [0,1] et € [0,7/2]. Portanto M é isométrica a um hemisfério de S?. Fazendo
o mesmo estudo para a regiao de X2 limitada por 7 com normal interior —7, encontramos
outro hemisfério de S?. Como %2 ¢ compacta, simplesmente conexa e K = 1, pelo Teorema
das Formas Espaciais, (32, g) é isométrica a esfera redonda (S?, gg) e v C 32 é um grande

circulo. O

Observacao 3.1. E possivel definir uma nocao de curvatura quando a métrica é apenas
de classe C1. Neste caso, quando /() = 27 além da esfera S?, 3 pode ser isométrica &
um cilindro fechado por dois hemisférios de S?. Uma breve discussao sobre tal caso estd

presente no apéndice.
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4 RESULTADOS DE RIGIDEZ EM
DIMENSAO 3

Este capitulo é dedicado a prova de dois teoremas de rigidez, devido a L. Mazet e H.

Rosenberg, apresentados em [19].

4.1 Curvatura positiva

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional K entre
0 e 1. De fato, supondo a existéncia de uma 2-esfera minima mergulhada Y2 em M, pelo

Teorema de Gauss-Bonnet e pela Equagao de Gauss, obtemos
4 :/ Kyds = / (det(A) + K)dS < / 4% = A(%),
b 2 2

onde o Operador de Weingarten A tem determinante nao-positivo, pois %2 ¢ minima.
Dessa forma, suponha que Y2 tem &rea 47. Demonstraremos o teorema abaixo como o

principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1 (Mazet e Rosenberg, [19]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-
pleta de dimensdo 3, cuja curvatura seccional Ky = K satisfaz 0 < K < 1. Suponha
que existe X2 esfera minima mergulhada em M com drea 4w. Entdo a variedade M €

isométrica a esfera S? ou a um quociente de S? x R.

Demonstragao. Inicialmente note que como X é uma esfera mergulhada em M, segue
que X é orientavel, entao existe N campo de vetores normais unitarios ao longo de 3.

Considere a seguinte aplicacao
p: YxRy — M
(1) &(p,t) = exp, (N (p)).
Como M é completa, temos que ¢ estd bem definida, para todo ¢t € [0,4+00) e além
disso ¢ é suave. Pela compacidade de ¥, segue do Teorema da Vizinhanga Tubular, cf.

[6l, Teorema 12.13] e [, Teorema 6.3.2], que existe € > 0 tal que gblm[o : ¢ um mergulho.
€

Dessa maneira, considere
g0 =sup{e >0 : ¢ é uma imersdao em ¥ x [0,¢)}.

Claramente temos que €y > 0 e que gy pode assumir 4+o00. Assim, defina uma familia

de imersoes {¢; }iefo,eo), dadas por ¢y = ¢(-,t) : ¥ — M, para cada t € [0,¢0).
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Seja ds? = ¢*g o pull-back da métrica Riemanniana de M em ¥ x [0,&0) e denote por
V a conexao de Levi-Civita de M. Podemos escrever esta métrica como ds* = dof + dt?,

onde do? é uma familia de métricas suaves em Y.

De fato, é suficiente mostrar que para cada (p,t) € X x [0,&9) se X € T,X e 0t €
T;[0,£0), entao ds*(X,0t) = 0 e ds*(t,0t, t,0t) = tity, onde {9t} base unitdria de T3]0, &)

com t; e ty nimeros reais quaisquer.

Considere as extensoes canonicas de X € T, e 0t € T;[0,¢0) a Ty (Z X [0,80)) ~

T,X x T;[0,e0). Temos que tais extensoes satisfazem
(X, 0t] =0,

onde salientamos que o colchete de Lie independe da métrica. Seja v, : [0,e0) — M
geodésica em M dada por 7,(t) = ¢(p,t). Note que a derivada de 7, é dada por
d
‘(1) = —o(p,t
Tt = Zon.)
= d<epr)tN(p)N<p)'

Por outro lado, se o : (t — 0,t +0) — X x [0,&9) é um caminho diferencidavel dado
por a(s) = (p,s), Entdo temos que a(t) = (p,t) e &/(t) = (0,1) ~ Ot, via a identificacao

canonica. Dai,

d
4600 = | ola(s))
d
= % S:tqb(pa 8)
d
s . exp, sN(p)
= d(exp,)inp) N (p).

Logo v, = d¢(9t). Entao, derivando ao longo da geodésica 7, temos que

d d .

d
= - {d6(X), dg(on))
- jt<d<b(X)mfo>

= (V. do(X), ;).
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Porém, temos que

0 = dg[X, o]
= [do(X), do(91)]
= [do(X), )
= Vo)1 — Vo dd(X). (4.1)

logo, pela igualdade acima,

d

Il
P

V., d0(X), 7))

P

P

Vo () Vp: 7§>
do(X)( (7))

I
S N

Assim sendo ¢*g(X, dt) é constante ao longo de ~,. Para t = 0, temos que

(X),de(an)) |

0g(X.00)| _, = (do
(X, 7,(0))
0.

t=0

Portanto, ds*(X,dt) = 0. Por outro lado, se t,0t,t,0t € T;[0, () entao, pelo Lema de

Gauss, temos que

d82(t17 t2) - <d(epr)t1N(p)N(p)v d(epr)tQN(p)N(p)>
= {19.

Portanto, ds* = do? + dt?, onde do? = ¢} g, para cada t € [0, &).

Com esta métrica, a aplicacdo ¢ torna-se uma isometria local entre ¥ x [0,£9) e M,

consequentemente, (X x [0, &), ds*) tem curvatura seccional entre 0 e 1.

Identifique d¢(dt) com Ot e denote ¢(X x {t}) por ;. Pela igualdade ds*(X,dt) = 0,
temos que Ot ¢ um campo normal unitério a X, para todo (p,t) € £ x [0,g0) ¢ X € T,X.

Além disso, ¥y é minima e tem area 4w, ja que ¢y = idy.

Afirmagao. A métrica ds3 tem curvatura seccional constante igual a 1, portanto (X, ds?)

é isométrica a S?. Além disso, valem os seguintes casos:
— 2 _ o2 p g2
1. g0 = /2 e do} = sen®tdoj ou

2. g9 = +o00 e do? = dod.



Capitulo 4. Resultados de rigidez em dimensao 3 42

Para simplificar a notagao, identificaremos ¥ x {t} com ¥; = ¢(X x {t}) e cada vetor
Ve Ty (E x [0, 50)> com dp, )V € Ty M. Dessa forma, fixado t € [0,¢¢), para cada
p € X, sejam

TS x TS =R e A T,%, — T,%

a segunda forma fundamental e o operador de Weingarten da imersao ¢; : ¥ — M com

respeito a Jt, respectivamente, dados por
IL(X,Y) = (Bi(X,Y),0t) e A(X)=—(Vx0t)",
onde Bi(X,Y) = (VxY)N. Considere
1
H(p,t) = §tI'At
a curvatura média de ¥; no ponto ¢(p,t) com respeito ao vetor normal unitario Ot.
Como A; é auto-adjunto, existe {ej+, €2} base ortonormal de 7,,%; formada por auto-
vetores que diagonaliza de A;. Sejam ki(p,t) e ka(p,t) tais que

Ai(err) = ki(p,t) e Aileas) = ka(p, ).
Os autovalores ki(p,t) e ko(p,t) sdo as curvaturas principais de ¥; no ponto ¢(p,t),

donde vale que H(p,t) = 5(ki(p,t) + k2(p, 1)).

Para cada (p,t) € ¥ x [0,¢q), defina

Ap.t) =/ (H(p. ) = ks (0, ko (p, 1) 2 0.

Segue diretamente que ki(p,t) = H(p,t) + A(p,t) e ka2(p,t) = H(p,t) — A(p,t). Pela

Equacao de Gauss, temos que

Ky, = K; + (Bi(er, e1t), Bi(eay, €2:)) — (Bi(ert, ear), Bi(ei, €ar))
= K; + kiko
=K+ (H+MN(H -\ (4.2)

onde Ky, é a curvatura seccional (intrinseca) de ¥, e K; é a curvatura seccional em M
de T,%;. Note que se ¥; é umbilica em ¢(p,t) entdo H + A\ = H — X em (p,t), portanto
A=0em ¢(p,t).

Como ¥; é uma esfera, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

dr = [ Kyd%,
¢

= | (Ki+ (H+ N (H = X))ds,

3t

= [ (Ki+ H* = )\?)d%,

3y
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onde d¥; é a forma de volume de ¥; C M. Como por hipdtese temos que K; < 1, entao

dr < [ (14 H? = N?)ds,
P
_ / ds, + [ (H? = X?)ds,
St P

— A(S) +/E (52— X)dz,

onde A(X;) é a drea de ;. Dessa maneira, obtemos a seguinte desigualdade

NdY, < | H?2dS, + A(S,) — 4. (4.3)

>t Xt

Defina a fungao F' : [0,e0) — R por

F(t) = | H2dY, + A(S,) — 4.

pI

Afirmacao 1 F ¢ identicamente nula em [0, ¢).

De fato, inicialmente temos que F'(0) = 0, pois ¥y é minima e tem &rea igual a 4.
Logo, pela desigualdade (4.3)), temos que A(p,0) = 0, para todo p € ¥ e portanto

Yo ¢ umbilica. O Teorema de Gauss-Bonnet implica que
/ (K, — 1)d% = 0,
o

mas 0 < K; < 1 por hipétese, por conseguinte K; = 1. Assim, pela equacao (4.2)),
temos que Ky, = 1. Sendo X, compacta e simplesmente conexa entao, Pelo Teo-
rema das Formas Espaciais, cf. [I1], Capitulo 8, Teorema 4.1], (%o, do3) é isométrica

2
a S7y.

N
Como % = 0t é um campo normal unitario a X; e H; é o vetor curvatura média

. ~ - ~ ~
de 3; na diregao de 0, temos que H, = HOt. Entao pelas equagoes (2.4) e (2.5)),

obtemos

0
A = — | 2Hd,

0
—(d¥y) = —2HdY,.

o 1) !

Por outro lado, como 9t é um campo normal unitario a ¥; entao, em (2.2), p; = 1
e Ot" = 0. Portanto

oH 1, _. 2
5 = §(Rlc(8t,8t) + Ay ); (4.4)
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onde Ric é o Tensor de Ricci de ¥ x [0, &9) e A; 0 operador de Weingarten da imersao
¢¢. Note que como K > 0, entdao Ric(dt,0t) > 0 e sendo H(p,0) = 0, para todo
p € X, obtemos que H > 0, para cada p € X..

Calculemos e estimemos agora a derivada de F"

d
F'(t) = dt( . H2dY, + A(%,) — 47r>

(QH— — 2H3)d2t 2HdY,
3¢

H(Rm(at, Ot) + | Ai]® — 2H? - 2)d%,

H

I
\\\

((Ric(0t,0t) — 2) + (H + A)? + (H = \)* — 2H?)d%,

= H((Ric(at, Ot) — 2) + 2)%)dx, (4.5)

p3M

<2 [ HNdAY,.
3¢

Dado ¢ < ¢g, existe C' > 0 tal que H < C' em ¥ X [0,¢]. Usando a desigualdade
(4.3), temos que em [0, £],

F'(t) <2 | HNdY,

it

<20 [ Ndx,

p

< 2CF(t).

Resolvendo esta inequagao diferencial em [0, €], temos que

F(t) < F(0)e*"
=0,

pois F(0) = 0. Quando tomamos ¢ suficientemente préximo de &g, temos que F' < 0
em [0, (), donde novamente pela desigualdade (4.3)), temos A = 0. Portanto F' =0

em [0,&9), 0 que demonstra a Afirmagao 1.

A primeira consequéncia da Afirmacao 1 é que todas as subvariedades >; sao umbilicas,

pois A = 0. Segue também que a igualdade (4.5)) é nula e assume a forma
/ H(Ric(dt, 9t) — 2)dS; = 0.
pI

Como H > 0 e (Ric(0t) —2) < 0, para quaisquer (p,t) € X x [0, &g), entao H(Ric(dt) —
2) < 0, portanto

H(Ric(dt,0t) —2) =0, para todo (p,t) € X x [0, ). (4.6)
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Mais ainda, a umbilicidade e a equagao (4.4)) implicam que

OH 1 ,
By 5 Ric(ot,0t) + H* > 0

Como H é crescente na variavel t, entao se H é positiva em (p,t), H permanece po-

sitiva em (p,s), com s > t. Mostraremos a seguir que essa propriedade é mantida na

variavel p, isto é, se H é positiva em (p,t), com t > 0, entdo H é positiva em ;.

Afirmacao 2 Seja (p,t) € ¥ x (0,g¢) tal que H(p,t) > 0. Entdo H(q,t) > 0 para todo
q € .

De fato, suponha que H(p,t) > 0, para t > 0 e considere o conjunto

Q={qeX : H(qt) >0}

Temos que ) é um subconjunto nao-vazio (p € 1) e aberto em . Seja ¢ € €,
entao como H(g,t) > 0, pela igualdade (4.6), temos que Ric(dt, 9t)(g,t) = 2. Pela
continuidade, temos que Ric(dt,dt)(r,t) = 2, para todo r € Q. Dessa maneira,
fixado r € €, existe & > 0 tal que, se s € (t — d,t) entao Ric(dt,dt)(r,s) > 0,
por continuidade. Pela igualdade (4.4), temos que %—i](r, s) > 0, o que implica que
H(r,s) > 0, donde H(r,t) > 0. Portanto, r € €. Pela conexidade de ¥, temos que
Y =0Q.

Diante da Afirmagao 2, suponha que existe £; > 0 tal que H(p,t) = 0 para (p,t) €
¥ x [0,e1] e H(p,t) > 0 para (p,t) € X x (e1,€0). Pela equagao de evolugao de H,
temos que Ric(dt,0t) = 0 e |A;] =0 em X X [0, &1]. Porém, pela equagao ([4.6]), temos que
Ric(0t,0t) =2 em ¥ X (€1, €0). Dessa maneira, pela continuidade do Ric(dt, 0t) temos a

seguinte dicotomia:
1. H=0e¢e Ric(dt,0t) =0 em X x [0, ).
2. H > 0e Ric(0t,0t) =2 em X x (0,ep).

De fato, considere x = (x1, z2) um sistema de coordenadas locais em ¥. Denote por

_ 0%

ai = 61‘1

€ Gijt = <8i,8j> , com 7 = 172’
e defina a aplicagao diferencidvel g;; : [0,£9) — R dada por

o 0
9ij(t) = dff?(m’ 8:1:)
i j

—(8,,0;), i=1,2.
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No primeiro caso temos que |A;|*> = 2H? — 2)\? = 0, isto ¢, para cada t € [0, &), 3 é
totalmente geodésica. Dessa maneira, A;(9;) = —(V,0t)" = 0. Por outro lado, |9t] = 1
implica que (V4,0t)Y = 0, donde temos que V,0t = 0. Devido a igualdade (4.1)) temos

que Vy:0; = 0. Sendo assim,

d
%gij (t) = (Va0i, 0;) + (0i, Vi 0))

=0.

Por conseguinte, temos que g¢;;(t) é constante, para todo t € [0,¢p). Tomando ¢ = 0,
temos que do? = do?, para todo t € [0,&). Como ¢ deixa de ser uma imersiao quando

do? = ¢}g torna-se singular, temos que se X € T,,%; entao
|dp:(X)|? = doj(X,X) =0 <= X =0.

Logo, d¢; é injetiva para todo t € [0, +00), portanto €9 = +00. Dessa maneira, ¥ x R,
com a métrica ds® = do? + dt* é isométrica a S x R e a aplicagdo ¢ ¢ uma isometria

local de ¥ x Ry em M.

No segundo caso, a equacao (4.4]) de evolugao de H juntamente com a condigao inicial

H(p,0) = 0, definem, para cada p € ¥, um problema de valor inicial dado por

OH _ 2
{ o =1+ 0
H(p,0) =0.
Pela Teoria de EDQO’s, o problema acima tem solugao unicamente determinada e dada
por H(p,t) = tan(t), para cada p € ¥. Como para cada t € [0,g9), X; é totalmente

umbilica, temos que

(Bi(9;,9;),0t) = Ap, t) (0i, 05) ,

donde

para todo i = 1,2. Porém, por (1.1, temos que H(p,t) = A(p), logo segue que
Vs,0t = —tan(t)0;. Dai,

d
%gij(t) = (Va:0;,0;) + (0;, Var0;)
= (V5,0t,0;) + (0;, V5,01 )

= —2tan(t)g;;(t).
Denotando f(t) := g¢;;(t), pela equacao acima temos a seguinte EDO

F'(t) = —2tan(t) f(¢).
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A solugao da EDO acima depende da condigao inicial f(0) e é dada por

f () = cos(t) £(0),
isto é, temos que do}? = cos?(t)dod. Se X € T,%,; entao

(2k — D)7

|doy(X)|? = cos®(H)doi (X, X) =0 <= t = com k€N ou X =0.

Logo dg¢; é injetiva para t € [0,7/2). Além disso ¢(p,7/2) é um ponto, portanto
¥ x [0,7/2] com a métrica ds* = cos?(t)dod + dt* é isométrica a um hemisfério de S? e a

aplicacao ¢ é uma isometria local deste hemisfério em M.

De modo andlogo, para ¢ : 3 x R_ — M, no primeiro caso e no segundo caso temos
que ¢ é uma isometria local. Sendo ¢ injetiva em X, entao em ambos os casos as isometrias
sao globais. Como S? x R e S? sao simplesmente conexas, temos que ¢ ¢ o recobrimento

universal de M M é S? ou um quociente de S x R. O

Observacao 4.1. Se M é uma 3-variedade Riemanniana com curvatura seccional entre

0e 1, e ¥? é uma 2-esfera minima mergulhada em M, vimos que
4 = /Z(HQ — A2+ K,)dS
— /Z(—XZ 4 K,)dy
< A(Y).

Se A(X) = 4w entao —A? + K; = 1. Como K; < 1 temos que A = 0 e K; = 1, ou seja, &

é totalmente geodésica e isométrica a S?.

Observacao 4.2. E possivel obter uma estimativa para area de uma 2-esfera > de cu-
vatura média constante Hy mergulhada uma 3-variedade Riemanniana M com curvatura

seccional entre 0 e 1. De fato, com a mesma notacao da demonstracao acima, temos

drr = /( ~ N4 K)dE

logo obtemos a limitagao inferior para area de 3, dada por < A(Y).

1+H2

4.2 Curvatura negativa

Dizemos que 7T? x R, é um ctspide hiperbdlica 3-dimensional se 7% ¢ um 2-toro e

T? x Ry estd munido da métrica Riemanniana e ?!do? + dt?, onde do? é uma métrica
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plana em 72. Na mesma linha do teorema anterior, foi provado em [19] um teorema de
ridigez para o caso que a 3-variedade Riemanniana completa M tem curvatura seccional

limitada superiormente por —1. Apresentaremos agora a prova deste resultado.

Teorema 4.2 (Mazet e Rosenberg, [19]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-
pleta de dimensao 3, cuja curvatura seccional Ky = K satisfaz K < —1. Suponha que
existe um 2-toro T? mergulhado em M com curvatura média constante igual a 1. Entdo

T separa M e o seu lado convexro em média € isométrico a uma cuspide hiperbolica.

Demonstracao. A prova utiliza ideias andlogas da demonstracao do teorema anterior. De
fato, sendo T" um toro mergulhado em M, segue que T é orientavel, entao existe N é um

campo de vetores normais unitarios ao longo de 7. Considere ¢ : T' x [0, +00) — M dada
por ¢(p,t) = exp,(tN(p)). Defina

go =sup{e >0 : ¢ éuma imersao em T x [0,¢) }.

Claramente temos que €5 > 0 e que gy pode assumir +oo. Assim, considere a familia
de imersoes {¢;}icio,), dadas por ¢, = ¢(-,t) : T — M, para cada t € [0,g9). Seja
ds®* = ¢*g o pull-back da métrica Riemanniana de M em T X [0,&;) e denote por V a

conexao de Levi-Civita de M.

De modo anélogo feito na demonstracao do teorema anterior, podemos escrever esta
métrica como ds? = do? + dt?, onde do? ¢ uma familia de métricas suaves em 7. Com
esta métrica, a aplicagdo ¢ torna-se uma isometria local entre 7" x [0, ) e M, consequen-

temente, (T x [0, o), ds?) tem curvatura seccional K < —1.

Pela igualdade ds*(X,dt) = 0 temos que Ot ¢ um campo normal unitdrio a T; e além

disso, T é um toro com curvatura média constante igual a 1.

Para simplificar a notagao, identificaremos T' x {t} com T; = ¢(T x {t}) e cada vetor
Ve Ty (T x [0, 50)) com dopnV € TypyM. Dessa forma, fixado t € [0, ey), para cada
p €T, sejam

L, :T,T, x T,T, > R e A, :T,T, — T,T,

a segunda forma fundamental e o operador de Weingarten da imersao ¢; : T — M com

respeito a Jt, respectivamente. Considere
1
H(p,t) = 5 tr Ty

a curvatura média de T; no ponto ¢(p,t) com respeito ao vetor normal unitério Ot.
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Como T; ¢é auto-adjunto, existe {e; s, €2} base ortonormal de 7,7} formada por auto-

vetores que diagonaliza de A;. Sejam ki(p,t) e ko(p,t) tais que

At(el,t) =k (p, t) € At(62,t) = kQ(Z% t)-
Os autovalores ki(p,t) e kao(p,t) sdo as curvaturas principais de 7; no ponto ¢(p,t),

donde vale que H(p,t) = 5(ki(p,t) + ka(p, 1)).

Para cada (p,t) € T x [0,¢q), defina

Ap.t) =/ (H(p. ) = ks (0, ks (p, 1) 2 0.

Segue diretamente que ki(p,t) = H(p,t) + A(p,t) e ka2(p,t) = H(p,t) — A(p,t). Note
que se T; é umbilica em ¢(p,t) entdao H + X = H — X em (p, t), portanto A = 0 em ¢(p, t).

Pela Equacao de Gauss, temos que
Kp =K+ (H+\(H-X\)

onde K7, é a curvatura seccional (intrinseca) de T; e K; é a curvatura seccional em M de

T,T;. Como T; é um toro, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,
0= [ KpdIl
T

- | (Kt L H? - )\Z)th,

onde dT; é a forma de volume de T; C M. Como por hipotese temos que K; < —1, entao
0< | (=14 H*=\)dT,
T;
= —A(T)) +/ (H2 _ >\2)th,
T;
onde A(T}) é a area de T;. Dessa maneira, obtemos a seguinte desigualdade

NdT, < | H?*dT, — A(Ty).
Tt Tt
Defina a fungao F': [0,e9) — R por

F(t)= | H*dT, — A(Ty).

T

Afirmagao 1 F é identicamente nula em [0, &).

De fato, inicialmente temos que F'(0) = 0, pois H(p,0) = 1 para todo p € T, e

ot
al; e Hy é o vetor curvatura média de t; na direcao de 0; temos que H;, = HOt.

Entao pelas equagoes ([2.4]) e (2.5]), obtemos

0
o AT) =~ ; 2HdT,

portanto f(t) > 0, para todo t > 0. Como 22 = 9t é um campo normal unitario
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0
5, (A1) = —2HdT,.

Por outro lado, como 9; é um campo normal unitério a T; entao, em (2.2)), p, =1 e
otT = 0. Portanto
OH 1,_. 9
E = §(RIC(at,at) + |At| ),
onde Ric é o Tensor de Ricci de T'x [0, &q) e A; 0 operador de Weingarten da imersao
¢¢. Note que K < —1, entao Ric(0t,0t) < —2. Calculemos e estimemos agora a

derivada de F':

d
F/(t) — < szTt - A(Tt)>
dt \ Jr,
H

— <2Ha— - 2H3)th + [ 2HAT,
T, ot Ty

= | H(Ric(0t,0t) + | A|* — 2H? + 2)dT,
T

= | H((Ric(t,0t) + 2) + 2\*)dT,
T

<2 | HNdT,.

Tt

Como H(p,0) = 1 para todo p € T, por continuidade, considere € € (0,¢0) tal que
0< H<CemT x|0,¢]. Sendo Ric(dt,0t) + 2 < 0, temos que
F'(t) <2 | HNdT,
Tt

<20 | N4T,

T;

< 20F(t).

Resolvendo esta inequagao diferencial em [0, €], temos que

F(t) < F(0)e*!
=0,

pois F'(0) = 0. Isto implica que F' é identicamente nula em [0, ] e dessa forma A = 0

em [0, ], isto é, todas as subvariedades T; sao umbilicas. Segue também que

/ H(Ric(dt, dt) + 2)dT, = 0.
Ty

Como H > 0 e Ric(dt,0t) +2 < 0 em [0, ], temos que Ric(dt,0t) = —2. Assim, a

equagao de evolucao da curvatura média assume a forma %—i] = —1+ H?, logo, para

cada p € T', temos o seguinte problema de valor inicial

oH _
{ e =—-1+H?
H(p,0) = 1.
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Pela Teoria de EDQO’s, o problema acima tem solucao unicamente determinada e
dada por H(p,t) = 1, para (p,t) € T x [0,¢]. Quando tomamos ¢ suficientemente
proximo de ep, temos que F(t) = 0 em [0,&9) e que H(p,t) = 1 e Ric(0t,0t) = —2
em T x [0, ep).

Dessa maneira, como
/ (H? — K,)dT, = 0
T
e Ky < —1, temos que K; = 1 pois (H?> — K;) < 0, para todo t € [0,&¢). Isto é, dado
(p,t) € T x [0,¢0), para qualquer plano bi-dimensional em T, (T x [0,¢)), a curvatura

seccional de T x [0, &) com a métrica ds?, a curvatura seccional de T' x [0,&9) é K; = —1.

Mais ainda, pela Equacao de Gauss,

Ky, = H? - )+ K,
=0,

ou seja, a métrica dog é plana. Além disso, considerando x = (x1,22) um sistema de

coordenadas locais em 71" e definindo a aplicacao diferencidvel g;; : [0,9) — R dada por

o 0
g” (t) dgt (0%’ 0:@)
=(0;,0;), 1=1,2,
onde

_ 00,
81‘1‘

para cada t € [0,e0). Como T; é totalmente umbilica entao temos que Vy,0t = Vy0; =

0; : e Gij+=(0;,0;), com =12

—0;. Dessa maneira, temos que

d
%gij (t) = (Va0;, 0;) + (0i, Vi 0))

Denotando f(t) := g;;(t), pela equagao acima temos a seguinte EDO
f(t) =—2f(t).

A solugao da EDO acima depende da condigao inicial f(0) e é dada por

f(£) = e f(0),

isto ¢, temos que do? = e ?*do?. Como ¢ deixa de ser uma imersao quando do? = ¢}g

torna-se singular, temos que se X € T),>; entao

|doy(X)|? = e 2 dog(X,X) =0 <= X =0.
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Logo, d¢; é injetiva para todo t € [0,+00), portanto €9 = +oo. Assim, ¢ é uma
imersao de T x Ry em M e T x R, com a métrica ds* = e *do2 + dt* é uma cuspide

hiperbélica. Dessa maneira, ¢ é uma isometria local desta cispide hiperbdlica em M.

Para finalizar a prova é suficiente mostrar que ¢ é injetiva. De fato, se ¢ nao € injetiva,
entao seja

ey =inf{e >0 : ¢ ndo é injetiva em T X [0,¢]}.

Isto implica que existem p,q € T tal que vale uma, e somente uma, das seguintes

afirmacoes

b ¢(p7 0) = ¢(Q7€1) ou
o d(p,e1) = ¢(q,€1), com p # q.

Sejam U e V' vizinhangas abertas de (p,0) em Ty (ou (p,e1) em T3,)) e (q,&1) em T,
respectivamente, tais que ¢ é uma aplicagao injetiva. Como £; é minimo, entdo ¢(U) e
¢(V') sao surperficies de curvatura média constante 1 em M, que sdo tangentes no ponto
¢(p,e1). Mais ainda, no primeiro caso, ¢(U) estd contida no lado médio e convexo de
¢»(V), donde pelo Principio do Maximo, ¢(U) = ¢(V'). Dessa maneira, ¢(Ty) = o(1%,),
0 que é impossivel pois essas surperficies nao possuem a mesma area. No segundo caso,
¢(U) esté contida no lado médio e convexo de ¢(V') e entdo ¢ nao é injetiva em Ty, para

s suficientemente préximo de ¢, com s < t, o que é uma contradicao. O
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A TEOREMA DE E. CALABI

A.1 Caso g € CH!

Seja (X", g) uma variedade Riemanniana. E possivel definir uma nocao de curvatura
quando a métrica g é apenas de classe C*!. Isto se da pelo fato que as derivadas parciais
da métrica g sao fungoes lipchitzianas definidas em um aberto U C R". Pelo Teorema
de Hademacher [14, Teorema 3.1.6], tais derivadas sao diferencidveis em quase todo do
aberto U C R™. Dessa forma, a curvatura seccional existe e fica bem definida, no sentido

classico, em quase todo ponto de U. Enunciemos entao o Teorema de Calabi para o caso

gc Chh.

Teorema A.1 (E. Calabi, [2]). Seja (X2, g) uma esfera 2-dimensional, com métrica Rie-
manniana de classe CY, cuja a curvatura Gaussiana K de ¥ satisfaz 0 < K < 1. Entdo
toda geodésica simples fechada v em > tem comprimento maior ou igual a 2m. Se o com-
primento de v € 2w, entao (X2, g) € isométrica a esfera redonda (S%, go) e v é um grande
circulo ou (X%, g) € isométrica a um cilindro circular de circunferéncia 2m fechado por

dois hemisférios de S e y € um circulo deste cilindro.

Demonstracao. Note que a demonstracao apresentada na Secao 3.2 continua valida para

obtermos a cota inferior para o comprimento das geodésicas.

Dessa maneira, se vale a igualdade [ = 27, entao —Ey(s, 5(s)) = 1, para todo s € [0, 1].

Pelo Lema [3.1] temos que §(s) < 400 e 7/2 < (s) para todo s € [0,1] e

0, 0<t<p(s)—m/2

K(s,t) =
=0 {1, B(s) —m/2 <t < [(s).

Sejam M,y C M, dado por

My =int{x € M : K(z) = +1},
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e sp € [0,27] tal que  assume um maximo global em sy. Considere

, T
B(xg,m/2) = {y € M : dist(zg,y) < BL onde g = exP(y) ﬁ(so)n(so)}.
Afirmagao. B(xg,e) C M,;.

Note inicialmente que dado s € [0,27], entdo y = exp.,)(B(s) — 7/2)n(s) € IM,.
Como a(t) = exp,, tn(s) é geodésica minimizante normalizada entao, pelo mesmo argu-

mento usado acima,
dist(y,y) = B(s) — /2.

De fato, se B(x¢,e) € M entdo existe y € B(xg,e) NOMy; tal que

dist(y,y) = B(s) — /2.
Pela desigualdade triangular, obtemos que

dist(7y, zo) < dist(zo, y) + dist(v,y)

Mas dist(v, zo) = ((s0), dessa maneira (3(so) < 3(s), o que contraria a maximalidade de

B(s0). Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

2m = KdA

M+1

= A(M1)
> A(B(zo,7/2))

= 2.

Portanto, A(M,;) = A(B(xg,7/2)). Sendo B(xq,7/2) C M tal que A(B(xg,7/2)) =
A(M,q) entdao My = B(xg,m/2), pois caso contrério, sendo M, um subconjunto aberto
de X2, existem y € My \ B(xo,7/2) e uma vizinhanga aberta J-mensurdvel de y, V,, tais

que V,, C My \ B(xg, 7/2) com

KdA = A(V,) > 0.

Vy
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Mas isso contradiz o fato de A(B(zo,7/2)) = A(M44), ja que V,, & B(xg,7/2).

Assim, segue que a aplicagdo s — ((s) é constante e deste modo a regiao M limitada
por v com normal interior n ¢ um cilindro circular de circunferéncia 27, fechado em um dos
lados por um hemisfério de S?. Aplicando o mesmo argumento para a regiao limitada por
v com normal interior —n temos que (X2, g) é formada por dois destes cilindros, fechados

por hemisférios de S?, colados ao longo de 7, o que equivale a afirmacao do teorema. [
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