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"I'm just one hundred and one, five months and a day."
'l can’t believe that!"said Alice.
"Can’t you?"the Queen said in a pitying tone.

"Try again: draw a long breath, and shut your eyes."Alice laughed.

"There’s no use trying,"she said: "one can’t believe impossible things."
'T daresay you haven’t had much practice,"said the Queen.

"When I was your age, I always did it for half-an-hour a day.
Why, sometimes ['ve believed as many as six impossible things
before breakfast."

Lewis Carrol, em Through the Looking-Glass, and What Alice Found There



Resumo

Motivada pelo trabalho de Carriazo, Ferndndez e Nuifiez [3], o principal
objetivo desta dissertacido é discorrer sobre formas de associar dlgebras e grafos,
com o objetivo de obter informacoes inerentes das algebras, em especial algebras
nao associativas, na linguagem de teoria dos grafos. Este trabalho apresenta uma
andlise dos resultados presentes em [3], generalizando-os, e propde novos resultados
envolvendo os conceitos de solubilidade e nilpoténcia.

Palavras-chaves: Algebra. Grafos. Nilpoténcia.



Abstract

Motivated by Carriazo, Ferndndez and Nunez’s article [3], the main goal of
this work is to discuss ways of associating algebra and graphs, in order to obtain
information of algebras, in particular non-associative algebras, in graph theory lan-
guage. This work presents an analysis of the results presented in [3], generalizing it,
and proposes new results involving the concepts of solubility and nilpotency.

Key-words: Algebra. Graphs. Nilpotency.



Lista de ilustracoes

Figura1 — Exemplodegrafo . . . . . . . ... ... . 0. 19
Figura 2 — Exemplo de grafo orientado . . . . . .. .. ... ... 20
Figura 3 — Exemplo de subgrafo orientado . . . . . . ... ... ... ... .... 21
Figura 4 — Exemplo de grafo orientado ponderado . . . . . . .. .. ... ... .. 22
Figura 5 — Exemplode passeio . . . . . . . . .. .. . oo 23
Figura 6 — Exemplo de passeio . . . . . . . . . . . .. ... 23
Figura 7 — Exemplo de passeio . . . . . . . . .. . 23
Figura 8 — Exemplo de digrafo sem ciclos de comprimento impar e nao bipartido. . 24
Figura 9 — Aresta cuja existéncia contradiz a ordenagao topoldgica . . . . . . . .. 26
Figura 10 —Estrutura combinatéria inicial da algebra % . . . . . . . .. ... .. 29
Figura 11 —Estrutura combinatéria relacionada a dlgebra .2 . . . . . . . . . . .. 29
Figura 12 —Grafo segundo Carriazo et al. [3] associado a dlgebra .2 . . . . . . .. 30
Figura 13 —Grafo segundo Carriazo et al. [3] associado & algebra %5 . . . . . . . . .. 30
Figura 14 —Grafo segundo Carriazo et al. [3] associado & algebra .25 . . . . . . . . .. 30
Figura 15 —Configuragoes Proibidasem [3] . . .. .. ... ... ... ... ... .. 31
Figura 16 —Configuracoes Permitidasem [3] . . . . . . ... .. ... ... ... .. 32
Figura 17 —Primeira configura¢do com ciclos de comprimento trés [3] . . . . . . .. 34
Figura 18 —Segunda configuragdo com ciclos de comprimento trés [3] . . . . . . .. 34
Figura 19 —Grafo tipo 1 associado a algebra de Leibniz £, . . . . . ... ... .. 37

Figura 20 —Configurac¢oes proibidas para os grafos do tipo 1 (com «, 3, 7, J e
nao nulos) . . ... 40
Figura 21 —Configuragbes permitidas para os grafos do tipo 1 (com «, 5, 7, 0, € e
Cnaomnulos) . . . .. 43

Figura 22 —Configuragoes permitidas para os vértices adjacentes a arestas de peso

duplo . . . .. 49
Figura 23 —Grafo do tipo 1 associado a algebra %5 . . . . . . . . .. ... ... .. 50
Figura 24 —Ciclos de arestas de peso duplo que compartilham uma dupla de arestas

paralelas . . . . ..o 54
Figura 25 —Grafos do tipo 2 associados a .25 . . . . . . . . .. ... .. o7
Figura 26 —Ordenacao Topologica para um grafo sem ciclos . . . . . .. ... ... 62
Figura 27 —Grafos do tipo 2 associados a %% . . . . . . . . . ... ... 65
Figura 28 —Grafos do tipo 2 associados a %y . . . . . . . . ... ... 69
Figura 29 —Grafo do tipo 1 associado a algebra <9 . . . . . . . . . ... .. ... 72

Figura 30 —Grafo do tipo 2 a direita associado a algebra @y . . . . . .. .. ... 73



Figura 31
Figura 32
Figura 33
Figura 34
Figura 35

Figura 37
Figura 38

—Grafo do tipo 2 a esquerda associado a algebra o/ . . . . . . ... .. 73
—~Menu do Algraph . . . . . . .. 7
—Exemplo de arquivo input . . . .. ..o 7
—Input da algebra £j; no Algraph . . . . . . ... ... 78
—Matriz de adjacéncia do grafo tipo 1 da dlgebra £, gerada pelo Al-
graph . . . 78
—Input da algebra £ no Algraph . . . . . .. ... 80

—Matriz de adjacéncia do grafo tipo 1 da algebra .2}, gerada pelo Algraph 80



Sumario

Introducdao . . . . . . . . e e e e e e e e e 12
1 Preliminares . . . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e 14
1.1 Definicoes bésicas relacionadas a Algebras . . . . . . . .. ... ... ... 14
1.2 Definices bésicas relacionadas a Algebras de Leibniz . . . . . . . ... .. 16
1.2.1 Definicoes bésicas relacionadas a Algebras de Lie . . . . .. . ... 17
1.3 Definic¢oes basicas relacionadas a Grafos . . . . . . ... ... .. .. ... 18
2 Algebrasde Liee Grafos . . . . . . . v v i it i e e e 28
2.1 Grafos sem ciclos de comprimento trés . . . . . . ... ... L. L. 32
2.2 Grafos com ciclos de comprimento trés . . . . . .. ..o L 33
3 GeneralizacBes . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e 36
3.1 Grafotipo 1 . . . . . . . 36
3.1.1 Demonstragdo dos resultados analogos aos encontrados no artigo
Carriazo et al. [3] para os grafos do tipo 1 . . ... ... ... ... 38
3.1.1.1  As configuragoes permitidas 2lae21b . . . . . . .. ... 45
3.1.1.2  As configuracoes permitidas com ciclos de comprimento
trés e arestas de pesoduplo . . . . .. ... ... L. 48
3.2 Grafotipo 2 . . . . .. 55
3.2.1 Principais resultados para os grafos do tipo2 . .. ... ... ... 60
3.2.1.1 Resultados para a série central descendente e série derivada 61
3.2.1.2  Algebras livres de somas . . . . . . ... ... ... 65
4 Conclusoes e problemasemaberto . . . . . . ... ... ........... 70
5 Apéndice . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e e 71
5.1 A matriz de adjacéncia . . . . . ..o 71
5.2 A construgao dos grafos . . . .. ... 75
5.3 Adnterface . . . . . .. 7

Referéncias . . . . . . . o i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 82



12

Introducao

Em 1880, Sophus Lie apresenta caracteristicas inerentes ao que em 1930 seria
conhecido como Algebras de Lie (mais detalhes em [12]), dlgebras nao-associativas e an-
ticomutativas, cuja esfera de atuagao engloba a Fisica (como nos campos hamiltonianos,
com os parénteses de Poisson, e no estudo de sélitons, por exemplo) e outras dreas da

Matematica (como as transformagdes infinitesimais ou grupos de Lie).

O avanco no estudo das algebras nao associativas, porém, coincide com o desen-
volvimento da Mecanica Quéantica, no inicio do século XX, quando Jordan [8] as propoe
como a forma mais simples de expressar as medidas de um sistema mecanico quantico.
Esta familia de algebras que, apesar de nao-associativa, apresentava comutatividade, foi

denominada dlgebras de Jordan.

Em 1965 A. Bloh aborda as D-algebras em seu trabalho "On a generalization
of the concept of Lie algebra [7]", cuja multiplicagdo interna respeita os principios de
uma derivagao. Apresenta-se assim a primeira generalizagdo para as dlgebras de Lie, que
mais tarde serdo chamadas algebras de Leibniz. Passam-se décadas até que esta familia
seja redescoberta por Jean-Louis Loday em 1993, em 'Une wversion non commutative
des algébres de Lie: les algébres de Leibniz"[13] e tenha suas caracteristicas amplamente

estudadas como uma generalizacao das algebras de Lie.

Eventualmente, surgiu a necessidade de classificar as algebras nao associativas a
fim de conhecer propriedades inerentes a cada classe de equivaléncia de algebras. Por
exemplo, Jordan et al. [9] classificaram as dlgebras de Jordan formalmente reais e, mais
tarde, as superalgebras de Jordan sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica

0 foram classificadas por Kac [10].

O estudo de classificacao de algebras de Leibniz é um problema em aberto de
dificil abordagem e para trabalhar sobre ele, utilizam-se resultados como o Teorema de
Levi (provado em 1905 para algebras de Lie em [11] e em 2012 generalizado para algebras
de Leibniz em [1]), que estabelece que toda algebra de Leibniz é o soma semidireta de um

ideal soluvel e uma algebra de Lie semissimples.

As algebras de Lie semissimples sobre os complexos foram classificadas completa-
mente por Killing e Cartan e esta classificagao foi refinada por Dynkin [4] que, através de
seus diagramas, detem a classificacao atual. Um diagrama de Dynkin é constituido de um
grafo cujos vértices tém entre si arestas duplas ou triplas e que se associam as algebras

de Lie permitindo uma classificacdo das mesmas a menos de isomorfismo.

Desde que as algebras de Lie semissimples estao completamente classificadas (sobre
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os reais e complexos), o proximo passo é a classificagdo das dlgebras de Leibniz soluveis.
E, devido a dificuldade em classifica-las, é usual que se classifiquem familias menores de
algebras de Leibniz, como as algebras nilpotentes. Estas, de grande importancia desde
o Teorema de Engel (provado em 1890 em [16] e generalizado para dlgebras de Leibniz
em 2001 em [15]), que caracteriza uma algebra de Leibniz nilpotente pela nilpoténcia dos

operadores adjuntos de todos os seus elementos.

Este trabalho baseia-se no principio de abstrair informacoes das dlgebras a lin-
guagem de grafos como uma nova ferramenta para facilitar a classificacao das algebras,
utilizado nos diagramas de Dynkin [4] e, mais atualmente, por Carriazo et al. [3], Falcon

et al. [6], Diaz et al. [5] e Boza et al. [2], por exemplo.

O principal objetivo deste trabalho é sugerir uma nova associacao de algebras a
grafos, generalizando o trabalho de Carriazo et al. [3] e propondo novos resultados a partir

desta generalizagao.

O capitulo 1 destaca conceitos, propriedades e resultados usuais de algebras e

teoria dos grafos, que serao necessarios para a compreensao do trabalho.

O capitulo 2 apresenta os conceitos e resultados obtidos no artigo de Carriazo et al.

[3], o principal motivador deste trabalho.

Em seguida, o capitulo 3 abrange os principais resultados do trabalho, distribuindo-
os em duas grandes secoes. Na primeira delas, estabelecemos a primeira generalizagao que
propomos para os grafos de Carriazo et al. [3], demonstrando os resultados analogos aos
presentes no trabalho em questao. A segunda se¢ao compreende a segunda generalizagao
proposta aos grafos de Carriazo et al. 3], trazendo resultados novos, que estao, também,
presentes em um artigo submetido a publicacdo em conjunto com os professores Alberto
Marquez, Elisa Maria Canete Molero, Luisa M. Camacho e Regina Maria de Aquino
através do Projeto Relagoes entre a Teoria dos Grafos e a Teoria das dlgebras associativas

e nao-associativas do qual fazemos parte, com o apoio do CNPq.

Estes novos resultados incluem, mas nao se restringem a uma caracterizagao para
uma familia de algebras de Leibniz nilpotentes a partir de seus grafos associados e teoremas
que relacionam caracteristicas do grafo que implicam nilpoténcia e solubilidade em casos

gerais de algebras de Leibniz.

No tltimo capitulo, sdo abordados alguns problemas em aberto e encaminhamentos

para os proximos passos nesta teoria.

E finalmente, o apéndice apresenta um software feito para este trabalho com o ob-
jetivo de representar uma algebra dada como os grafos dos diferentes tipos estudados neste
trabalho. Este software foi utilizado para intuir possiveis resultados a serem comprovados

e para gerar as figuras dos grafos de exemplos de dlgebras presentes no trabalho.
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1 Preliminares

Este capitulo serda dedicado a apresentacao dos conceitos bésicos utilizados neste
trabalho, tais como defini¢oes, notagoes e principais resultados necessarios para a com-

preensao dos demais topicos.

1.1 DefinicGes basicas relacionadas a Algebras

Defini¢ao 1.1.1 Uma dlgebra (<7, +, -, x) sobre um corpo K é um espago vetorial (<, +, )

munido de uma operacao bindria x : o/ X of — < bilinear.
Observacgao 1.1.2 E comum que seja omitido o sinal - na operacio - : K x of — o .

Definigao 1.1.3 A dimensao e a base de uma dlgebra (<, +,-, %) sao definidas como a

dimensao e a base do espago vetorial adjacente, ou seja, (<, +,-).

Em outras palavras, uma base de (<7, +, -, %) € um subconjunto B = {ey,...,e,} C
n
o no qual Ya € o, aq,...,a,} C K para os quais a = Y. «; - e; e nao existe C C B
i=1
com esta mesma propriedade.
Ademais, tem-se que para todo subconjunto B com essas caracteristicas, a car-
dinalidade permanece constante e é nomeada dimensao de (<, +,-,*). Uma dlgebra de

dimensao n é dita n-dimensional.

Observagao 1.1.4 Neste trabalho, abordaremos apenas dlgebras de dimensao finita sobre

o corpo dos complezos.

Definigao 1.1.5 Seja &7 uma dlgebra. Os conjuntos abaizo sdo definidos como anulador

a direita e a esquerda respectivamente:
Anng() = {x € tal quey*x =0V y € o}

Annp (/) = {ze€ o tal uexxy=0Vyec o}

A interseccio entre os anuladores da direita e a esquerda é denominada Anulador
de o/ e notada por Ann(<).

Com o intuito de tornar a préxima definicio mais precisa, trataremos de uma

propriedade béasica das algebras com dimensao finita.
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Proposicao 1.1.6 Devido a bilinearidade da operacao multiplicacao interna de uma dl-
gebra, o produto de todos os seus elementos estd completamente definido pelo produto dos

elementos da base.

Demonstracgao

Seja o/ uma algebra n-dimensional sobre C e B = {ey, ...e, } uma base para essa

algebra. Dados z,y € &7, tem-se:
r = (Z a;e;),
i=1
y = (Q_Bjey).
j=1

O produto entre estes dois elementos é, por definicao, dado por:

wry = (S o)« (0 Bes) = S0 (e Breg) = 33l e )

i=1 j=1 i=1 j=1

Portanto, definindo-se e; * e; para cada dois elementos na base da algebra tem-se

definida completamente a multiplicacao interna. m

Com base nesta propriedade, podemos definir:

Definicao 1.1.7 Seja o/ uma dlgebra e B uma base de o7. A tabela de multiplicacdo

entre os elementos de B € denominada Lei da dlgebra < .

A defini¢ao 1.1.7, associada a unicidade das constantes na defini¢ao 1.1.3, funda-

menta a préoxima defini¢ao.

Defini¢ao 1.1.8 Seja &7 uma dalgebra n-dimensional e B = {eq, ...e,} uma base de <.
Para todo 1 < 4,5,k < n, o conjunto de C’g € C tais que a lei da dlgebra o seja dada

por:
n
k
e *ej = Z C’m-e;c
k=1

¢ chamado conjunto das constantes de estrutura de o/ . Com base nas Proposi¢coes 1.1.6 e

7?7, podemos afirmar que para cada base de <7, as constantes de estrutura sdo unicas.

Defini¢ao 1.1.9 Diz-se que duas dlgebras o/ e A sdio isomorfas (utiliza-se a notagdio

o = RB) quando existe uma aplicacio F : of — B bijetiva com as sequintes propriedades:
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VaeC, x,ye o:

Fla-z) = oF(z);
Flz+y) = F(z)+ F(y);
Fxxy) = F(x)*F(y).

Neste caso, F' é chamado isomorfismo entre dlgebras.

Definicdo 1.1.10 Seja A o conjunto de subdlgebras de uma dlgebra o7 . A partir da mul-
tiplicacao interna de < , define-se a operagdo:
¥ tAxA — A
(B, C) — B+xC = (bxc:be BeceF)

A seguir, definiremos sequéncias de subconjuntos de uma algebra </ cuja impor-

tancia sera evidenciada mais adiante.

Definicao 1.1.11 A sequéncia abaixo é denominada Série Central Descendente:

gV = o
A = o o

Definicao 1.1.12 A sequéncia abaixo é denominada Série Derivada:

D = =)y (1)

1.2 Definicdes basicas relacionadas a Algebras de Leibniz

As defini¢oes que introduziremos nesta secao tratam de uma familia de algebras
denominada Algebras de Leibniz (ou algebras de Loday), descobertas em 1965 por A. Bloh
(chamadas por ele D-dlgebras) em seu trabalho "On a generalization of the concept of Lie

algebra [7]".

Definigao 1.2.1 Uma dlgebra de Leibniz £ € uma dlgebra sobre um corpo K cuja mul-
tiplicagcao interna [-,:] + £ X £ — £, além da bilinearidade, satisfaz a identidade de

Leibniz, especificada a sequir:
Va,b,c € o, tem-se [[a,b],c] = [a, [b, c|] + [[a, c], b].

Usualmente, notaremos a identidade de Leibniz como L(a,b,c) = [[a, b], c|]—[a, [b, c]]—

[[a,c],b] =0 e denominaremos [-,-] como produto colchete.
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Definicao 1.2.2 Uma dlgebra de Leibniz é dita simples quando ndao possui ideal proprio.
E denominada semissimples quando pode ser representada pela soma direta de subdlgebras

simples.

Para as duas préximas defini¢oes, considere . uma algebra de Leibniz e as duas

sequéncias definidas na se¢ao anterior.

Defini¢ao 1.2.3 A dlgebra £ ¢é dita nilpotente se existe um n € N tal que L™ = {0}.

Neste caso, o menor n que satisfaz esta propriedade denomina-se indice de nilpo-
téncia de ZL.

Definicio 1.2.4 Define-se £ como solivel se existe um m € N tal que £ = {0}.

Neste caso, o menor m que satisfaz esta propriedade é nomeado indice de solubi-
lidade de £ .

Das defini¢oes anteriores, descende a seguinte propriedade importante:
Observacao 1.2.5 Seja & uma dlgebra de Leibniz nilpotente. Entao, £ € soluvel.

Observagao 1.2.6 O problema de classificacio das dlgebras de Leibniz consiste em bus-
car relagoes que determinem classes de equivaléncia no conjunto de dlgebras estudado.
Frequentemente, os isomorfismos sao utilizados como relagoes de equivaléncia e definem-
se propriedades invariantes por isomorfismos para auxiliar na classificacao. Dois exemplos
destes invariantes definidos nesta se¢io sao a solubilidade e a nilpoténcia das dlgebras de

Leibniz.

1.2.1 Definicdes bésicas relacionadas a Algebras de Lie

As dlgebras de Lie foram apresentadas por Sophus Lie em 1880 em seu artigo
"Theorie der Transformations gruppen'[12], onde sdo retratadas num contexto de grupos
de Lie.

Apesar do estudo das algebras de Lie ser historicamente anterior ao das algebras
de Leibniz, optamos por esta ordem na abordagem dos conceitos, pois as defini¢bes apon-
tadas na secao anterior podem ser diretamente aplicadas as algebras de Lie como um

subconjunto das algebras de Leibniz.

Definigao 1.2.7 Uma dlgebra de Lie £ é uma dlgebra de Leibniz, cujo produto colchete
satisfaz a anticomutatividade, definida a sequir.
Va,y € o, tem-se [x,y] = —[z,y] ou, igualmente, [x,z] = 0 em dlgebras de Lie

definidas sobre corpos de caracteristicas diferentes de 2, como os complexos.
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Observacao 1.2.8 No caso das algebras de Lie, devido a propriedade anticomutativa da

dalgebra, a identidade de Leibniz resulta na identidade de Jacobi, dada usualmente por:

[I7 [y7ZH + [ya [Z,JZ]] + [Z7 [I7y“ =0, Vuryze .

1.3 Definicoes basicas relacionadas a Grafos

Considera-se o principio da teoria dos grafos o trabalho de Leonhard Euler, em
1736, sobre o problema das sete pontes de Konigsberg. Neste artigo, Euler propoe e
resolve o problema de atravessar todas as sete pontes existente na cidade de Koénigsberg,

na Prissia, sem passar por uma mesma ponte duas vezes.

A ferramenta utilizada por Euler para a resolucao do problema, uma represen-
tagao das regioes da cidade independente de sua area e evidenciando suas propriedades

topologicas, hoje denominamos grafo.
Defini¢ao 1.3.1 Um grafo (ou grafo nao orientado) G é uma tripla (V, A, V), na qual:

o V £ e A constituem conjuntos cujos elementos sio denominados vértices e arestas

respectivamente;

o U : A — Py(V) uma fungao incidéncia que, a cada aresta, associa um conjunto

(bindrio ou unitdrio) de vértices (Py(V')) denominados extremos da aresta.

Comumente, os grafos sao representados graficamente como diagramas, de modo
que seus vértices sao exibidos como pontos e suas arestas como linhas ligando os pontos
que representam seus extremos. No caso em que hd apenas um extremo, a representacdo

da aresta leva este a si proprio, constituindo o que se denomina laco.
Exemplo 1.3.2 O grafo Gy = (V, A, V) definido por:

° V - {U17U27U3})
o A= {a17a27a3}7

« U:A s P(V)
a; g, VO<i<3

as — {Ul,'l}g}

pode ser representado graficamente por:
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Figura 1: Exemplo de grafo

Definiremos agora, algumas relagoes entre os componentes do grafo, apresentadas

principalmente nos livros [14] e [17].

Definicao 1.3.3 Dois vértices sao chamados adjacentes quando sdo extremos de uma
mesma aresta. Da mesma forma, duas arestas denominam-se adjacentes quando possuem

um extremo em comum.

Definicdo 1.3.4 E dito que um vértice é incidente a wma aresta quando é extremo da

mesma. Fquivalentemente, uma aresta é incidente a cada um de seus extremos.

Definicao 1.3.5 A quantidade de arestas incidentes a um vértice é chamada grau do

vértice.

Os grafos sao uma ferramenta poderosa para simplificar problemas, traduzindo-os a
sua linguagem. Porém, objetos representados como grafos frequentemente possuem outras
caracteristicas de importancia ao problema original. Para sua abordagem, sao adicionadas

algumas caracteristicas aos grafos ja definidos.

Defini¢ao 1.3.6 Um grafo orientado (ou digrafo) trata-se de uma tripla (V, A, V), na
qual:

o V #£0 e A constituem conjuntos cujos elementos sio denominados vértices e arestas

respectivamente;

e UV: A — V XV uma funcio incidéncia que, a cada aresta, associa um par orde-

nado de vértices, também denominados extremos da aresta.

A representacio das arestas deste grafo utiliza-se de setas que originam-se no
primeiro vértice do par-ordenado (denominado cauda da aresta) e finaliza no sequndo

(denominado cabega da aresta).
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Exemplo 1.3.7 O grafo orientado Go = (V, A, V) definido por:

o V= {v171}27v3};
o A= {a17a27a3}7

e V:A — VXV
a; l-)(UZ‘,UZ'), VOo<i<3

as (UQ,Ul) .

pode ser representado graficamente por:

Figura 2: Exemplo de grafo orientado

A ordenacao dos extremos de cada aresta oferece uma nova forma de classificar os

vértices do grafo, como definimos a seguir.

Observacao 1.3.8 Em um grafo orientado, o grau de entrada diferencia-se do grau de
saida de um vértice. Para um vértice e; € V de um grafo G = (V, A, V), o grau de entrada
indica a quantidade de arestas cuja cabeca seja e;. O grau de saida, analogamente, indica

a quantidade de arestas tais que a cauda seja e;.

Utilizaremos as notagoes 6% (e;) e 6% (e;) para indicar o grau de entrada e de saida

de um vértice e; do grafo G.

Definicao 1.3.9 Um vértice pertencente ao conjunto de vértices de um grafo orientado

¢ definido como fonte quando ndo € cabeca de quaisquer arestas.

Definicao 1.3.10 Um vértice de um grafo orientado é denominado pogo ou sumidouro

sempre que nao existam arestas que o possuam como cauda.

Também ¢é possivel definir uma classe de equivaléncia entre grafos como o fizemos

para as algebras.
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Defini¢ao 1.3.11 Dois grafos G = (V,A, V) e G' = (V' A, V') sdo ditos isomorfos
(representa-se G = G') quando existe uma bijecio f :V — V' de forma que existe uma
aresta a € A 1 U(a) = {v;,v;} (respectivamente, V(o) = {v;} ) se e somente se eriste

uma aresta o/ € A" W (o) = {f(v;), f(v;)} (respectivamente, V(') = {f(vi)} ).

Definigao 1.3.12 Dois digrafos G = (V, A, V) e G’ = (V', A, V') sao isomorfos quando
eziste uma bijecao f -V — V' de forma que existe uma aresta a € A : VU(a) = (v;,v;) se,

e somente se, existe uma aresta o/ € A" V(') = (f(v;), f(vj)).
Outra relagao entre grafos analoga a contencgao é definida abaixo:

Definigao 1.3.13 Um grafo H = (Vy, Ag,Vy) é denominado subgrafo de outro grafo

G = Vg, Aq,VYq) se as trés condigoes abairo sao satisfeitas:
o Vy C Vg;
4 AH - AG;'
o Vy(a)=VYg(a) Va € Vy.

Exemplo 1.3.14 Seja Gy = (V, A, W) como no Exemplo 1.3.7. Entao, o grafo orientado

representado a sequir € subgrafo de G.

Figura 3: Exemplo de subgrafo orientado

Outra caracteristica que pode ser adicionada aos grafos para um aumento da com-
plexidade da representacao do problema ¢é a associacao de valores a suas arestas, através

da fungao peso, como abordaremos a seguir.

Defini¢do 1.3.15 E dito que o grafo G = (V, A, ) € ponderado (ou que G possui pesos)
quando estd definida uma funcao P : A — C, denominada fungdo peso.

E habitual dispor a imagem desta funcio sobre a representacio da respectiva aresta

no diagrama que ilustra o grafo.
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Exemplo 1.3.16 Seja Gz = (V, A, ¥) como Gy no Exemplo 1.3.7, porém munido da

funcao peso definida a sequir:

P A —-C
a; w7
a, +»11
ag +>1

Entao, G5 € representado por:

Figura 4: Exemplo de grafo orientado ponderado

Outras defini¢cbes importantes envolvem classificagbes de grafos e seus subgrafos

de acordo com a disposicao de seus vértices e arestas, como veremos a seguir.

Definicao 1.3.17 Duas arestas o e 3 sao ditas paralelas quando seus extremos sao o0s

mesmos.

Definigao 1.3.18 Um digrafo G = (V, A, V) é denominado bem-orientado se todo vértice

em V' é sumidouro ou fonte.

Definigao 1.3.19 Um grafo G = (V, A, V) € dito bipartido se V pode ser dividido em
dots subconjuntos V.= ViUV, tais que Vi NVy = & de forma que todas as arestas possuem

uma extremidade em V, e uma extremidade em V5.

Defini¢ao 1.3.20 Em um grafo (respectivamente, digrafo) G = (V, A, V), uma sequéncia
finita e nao vazia (v, ai, V1, A2, ..., Gy, V) de vértices v; € V intercalados por arestas
a; € A € chamada passeio quando V(a;) = {v;_1,v;} (respectivamente, V(a;) = (v;—1,v;))

Vie{l,..,n} .

O comprimento de um passeio é dado pela quantidade de arestas existentes nesta

sequéncia.
Quando v; # vj para todo i # j, este passeio é denominado caminho.
Se a; # a;j sempre que 1 # j, este passeio € denominado trilha.

Se vy = v,, este passeio ¢ denominado ciclo ou circuito.
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Exemplo 1.3.21 Os passeios destacados nos grafos representados abaizo sdo, respecti-

vamente:

Um caminho e uma trilha de comprimento

2.

Vi

,_.v4

o3 -

Figura 5: Exemplo de passeio

5 Uma trilha de comprimento 4, mas nao um
P, ey

caminho, visto que o vértice vy se repete.

\_V-
*3 —
V6

Figura 6: Exemplo de passeio

Um caminho, uma trilha e um ciclo de com-

primento 3.

- xf‘,.v4

Figura 7: Exemplo de passeio

Proposicao 1.3.22 Um grafo nao orientado € bipartido se, e somente se, nao contém
ciclos de comprimento impar. Se um grafo orientado € bipartido, ele nao possui ciclos de

comprimento impar.

Demonstragao

Seja G = (V, A, V) um grafo que possui um ciclo vy, ay, ...V, Gm, v1, com m impar.

Suponha que V pode ser dividido em dois subconjuntos V' = V; U V; tais que

ViNVy = @ de forma que Va € A, ¥(a) possui uma coordenada em V; e uma em V5.

A partir da defini¢ao de ciclo, tem-se que: V(a;) = {v;,v;41} (respectivamente,

U(a;) = (vi,v41)) V1 < i < m. Assim, v;’s com indices impares e pares pertencem,
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necessariamente a subconjuntos disjuntos distintos (V7 e V;) para todo 1 < i < m.

Suponha, sem perda de generalidade que Vi impar, i € V; (portanto, Vi par, i € V5).

Da mesma forma, a definigao do ciclo existente em G' também garante que ¥(a,,) =
{Vm,v1} (respectivamente, V(a,,) = (U, v1)). Assim, v, e v; devem pertencer a subcon-
juntos disjuntos distintos, mas v; € Vj e, como m é impar, m — 1 é par e, portanto,
Um_1 € V5. Assim, m nao pode pertencer a Vj por conta da existéncia de a,,, nem a V5,

por conta da existéncia de a,,_1. Assim, V # V] U V5, o que é uma contradigao.

Assim, se existe algum ciclo de comprimento impar em G (orientado ou nao), ele

nao pode ser bipartido.

Se, por outro lado, ndo existe ciclo de comprimento impar em G = (V, A, ¥) nao-

orientado, para cada componente conexa, tome v; € V e defina:

Vi = {v, € V : 3 um caminho de comprimento impar entre v, e v;}

Vo = {v, € V : 3 um caminho de comprimento par entre v, e v;}

Como tomamos um v; € V' a cada componente conexa, nao existe caminhos en-
tre os elementos de Vi provenientes de v;s diferentes e todos os elementos de V' foram
contemplados. Assim, basta demonstrar que V; e V5, sdo disjuntos. Se V; e V5 nao forem
disjuntos, tem-se que existe um v, tal que existe um caminho de comprimento impar e
um caminho de comprimento par entre v, e v;. Sejam estes (v;, a1, Wy, Az, Wa, ..., Ay, V) €

(v, b1, wq, by, wa, ..., by, v;) com n impar e m par

Assim, existe um caminho de v; a v; dado por (v, a1, wy, as, Wa, ..., Ap, Vg, by -y
wy, by, wy, by, v;), ou seja, um ciclo de comprimento n + m. Ora, como n é impar e m é

par, este ciclo possui comprimento impar, que contradiz a hipétese. m

Se GG é orientado, porém, pode-se ter G nao bipartido mesmo sem ciclos de com-

primento impar, como observa-se no exemplo abaixo.

Exemplo 1.3.23

Vg

Figura 8: Exemplo de digrafo sem ciclos de comprimento impar e nao bipartido.
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Defini¢ao 1.3.24 Um grafo G = (V, A, V) tal que para cada dois vértices em V existe

um caminho que os contém € denominado grafo conexo.
Definicao 1.3.25 Um grafo que nao possui ciclos é denominado aciclico.
Observacao 1.3.26 Todo subgrafo de um grafo aciclico € aciclico

Lema 1.3.27 Todo digrafo G = (V, A, V) aciclico onde V e A sdo finitos possui um

vértice cujo grau de entrada é nulo

Demonstracgao

Tome v; € V qualquer. Se nado ha arestas cuja cabega seja vy, o grau de entrada

de vy é nulo.

Se ha arestas cuja cabega é vy, tome a; uma destas arestas, v, a cauda dela e refaca

a verificacao sobre seu grau de entrada.

Repita o procedimento até que o vertice considerado nao seja cabeca de alguma
aresta. Como a quantidade de elementos em V' ¢ finita, se o procedimento nao encerrar,
em algum momento, o vértice considerado v, ja fard parte da sequéncia (vy,...v,_1) de

vértices considerados nas etapas anteriores, considere que este seja v;.

Logo, considere a sequéncia: (v;, an_1,Vp_1,@n_2, -, a3, V;). Esta sequéncia forma

um ciclo.

Assim, se nao ha ciclos, o procedimento decide em uma quantidade finita de passos

um vértice cujo grau de entrada é nulo. m

Definicao 1.3.28 Um grafo G possui ordenacao topologica se seus vértices podem ser
organizados em linhas horizontais de forma que para cada linha os vértices desta sao
cabecas apenas de arestas cujas caudas estao nas linhas superiores e caudas de arestas

cujas cabegas estao nas linhas inferiores.
Proposicao 1.3.29 Todo digrafo finito aciclico possui uma ordenagdao topologica.

Demonstracgao

Tome o digrafo aciclico Gy = (Vi, Ay, ¥). Devido a auséncia de ciclos, tem-se que
ha, pelo menos um vértice em GGy cujo grau de entrada é nulo. Assim, defina o conjunto for-

mado por estes como a primeira linha da ordenagao topolégica: Ly = {vy 1,012, ..., V1, }-
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Desta defini¢cao, tem-se que nao ha arestas que chegam a estes vértices e, todas as

arestas que saem destes chegam a linhas abaixo da primeira.

Tome G+ o subgrafo de G dado por (Va, Ag, W|4,), onde Vo =V — Ly e A, define-se
pelo conjunto de arestas cuja imagem por ¥ estd definida em V5 x V5. Como G é aciclico,
GGy também o é. Assim, defina os vértices em G5 cujo grau de entrada é nulo como a

segunda linha da ordenagcao topoldgica: Ly = {vo1, V2.2, ..., V2, }-

O procedimento ¢é finito, pois, a quantidade de vértices nos elementos da sequéncia
V; é finita, limitada inferiormente por 0 e decrescente, visto que sempre hé vértices com
grau de entrada nulo. Assim, repita-o m vezes, até que todos os vértices em V,,, possuam

grau de entrada nulo e, portanto, fagam parte da m-ésima linha da ordenacao topoldgica.
Resta-nos demonstrar que este algoritmo constréi uma ordenagao topoldgica.

Suponha que haja uma aresta a; com cauda em v;; e cabeca em um vértice v; ,

com 7 < j, como na figura abaixo.

.Vi,1 i,a .Vi,ni
V. V. V.
™ Al b ™ Jr"j

Figura 9: Aresta cuja existéncia contradiz a ordenagao topoldgica

Como v, € L; com 7 < j, na i-ésima iteracao do procedimento, nao seria possivel
acrescentar o vértice v; , a L;, pois v;;, € V;, portanto, a € A; e v; , ndo possuiria grau

de entrada nulo.

Logo, arestas com cabeca numa linha superior a cauda nao existem e esta organi-

zacao é uma ordenacao topologica.

Definig¢ao 1.3.30 Um grafo aciclico e conexo é denominado drvore.

Observacgao 1.3.31 Toda drvore (grafo aciclico e conexo) é um grafo bipartido (nao

possui ciclos de comprimento impar).
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Outras formas de representagao dos grafos tém sua importancia, principalmente

computacional, como veremos a seguir.

Definicao 1.3.32 Seja G = (V, A, V) um grafo, tal que |V| =n . Se G € nao-ponderado,
a matriz n X n com coeficientes em C dada por:
1, se Ja € A: ¥(a) = {v;,v,};
(ai;) =

0, caso contrario.

¢ chamada matriz de adjacéncia de G.

Se existe uma funcao peso P : A — C associada a G e G ndo possui arestas

paralelas, a matriz de adjacéncia também pode ser definida como:

(ai;) = P(a), se Ja e A: V(o) = {v;,v; };

0, caso contrario.
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2 Algebras de Lie e Grafos

Este trabalho encontra suas motivagdes no artigo de Carriazo et al. [3], que pro-
poe uma associacao entre certas familias de algebras de Lie e grafos, com o objetivo de
obter informacoes sobre caracteristicas que traduzem sua solubilidade e nilpoténcia em

propriedades de seus grafos.

Nosso objetivo é generalizar este estudo, sugerindo uma nova associagao entre es-
truturas combinatorias e quaisquer algebras de dimensao finita sobre o corpo dos ntimeros

complexos e caracterizar propriedades algébricas na linguagem de grafos.

Nesta secao apenas apresentaremos os principais resultados obtidos em Carriazo
et al. [3]. As demonstragoes de resultados equivalentes serdao apresentadas na Secao 3.1,
onde tratamos de um dos trés grafos que propomos a fim de generalizar a associacao

proposta por [3]
A associagao proposta no artigo em questao estabelece as seguintes especificagoes:

Seja £ uma algebra de Lie de dimensao n e {ej, e, ...€,,} uma base de .Z. O grafo
G = (V, A, V) é dito associado a .Z se:

o V=/{eyeq,..,};

e fixados e, e e, a cada valor distinto para as constantes de estrutura Cf”ij €
{1,....,n} — {i,j} associa-se uma tnica aresta nao dirigida com este valor como

peso cujas extremidades sao e; e e;;

e as arestas que representam as constantes de estrutura C! ; sao direcionadas de e;

para e;.

Esta configuracao provem de uma associagdo prévia da algebra a uma estrutura

combinatoria seguindo o algoritmo abaixo, como originalmente apresentado em [3].

1. Para cada trés elementos da base da algebra (e;, e;, e;) tais que ¢ < j < k, construa

uma subestrutura G; ; seguindo o algoritmo:

e Associe cada elemento tomado a um vértice do subgrafo G, (adicionando
€ir €€k a Vijk);
e Se todas as contantes de estrutura proveniente de produtos entre os trés ele-

mentos analisados sao nulas, retorne ao primeiro passo utilizando a préxima

tripla de elementos da base ainda nao analisada;
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e Construa um tridngulo utilizando os trés vértices do grafo como vértices do
tridngulo tal que para cada a,b,c¢ € {i,7,k} com a < b # ¢ # a, se a cons-
tante de estrutura Cy , ¢ nula, a aresta que ocorre entre os vértices e, e e, ¢
representada como uma linha tracejada e denominada aresta fantasma. Caso

a constante nao seja nula, a aresta correspondente tem peso igual a constante.

2. Una todos os triangulos numa tnica estrutura combinatoria unificando os vértices

de mesmo nome e arestas idénticas (mesmo peso, vértice de entrada e de saida);

3. A cada constante de estrutura C’fj com 7 = k ou j = k, associe uma nova aresta

entre e; e e; orientada na direcao de ey.

Observacgao 2.0.1 E importante notar que como a estrutura combinatéria e o grafo estio
definidos apenas para dlgebras de Lie, a andlise das constantes de estrutura C']kZ com
1 < 7 nao comportaria qualquer informacao significativa para o grafo, pois C{fj = —Cj’-‘ji e
Ck = 0.

Exemplo 2.0.2 Seja a dlgebra de Lie Z) que, na base {e1, eq, €3,e4}, € definida pela lei:

le1,e2] = es;
[61, 63] = €3
lea, e4] = €.

Tal como o algoritmo descreve, obtemos a sequinte estrutura:

(a) Vértices (eq, ez, e3) (b) Vértices (e1, ea,e4) () Vértices (e1, e, e4) (d) Vértices (e, e3,e4)

Figura 10: Estrutura combinatéria inicial da algebra £}

Apds a sobreposicio dos vértices de mesmo nome, tem-se a Sequinte estrutura:

Figura 11: Estrutura combinatoria relacionada a algebra £}
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E, apos a supressao das arestas fantasma e paralelas com o mesmo peso, final-

mente, tem-se o grafo associado a dlgebra £, :

Figura 12: Grafo segundo Carriazo et al. [3] associado a algebra £

Observacgao 2.0.3 E importante observar, porém, que nio hd uma relacio imediata entre

os grafos de dlgebras isomorfas, como pode ser observado no exemplo abaixo.

Exemplo 2.0.4 Sejam as dlgebras de Lie de dimensdo 3 e seus grafos associados:

L
%
[61,62] = €1,
[62 63] . [61762] = €1 — €2
, = .
[61763] = €3,
lea, €3] = es.
o el
’ 1
] el 1 ol

e3

Figura 13: Grafo segundo Carriazo et al. [3] Figura 14: Grafo segundo Carriazo et al. [3]
associado a algebra % associado a algebra %3

Entre £ e 3 € possivel estabelecer o isomorfismo ® : % — 25 dado por:
De;) = e+ e
D(eg) = eo;
@(63) = €3.

Portanto, sdao dlgebras isomorfas. Seus grafos associados, porém, nao o sao.
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O estudo em Carriazo et al. [3] restringiu-se a familia de 4dlgebras cujas constantes

de estrutura Cffj =0, Vi # k # j. Ou seja, algebras cujos produtos respeitam a lei:

[ei, €j] = C’ijei + Cg;jej (21)

De fato, enquanto as estruturas combinatérias foram analisadas para todas as
algebras de Lie, o estudo dos grafos restringe-se as algebras desta familia, devido a sua

propriedade de preservagao de toda a informacao da algebra através da orientacao.

E esta restricao nas constantes de estrutura possibilita a obtencao, através do
grafo, de informagoes sobre o resultado dos produtos colchetes entre os elementos da base

e, consequentemente, sobre sua série central descendente e derivada.

Desta forma, o artigo enumera as configuracoes realizaveis e nao-realizaveis de
grafos obtidos pela conversao de algebras pertencentes a familia em questao (e com di-
mensao maior ou igual a 3) apds examinar os casos em que se verifica a identidade de

Jacobi, obtendo os seguintes resultados:

Lema 2.0.5 (Carriazo et al. [3]) Seja L uma dlgebra de Lie associada ao grafo G. Entdo,
as configuracoes mostradas na figura 15 sao proibidas em G para quaisquer trés diferentes
vértices e;, e;, ey (independente do peso das arestas). Em outras palavras, a ocorréncia de
qualquer configuragdo dentre as abairo caracteriza grafos que ndao representam as dlgebras

para as quais esta associacao estd definida.

e € e ‘O g By i: ! i k OO
(a) (b) (c) (d)
(e) () (g)
(h) (i)

Figura 15: Configuragoes Proibidas em [3]
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Portanto, as configuragoes restantes sao candidatas a permitidas, como revela o

corolario a seguir.

Corolario 2.0.6 (Carriazo et al. [3]) Dados trés diferentes vértices e;, e; e e em um
grafo G associado a uma dlgebra de Lie, eles apresentam uma das configuracoes na figura

16, salvo permutagoes entre seus rotulos.

e e] e € ej €
i o r—9 — >0
o —@
(a) (b)
= &
€ [S% & €k
(c) (d)

Figura 16: Configura¢oes Permitidas em [3]

A partir desta relagao, Carriazo et al. [3] trabalha sobre dois grupos de grafos
gerados por algebras buscando informagdes sobre sua solubilidade e nilpoténcia, como

contemplaremos a seguir.

2.1 Grafos sem ciclos de comprimento trés

Trivialmente, tem-se que cada trio de vértices adjacentes dos grafos sem ciclos de
comprimento trés definidos em [3] possui a configuracao 16a ou 16b. Diretamente deste

fato, obtem-se o seguinte Teorema:

Teorema 2.1.1 (Carriazo et al. [3]) Seja G um grafo sem ciclos de comprimento trés
associado a uma dlgebra de Lie de dimensdo maior que dois que respeita a lei de formacao

(2.1). Entao, G é um grafo bem-orientado.

Além disso, qualquer grafo bem-orientado estd associado a uma dlgebra de Lie.

Observacgao 2.1.2 E importante notar que a definicio de ciclos utilizada em [3] ndo
considera a orientacio das arestas. Assim, deve-se considerar a defini¢io de ciclos para

grafos nao orientados ao se analisar este capitulo.
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Corolario 2.1.3 Dado um grafo bipartido, nao-dirigido, sem arestas paralelas e ponde-
rado cuja funcao peso nao atinge o valor zero; é possivel estabelecer uma orientacdo de
forma que ele esteja relacionado a wuma Algebra de Lie. Iniciando o processo em um vér-
tice qualquer, basta orientar suas arestas incidentes de forma que este seja um sumidouro
(respectivamente, fonte), seus vizinhos sejam fontes (respectivamente, sumidouros) e se-
guir alternando os vértices da vizinhanca em sumidouros e fontes. Como ndao ocorrem
ciclos de comprimento impar em um grafo bipartido, nao ocorrerd a necessidade de um

vértice adjacente sumidouro se este jd for fonte (e viceversa).

Ademais, este tipo de grafo nos permite aferir algumas caracteristicas sobre sua
série derivada e série central descendente, pois, sua primeira derivada coincide com os
elementos da base que correspondem aos vértices sumidouros. A partir desta observacao,

obtem-se o principal teorema para grafos que nao possuem ciclos de comprimento trés:

Teorema 2.1.4 (Carriazo et al. [3]) Seja £ wma dlgebra de Lie que, com a base {eq, ...e, }
associa-se a um grafo G. Suponha que G nao contém ciclos de comprimento trés. Entdo,

£ ¢ solivel, com indice de solubilidade trés, mas ndo nilpotente.

2.2 Grafos com ciclos de comprimento trés

Nos grafos em que ocorrem ciclos de comprimento trés, a analise da derivada pode
nao ser tao trivial, posto que podem haver, também, arestas paralelas (como pode ser
observado nas configuragoes 16¢ e 16d) e, portanto, vértices que nao sao sumidouros,
tampouco, fontes representando produtos que resultam em uma combinacao linear de

dois elementos da base.

Portanto, nos resultados obtidos para as dlgebras que geram os grafos com ciclos de
comprimento trés, Carriazo et al. [3] utilizam de uma abordagem mais técnica, aplicando a

identidade de Jacobi aos elementos da base de algebras cujos grafos possuam tal estrutura.

Teorema 2.2.1 (Carriazo et al. [3]) Seja G um grafo contendo ciclos de comprimento

trés e associado a uma algebra de Lie. Entao, G satisfaz as sequintes condigoes:

1. Em cada ciclo de tamanho trés ocorrem arestas duplas e nao hd arestas duplas

externas a estes;

2. Se o ciclo de comprimento trés ocorre como a configuracdao 16¢c, os vértices adjacentes

aos extremos das arestas duplas nao sao adjacentes entre si, sequindo a configuracao:
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P1 €p,

Figura 17: Primeira configuracdo com ciclos de comprimento trés [3]

3. Se, por outro lado, verifica-se um ciclo de comprimento trés correspondendo a con-
figuragao 16d, os vértices adjacentes a qualquer vértice do ciclo também sdo adja-
centes aos outros vértices do mesmo ciclo e nao sao adjacentes entre si, como a

configuracdo a sequir:

€q €q

1

S

Figura 18: Segunda configuragdo com ciclos de comprimento trés [3]

4. O subgrafo obtido pela remogao das arestas duplas de G satisfaz a condi¢ao do Teo-

rema 2.1.1

Enfim, sao obtidos os mesmos resultados em relagao a solubilidade e nilpoténcia

de grafos que satisfazem a configuracao da figura 17.

Teorema 2.2.2 (Carriazo et al. [3]) Seja G um grafo associado a uma dlgebra de Lie.
Se G nao possui a configuragcao 16d, entao G estd associado a uma dlgebra solivel com

indice de solubilidade 3 e nao nilpotente.

Entretanto, a existéncia da configuracao presente na figura 18 condiciona sua so-
lubilidade a alguns requisitos.
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Teorema 2.2.3 (Carriazo et al. [3]) Seja G um grafo contendo a configurag¢ao represen-
tada na figura 18 associado a uma dlgebra de Lie. Entdo, a dlgebra associada a G € soluvel

se, e somente se, satisfaz alguma das equagoes equivalentes (utilizando a notagao presente

na figura):

i k.

ny _Cj,k’

J _ k .
Ci,j = Ci,ka

i _ J

ik T Cj,k-

Neste caso, possui indice de solubilidade 3 e nao é nilpotente.

Enfim, o artigo tratado nesta segao [3] foi adotado como ponto de partida para
avancar no estudo de classificagoes de algebras de Leibniz com novas ferramentas, que
pode significar grandes avancos nesta area. Porém, um cendrio ideal seria a associagao
que preserve isomorfismos ou, ao menos, que permita estabelecer uma relagdo entre iso-

morfismos de algebras e de seus grafos associados.

Buscamos, entdo, ampliar a associagao realizada por Carriazo et al. [3] a outras

familias de algebras, através de trés generalizagoes deste conceito.
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3 Generalizacoes

Neste capitulo, propomos trés generalizagoes a associagao entre algebras e grafos
discutida no Capitulo 2. Estas representacoes, além de compreender as caracteristicas pre-
sentes no trabalho de Carriazo et al. [3], proporcionam novos resultados, sendo definidas

para qualquer familia de algebras, associativas ou nao.

Estas generalizagoes, denominadas grafo tipo 1, grafo tipo 2 a direita e grafo tipo
2 a esquerda, integram um estudo realizado pelo grupo de pesquisa Relagoes entre a
Teoria dos Grafos e a Teoria das dlgebras associativas e ndo-associativas. Este estudo
originou um artigo intitulado On properties of algebras associated with graphs, submetido

a publicacdo em novembro de 2015.

Inicialmente, iremos apresentar os resultados relativos aos grafos do tipo 1, com-
provando que generalizam os resultados apresentados no Capitulo 2. Na secao 3.2, apre-

sentaremos os novos resultados obtidos com os grafos do tipo 2.

3.1 Grafo tipo 1

Defini¢ao 3.1.1 Seja &7 uma dlgebra de dimensao finita e B = {ey,...e,} uma base de

<, cujo produto é definido pela lei

eixej = C’i’fjek Vi,j € {l,...,n}.
k=1

Definimos o grafo tipo 1 de &/ como o digrafo G = (V, A, ¥ : A — C?) munido da
fungdo P : A — C", tal que existe uma fungdo bijetora f : B — V de forma que:

e Para cada produto ndo nulo e; x e; em o/, Ny jy € A V(g ) = (f(e:), f(e;)):

L] \V/OZ < A; P(Q{) — (O&,(a), 70‘%(&))

E importante notar que os grafos do tipo 1 nao sao digrafos ponderados, mas podem
ser considerados uma generalizacao deste conceito, visto que a imagem da func¢do peso
nao incorre sobre os complexos, mas sobre o espaco vetorial n-dimensional C". Assim, na
representacao em diagramas, os resultados da aplicacao da funcio P em cada aresta sao
representados sobre a mesma, analogamente aos pesos de um grafo ponderado. E, nesta

analogia, denominaremos a fung¢io P : A — C" como fung¢do peso.

Proposicao 3.1.2 Ezxiste um unico grafo tipo 1 para uma dlgebra <7, desde que fixada

sua base.
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Demonstracgao

A demonstracao construtiva serda apresentada a partir da especificacao do algo-

ritmo para a construgao deste grafo.

Seja o/ uma algebra e B = {ey, ..., e,} uma base de o7, com a lei
n
_ k
k=1

e Para cada e; € B, adicione um elemento e} ao conjunto de vértices V.

e A cada dupla e;, e; de elementos da base de &7 cujo produto seja nao nulo, adicione
uma aresta oy; ;) ao conjunto de arestas A e defina a funcao peso P : A — C" de

forma que P(oy; ;) = (C’}’j, - CF).
Como o produto é bem definido, existe um tnico grafo que satisfaz esta definicao e, se

a algebra ¢ comutativa, cada aresta o; ;) ¢ paralela a a(;;), que possuem o mesmo valor

para a fungao peso. =

Exemplo 3.1.3 Assim, uma dlgebra de Leibniz £y com uma base ey, es, e3, e4 fixada, cuja

lei € dada por:

er,e1] = e
e1,e2] = ey
[ea,e1] = e3;
[ea,e0] = e3;
leg,e1] = ey

Figura 19: Grafo tipo 1 associado a algebra de Leibniz %
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Os grafos do tipo 1 destacam caracteristicas relativas aos operandos no produto

definido na algebra, portanto alguns resultados sao imediatos da prépria defini¢do, como:

Observagao 3.1.4 Seja G o grafo do tipo 1 associado a uma dlgebra <f .

o dim(o) =H#V;

e se o/ € uma dlgebra de Lie, G ndo possui lagos e os vértices isolados em G repre-

sentam os elementos no anulador dessa dlgebra;
e se ndo ocorrem lagos em G, entdo todos os elementos de </ sao nilpotentes;

e se .o/ € comutativa, todas as arestas possuem uma correspondente paralela, orientada

no sentido contrario e com a mesma imagem pela funcao peso.

Proposicao 3.1.5 Sejam o/ uma dlgebra, B uma base de o/ e G; = (V, A, V) seu grafo

do tipo 1 associado. Seja x € B. Tem-se:

o v € Ann () & 0g"(x) =0;
o x € Anng() < g (x) = 0;

o v € Ann() & 0g"(x) = 0" (x) = 0.
Demonstracao

Seja x € B. Pela definicao do grafo tipo 1 associado a uma algebra &7, existe uma
aresta o € A : U(a) = (z,y) se e somente se existe y € B : [x,y] # 0 e, portanto, se e

somente se x nao esta no anulador a esquerda de 7.

Analogamente, uma aresta o € A : V() = (y,x) se e somente se existe z € B :

[y, z] # 0. O que demonstra o segundo item.

Finalmente, nao ocorre nenhuma aresta incidente a x se e somente se nao existem
produtos nao nulos entre x e quaisquer outros elementos da base. E, portanto, entre z e

quaisquer outros elementos da dlgebra (combinagoes lineares de elementos da base). =

3.1.1 Demonstracao dos resultados analogos aos encontrados no artigo Car-

riazo et al. [3] para os grafos do tipo 1

Antes de prosseguir, é apropriado perceber como as informagoes dos grafos em

Carriazo et al. [3] sdo representadas nos grafos tipo 1.
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Em uma primeira andlise, é imediato concluir que, devido a antissimetria, grafos
do tipo 1 relacionados a algebras de Lie deverao apresentar todas suas arestas paralelas

duas a duas e estas possuirdao pesos opostos entre si.

Restrinjamos, entao, as algebras representadas a algebras de Lie cujas constan-
tes de estrutura nao nulas sdo na forma cgj e ¢j; como no artigo de Carriazo et al. [3].
Desse modo, o peso de cada aresta o ;) : W(o,;)) = (€i,e;) possui, no maximo, duas

coordenadas nao nulas, a i-ésima e a j-ésima.

Ademais, ¢ imediato que uma aresta orientada de e; a e; em um dos grafos definidos
por Carriazo et al. [3] porta a mesma informagao que uma dupla de arestas ambas com
imagem pela funcao peso apenas com a coordenada da posicao ¢ nao nula em um grafo do
tipo 1. Respectivamente, a existéncia de arestas paralelas entre dois vértices no primeiro
corresponde a uma dupla de arestas cujo peso possui duas coordenadas nao nulas no

segundo.

Portanto, é possivel enunciar os resultados em [3] utilizando esta nova linguagem

e, entao, demonstra-los.

A principio, porém, definiremos termos afim de simplificar a notacao das demons-

tracoes posteriores:

Definicao 3.1.6 Dir-se-d aresta com peso duplo a uma aresta cuja imagem pela funcao

peso possuir duas coordenadas nao nulas.

Definicao 3.1.7 Jd a nomenclatura aresta de peso simples compreenderd o grupo de

arestas cuja imagem pela funcao peso possua apenas uma coordenada nao nula.

Observacao 3.1.8 Dada a construcao do grafo do tipo 1 para a familia de dlgebras cujo
produto respeita a lei de formagao (2.1), € imediato perceber que todas as arestas dos

grafos analisados nessa secao possuirao peso duplo ou simples.

A partir destas definigbes e observacgao, é possivel obter o resultado analogo ao
Lema 2.0.5.

Lema 3.1.9 Seja £ uma dlgebra de Lie e G o seu grafo do tipo 1 associado. Entdo, as
configuragoes mostradas na figura 20 sao proibidas em G para quaisquer trés diferentes

vértices e;, €;, ey, (independente do valor das coordenadas nao nulas do peso das arestas).
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V.0 0,0, (a,B,0) (0,v,0) (a,B,0) (0,v,8)
0 (000 o (008 o o VD) o WOR) o o e e € ek

(0,-a,0) (0,0,-B) (-a,~v,0) (0,0,-B) (-a,-B,0) (0,-v,0) (_GJ_BJ'O) (UJ’_YI_a)

Figura 20: Configuracoes proibidas para os grafos do tipo 1 (com «, 3, v, 0 e € ndao nulos)

Observagdo 3.1.10 Para facilitar a compreensao da notagdo, na figura, em cada peso
estao representados apenas as coordenadas relativas a cada trio de vértices, ordenados de

forma que 1 < 5 < k.
Demonstracao

e Seja £ uma dlgebra de Lie na familia considerada tal que a configuracao 20a faca
parte de seu grafo do tipo 1. Tem-se que a identidade de Jacobi dos trés vértices

representados em tal configuragao (e;, e; e ex) nao é satisfeita.

J(eiejen) = [lei el ex] +[[ej, exl, e] + [[ex, el €]
= ey, ex] + [Bew, €] + [0, ¢]
= afe;, ex] + Blex, €
= afe,+ -0
= afle, #0.
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Analogamente, tem-se a mesma impossibilidade para a existéncia das demais confi-

guragdes no grafo tipo 1 da dlgebra em questao:

e 20b;

e 20c;

e 20d;

o 20e;

o 20f;

J(e;, €5, ex)

J (e, e, ex)

J(e;, €5, ex)

J (e, €5, ex)

J (e, e, ex)

[les, €], en] + [les, ex], €] + [len, €], €]
[ae; + vej, ex] + [Bex, €] + [0, €]

0+ vlej, ex] + Blex, €] +0

~vBer + 0 # 0.

[lei, 5], ex] + [[eg, ex], €] + [[ew, €], €]
lae; + Bej,ex] + [vej, €] + [0, €]

0+ Blej, ex] +7lej, ] +0

Brej + v (—ae; — Be;)

—yae; # 0.

[lei, e5], ex] + [[e5, ex], €] + [[ex, €], €]
[aei + Bej, ex] + [ve; + ey, €] + [0, €]
0+ Blej, ex] + vlej, el +0

B(ye; + dex) + y(—ae; — Pe;)

—yae; + Boey # 0.

[leis €5, ex] + [[e5: €x]. €] + [[ex, €3], €]
(e, ex] + [Ber, ei] + [—7ei, €]
afey, — Bye; — yae; # 0.

[lei, 5], ex] + [[e5, ex], €] + [[ex, €], €]
[aes, ex] + [Bey, ei] + [—ei, e

aye; — Pye; — yoe;

—pryei # 0.
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o 20g;
J(eiejer) = [lei, 5], en] + [lej, exr], ei] + [[er, eil, €]
= |aei, ex] + [Bex, ] + [—vei — dex, e;]
= a(ye; + dey) — B(ye; + dex) — v[es, e;] — dlex, €]
= avye; + ade, — Pye; — Boer, — yae; + 6 Feg,
= Hade, — Pye; # 0.
e 20h;
J(eisej,en) = [les, e, ex] + [lej, exl, €] + [[ex, eil, e;]
- Oé[@j, Gk] + /B[elm 61'} - ’7[6Z’, 6]] - 5[6167 6]]
= afey — Bye; — Boey — yae; + 0Pey,
= afley — Bye; —yae; # 0.
e 20i;
J(ei’ €j, 6k> - Hei> 6j]7 ek] + Hejv ek]? 61'] + Hek’ ei]? ej]

= |ae; +eey,ex] + [Bek, €] + [—ve; — dey, €]

= ale;, ex] +€lej, ex] + Blex, €] — (e, e;] — dlex, €]

= a(ye; + dey) +e(Bex) + B(—e; — deg) — y(ae; + ee;) — 6(—Pe;j)
= ave; + adey, + efey — Brye; — Boe — yae; — yeej + 0fe;

= adey + efe, — [Bye; — Boey, — yee; + 0 e;

= —fve+ (08 —ve)e; + (ad + B — Bd)ex, # 0.
Il

Como estas configuracoes nao preservam a identidade de Jacobi, a hipdtese de .Z ser uma

algebra de Lie nao é satisfeita. m

Diretamente deste resultado, obtem-se o analogo ao Lema 2.0.6.

Corolario 3.1.11 Dados trés vértices distintos e;, e; e ey, em um grafo do tipo 1 associado

a uma dlgebra de Lie £, eles apresentam uma das configuracoes na figura 21.
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Of J'O r=r
(0,8,0) o (0,60 ©00) o 00F)

e S e

(0,-a,0)  (0,-B,0) (-0,0,0)  (0,0,-B)

(‘V;O,—'ﬁ)

(c) (d)

Figura 21: Configuragdes permitidas para os grafos do tipo 1 (com «, 3, 7, d, € e ( nao
nulos)

Ademais, as constantes de estrutura que participam da configuracao 21c respeitam
a equagio C},Cl; = C1,.CF.
Por outro lado, as constante de estrutura compreendidas na configuracio 21d
submetem-se as equagoes:
koovioo_ el
CinCin = —CiaCiyo
kg _ i
CinCin = CirCiy,

i ko _ i ok
Ci,jci,k - _Oi:jcj}k'
Demonstracgao

Diretamente do Lema 3.1.9, tem-se que, se ha configuragoes permitidas para os
grafos tipo 1, estas nao podem estar entre as da figura 20, e, portanto, precisam estar

entre as referidas na figura 21.

Resta-nos provar que estas sao permitidas e determinar as condig¢oes exigidas para

as constantes de estrutura de .Z.

Analisaremos caso a caso:

e Configuracao 21a

J(eiejer) = [lei ejlen] +[leg, ex], el + [[ex, eil, €]
= [aej, er] + [Bej, €] + [0, ;]
= afe; — Pae; +0 = 0.
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e Configuragao 21b

Jeiejen) = [lei,ej], en] + [lej, exls €] + [lex, ], e]
= [aei, ex] + [Bex, €] + [0, e;]
= ale;, en] + Blex, €] +0
= 0+0=0.

e Configuragao 21c

Jeivejen) = [l €], en] + [[ej, el €] + [[ex, €], €]
= [aej,ex] + [Bej, ] + [ye: + dex, €]
= alej, ex] + Blej, ei] +v]es, 5] + dler, ;]
= afe; — Baej + yae; — 05e;.

Portanto,

J(ei ejer) = (ya—08)e;
J(ei e, er) = 0 ya=p0« CLCL = cj7kc;j,§.

e Configuragao 21d

Jeiejen) = (e €], en] + [[ej, exl, €] + [[ex, €], €]
= [ae; + dej, ex] + [ce; + Beg, ;] — [vei + Cex, €]
= ale;, ex] + dley, ex] +glej, €] + Blex, €] — v[es, 5] — Clew, €]
= ave; + afey, + deej + 0fe, — eae; — edej — PBrye; — Bler — yae; — yoe;
+Cee; + (Bey,
= oaCey + 6Pe, — cae; — Bye; — yoe; + (ee;
= (a¢+dB)er — (By +ea)e; + (e — yd)e;.

Portanto,
J(eisejer) = —(By+ea)e; + (Ce —7d)ej + (ag + 65)ey,
Tleiejen) = 09 Ce=n9 00y = CLCL

E importante observar que as identidades de Jacobi aplicadas a outras permutacoes
de e;, ej e e, sao nulas sempre que J(e;, e;,e,) = 0. Isto ocorre devido a anticomutativi-

dade do produto colchete. Portanto, estes resultados restringem as possiveis configuracoes
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para cada trio de vértices encontradas em grafos associados as algebras em estudo. Nas
proximas se¢oes, analisaremos configuragoes globais para os grafos em questao e de que
forma propriedades das dlgebras se traduzem em suas respectivas representacées como

grafos.

3.1.1.1 As configuracdes permitidas 21a e 21b

Nos préoximos resultados, andlogos ao Teorema 2.1.1, Corolario 2.1.3 e Teorema
2.1.4, analisaremos os grafos cujos trios de vértices encontram-se dispostos de acordo com

as configuracoes 21a e 21b apenas.

Teorema 3.1.12 Seja G = (V, A, V), munido da fung¢io peso P : A — C" o grafo do
tipo 1 de uma dlgebra de Lie £. Suponha que G ndo possui ciclos de comprimento trés,

que a dimensao de £ é maior do que dois e que £ respeita a lei de formagao (2.1).

Entao, tem-se que:

e o imagem pela fungdo peso de cada aresta possui uma unica coordenada nao nula;

e cada vértice e; € V € tal que Yoo € A incidente a e;, m(P(a)) = 0 ou Voo € A
incidente a e;, m;(P(a)) # 0, onde m; : C" — C € a proje¢io da i-ésima coordenada

sobre os complexos.

Além disso, qualquer grafo do tipo 1 com estas condigoes estd associado a uma

algebra de Lie.

Demonstragao

A configuragao do grafo descrita na primeira parte do Teorema decorre natural-
mente do Corolédrio 3.1.11, uma vez que se ha uma aresta cujo peso possui uma dupla de
coordenadas nao nulas, a configuragao dos vértices adjacentes a suas extremidades obri-
gatoriamente forma um ciclo de comprimento trés (como em 21c e 21d). Portanto, cada
trés vértices num grafo do tipo 1 sem ciclos de comprimento trés possuem a configuragao

descrita em 21a ou em 21b. Desta forma, a segunda condi¢ao do Teorema é satisfeita.

A reciproca do Teorema também decorre do Corolario 3.1.11, pois, ao demonstrarmos-
no, provamos que quaisquer trés vértices que respeitem as configuracoes 21a ou 21b cor-
respondem a elementos da base da dlgebra que respeitam a identidade de Jacobi, inde-

pendente das demais constantes de estrutura. m

Assim, tem-se o seguinte Corolario:
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Corolario 3.1.13 Seja G = (V, A, V) um grafo bipartido, sem arestas paralelas, ndio

orientado e ponderado com uma fungdo peso P : A — C, que ndo atinge o valor zero.

Entdo, é possivel estruturar um novo grafo G = (V, A, \fl) associado a uma fungdo

peso P: A — C", de forma que:

e A cada aresta ndao-orientada o € A, existam em A duas arestas com as mesmas

extremidades de o orientadas com sentidos opostos entre si;

e a imagem de P por cada dupla de arestas paralelas & e 3 possui wma tnica coorde-
nada nao nula, esta de valor absoluto igual ao valor absoluto da imagem de P sobre

a aresta original em A. De forma que P(&) = —P(3).

Este ¢ o grafo tipo 1 associado a pelo menos uma dlgebra de Lie que respeita a lei

de formagao dada pela equagio (2.1).

Demonstracgao

- ~ '  II'N—=C"
A fim de facilitar a notacao, definiremos a fungao , onde a
i—(0,...0,1,0,...0)
unica coordenada nao nula corresponde a i-ésima coordenada.
Seja G = (V, A, ¥) um grafo nao orientado, ponderado, bipartido e sem arestas
paralelas. Apresentaremos uma prova construtiva, na qual serd exposto um algoritmo para

a definicio de G = (V, A, ¥) e P de forma a corroborar o Corolario.

1. Para cada a € A: U(a) = {i,j}, adicione a; e a, a A, de forma que ¥(a;) = (4, §)
e W(ay) = (4,4).

2. Sejae; € V.

a) Para cada vértice e; adjacente a e;, existem exatamente duas arestas o, ay € A
e uma a € A com esta dupla de vértices como extremidades. Defina P(a;) =
P(a)-T1(i) e P(ay) = —1 - P(a) - T1(7). Assim, e; torna-se o equivalente a um
sumidouro na representagao de Carriazo et al. [3] (denominaremos receptor de

arestas).

b) Similarmente, para cada e, adjacente a e; (com ¢ # k), existem exatamente
duas arestas a;,ds € A e uma a € A com esta dupla de vértices como ex-
tremidades. Defina P(a;,) = P(a) - TI(k) e P(ay) = —1 - P(a) - (k). Este
procedimento replica o conceito de vértice-fonte do artigo [3] em um grafo tipo

1 (denominaremos gerador de arestas).

3. Repita o procedimento 1 e 2 em todos as componentes conexas do grafo.



Capitulo 3. Generalizagoes 47

4. Como o grafo é bipartido, nao hé ciclos de comprimento impar, desta forma, cada
vértice e; equivale a sumidouro ou fonte, pois, ndo ocorrem simultaneamente arestas

com peso nulo e arestas com peso nao-nulo na [-ésima coordenada.

O grafo dirigido G = (V, A, \Il), portanto, é o grafo tipo 1 de uma algebra com
base V. Provaremos agora que existe uma algebra de Lie .Z cuja lei de formacao respeita

a equacao (2.1) que gera este grafo do tipo 1 quando na base V.
Para cada dois vértices e; e e, se existir a; € A de forma que ¥(a;) = (e;,¢;),
pela construcio, existe outra aresta ap € A : U(ap) = (ej,€;). Defina, entdo, os produtos

[ei, 5] = mi(W(an))e; + 7 (P(an))e; e [ej, €] = mi(V(az))e; + m;(V(a))e;.

E imediato verificar que a lei de formacao desta dlgebra respeita a equacio (2.1)
e que a algebra satisfaz a anticomutatividade. Por outro lado, pela construcao do grafo,
o produto de quaisquer trés vértices [[e;, e;], ex] ¢ sempre nulo, exceto se ocorre uma das

configuragoes nas figuras 21a e 21b. Estas ocorréncias serao analisadas a seguir.

Para cada (e;, e;, €x), no primeiro caso tem-se:

J(eiejen) = [lei el ex] +[[ej, exl, &] + [[ex, €], €]
= [aey, ex] + [Bej, €] +0
= affe; — fae; +0
= 0.

No segundo caso, tem-se:

Jeivejen) = lleies],en] + [lej, enl, €] + [lex, €], €]
= [aei, ex] + [Bex.ei] +0
= ale;, ex] + Blex, €] +0
= 0.

Portanto, as identidades de Jacobi sao satisfeitas para cada trés elementos da base, assim
como a anticomutatividade. Tem-se, portanto, que .Z, definida desta forma, consiste de

uma algebra de Lie. m

Por outro lado, grafos como os estudados no teorema anterior possibilitam uma
analise imediata de suas primeiras derivadas e a evidenciacao do seguinte teorema, anélogo

ao Teorema 2.1.4:

Teorema 3.1.14 Seja £ uma dlgebra de Lie que, com a base {eq, ...,e,} associa-se a
um grafo G do tipo 1 que nao apresenta as configuracoes permitidas das figuras 21¢ e 21d.

Entao, £ € soluvel, com indice de solubilidade trés, mas nao nilpotente.
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Demonstracgao

Da hipoétese, tem-se que cada trés vértices adjacentes de GG apresentam a configu-

racao 21a ou 21b.

Portanto, para cada vértice e;, se existe uma aresta incidente tal que a projecao do
peso na i-ésima posicao é nula, os produtos [e;, €] para todo e na base de £ sao nulos

ou resultam em C¥,e;.. Logo, e; ndo pertence a .£?).

Da mesma forma, os elementos e; do conjunto J de vértices que apresentam uma
aresta incidente com a j-ésima coordenada do peso nao nula correspondem a elementos

da base tais que [e;, e] = Cj{kej, V1 < k < n, portanto, pertencem a primeira derivada.

E, pela construcao do grafo, nao ha vértices adjacentes com essa caracteristica.
Assim, ndo ha dois vértices em Z®? tais que o produto entre eles é nao nulo.

Portanto, .Z® é nula e o indice de solubilidade é trés.

Por outro lado, a nilpoténcia nao ocorre ja que para todo elemento e; em J existe

um elemento e, na dlgebra tal que [e;, ex] = C e;, portanto, L?P=L= . =" ={]),

Vm > 2 e a algebra nao é nilpotente. m

3.1.1.2 As configuracoes permitidas com ciclos de comprimento trés e arestas de peso duplo

Os 1ltimos resultados deste capitulo abordarao grafos que possuem trios de vértices
com pelo menos uma das configuragoes 21c¢ e 21d, analisando as caracteristicas algébricas
armazenadas em linguagem de grafos nestas estruturas. Estes, foram enunciados em suas

formas originais nos Teoremas 2.2.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3.

Teorema 3.1.15 ) Seja G um grafo contendo ciclos de comprimento trés e associado a

uma dlgebra de Lie. Entdo, G satisfaz as sequintes condigoes:

1. Cada ciclo de tamanho trés apresenta arestas com peso duplo e nao hd arestas com

peso duplo externas a estes ciclos.

2. Seja o uma aresta de peso duplo com extremidades e; e ey. Se um vértice e; €
adjacente a e;, ele necessariamente €, também, adjacente a e,. Ademais, as arestas

com extremidades {e;,e;} ou em {ey,e;} possuem a j-ésima coordenada ndio nula.

3. Os vértices adjacentes extremos de arestas com peso duplo através de arestas de
peso simples (respeitando a configura¢do 21c) ndo sao adjacentes entre si. Portanto,

aparecem em uma das configuragoes a sequir:
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(a,B,0,...0)
(b)

Figura 22: Configuracoes permitidas para os vértices adjacentes a arestas de peso duplo

4. O subgrafo obtido pela remocao das arestas com peso duplo de G satisfaz a condigdo
do Teorema 5.1.12

Observacao 3.1.16 Com o intuito de facilitar a compreensdo da notacao, em cada peso
estao representados apenas as coordenadas relativas a cada grupo de vértices, ordenados
de forma que i < j < p1 < ... < p, na figura 22a e de forma quei < j <k < q < ... <q,
na figura 22b.

Demonstracgao

O primeiro e o quarto itens sao diretamente obtidos das configuracoes permitidas
na figura 21). Para a abordagem do segundo item, é suficiente perceber que, caso contrério,

e;, €; € e apresentariam uma configuracao proibida.

O terceiro item, além da representacao grafica do segundo, expressa a propriedade
de que vértices adjacentes por uma aresta de peso simples a extremos de arestas de peso
duplo nao sao adjacentes entre si. Este fato pode ser observado pela anélise do subgrafo
induzido pelos vértices e;, e, € e,, com 1 < a,b < r caso os dois tltimos fossem adjacentes.
Neste caso, o subgrafo em questao consistiria de um ciclo de comprimento trés sem arestas

de peso duplo, o que, pelo Lema 2.0.5, nao é possivel.

Observacao 3.1.17 Além das configuracoes apresentadas na figura 22, também é possivel

que os vértices adjacentes as arestas de peso duplo sejam, também, adjacentes entre si
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desde que todas as arestas possuam peso duplo, sequindo a configuracio permitida da

figura 21d, como o exemplo abaixo:

Ezxzemplo 3.1.18 Seja L5 uma dlgebra de Lie dada pela lei:

[e1, €] = €1+ e
lea,e3] = ey —e3
ez eq] = e3—ey
le1,e4] = e1+ey
[62, 64] = €2 — €4
le1,es] = e1+es

Entao, seu grafo do tipo 1 associado € da forma:

Figura 23: Grafo do tipo 1 associado a algebra %5

A partir da especificagdo das possibilidades de grafos com arestas de peso du-
plo, iremos analisar a solubilidade e nilpoténcia como uma aplicacao dessa relacao que

estabelecemos.
Teorema 3.1.19 Seja G um grafo associado a uma dlgebra de Lie. Se G nao possui a
configuracdo 21d, entdo G estd associado a uma dlgebra solivel com indice de solubilidade

3 e nao nilpotente.

Demonstracgao
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Seja £ = (eq,...,e,) uma &lgebra de Lie associada a um grafo G = (V, A, V)
munido da funcao peso P : A — C", o qual possui as referidas hipoteses. Baseando-se no
Teorema 3.1.15, pode-se afirmar que todo ciclo de comprimentro trés segue a configuragao

da figura 22a.

Ademais, como constatado na demonstracao do Teorema 3.1.14, os elementos da
base correspondentes aos vértices geradores de arestas nao aparecem nos geradores da

primeira derivada. Assim:

W = &
L@ = ({ey : e}, é receptor de arestas} U

{C] jei + C’f ;jej + existe uma aresta de peso duplo com extremidades(e;, ;) })

Como nao ha arestas entre dois vértices receptores de arestas, tem-se que nao ha
produtos nao nulos entre os elementos da base de £ exceto por uma combinacao linear
das extremidades das arestas com peso duplo e os vértices adjacentes a ambos (observando

a figura 22a, percebe-se que sdo sempre receptores de arestas).

Como nao ha vértices simultaneamente extremidades de duas duplas de arestas de
peso duplo, em cada componente conexa do subgrafo gerado pelos geradores de .Z? hé

apenas uma dupla de arestas de peso duplo de mesmas extremidades.

Sejam estas oy e oy tais que V(ay) = (e;,¢5) e U(ag) = (e;,€;) e sejam e, ...ep,

os vértices nao adjacentes entre si, mas adjacentes a e; e e;. Logo, basta-nos verificar os
i i . : o

produtos [C} ;e; + Cfjej,ep,], Vi + 1 < h < 7. Como J(e;, ej,€p,) precisa ser satisfeita,

pela configuracao 21c do Corolario 3.1.11, tem-se que C’f’ij? o = CZ’;}’ZJC{ ;- Portanto,

[C;jei + C’Z-];jej, ep,] =

[Cii,jeh eph] + [Cg,jej? eph] =

Cii,j [€i7 eph] + Czj,j [ej7 6ph] =
Cg,j ngh Epy T Oij,j Ci};’h €prn =
(Cii,jclp,;?h + Cg;jcﬁgh)eph =
(C3;CT, = CLiCh ew, = 0.

Consequentemente, todos os produtos entre os elementos de .Z? sao nulos, logo

ZB) =0 ¢ a algebra ¢ soltivel, com indice de solubilidade 3.

Por outro lado, da mesma forma que o Teorema 3.1.14, os elementos da base que
correspondem aos receptores de arestas permanecem em todo elemento da série central

descendente. Portanto, .Z nao é nilpotente. =

Para o dltimo Teorema desta secao, precisaremos de um lema técnico:
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Lema 3.1.20 Seja £ uma dlgebra de Lie n-dimensional associada ao grafo G e 21d¢ao
da figura 21d. Entao, para todo e;,e; e e em tal configuragio, tem-se que as sequintes

restricoes quanto das constantes de estrutura sao equivalentes:

i k.
Cij = —Ciws
Jj o k.
Ci,j = Ci,ka
i _ J
e = Cik

Demonstracgao

A partir do Teorema 3.1.11, obtem-se as equagoes abaixo, validas para toda dlgebra

de Lie onde ¢;, ¢; e e formam um ciclo com a configuragao 21d.

koovio J oo
Oj,kci,k - _OJ}kOi,j’
k i i
Ci,k;Cj,kz - Ci,kci,j ’
i ok ik
CijCix = =005k
Portanto, se C! ;= —ka, como todas as constantes sao nao nulas, tem-se, da

o = e
primeira equagao, que C;, = C .

Por outro lado, se ka = Cj{k, observando a segunda equacao, pode-se afirmar que
k _ v
Cip=0Cj ;.

k ] ’ . . . ~ i o k
E, finalmente, se C7), = Cj; ¢ satisfeita, pela terceira equagao C} ; = —C7.

Portanto, para um caso geral, podemos enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 3.1.21 Seja G = (V, A, V) um grafo munido da fungio peso P : A — C"
contendo a configuracao representada na figura 21d e associado a uma dlgebra de Lie £ .
Entao, £ € soluvel se, e somente se, cada configuracao 21d satisfaz alguma das equagoes

equivalentes (utilizando a notagio presente na figura):

7 _ k .
Cij = —Ciks
Jj o _ k.
Ci,j - Ci,k7
i _ J
ik T Cj,k-

Neste caso, £ ndo ¢ nilpotente e seu indice de solubilidade é de 3.

Demonstracgao
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De forma analoga ao Teorema 3.1.19, tem-se que a segunda derivada de .Z sera
composta, apenas, pelos produtos entre as combinagoes lineares dos elementos da base
representados pelas respectivas extremidades de cada aresta com peso duplo e aqueles

representados pelos vértices receptores de arestas.

Considerando os ciclos de comprimento trés formados apenas por arestas de peso
duplo que seguem as configuragoes 22a e 22b, tem-se que quaisquer ciclos de comprimento
trés diferentes de e;, €; e e, possuem a configuragao descrita em 22a, e, pelo Teorema

3.1.19, os produtos descritos abaixo sao todos nulos:

[Cf i+ Cljej,eq] = (CL,C + CLCH ey,
[C‘Zkei + Ckkelﬁ Cq] = (Clkzczqgh + Ck L qh)GQh
[Cjkej + C KCks e%] = (C] quzh + Ckkok qh)elIh

Assim, resta-nos observar os produtos:

[Cliei+Clie;, Clrei+ Clrer] = CLCL(CE —C)e; +

oy (Ok Gﬂf — C1.Cl)e; +
C’“ (CZ +CJ]C]k) k

= C},(C, c" +C}Clo)ei +
C7,C74(C +Ckk)ej
Cj’f (CZ Ckk + C’f )el€

== f’k(Cj C” +C’Z k)ez
(jﬂf (C’? (j.w CJ e +
CrCE(CL Cj.,k)ek (3.1)

Portanto, se as condigoes equivalentes sao satisfeitas, tem-se que as trés equacoes

sao identicamente nulas.

Por outro lado, analisando os ciclos compostos apenas por arestas de peso duplo
e que compartilham uma dupla de arestas paralelas entre si como no exemplo abaixo,
percebe-se a necessidade de considerar a multiplicagao entre os resultados de produtos de
elementos representados por vértices de ciclos distintos como [Cf,j eH—CZ-]; s C§7l6k+Cé,lel],

ainda nao contemplados nos calculos anteriores.
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(-¢;,-Cy,0,0)

Figura 24: Ciclos de arestas de peso duplo que compartilham uma dupla de arestas para-
lelas

Este produto resulta em:

[C} e + CLje;, CF jex + Cl €]

= Cii,jcllj,l[eia ex) + Cii,jczi,z lei, el] + Cij,jcllj,l lej, ex] + Oij,jcllf,l [ej, el

= CLCF(Cliei+ Clier) + CLCL(Cliei+ Clier) + CLCE(Cles + Chrer) +
CI,CL (Cie + Chjer)

= Cf,j<01]§7l ikt Cllc,lcii,l)ei + Cij(Czi“,zCik + CIQ,ZCJ{Z)BJ' * Cﬁl(c’?dcﬁk + Cijcjlik)ek -
Cra(CL,CL + CLiCl e

Assim, se as condigbes equivalentes no enunciado deste teorema sao satisfeitas para

os ciclos formados por {e;, e, e}, {e;, €5, e}, {ei, ex, e} e {e;, ex, e }; tem-se:

7 _ k .
Cij = —Cigs
J k.
Ci,j - Ci,k:’
i _ J .
Ci,k - Cj,kﬂ
i _ L.
Cij = —Cis
J l .
Oz‘,j - Oz‘,la
i J .
Ci,l - Cj,b
7 _ L.
ik T _Ck,la
k _ l
Ci,k - Ci,lﬂ
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J _ I .
Cj,k - T VD
ko l
Cik Cii
Jj k
C]J — Ok’l.
Em outras palavras,
i _ ko L.
ny _Cj,k - _Cj,l’
J _ ko i,
Ci,j - Ci,k - Ci,ly
i g L.
ik Cj,k - _Ok,l7
i _ ko J
il T Ykl — Cj,l-

Portanto,

— C’f,jcii,z( e = Ciplei + Cf,jCL“,z(Cf,k —Cj)ej+ C’,’j’lek(C'fJ —Cijex +
C;i,ch,z(of,j - O;,j)el
= 0e; +0ej + Oep + 0e; =0

Logo, em ambos os casos, se as condigoes equivalentes enunciadas sao satisfeitas
para cada ciclo de comprimento trés formado exclusivamente por arestas de peso duplo,
tem-se £ = 0.

Em contrapartida, se as condi¢oes equivalentes nao sao satisfeitas, considerando a
equagao 3.1, tem-se que o coeficiente de e; na primeira equacao, de e; na segunda e de
er na terceira sao obtidos pelo produto de trés niimeros complexos nao nulos e, portanto,

€i, €5, e C £ Vg € N e a dlgebra nio é solivel.

Ademais, ndo existem valores das constantes de estrutura para os quais £ é
nilpotente, devido a permanéncia dos elementos da base correspondentes aos vértices

receptores de arestas em todos os elementos da série central descendente. m

3.2 Grafo tipo 2

Enquanto o estudo dos grafos do tipo 1 evidencia caracteristicas inerente aos ope-
randos do produto da algebra, os grafos do tipo 2 buscam destacar propriedades que
envolvem também os resultados do produto, considerando a agao destes operandos, tanto

a direita quanto a esquerda.

Provaremos mais adiante que os grafos do tipo 2, além de proporcionarem resulta-

dos equivalentes ao trabalho de Carriazo et al. [3], constituem uma poderosa ferramenta
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para obter novos resultados sobre a nilpoténcia e solubilidade de algebras de Lie e de

Leibniz.

Nosso principal objetivo ao abstrair informagoes bésicas da édlgebra (como uma
base e as constantes de estrutura associadas a ela) a linguagem de teoria dos grafos é
construir procedimentos que verifiquem propriedades mais complexas sem verificagoes

nos pesos das arestas.

Nesta secao, apresentamos os principais resultados deste estudo: informacoes sobre
solubilidade e nilpoténcia extraidas a partir dos grafos do tipo 2 sem observar os pesos de

suas arestas.

Defini¢ao 3.2.1 Seja o/ uma dlgebra e B = {ey,...e,} uma base para <7, cuja lei é
definida pelos produtos

n
_ k
e *xej = E C’i’jek.
k=1

Definimos o grafo tipo 2 a direita (respectivamente, a esquerda) de </ como o
digrafo G = (V, A,V : A — R?) munido da fungio P : A — R, tal que existe uma fungio
bijetora f : B — V de forma que:

e Para cada constante de estrutura nao nula ij, existe uma tunica aresta o) € A :

U(aur) = (f(e:), fler)) (respectivamente, oy € A W(agr) = (f(e;), fler)));
o Vauy € A U(auw) = (fle), fler)), Plaur) = (CZ-'fl,...,Cl-’fn) (respectivamente,
P(a(i,k)) = (sz’a ) Crli,z))

E importante notar que os grafos do tipo 2 (a direita e esquerda), analogamente
aos grafos tipo 1, nao sao digrafos ponderados, mas uma generaliza¢do, cuja funcao peso

¢ representada da mesma forma.

Inicialmente, analisaremos caracterizagoes dos grafos do tipo 2, restricdes para

familias de algebras e propriedades imediatas da defini¢ao.

Proposicao 3.2.2 Existe um unico grafo do tipo 2 a direita (respectivamente a esquerda)

para uma dlgebra <7, desde que fizxada sua base.
Demonstragao

A demonstragao desta propriedade é analoga a sua respectiva para o grafo tipo 1.

Seja o/ uma algebra de dimensao finita e B = {ey, ...e, } uma base para <7, cuja

lei é definida pelos produtos:

n
_ k
e *x e = E C’i’jek.
k=1
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e Para cada e; € B, adicione um elemento e} ao conjunto de vértices V.

e A cada dupla e;, e, de elementos da base de & tais que existe e; € B; C{fj # 0,
adicione uma aresta ;) de extremidades (e;, ex) ao conjunto de arestas A e defina
a fungao peso P : A — R" de forma que P(ax) = (Cf, ..., C},,) (respectivamente,
a cada dupla e;, e, na base de & tais que existe e; € B tal que C’{fj = 0, adicione

ok a A de forma que (o) = (ej,ex) e Plagy) = (C’f’j, . C’ﬁj))

Como o algoritmo apresentado é deterministico, o grafo construido a partir da

algebra &7 é inico. m

Exemplo 3.2.3 Seja %% a dlgebra de Leibniz 3-dimensional dada pela lei de formacao:
[61762] = €1 — €3]

[61761] = €1 — €.

Aplicando o algoritmo descrito acima, tem-se que seus grafos do tipo 2 a direita e

a esquerda, respectivamente, sao:

.83 .93

(a) Grafo do tipo 2 a direita associado a .Z5 (b) Grafo do tipo 2 a esquerda associado a %

Figura 25: Grafos do tipo 2 associados a %

Proposicao 3.2.4 Seja £ uma dlgebra de Lie cujo produto respeita a lei de formacao
(2.1), B = {e1,...ep,} uma base de £ e G5, G5 e G seus grafos do tipo 2 a direita, a
esquerda e sequndo Carriazo et al. [3] associados.

Tem-se que Gy, Gy e G sdo isomorfos exceto pelos lagos que podem existir em G
e Gy .

Demonstracao

A partir da definigao de grafos do tipo 2 restrita a lei de formacao (2.1), para cada
produto [e;, ¢;] = C} je; + C’Z-j,jej, tem-se que o oposto [e;, €;] também estd definido, como

—(C;jei + C’ZJ ;ej) devido a anticomutatividade das dlgebras de Lie.
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Portanto, tem-se que nos grafos do tipo 2 a direita e a esquerda, existe uma aresta
orientada de e; a e; se, e somente se, C’f,j # 0 e uma aresta orientada de e; a e; se, e

somente se, Cf ; # 0.

As demais possiveis arestas sao lagos, que ocorrem quando C! ; # 0 em Gy e
j —
quando Cj; # 0 em G5 .
Da mesma forma, nos grafos segundo [3], existe uma aresta orientada de e; a e;

se, e somente se, ng # 0 e uma aresta orientada de ¢; a e; se, e somente se, C; ; # 0.

Portanto, desconsiderando os lacos de G5 e G5, é possivel enunciar rigorosamente

os mesmos resultados em [3]. m

Proposicao 3.2.5 Seja G = (V, A, V) um digrafo associado a uma fungio peso P: A —
C" de forma que P o, a; € A V(a;) = (o). Entdo, existe uma dlgebra o/ de dimensdo

tgual a cardinalidade de V' de forma que o grafo do tipo 2 a direita de <7 ¢é igual a G.

Demonstragao

Defina (47, +, -, %) uma &algebra sobre os complexos de forma que o espago vetorial

(o7 +,-) seja o espago vetorial gerado pelos elementos em V.

Seja V = {ey,...e,} e, para cada o € A, denomine o' a i-ésima coordenada do

vetor peso de a.

Defina uma multiplicacao interna entre os elementos da base de (<7, +, ) como se

segue:

x VXV oo
(e,€j) = > ai’er, onde w = {ay € A: U(ay) = (e, €x)}
apEw
Esta multiplicacao estd bem definida, pois, por hipétese o conjunto de arestas com

um determinado par ordenado como extremidades é unitario ou vazio.

Estendendo esta multiplicacao interna a todos os elementos do espago vetorial
através da bilinearidade, tem-se que (&7, 4+, -, %) é uma algebra e seu grafo do tipo 2 a

direita é G. =

Observacao 3.2.6 Um resultado andlogo a Proposicao 3.2.5 pode ser obtido para grafos

do tipo 1 e do tipo 2 a esquerda.

Portanto, com poucas restri¢oes, é possivel obter uma algebra a partir de um

digrafo geral associando-o a uma funcao peso. Por outro lado, para familias de algebras
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como as algebras de Leibniz, isso ndo ocorre, portanto, existem digrafos G com a hipotese
da Proposicao 3.2.5 (sem arestas com o mesmo par ordenado como extremidades) aos
quais é impossivel associar uma func¢ao peso P : A — C" de forma que G esteja associado
como grafo tipo 2 (a direita ou a esquerda) a alguma &lgebra de Leibniz. Um exemplo

sera apresentado a seguir:

Exemplo 3.2.7 Seja o grafo G = (V, A, V), onde V = {eq,...,en}, A = {a1,...,an} €
\Il(ozz) = (ei, el-).

Da imagem pela funcio W : A — V x V, tem-se que se existe uma dlgebra £ que

possui G como grafo do tipo 2 a direita, a lei da dlgebra é dada por:
lei, e;] = C’f’jei, Viel,...,n

onde Vi 37 : CZJ #+ 0, pots, existem exatamente n lacos e nao hd arestas que nao lagos.

Se £ ¢ uma dlgebra de Leibniz, deve respeitar a identidade de Leibniz, que, apli-

cadas a sua lei, resultam nas equacoes abaixo. ¥i, 7,k € 1,...,n, tem-se:

L(i,i,i)=0 = C!, =0;
L(j.j,j) =0 = Cl,=0;
Lk, k,k)=0 = Cpp=0;
L(i,j,i) =0 = Cii’jCij’l. —0;
L(i,j,k)=0 = CZ?JCJ{k —0;
L(i ki) =0 = CCp; =0;
L(i,k,j)=0 = C},Cp;=0.

Como para todo a existe pelo menos um b = C%, # 0, tem-se que se Ci # 0 = CF; =
Cr; =0, o que contraria a hipdtese de existéncia. Por outro lado, se C}; =0 = C}, #

0= C]jl = C’jk =0, o que também contraria a hipotese.

Assim, nao existem dlgebras de Leibniz cujo grafo associado do tipo 2 a direita seja
isomorfo a G, associado a qualquer funcdo peso. Um resultado andlogo pode ser obtido

para 0s grafos do tipo 2 a esquerda.

Proposicao 3.2.8 Scjam G5 e G5 respectivamente os grafos do tipo 2 a direita e a

esquerda associados a uma dlgebra <7 .

o Se o/ é comutativa, Gy = G5 ;

o se &/ ¢ anticomutativa, G5 = G5 .



Capitulo 3. Generalizagoes 60

Demonstracgao

A demonstracao é imediata da definicao do grafo. Se &/ é comutativa, para qual-
quer base de &7, os produtos dos elementos de sua base (assim como os demais) respeitam

a propriedade de que z *y = y * x.

Logo, para cada aresta a € Gy tal que ¥(a) = (w, 2), tem-se que existirad também
uma aresta § € G5 tal que V() = (z,2) com exatamente o mesmo peso. Da mesma

forma, a cada aresta em G, existe uma correspondente em G .

Por outro lado, se a dlgebra é anticomutativa, os pesos das arestas serao distintos,

poisxxy=—yxx. N

Observagao 3.2.9 A partir da Proposi¢io 3.2.8, tem-se diretamente que toda dlgebra
de Lie possui os grafos do tipo 2 a direita e a esquerda associados isomorfos. Porém, o
isomorfismo de seus grafos do tipo 2 associados nao garante a anticomutatividade. Por
exemplo, se a dlgebra é comutativa, seus grafos sao isomorfos (de fato, sio idénticos pela

Proposi¢io 3.2.8), e se seu produto nao € trivialmente nulo, ela nao é anticomutativa.

Portanto, hd dlgebras de Leibniz cujos grafos do tipo 2 sao isomorfos e que nao

sao dalgebras de Lie como pode-se observar no exemplo abaixo:

Exemplo 3.2.10 Seja £ uma dlgebra de Leibniz, B = {eq, ez, e3} uma base para %5

cuja lei esta descrita a sequir:

le1,e2] = aes:

les,ex] = Bes, com aB #0,a# —B.

Esta dlgebra satisfaz as hipoteses, porém, nao é anticomutativa.

3.2.1 Principais resultados para os grafos do tipo 2

A tradugado de algumas propriedades inerentes da dlgebra no grafo sdo imediatas

a partir da defini¢gao, como por exemplo:

Proposicao 3.2.11 Sejam o/ uma dlgebra, B uma base de o/ e G§ e G5 seus grafos do

tipo 2 a direita e 2 a esquerda associados. Seja x € B. Tem-se:

o v € Anng(o) & 057 (x) = 0;
o v € Annp (o) < 6% (x) = 0;

o v € Ann(o) < 6% (x) = 0% () = 0.

2
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Demonstracgao

Seja x € Anng(</) N B. A partir da definicao de anulador a direita, tem-se que
y*xx =0Vy € &, em particular para y € B. Portanto, nao existe aresta com cauda em
Te 523?(35) = 0.

out

Ademais, para todo z € B: §2%(z) = 0, tem-se que yxz = 0; Vy € B. Como todos
2
os elementos de 7 sao combinagoes lineares de elementos em B, tem-se imediatamente

da bilinearidade da multiplicagao interna que z * x = 0¥z € 7. Portanto, z € Anng ().

A demonstracgdo do segundo item decorre analoga da prova do primeiro item,

analisando o primeiro operando e a definicdo do anulador a esquerda.

Por outro lado, se x € Ann(</) N B, tem-se x € Anng(</) N Anng(</) N B,

out

Gy

52}?@) = 5g“f(x) = 0, entdo, a partir dos dois primeiros itens, podemos afirmar que
2 2

x € Anng(e) e v € Anng (), logo, v € Ann(</). m

portanto, dos dois primeiros itens, tem-se: 02 (z) = 6%”(r) = 0. Da mesma forma, se
2

Estes resultados caracterizam subconjuntos importantes da algebra utilizando pro-
priedades de seus grafos associados. Na proxima secao, serda analisado o comportamento
de sequéncias importantes para as algebras de Leibniz e de Lie a partir de informagoes

extraidas de seus grafos.

3.2.1.1 Resultados para a série central descendente e série derivada

O comportamento da série central descendente e da série derivada determinam a

solubilidade e nilpoténcia de algebras de Leibniz (e, portanto, de Lie).

A decisdo acerca da solubilidade das algebras de Lie é de grande importancia,
principalmente devido ao teorema de Levi, que estabelece que toda algebra de Lie se

decompoe em um ideal soltivel e uma subalgebra semissimples.

Desde que todas as dlgebras de Lie semissimples ja foram classificadas, grande parte
dos esforgos da pesquisa em classificacao de algebras de Lie se voltam para a classificagao

das algebras soluveis.

Assim, nesta se¢ao, introduziremos alguns resultados analisando como se traduzem
caracteristicas inerentes da série central descendente e derivada em seus grafos do tipo 2

a direita e a esquerda.

Teorema 3.2.12 Seja £ uma dlgebra e G35 seu grafo do tipo 2 a direita associado. Se
G5 ndo possui ciclos, entdo, sua sequéncia central descendente estabiliza em {0}. Em

particular, se £ € uma dlgebra de Leibniz, £ ¢ nilpotente.
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Demonstracgao

Como G4 ndo possui ciclos, é possivel obter uma ordenacio topolégica como na

figura abaixo:

Xl,nl

Xo,n2

Xm,1 Xm,2 Xm,nm
Figura 26: Ordenagao Topologica para um grafo sem ciclos

Na qual denominaremos X ; o j-ésimo vértice da i-ésima linha e A; o conjunto de

arestas que possui como extremidades vértices da k-ésima e k + 1-ésima linhas.

Nesta notacao, a lei da dlgebra pode ser reescrita como:

m Ny
Xij* Xpg=> O (Cl5,4Xrs)) s onde C75, =05 Vr <.
r=1 s=1
Portanto,
m Ny
Xivj * Xp7q = Z (Z(CZ’}S;RQXT?S))
r=i+1 s=1
A partir destas observagoes, constataremos que todo z € £? étal que x = Y7 (377 o Xyg).

De fato, se x € Z?, entdao Ty = X7 (X0, B Xps) e 2 = S (X0 46X s)

tais que z = y * 2z e, portanto,

m  ngp m. My
T=Yy*xz = Z(Z ﬁr,er,s) * (Z 'Yu,vXu,v>
r=1 s=1 u=1 v=1

N Bt X # X))

r=1 s=1 u=1 v=1

= G B 3 (LX)

r=1 s=1 u=1 v=1 p=r+1 gq=1
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Assim, todo x € £?, quando representado na base dada, possui os coeficientes
que acompanham os elementos da base representados pelos vértices da primeira linha da

ordenacao topolédgica todos nulos.

Desta forma, Vs tem-se que X; , ¢ £

m n;
A seguir, comprovaremos por inducdo sobre k que Vo € Z*H x = Z (Z Vi, Xij)-
i=k+1 j=1

Como para cada x € A¥! x =y * z para algum y € £* e 2 € £, temos:

r = Z(Z fi,in,j) * (Z(Z Up,qXp,q))
i=k j=1 p=1 ¢=1

m n; m

(S e X X))

m ng m m Ny

S o 3D (€T X))

i=k j=1 p=1 ¢=1 r=i+1 s=1

Portanto, os elementos da base representados por vértices da k-ésima linha nao
pertencem a Z**! e os elementos de £**! sdo uma combinacdo linear daqueles repre-
sentados por vértices entre a k + 1-ésima e a m-ésima linhas da ordenacao topologica de
G

Finalmente, como . é uma &algebra finitamente gerada, é representada por um
grafo finito. Logo, o niimero de linhas é, também, finito. Assim, os elementos em Z™ sao
escritos como uma combinacao linear dos elementos da m-ésima linha, cuja valéncia de

safda é nula. Consequentemente, £+ = {0}.

Ademais, se .Z é uma algebra de Leibniz, .Z é nilpotente. =

Observacio 3.2.13 E importante notar que este Teorema ndo determina o indice de
nilpoténcia, mas estabelece m+1 (o nimero de linhas na ordenagio topoldgica ou ainda o
maior comprimento de caminho existente em Gj) como uma cota SUpertor para o Mesmo.
O problema de encontrar o maior caminho em Gg, em geral, possui uma complezidade

NP-hard; porém, em grafos sem ciclos, este pode ser resolvido em tempo linear.

Teorema 3.2.14 Seja £ uma dlgebra e G5 seu grafo do tipo 2 a esquerda associado. Se

G5 nao possui ciclos, entdo, a sequéncia dada por:

0 = 7
L = gy gl

estabiliza em {0}.
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Demonstracgao

Este teorema é analogo ao Teorema 3.2.12, de forma que, enquanto a série cen-
tral descendente opera multiplicagoes pela direita, a série definida neste teorema executa
multiplicagoes pela esquerda. Assim, as demonstracgoes sao analogas, procedendo também

por inducdo, mas considerando que para todo elemento = € L1 & = 2 %y para algum
reLeyc LM m

Corolario 3.2.15 Seja . uma dlgebra, G§ e G5 seus grafos do tipo 2 associados d
direita e’ a esquerda respectivamente. Se um dentre estes nao possui ciclos, entao, a série

derivada de £ estabiliza em {0}. Particularmente, se £ é uma dlgebra de Leibniz, £ é

soluvel.
Demonstracgao

A principio, servindo-nos de indugdo, demonstraremos que
vk e N, £® C £Mn .2t

De fato, para k = 1 h4 a equivaléncia, pois £V = W = £ = £ ¢, com a

hipétese de que é verdade para k = i,tem-se que:

L = LV 20 C 2w ¥ = 2

LD — )y ) C @y Pl = plitl]
Portanto, é verdade para k =17 + 1.

Desta forma, se G5 ou G5 ndo possui ciclos, uma das sequéncias dadas estabiliza

em {0}, portanto, a série derivada também o faz. =

Corolario 3.2.16 Se .Z é uma dlgebra de Lie nao nilpotente (mesmo que solivel), entdo

seus grafos associados do tipo 2 a direita e d esquerda, G§ e G5, possuem ciclos.

Demonstracao

Como G5 e (G5 sdo isomorfos, a nio existéncia de ciclos em um deles implica
na nao existéncia de ciclos em G e, portanto, na nilpoténcia de .#. Portanto, ambos

possuem ciclos. m
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Observacgao 3.2.17 E importante salientar que nos teoremas desta secdo, em geral, a

reciproca nao € verdadeira, como ocorre no exemplo abaixo.

Exemplo 3.2.18 Seja 5 uma dlgebra de Lie dada pela lei de formagdo:

le1,e3] = ea+e3;
[e1,e2] = —ex —es;
le1,e4] = ex+es;
[ea,e4] = ey;

les,eq] = —e.

2% € nilpotente, com indice de nilpoténcia 3, mas seus grafos associados do tipo 2 possuem

ciclos.

(a) Grafo do tipo 2 & direita associado a %3 (b) Grafo do tipo 2 & esquerda associado a %3

Figura 27: Grafos do tipo 2 associados a Z3

Portanto, a reciproca nao é valida para os Teoremas 3.2.12 e 3.2.14. E, consequen-

temente, para o Corolario 3.2.15.

A reciproca, porém, pode ser afirmada, para grupos menores de algebras como

abordaremos na subsecao a seguir.

3.2.1.2 Algebras livres de somas

Esta subsecao engloba os principais resultados do trabalho, de forma que, para
uma familia de algebras, obtemos propriedades dos grafos que caracterizam algebras cuja

série central descendente e série derivada estabilizam em {0}.
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Portanto, para esta familia (que definiremos a seguir), o grafo (independente dos
pesos das aresta) é o bastante para afirmarmos se sua série central descendente e derivada

convergem para {0}.

Defini¢ao 3.2.19 Seja £ uma dlgebra n-dimensional e B = {ey,...e,} uma base desta

dlgebra. Entdo, £, na base B, é dita livre de somas se seu produto é dado pela lei:

e; xe; = Cjjep, Vi, j € {1,...,n}.

A partir da definicao, analisaremos algumas propriedades inerentes dos grafos as-

sociados as algebras livre de somas.

Proposigao 3.2.20 Seja o/ uma dlgebra, G, = (V, A1, ¥y), G5 = (V,AF,¥35) e G5 =
(V, A3, Wy) seus grafos do tipo 1, 2 d direita e 2 d esquerda associados, respectivamente.

Entao, tem-se que se alguma das propriedades abairo é satisfeita, </ nao € livre de somas.

o HAT > H#HA, e #A; > #A,, onde # indica a quantidade de elementos em cada

conjunto;

e 1B C V tal que

3 dgt(v) < 30 98t w)

vEB vEB
e 1B C V tal que

Z 5@‘1(0) < Z (52?(1})

veEB veEB

Demonstracao

A partir das defini¢oes dos grafos associados a uma algebra <7, note que o niimero
de arestas em (G é exatamente a quantidade de produtos nao nulos na lei da algebra
(denominaremos M), enquanto que o niimero de arestas tanto em G3 e em G5 é menor

ou igual a quantidade de constantes de estrutura nao nulas (denominaremos N).

Se o é livre de somas, ha uma quantidade de constante de estrutura nao nulas
igual ao niimero de produtos nao nulos. Desta forma, tem-se: #A4, = M = N > #AJ e,
analogamente, #A4; = M = N > #A,, o que demonstra o primeiro item.

: : ; out : in
Da mesma forma que no primeiro item, 6" (v) (respectivamente ¢, (v)) representa

o numero de produtos nao nulos nos quais v opera a esquerda (respectivamente, a direita),

out
Gy
nao nulas nestes produtos. Portanto, uma argumentacao analoga nos leva aos resultados

e 024 (v) (respectivamente, 0% (v)) representa a quantidade de constantes de estrutura
2

dos segundo e terceiro itens. m



Capitulo 3. Generalizagoes 67

Proposicao 3.2.21 Seja .o/ uma dlgebra livre de somas na base B e G§ seu grafo do tipo
2 a direita associado. Entdo, Ve; € B, ¢; € @/* & gl+(A)(ei) > 1.
2

Demonstracgao

Seja e; € BN 2% Entao 3 a,b € & : a*b = ae; para algum o € C. Ademais,

como &7 é livre de somas, existem a e b com estas caracteristicas em B.

Assim, Ja,b € B : a * b = ae;, logo, existe uma aresta em G5 orientada de a em

direcdo a e; e, portanto, 5%(61‘) > 1.

Por outro lado, se e; € B e 531(62-) > 1, existe uma constante de estrutura nao
2

nula C;k Logo, existem dois elementos ej, e, € B e a € C tais que ejxe;, = ae;. Portanto,
e; € %2. |

Os principais resultados, que justificam o estudo dessa familia de algebras, des-
cendem, de alguma forma, da Proposicao 3.2.21, pois, se tratam de uma fortificacao dos
Teoremas 3.2.12 e 3.2.14.

Para algebras livres de somas, é possivel obter uma caracterizacao da estabilizagao
de suas séries em {0}. E, principalmente, se estas algebras forem, também, de Leibniz,
é possivel determinar sua solubilidade ou nao a partir de uma observacao dos grafos do

tipo 2 associados a elas.

Corolario 3.2.22 Seja £ uma dlgebra, B uma base na qual £ € livre de somas e G
seu grafo do tipo 2 a direta associado. Entdo, G35 ndo possui ciclos se, e somente se, a
sequéncia central descendente estabiliza em {0}. Em particular, se £ é uma dlgebra de

Leibniz, G§ ndo possui ciclos se, e somente se, £ € nilpotente.
Demonstragao

De acordo com o Teorema 3.2.12, se G5 ndo possui ciclos, a referida sequéncia
estabiliza em {0}. Portanto, basta-nos demonstrar que se .Z ¢é livre de somas e sua série
central descendente estabiliza em {0}, G5 nao possui ciclos. Provaremos a afirmacio

contrapositiva.

Suponha que G5 possui um ciclo 1, s, ..., Ty, 21, onde z; € B. Pela definicdo de

G3 e por conta de que & ¢é livre de somas, existem y; € B tais que:
Ti*xY; = 0ip1%ip1 V1 <i<m

Tm *Y; = QI

Assim, z; € "Wk € Ne 1 < i < m e, portanto, a sequéncia nao estabiliza em

{0}, =m
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Como visto no exemplo 3.2.18, a propriedade de livre de somas é necessaria para

estabelecer o Corolario 3.2.22; pois, para .Z livre de somas, é possivel precisar exatamente

"

Analogamente, podemos enunciar a seguinte caracterizacao a partir do Teorema
3.2.14.

Corolario 3.2.23 Seja £ uma dlgebra, B uma base na qual £ ¢ livre de somas e G5
seu grafo do tipo 2 a esquerda associado. Entao, G5 nao possui ciclos se, e somente se,

a sequéncia dada por

L0 = &
L = gy gl

estabiliza em {0}.

Demonstracao

A demonstracao é analoga ao Corolario 3.2.22, de forma que os ciclos x1, Ta, ..., Ty, T1

em (5 evidenciam a existéncia de elementos y; em B tais que:

Yj * Ty = OGp1T441 V1 < 1 <m

Yji * Ty = Q45

E, portanto, z; € Z¥ V k€ Ne 1 <i < m e, portanto, a sequéncia nao estabiliza em

{0}. =

Observacao 3.2.24 O Coroldrio 3.2.15, porém, ndao pode ser intensificado de forma and-
loga, pois hda uma contengdo da referida sequéncia na interseccao das outras duas e nao

uma igualdade, como podemos observar no exemplo abaizo:

Exemplo 3.2.25 Seja %y a dlgebra de Leibniz J-dimensional e livre de somas cujo pro-

duto ¢ dado pela lei de formacao:

[61763] = €13
[62764] = €g;

[64, 62] = —€q.
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(0,0,10)

(1,000)

el

(a) Grafo do tipo 2 a direita associado a %y (b) Grafo do tipo 2 & esquerda associado a %

Figura 28: Grafos do tipo 2 associados a %

Tem-se que Ly € solivel e os grafos do tipo 2 associados possuem ciclos de com-
primento 1. Portanto, nao é verdade que toda dlgebra livre de somas e soluvel possui um

dos grafos associados do tipo 2 sem ciclos.
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4 Conclusoes e problemas em aberto

O objetivo deste trabalho é estudar maneiras de associar algebras a grafos de
forma que seja possivel obter propriedades relacionadas a algebra a partir de seus grafos

associados.

Para tanto, baseamo-nos no artigo de Carriazo et al. [3] e o generalizamos, demons-
trando resultados analogos aos originais sob a ética de uma nova associac¢ao, denominada
grafos do tipo 1. Por outro lado, apresentamos também novos resultados relacionados
& solubilidade e nilpoténcia de Algebras de Leibniz, obtidos através de uma generaliza-
¢ao diferente para os grafos em questao, intitulada grafos do tipo 2; além de resultados
mais gerais, aplicaveis a qualquer algebra, tanto através da associacao a grafos do tipo 1
quanto a grafos do tipo 2. Ainda, o apéndice deste trabalho traz uma implementacao na
linguagem C++ dos algoritmos de construcao dos grafos, auxiliando na decisdo sobre a

solubilidade e nilpoténcia de algebras, como no Exemplo 5.3.1 e no Exemplo 5.3.2.

E notéavel, porém, que para a teoria de classificacao de algebras nao associativas, um
resultado ideal reproduziria informacoes relativas a isomorfismos entre algebras nos grafos.
Portanto, uma continuidade natural para este trabalho é a analise de outras propriedades

invariantes por isomorfismos de algebras e sua repercussao nos grafos associados a elas.

Outra possivel abordagem futura visando a mesma finalidade trata-se do estudo
dos efeitos refletidos nos grafos a partir das mudancas de base nas dlgebras associadas a
eles. O estudo destas propriedades pode levar a determinacao de clases de equivaléncia
entre os grafos e desenvolver ferramentas de grande importancia para a classificacao de

familias de algebras nao associativas.

Seguindo este mesmo objetivo, a restricao das bases das algebras analisadas tam-
bém pode auxiliar no desenvolvimento desta teoria. Se, por exemplo, todas as algebras
de uma certa familia de dlgebras nilpotentes apresentam uma base na qual seu grafo do
tipo 2 a direita nao possui ciclos (ou uma generalizacao analoga para o resultado sobre as
algebras soliveis), podemos nos restringir ao estudo dos grafos nessas bases, contribuindo,

entao, com a classificacao desta familia.

Uma outra possibilidade para os proximos passos deste estudo ¢ uma investigagao
das propriedades do grafo formado pela uniao dos grafos do tipo 1, 2 a direita e 2 a
esquerda. Em uma ultima reunidao do projeto de pesquisa que gerou esta dissertacao,
constatamos que ha algebras que possuem exatamente os mesmos grafos do tipo 1, 2 a
direita e 2 a esquerda e, a despeito do que se almejava, nao sao isomorfas. Porém, é possivel
que, restringindo-se a familias menores de algebras, se obtenham resultados interessantes

para a classificacao das algebras.
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5 Apeéndice

Com o intuito de facilitar a conversao de dlgebras em grafos, elaboramos um soft-
ware na linguagem de programagao C++ capaz de representar o grafo internamente (em
objetos e listas, facilitando a obtengao de propriedades) e exportar um arquivo xml para a
exibigdo de uma representagao visual deste (utilizada nos exemplos neste trabalho) através

do software Geogebra.

A preferéncia pelo software Geogebra em detrimento de uma imagem estéatica se
deu por conta da possibilidade de deslocamento dos vértices de acordo com a necessidade
do usudrio para melhor visualizacao do grafo. Ademais, o arquivo de entrada do programa

utiliza o padrao xml, o que facilita a manipulacdo pelo nosso software.

5.1 A matriz de adjacéncia

O objetivo final do Algraph é, a partir de uma algebra definida pelo usuario por
sua dimensao e lei, representa-la através de seus grafos associados: grafo segundo Carriazo

et al. [3], grafo tipo 1 e grafo tipo 2 a direita e a esquerda.

Para tanto, o programa deve armazenar a lei da algebra e processa-la segundo cada

algoritmo representado neste trabalho.

O armazenamento computacional de grafos ponderados é usualmente realizado
através da matriz de adjacéncia dos mesmos, porém, os grafos definidos neste trabalho
possuem arestas com o mesmo par ordenado como extremidades (como ocorre nos grafos
segundo Carriazo et al. [3]) ou seus pesos encontram-se em C" (como ocorre no grafo tipo

1, 2 a direita e 2 a esquerda).

Ampliaremos, entao, o conceito de matriz de adjacéncia, ja discutido nas prelimi-

nares, com a definicdo a seguir:

Defini¢ao 5.1.1 A matriz de adjacéncia estendida (andloga a matriz de adjacéncia para
digrafos ponderados) de um grafo G = (V, A, V) munido de uma fungdao peso P: A — C"

¢ definida como a matriz n X n de coeficientes a;; € C" tal que:

(ai;) =

0 € C", caso contrdrio.

Assim, estao definidas matrizes de adjacéncia para os grafos do tipo 1, do tipo 2

a direita e do tipo 2 a esquerda. Para ilustrar este conceito, veremos um exemplo.
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Exemplo 5.1.2 Seja @/ uma dlgebra de dimensdo 5 cuja lei na base B = {eq,...,e5} €

dada por:
€1 %€y = €1+ ey — es,
€y x€1 — €1,
ez *xe5 = €3 —e3+ ey,
egxep = eg—+es.

e Sua matriz de adjacéncia estendida do grafo do tipo 1 é dada por:

(0,0,0,0,0) (1,1,-1,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,1,—1,1,0)
(0,0,1,0,1) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
e Seu grafo do tipo 1 associado € representado por:
(0,0,10,1) et
(11-1,00)

Figura 29: Grafo do tipo 1 associado a algebra @

e Sua matriz de adjacéncia estendida do grafo do tipo 2 a direita é dada por:

(0,1,0,0,0) (0,1,0,0,0) (0,—1,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,1) (0,0,0,0,—1) (0,0,0,0,1) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)

e Seu grafo do tipo 2 a direita associado é representado por:
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Figura 30: Grafo do tipo 2 a direita associado a algebra .27

e Sua matriz de adjacéncia estendida do grafo do tipo 2 a esquerda é dada por:

(0,1,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,1,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,1,0)
(1,0,0,0,0) (1,0,0,0,0) (-1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0) (0,0,1,0,0) (0,0,-1,0,0) (0,0,1,0,0) (0,0,0,0,0)
e Seu grafo do tipo 2 a esquerda associado é representado por:
(1,0,000)

(0,0,1,0,0)

(1,0,0,0,0)

(0,1,0,00)

Figura 31: Grafo do tipo 2 a esquerda associado a algebra <7

E notével que cada constante de estrutura nido nula da algebra ocorre como uma
coordenada da matriz de adjacéncia estendida, tanto nos grafos do tipo 1 quanto em ambos
os grafos do tipo 2. Portanto, as trés matrizes de adjacéncia estendidas constituem-se da

mesma informacgao.

A seguir analisaremos as condigoes através das quais podemos obter uma matriz
de adjacéncia a partir de outra. Para tanto, definiremos operagoes analogas a transposicao

de matrizes nas matrizes de adjacéncia estendidas.
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Definigao 5.1.3 Para fins de notagio, denote por (M) a k-ésima coordenada do ele-

mento que se encontra na i-ésima linha e j-ésima coluna de uma matriz de adjacéncia
estendida M .

Seja A a matriz de adjacéncia estendida de um grafo associado a uma dlgebra
n-dimensional. Definimos:
e B ¢ dita transposta 1-3-2 de A (com a notagio B = A"*?) se (Bjjx) = (Airj) Vi, j, k €
{1,...,n};

o C € dita transposta 2-3-1 de A (com a notagio C' = A ) se (Cijx) = (Ajpi) Vi, j, k €
{1,...,n};
e D ¢ dita transposta 3-1-2 de A (com a nota¢io D = A®'2) se (Dyjr.) = (Agij) Vi, j, k €

{1,...,n}.

Proposicao 5.1.4 Sejam, respectivamente, X, Y e Z as matrizes de adjacéncia esten-

didas dos grafos do tipo 1, 2 a direita e 2 d esquerda associados a uma dlgebra £ na base
B ={ey,...,en}. Entdo:

o YV = Xt132 e X = Yt132
o 7 — Xt231 e X = Zt312

o YV = (Zt312)t132 e 7 = (Yt132)t231
Demonstracgao

Seja e;xe; = Y0, Ci’fjek, Vi, je{l,..,n}aleideformagao de .Z. Basta observar

que a cada constante de estrutura niao nula CF., tem-se, das definicoes dos grafos tipo 1,

0,97
2 a direita e 2 a esquerda, que:
Gl = (Xiw);
Cik,j = (Y;kj)§

Logo, (Xijk) = (Yikj) = (Zjki) Yi,5,k € {1,...,n}. Assim, os dois primeiros itens estao
provados.

O terceiro item, por sua vez, decorre diretamente das equagoes anteriores. m

Em outras palavras, observando X como uma matriz de n® dimensoes, constituida
de n linhas de n colunas, cada uma com n coordenadas, Y pode ser obtida a partir da

leitura de X, percorrendo primeiro suas colunas (fixadas linha e coordenada), depois suas
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coordenadas e por ultimo suas linhas. E, da mesma forma, Z pode ser obtida pela leitura

de X, percorrendo primeiramente as linhas e, depois, coordenadas e colunas.

5.2 A construcao dos grafos

Com base nesses resultados, o programa armazena a lei da algebra na forma da
matriz de adjacéncia estendida de seu grafo associado do tipo 1, concentrando toda a

informacao sobre os produtos da algebra e permitindo a construcao dos quatro grafos

Utilizando-se do principio evidenciado na proposi¢ao 5.1.4, o programa percorre
a referida matriz de trés maneiras distintas para a construcao dos trés grafos definidos

neste trabalho, como pode ser observado nos pseudocodigos abaixo:

Criacdo do grafo tipo 1:
Crie o arquivo de saida no Geogebra
Desenhe os vértices no arquivo de saida numa quantidade igual a dimensdo da
dlgebra sobre um circulo de raio 1, separados por angulos iguais
Para i de 0 a dimensdo da dlgebra
Para j de ® a dimensdo da dlgebra
Esvazie o vetor label
Para k de 0 a dimensdo da dlgebra
label <+ (label, matriz_de_adjacencia[i][j][k])
Se label possui pelo menos um valor diferente de 0
Entdo Construa uma aresta orientada de e; para e;

Defina o valor do vetor label como peso da aresta

Criacdo do grafo tipo 2 a direita:
Crie o arquivo de saida no Geogebra
Desenhe os vértices no arquivo de saida numa quantidade igual a dimensdo da
dlgebra sobre um circulo de raio 1, separados por angulos iguais
Para i de ® a dimensdo da dlgebra
Para k de ® a dimensdo da dlgebra
Esvazie o vetor label
Para j de ® a dimensdo da dlgebra
label + (label, matriz_de_adjacencial[i][j][k])
Se label tiver pelo menos um valor diferente de 0
Entdao Construa uma aresta orientada de e; para e

Defina o valor do vetor label como peso da aresta

Criacdo do grafo tipo 2 a esquerda:
Crie o arquivo de saida no Geogebra

Desenhe os vértices no arquivo de saida numa quantidade igual a dimensdo da
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dlgebra sobre um circulo de raio 1, separados por angulos iguais
Para j de 0 a dimensdo da dlgebra
Para k de 0 a dimensio da dlgebra
Esvazie o vetor label
Para i de 0 a dimensio da dlgebra
label <+ (label, matriz_de_adjacencial[i][j][k])
Se label tiver pelo menos um valor diferente de 0
Entdo Construa uma aresta orientada de e; para e

Defina o valor do vetor label como peso da aresta

Como pode ser observado, a construgao dos trés grafos se diferencia apenas pela
ordem dos elementos percorridos (alternando entre linhas, colunas e coordenadas), a partir

da concepc¢ao da matriz de adjacéncia estendida como uma matriz tridimensional.

A construgao do grafo segundo o artigo de Carriazo et al. [3] encerra mais deta-
lhes, pois, pode haver mais de duas arestas com o mesmo par de extremos dependendo da
quantidade de valores distintos ocorridos nas constantes de estrutura. Desta forma, a cons-
trucao destes grafos requer mais cuidado, verificando os pesos das arestas ja desenhadas

e definindo regras para a orientacao das préximas, como no algoritmo abaixo:

Criacdo do grafo segundo Carriazo et al. [3]
Crie o arquivo de saida no Geogebra
Desenhe os vértices no arquivo de saida numa quantidade igual a dimensdo da
algebra sobre um circulo de raio 1, separados por angulos iguais
Para i de 0 a dimensdo da dlgebra
Para j de 0 a dimensio da dlgebra
Esvazie o vetor Pesos
Para k de 0 a dimensio da dlgebra
Se matriz_de_adjacencial[i][j][k] # ©
Entdo Se (i # k # j)
Entdo Se matriz_de_adjacencia[i][j][k] ndo esta em Pesos
Entdo Desenhe uma aresta ndo dirigida de e; a ¢;
Atribua-lhe peso matriz_de_adjacencial[i][j][k]
Pesos < (Pesos, matriz_de_adjacencial[i][j][k])

Sendo: Desenhe uma aresta de e¢; a e; orientada na direcdo de e

Observagao 5.2.1 Apesar do nosso estudo englobar as dlgebras sobre os complexos, para
simplificar a notacao utilizada no arquivo de entrada e a leitura do mesmo pelo programa,

o Algraph trabalha apenas com dlgebras sobre os nimeros reais.

Porém, como o software foi desenvolvido com o objetivo de construir exemplos e

validar resultados, essa restrigdo ndao compromete seus propositos.
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5.3 A interface

O Algraph inicia com o seguinte menu:

[® F\Algraph.exe

Digite a opcao desejada: a
©: Matriz de Adjacencia estendida (para o tipo 1)
1: Grafo no Geogebra (Carriazo, Fernandez e Nunez)
2: Grafo no Geogebra (Tipo 1)
3: Grafo no Geogebra (Tipo 2 a direita)
4: Grafo no Geogebra (Tipo 2 a esquerda)
5: Sair
v

Figura 32: Menu do Algraph

Antes de executa-lo, o usuario deve editar o arquivo input.trt na pasta do programa

segundo a configuracdo do exemplo abaixo:

I inputtxt - Notepad

File Edit Format View Help

7

Lie
[e1,e2]=e3
[e1,e3]=e4
[e1l,e4]=e5
[e2,e3]=ed+e7
[e2,e4]=e5
[e2,e5]=eb

Figura 33: Exemplo de arquivo input

Na qual a primeira linha indica a dimensao da algebra e, portanto, as dimensoes
da matriz de adjacéncia estendida e a quantidade de vértices nos grafos; a segunda linha
deve ser preenchida com "Lie"caso seja necessario que o programa considere a anticomu-
tatividade na construcao do grafo, em caso contrario o programa a desconsiderara. As

demais devem compor a lei da algebra na base {el,e2,...,en}.

O output do programa ¢é visualizado em um leitor de texto plano (no caso da
matriz de adjacéncia estendida) ou no geogebra (no caso dos grafos), como nos exemplos

a seguir:
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Exemplo 5.3.1 Seja a dlgebra de Lie tridimensional £y, dada pela lei abaizo:

le1,€2] = —2ey,
[617 63] = 2637
[ea, €3] = —ey.

O arquivo de entrada deve sequir a sequinte estrutura:

ﬂ inputixt - Notepad

File Edit Format View Help
3

Lie

[el,e2]=-2e2
[el,e3]=2e3
[e2,e3]=—eﬂ

Figura 34: Input da algebra .#}; no Algraph

A matriz de adjacéncia gerada a partir da op¢ao 0 do programa é exibida conforme
figura abaixo:

H matriz_ad).txt - Notepad

File Edit Format View Help

lfe,0,0,} {o0,-2,0,} {0,0,2,}
{gszgJ} {BJBJGJ} {_IJBJBJ}
{0,0,-2,} {1,0,0,} {0,0,0,}

Figura 35: Matriz de adjacéncia do grafo tipo 1 da algebra £, gerada pelo Algraph

Os grafos sequndo Carriazo et al. [3], tipo 1, tipo 2 a direita e tipo 2 a esquerda
associados com L1 sdo reproduzidos a sequir:
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(a) Grafo segundo Carriazo et al. [3] da  (b) Grafo do tipo 1 associado & algebra
algebra Z11 gerado pelo Algraph 211 gerado pelo Algraph

(c) Grafo do tipo 2 a direita associado &  (d) Grafo do tipo 2 & esquerda associado
algebra 11 gerado pelo Algraph a algebra 211 gerado pelo Algraph

Exemplo 5.3.2 Seja a dlgebra de Leibniz L5 de dimensao 5 dada pela lei abaixo:

ler,el] = es,

le1,e2] = e3+eq+ es5,
le2,e1] = es+es,
les,e1] = —es,

les, 1] = es.

Cujo arquivo de entrada para o Algraph encontra-se representado abaizo:
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B input.bet - Notepad

File Edit Format View Help
5

Leibniz

[el,el]=e3
[el,e2]=e3+e4+e5
[e2,el]=ed+e5
[e3,el]=-e5

[e4,e1]=e5

Figura 37: Input da dlgebra .2} no Algraph

A sequir, a matriz de adjacéncia estendida e os grafos emitidos pelo programa:

dj.txt - Notepad

File Edit Format View Help

{0,e,1,0,0,} {0,0,1,1,1,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,}
{e,0,0,1,1,} {e,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,}
{e,e,0,0,1,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,}
{0,0,0,0,-1,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,08,0,}
{e,e,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,} {0,0,0,0,0,}

Figura 38: Matriz de adjacéncia do grafo tipo 1 da algebra .2}, gerada pelo Algraph

e2

(0,0,01,1)

(0,0,1,0,0)

eb

ed

(a) Grafo do tipo 1 associado a algebra 2o ge-
rado pelo Algraph

el e2

(1,0,0,0,0)

e5

(b) Grafo do tipo 2 & direita associado & 4lgebra(c) Grafo do tipo 2 a esquerda associado a dlge-
219 gerado pelo Algraph bra %o gerado pelo Algraph
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O exemplo 5.3.1 representa uma algebra de Lie, portanto, observando os grafos e
a matriz de adjacéncia, facilmente percebe-se a anticomutatividade. Ademais, através dos
teoremas apresentados e considerando sua caracteristica como livre de somas, a presenca
de ciclos em seu grafo do tipo 2 a direita indica sua propriedade de nao nilpotente. De

fato, sua primeira derivada é gerada por ey, e € e3 e, portanto, se iguala a propria algebra.

Por otro lado, o exemplo 5.3.2 representa uma algebra de Leibniz nao anticomu-
tativa, portanto, seus grafos do tipo 2 associados nao sao isomorfos e as arestas de seu
grafo do tipo 1 nao possuem uma correspondente oposta. O grafo descrito por Carriazo

et al. [3] nao foi gerado, pois 0 mesmo nao esté definido para dlgebras que nao as de Lie.

Outrossim, a auséncia de ciclos nos grafos do tipo 2 implica na nilpoténcia (grafo

do tipo 2 a direita) e solubilidade da algebra em questao.

Observacao 5.3.3 Como o software Geogebra ndao possui a finalidade de trabalhos com
grafos, ele nao possui as ferramentas bdasicas para o desenho dos mesmos. Para a repre-
sentacao das arestas, utilizou-se segmentos de reta e arcos circulares com diferentes raios.

Para sua orientacao, o programa recorre a vetores posicionados no ponto médio dos arcos.
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