UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
DISSERTACAO DE MESTRADO

Demonstracao do Teorema de van der Waerden

Via Sistemas Dinamicos

Vanessa Lucia da Silva

Macei6, Brasil
Fevereiro de 2016



VANESSA LUCIA DA SILVA

DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE VAN DER WAERDEN
VIA SISTEMAS DINAMICOS

Dissertacao de Mestrado, na area de concentracao
de Sistemas Dinémicos, submetida em 12 de Feve-
reiro de 2016 a banca examinadora, designada pelo
Programa de Mestrado em Matematica da Univer-
sidade Federal de Alagoas, como parte dos requi-
sitos necessarios a obtengao do grau de mestre em
Matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Krerley Irraciel Martins Oliveira.

Maceid, Brasil
Fevereiro de 2016



Catalogacéao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecario Responsavel: Valter dos Santos Andrade

S586  Silva, VanessaLlciada
Demonstragdo do teorema de van Waerden via Sistemas dindmicos / Vanessa
Luciada Silva. - 2016.
32f.:il.

Orientador: Krerley Irraciel Martins Oliveira

Dissertacéo (Mestrado em Matemética) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matemética. Programa de P6s-Graduagdo em Matematica. Macei6,
2016.

Bibliografia: f. 32.

1. Partico finita. 2. Progressdo aritmética. 3. Teorema de van der Waerden.
I. Titulo.

CDU: 517.93




VANESSA LUCIA DA SILVA
Demonstracio do Teorema de van der Waerden via Sistemas Dinamicos

Dissertacdo submetida ao curso de
Mestrado do Programa de Pés-
Graduacdo em Matematica da
Universidade Federal de Alagoas e
aprovada em 12 de fevereiro de
2016.

Banca Examinadora:

¥

? . f’}
Ky 8isenn

" Prof. Dr. Krerley lrraciel Martins Oliveira — UFAL
(Orientador)

M Cohndenn

Prof. Dr. Ali Golmakani —~ UFAL

—
&\‘{ﬁ‘_i\—i/\.ig-/

F’rdf. Dr. Mohammad Fanaee ~ UFF




“Até aqui nos ajudou o Senhor”
(Ebenézer)



Agradecimentos

Agradego primeiramente a minha familia, que sempre me apoiou ao longo desta jornada
em especial para minha mae Vera Licia, minha irma Vania Licia e meu irmao Ivan José.

Agradeco também aos meus amigos Eduardo Santana, Isnaldo Isaac, Dayane Dalysse,
Joselma Lins e Robson Silva pelos incentivos e auxilios ao trabalho.

Por fim, quero agradecer ao meu orientador, o professor Krerley Oliveira, especialmente
por sua atencao e grande paciéncia, mesmo diante das minhas faltas e de seus miultiplos
compromissos. Aproveito ainda para agradecer aos professores Ali Golmakani e Mohammad
Fanaee, membros da banca examinadora, pelas sugestoes e apoio a respeito desta dissertacao.



Resumo

Vamos apresentar uma demonstracao alternativa ao ambito da Aritmética Combinatoria,
do Teorema van der Waerden. Este resultado, consiste na busca por progressoes aritméticas
de tamanhos arbitrdrios dentro do conjunto dos nimeros inteiros. Mais precisamente, mos-
traremos que ao particionarmos finitamente o conjunto dos nimeros inteiros, uma dessas
partes finitas de 7Z, possui progressoes aritméticas de qualquer comprimento. Para tal, fare-
mos uso das ideias de Fustemberg com elementos da Dinamica Simbdlica.

Palavras-chave: Particao finita. Progressao Aritmética. Teorema de van der Waerden.



Abstract

We will present an alternative demonstration the scope of Arithmetic Combinatorics,
Theorem van der Waerden. This result is the search for arithmetic progressions of arbitrary
size within the set of integers. More precisely, we show the particionarmos the finitely set of
integers, one of these parts of finite Z , has arithmetic progressions of any length. To this
end, we will make use of Fustemberg ideas with elements of symbolic dynamics.

Keywords: Finite Partition. Arithmetic Progression. Van der Waerden Theorem.
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Introducao

A Teoria dos Niumeros vem ganhando destaque ao longo dos tempos com seus diversos
problemas que desafiam geragoes de matematicos. Essa area da matematica estuda as pro-
priedades dos nimeros, dando maior atencao aos inteiros, com énfase aos primos.

As engrenagens dessa ciéncia sao questionamentos tais como o surgido em 300 a.C., cuja
conjectura fora atribuida a Euclides de Alexandria , ainda em aberto, conhecida como con-
jectura dos primos gémeos, segundo a qual existem infinitos pares de primos tais que p é
primo e p + 2 também o é. Outra conjectura ,também em aberto, é a de Goldbach, o qual
afirma que todo nimero inteiro par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos.

Mediante estes questionamentos, daremos énfase a uma conjectura respondida por Van der
Waerden, atualmente classificada como Teorema de Van der Waerden que trata da existéncia
de progressoes aritméticas de tamanhos arbitrarios em subconjuntos de Z e é a esse resul-
tado que atentaremos neste trabalho. Tal problema fora obtido originalmente numa versao
segundo elementos da teoria combinatoria e, posteriormente, fora apresentado e resolvido por
Fustemberg fazendo uso de elementos da Teoria Ergédica.

O teorema de Van der Waerden foi obtido em 1927 pelo matematico Bartel Leendert Van
der Waerden (1903- 1996). Van der Waerden é oriundo dos Paises Baixos, popularmente
conhecido como Holanda, estudou na Universidade de Amsterdam e de Gottingen no periodo
de 1919 a 1925. Apesar de ser mais conhecido no ramo da algebra,também publicou traba-
lhos em geometria algébrica, topologia, teoria dos niimeros, geometria, analise combinatoria,
analise matematica, e teoria da probabilidade.

Seguindo a mesma linha do problema proposto e resolvido por Van der Waerden, encon-
tramos resultados posteriores mais gerais tais como: o teorema de Szemerédi (1975) o qual
afirma que todo conjunto de inteiros positivos com densidade superior positiva possui pro-
gressoes aritméticas de tamanhos arbitrarios. Em 2004 fora demonstrada, por Ben Green e
Terence Tao, uma antiga conjectura sobre os primos. Fora mostrado que existem progressoes
aritméticas arbitrariamente longas formada apenas por primos. Esse resultado, juntamente
com outros, levaram Tao a ganhar medalha Fields em 2006.

Desta forma, observa-se a relevante busca por nimeros primos através das progressoes aritméticas.
Entao, iniciaremos este trabalho identificando conceitos e teoremas necessarios para demons-
trar o resultado devido a van der Waerden, sobre progressoes aritméticas. Posteriormente,
serao abordadas outras formas do Teorema de van der Waerden e em sequéncia resultados
mais gerais a0 mesmo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Lema de Zorn

Para concluirmos a demonstracao da versao simples do Teorema de Recorréncia de
Birkhoff (Secao 2.1), faremos uso de um importante lema de cardter existencial, a qual trata
de familias de infinitos conjuntos, é o denominado Lema de Zorn, devido a Max Zorn.

Definicao 1.1 Uma ordenacgao parcial num conjunto M é uma relagao bindria < em M que
¢ reflexiva (xr < x,¥Yx € M), transitiva (v <y ey <z = x < z ) e anti simétrica (xv <y e
y < x =z =1y). Neste caso, dizemos que (M, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

O termo "parcial’na definicao dada aparece pois pode haver elementos que nao sao com-
paraveis de acordo com a ordenacao < dada.

Exemplo 1 Denotando P(X) o conjunto das partes de X. A inclusdo de conjuntos, isto €,
A < B se, e somente se, A C B, define uma ordenagao parcial em P(X).

Definicao 1.2 Um conjunto parcialmente ordenado € dito totalmente ordenado quando quais-
quer dois elementos sao compardveis de acordo com a ordenac¢ao parcial dada.

Exemplo 2 O conjunto R dos nimeros reais com a ordenacdo usual < € totalmente orde-
nado.

Definigao 1.3 Seja (M, <) um conjunto parcialmente ordenado. x € M € um elemento
mazximal (minimal) em M se para todo y € M com x <y (y < z) seque-se v = y. Um
elemento © € X € majorante (minorante) de’ Y C X sey <z (x < y) para todo y € Y.

Exemplo 3 O conjunto P(X), do exemplo 1.1, possui como elemento mazimal o préprio
X. Enquanto no Exemplo 1.2, R nao possui elemento maximal, nem minimal.



Lema 1.1 (Lema de Zorn) Um conjunto nao vazio parcialmente ordenado, no qual todo
subconjunto totalmente ordenado possui um majorante (minorante), possui elemento maximal
(minimal).

Este lema ¢ muito t1til, pois substitui calculos técnicos envolvendo indugao transfinita, que
trata de técnica matematica que permite provar propriedades para todos nimeros ordinais
(ou, de forma mais geral, para qualquer conjunto (ou classe) bem ordenado) a partir de etapas
finitas. Trata de uma generalizacao da inducao finita. Além disso, o mesmo da suporte a
demonstracao de importantes resultados tais como, para concluir que todo espaco vetorial
nao trivial possui uma base de Hamel, que todo conjunto infinito M é equipotente ao conjunto
M x M, dentre outros, cujas demonstracoes nao serao expostas pois fogem ao objetivo do
trabalho.

1.2 Espaco de Sequéncias

Em matematica, dinamica simbdlica é a pratica de modelagem de um sistema dinamico
topolodgico por um espaco discreto que consiste em sequéncias infinitas de simbolos abstratos,
cada um dos quais corresponde a um estado do sistema, com a dinamica dadas pelo operador
de deslocamento a esquerda, o shift.

Considere, para cada [ > 2 o espaco

¥ ={1,2, ...,Z}Z ={a=(.,a1,00,00q,...) :ay € {1,2,...,1},i € Z}
o espago das sequéncias bilaterais com [ simbolos.

Definigao 1.4 Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topolégicos. A topologia T em X XY gerada
pela base
B={UxV;Ue€Tx,VeTy}

chama-se topologia produto de Tx e Ty. O espago topoldgico (X x Y,T) chama-se espago
produto.

Teorema 1.1 (Tychonof) Seja {X,} uma familia de espagos topoldgicos compactos. Entao,
X = ][ X. é compacto.

Definiremos uma topologia, observando que ¥ é o produto direto, de uma quantidade
enumeravel de cépias do conjunto finito {1,2,...,1}, com a topologia discreta, e usando a
topologia produto. Desta forma, segue-se pelo Teorema de Tychonoff que ¥ é compacto.

Fixando inteiros n; < ny < ... < ny e numeros ag, ...,ax € {1,2,...,l} chamaremos o
subconjunto de ¥ de cilindro o conjunto dado por:

Ok — {ﬁ cy: Bm' = aiVi =1, ,]C}

QL y.ens O

O numero k de digitos fixados é chamado de categoria do cilindro.



Uma forma alternativa de definirmos uma topologia no espaco X e observando que todos
os cilindros sao conjuntos abertos e que formam uma base da topologia. Entao, todo cilindro
é fechado, pois o complementar de um cilindro é a uniao finita de cilindros.

Podemos também introduzir, em ¥, a métrica d(8,v) = 2~NBY em ¥, onde

N(B,7) =max{N >0: 3, =7,Vn € Z,|n| < N}
. De fato,
e d(B3,3) =0, pois N(j3,8) = oc;

0
e d(3,7) = d(v,B) visto que N(8,7) = N(v,3);
e Dados o, 3,7 € ¥, N1 = N(B,a), No = N(B,7), N3 = N(a,7) e sem perda de

generalidade Ny < N3, temos que «,, = (3, para todo |n| < Ny. Logo, Ny < Nj e
a7 < 535 < 5% + 55 = d(a,fB) < d(a,v) +d(v, ).

Logo, d é distancia.

Observe que a topologia gerada pela métrica é mais fina que a topologia produto, visto
que toda bola é um cilindro. De fato, se a e 8 pertencem a uma bola de centro em « e raio
r, entdo d(a, ) < r. Desta forma, 8, = a, para todo |n| < r e se algumas coordenadas
coincidem temos um cilindro.

Por outro lado, a topologia produto é mais fina que a topologia gerada pela métrica.
De fato, todo cilindro é intersecao de imagens de bolas pelo operador deslocamento, que é
um homeomorfismo como sera demonstrado a seguir. Entao, todo cilindro é a intersecao de
abertos da métrica. Desta forma, temos que a topologia gerada pela métrica coincide com a
topologia produto.

1.3 A Transformacao Shift

Nesta secao vamos introduzir uma dinamica o : 3 — ¥ no espaco X, chamada desloca-
mento (ou shift) de Bernoulli, onde o((2,),) = (Zn41)n- Os teoremas a seguir asseguram que
a transformacao shift é um homeomorfismo.

Teorema 1.2 O deslocamento,definido no espaco de sequéncias bilaterais, é continuo.

Demonstracao. Dado ¢ > 0, existe N > 0 suficientemente grande tal que ¢ > % Seja n

tal que
1 - 1
20 "N’
Tome 0 < § < % Assim, para quaisquer x,y € X, se d(z,y) < d, entao z; = y;

para —n — 1 < i < mn+ 1, e portanto o(z) e o(y) coincidem nas n-ésimas coordenadas
centrais, implicando que:

d(o(x), o(y)) < 21 < % <e

4
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O deslocamento a esquerda, definido no espago de sequéncias bilaterais, é uma bijecao e
o deslocamento a direita ((x,,),) = (z,_1) é a sua inversa. Note também que

O_(cnl,...,nk) — {w c 3 wm_H = Oglvz = 1, ,n}

ALy O

é um cilindro, isto é, o leva cilindros em cilindros. De forma analoga, vemos que a pré
imagem de um cilindro é ainda um cilindro. Logo, ¢ é um homeomorfismo.

Observe que o operador deslocamento nao ¢ injetivo quando definido no espago de sequéncias
unilaterais com [ sfmbolos, isto é, no espago & = {a = (ap,a1,...) ra; €{1,2,..,1},i € Z}
,como o mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4 Sendo a = (1,2,2,...) e f=(2,2,2,...), temos que

ola) =0(8) =(2,2,2,...)

A restrigao de o a algum subconjunto fechado e invariante de 3, é chamado de Sistema
Dinamico Simbélico.

1.4 Medidas Invariantes

A teoria da medida foi desenvolvida no final do século XIX e no inicio do século XX por
Emile Borel, Henri Lebesgue, Johan Radon e Maurice Fréchet. As principais aplicagoes sao:

e na fundamentagao da integral de Lebesgue, que generaliza (com vantagens) a integral
de Riemann;

e Na axiomatizacao da teoria de probabilidade feita por Andrey Kolmogorov;
e na definicao mais geral de espacos nao euclidianos.

Abordaremos nesta secao alguns dos conceitos e resultados relevantes da teoria da medida
necessarios para a discussao do Teorema de Szemerédi.

Uma medida é uma funcao dos subconjuntos (ou partes) de algum conjunto X, que
associa "massas”a cada uma dessas partes. Uma medida deve satisfazer certas propriedades
intuitivas que idealizamos para uma funcao "massa”.

Definigao 1.5 Seja X um conjunto qualquer. B C P(X) é uma o—dlgebra se
i. 3eB
it. A € B implica A° € B
wi. A; € B, para todo i = 1,2, ..., implica U2, A; € B.

O par (X, B) é chamado de espago mensuravel, enquanto um elemento B € B é referido
como um conjunto mensuravel.



Exemplo 5 Seja X um conjunto qualquer. Entao, {&, X} e P(X) sao exemplos triviais de
o—dlgebra. Sao a menor e maior o—dlgebra, respectivamente, de X .

Exemplo 6 Se X ¢ um conjunto nao enumerdvel, entdo
{FE C X : E ¢é enumerdvel ou E° é enumerdvel}

¢ uma o—dlgebra, chamada o—dlgebra dos conjuntos enumerdveis ou coenumerdveis.

Exemplo 7 A intersecio de uma familia de o—dlgebras é uma o—dlgebra. Seque-se que, se
C C P(X), entao existe uma menor o—dlgebra M(C) que contém C; existe pelo menos uma
o—dlgebra que contém C, a o—dlgebra P(X). M(C) € chamada o—dlgebra gerada por C.

Definicao 1.6 Uma medida em (X, B) é uma fungao p: B — [0,00] que é contavelmente
aditiva, isto €, se {B;},.y for uma colegao dois a dois disjunta de elementos de B entdo

u( 0,5:) = > ().

Exemplo 8 Se X ¢ qualquer conjunto nao vazio, M = P(X) e f : X — [0,00) é uma
funcao qualquer, entdo f induz uma medida p em M definindo-se:

WE) = ey ) i=sup { T fla) s F ¢ fnio]}

Em particular, se f(z) = 1 para todo x entdo p € chamada a medida de contagem; se
f(zo) =1 e f(z) =0 para todo x # x¢, entdo u € chamada a medida de Dirac ou medida de
ponto de massa.

Exemplo 9 Se X € um conjunto nao enumerdvel, e M €é a o—dlgebra dos conjuntos enu-
merdveis ou coenumerdveis, entao a fun¢ao p definida por

W(E) = 0,se £/ é /enumemvel,/
1, se E € coenumerdvel

é uma medida.

Particularmente, se houver um elemento B de medida finita, entao

u(B) =pu(BUG) = u(B)Uu(@) = u@) = 0.

Se a medida tiver imagem em [0, 00) entao diz-se que ela é finita. Se for finita, pode ser
normalizada para que u(X) = 1, e neste caso é chamada de medida de probabilidade, ou
simplesmente de probabilidade. A tripla (X, B, ) é chamada de espaco de medida, ou de
espago de probabilidade se pu(X) = 1.



Definicao 1.7 Seja (X, B, p) um espago mensurdvel. Diz-se que f : X — R € mensurdvel
se para todo boreleano B de R wvaler f~'(B) € B.

A mensurabilidade pode ser testada com conjuntos (¢, c0), pois eles geram a o—élgebra
dos boreleanos de R. Se X for espago topoldgico e B for a o—algebra de Borel de X entao
qualquer fun¢ao continua sera mensuravel.

Com o intuito de definirmos integracao de uma funcao simples, que sera definida logo
abaixo, denotaremos por X4 a funcao caracteristica de A:

_J Osex¢ A
XA_{ 1, sexe A

Definicao 1.8 Seja (X, B, 1) espaco de probabilidade. Diz-se que f: X — R € simples se

f = Z a"iXAiv
=1

onde os Als sdo elementos dois a dois disjuntos de B.

Definicao 1.9 A integral de uma funcdao simples f = > a;Xa, € dada por
i=1

/fdﬂ = z::am@‘h)

Nesse caso também dizemos que f preserva pu. O conceito acima faz sentido, pois a pré-
imagem de um conjunto mensuravel por uma transformagao mensuravel ainda é um conjunto
mensuravel.

E fcil ver que qualquer fungao mensuravel nao negativa pode ser aproximada, por baixo
e monotonamente, por uma sequéncia de funcoes simples. A integral de f é definida como
sendo o limite das integrais das funcgoes simples, provando-se que independe da sequéncia

escolhida. Diz-se que f é integravel se [ fdu < oo .
Para funcoes reais, basta decompor f = f, — f_ e dizer que f é integravel se f, e f_

forem integraveis. A funcao f serd integravel se, e somente se, |f| for integravel.

Teorema 1.3 (da Convergéncia Mondétona) Considere a sequéncia{f; < fo < ...} de fungdes

reais integrdveis em (X, B, u). Se {/fndu} for sequéncia limitada, entdo lim f, existe em
n—oo
quase todo ponto e [ (im f,)dp = lim [ f,du. Se a sequéncia ndo for limitada, entio ou

lim f,, nao existe num conjunto de medida positiva ou lim f,, existe num conjunto de medida
total mas, nao € integravel.



Teorema 1.4 (Lema de Fatou) Seja {f,}, sequéncia de funcoes mensurdveis, limitadas
inferiormente por uma funcao integravel. Se liminf, [ f,du < oo, entao liminf, f,, € in-
tegrdvel e

/(lim inf f,,)dp = lim inf/fnd,u

Um exemplo que ilustra um pouco esse teorema e mostra que nao precisa haver igualdade é
dado pelas fungoes f, : [0,1] — R com

nz ,se0<z<1/n
fo(@) =< 2n—na? sel/n<x<2/n
0 ,se2/n<zx<1

onde as integrais sao sempre iguais a 1, as fungoes sao limitadas inferiormente por qualquer
funcao integravel nao positiva, e a fungao limite é a fungdo nula (ndo precisa que exista o
limite das fungoes para que o Teorema seja verdadeiro).

Segue-se o seguinte corolario deste ultimo :

Teorema 1.5 (da Convergéncia Dominada) Se g ¢ integrdvel e {f,}, € sequéncia de
fungées mensurdveis com | f,| < g q.t.p. e lim f, = f q.L.p., entao [ € integrdvel e

[ o= [ san

Definigao 1.10 Seja (M, B, i) um espago de medida e seja f : M — M uma transformagdo
mensuravel. Dizemos que a medida p € invariante por f se

w(E) = u(f~1(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Teorema 1.6 Sejam [ : M — M wuma transformagao mensurdvel e p uma medida em M.
Entao f preserva u se, e somente se,

[ odn= [ oo pau

para toda funcao pu—integravel ¢ : M — R.

Demonstragao. Suponhamos que a medida p é invariante, isto é, u(B) = u(f~'(B)) para
todo conjunto mensuravel B.

/ Xodp = 1(B) e u(f~(B)) = / (Xs o f)dp



O que mostra a igualdade para as fungoes caracteristicas e por linearidade da integral
é vélida para fungoes simples. Vamos concluir agora que vale para toda fungao in-
tegravel.Dada qualquer fungao integravel ¢ : M — R, considere uma sequéncia (s, ),
de fungoes simples convergindo para ¢ e tal que |s,| < |¢| para todo n. Entao,

/¢dM - liin/snd,u - 1i£n/(snof)dﬂ - /(gbof)d,u.

Reciprocamente, se / ody = / ¢ o fdu é suficiente mostrar que yu é invariante para

um conjunto fechado C' qualquer. Seja {U,}, uma sequéncia decrescente de abertos
tal que N ,U,, = C'. Isso implica que N, f~1(U,,) = f~1(C). Tome ¢,, continua que
valha 1 em C e zero fora de U,,. Entao, ¢, 0 f vale 1 em f~(C) e zero fora de f~1(U,).
Como p é probabilidade, p(U,,) converge a u(C) e u(f~1(U,)) converge a u(f~1(C)).

Além disso,

u(C) < /sbndu < w(Un).

Segue que, / ¢dp converge para u(C). Analogamente, / ¢n o fdu converge para

p(fHC)).
Por hipotese

/ budlpt = / bn o fdu = p(C) = u(f1(C))



Capitulo 2

Teoremas de Recorréncia e Extensoes
Naturais

2.1 Teorema de Recorréncia de Birkhoff

Nesta Se¢ao demonstraremos o Teorema de Recorréncia de Birkhoff e decorrente desse a
sua versao multipla, crucial para a conclusao do Teorema de Van der Waerden. Além desses,
também faremos uma breve discussao sobre o Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré
, & fim de dar uma ideia da demonstracao do Teorema de Szemerédi.

Definicao 2.1 Considere M um espaco topologico. Dizemos que um ponto x € M € recor-
rente para uma transformacao f : M — M se existe uma sequéncia de naturais nj — oo tal
que [ (z) — .

A versao simples do Teorema de Birkhoff investiga a existéncia de pontos recorrentes,
mais precisamente:

Teorema 2.1 (Birkhoff) Seja f : M — M wma transformagao continua num espago
métrico compacto M, entao existe algum ponto x € M que € recorrente para f.

Para fazermos a demonstracao deste resultado , consideremos o lema a seguir.

Lema 2.1 Seja M espaco métrico compacto, f : M — M uwma transformagao continua e Z a

familia de conjuntos fechados nao vazios de M invariantes por f, isto €, T = {X CMX=X,f(X)cCX
Entdao, um elemento X € T é minimal para a relacdo de inclusdo se, e somente, a orbita de

qualquer elemento x € X € densa em X.

Demonstragao Observe que Z é uma familia nao vazia, pois pelo menos M € Z. Considere
X C M elemento minimal de Z e z € X. Note que o fecho da érbita de z, O(z) =
{f":n €Z} é um elemento de Z. De fato,O(z) é nao vazio, j& que M é compacto,
fechado e invariante, pois dado

y € Ox) =y =lim f™(x) = f(y) = lim f(f™(z))
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devido a continuidade da funcao f. Esta ultima igualdade pode ser reescrita da seguinte
forma f(y) = lim f™**(z) e desta forma conclufmos que f(y) € O(z), isto é, f(O(x)) C
O(z). Além disso,

O(r) ¢ X = O(x) C X, pois X é fechado.

Pela minimalidade de X conclufmos que O(z) = X. Reciprocamente, suponha que a
6rbita de qualquer elemento € X é densa em X, isto é, que O(x) = X para todo
x € X e considere Y € 7 tal que Y C X. Temos que, y € Y = f"(y) € Y para todo n
natural. Logo,

Oy CcY=X=0y)cY=X=Y

Portanto, X é minimal.
O

Desta forma, de acordo com o lema, é suficiente verificarmos que, mediante as hipéteses
dadas, a familia Z de conjuntos fechados, nao vazios de M e invariantes por f possui elemento
minimal. Pois, terfamos desta forma que todo elemento x € X é recorrente para f, ja que
ele escreve-se como limite de uma sequéncia de f™(z).

Demonstracao do Teorema de Birkhoff. Considere a familia Z de conjuntos fechados
nao vazios de M invariantes por f, isto é f(X) C X e {X,} € Z um subconjunto
qualquer de Z totalmente ordenado. Vamos mostrar que { X, } admite algum minorante.
De fato, tome X = N,X, e observe que X C X, para todo «, é fechado, nao vazio pois
os X, sao compactos e constituem uma familia encaixada. Além disso, X também é
invariante por f pois, dado

reX=>re X, Va= f(x) € X,,Va= f(z) € X.

Logo, X é um minorante de {X,} e pelo Lema de Zorn (lema 4.1, apéndice) Z admite
elemento minimal.

2.2 Teorema de Recorréncia Multipla de Birkhoff

Trataremos agora de uma versao mais geral do teorema de Birkhoff, onde sdo conside-
radas varias transformacoes. Para nossos fins, é suficiente que tais transformacoes sejam
homeomorfismos, todavia o teorema que segue também é vélido se as transformagoes forem
apenas continuas (Segao 2.4) .
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Teorema 2.2 Seja M um espago métrico compacto e fi,..., fg : M — M homeomorfismos
que comutam entre si, isto €,f;o f; = fjo fi, entao existe a € M e uma sequéncia (ny); — 00

tal que
lilgn fi*(a) =a

para todo i =1, ...,q.

Para demonstrarmos este resultado, faremos inicialmente a seguinte construcao: F' :
M9 — M? definida no espago produto M9 = M com F(x1,....,x,) = (fi(z1),..., fu(zn)),
onde as f;’s sao homeomorfismos. Defina a diagonal A, de M? como o conjunto formado
pelos pontos & = (z,...,x) € M7 Assim, a conclusdo do Teorema de Recorréncia Miiltipla
de Birkhoff pode ser equivalentemente interpretado da seguinte forma: existe a € A, e
(ng)r — oo tal que

imF™ (@) = .

Usaremos inducao no numero ¢ de transformacoes. Para ¢ = 1 o teorema resume-se ao
Teorema de Recorréncia de Birkhoff. Suponha entao que o teorema vale para um nimero
g — 1 de homeomorfismos que comutam entre si, com ¢ > 2. Vamos provar que vale para a
familia fi, ..., f,.

Denote por G o grupo abeliano gerado pelos homeomorfismos fi, ..., f,, com a operagao de
composicao de fungoes. Dizemos que um conjunto X é G—invariante quando g(X) C X,
para toda funcao g € G.

Lema 2.2 A familia de subconjuntos nao vazios, fechados, G-invariantes de um compacto
M admite elemento minimal.

Demonstracao. Considere Z a familia de subconjuntos nao-vazios, fechados, G—invariantes
do compacto M e € 7 totalmente ordenado. Defina X = N,X,. Temos que, X C
X, Va, é fechado e {X,} € T para todo «, visto que os X, sd@o compactos e constituem
uma familia encaixada. Além disso, X é G—invariante pois para todo homeomorfismo
g€ Gexe X temos que g(z) € X,, Va.

Logo g(NaXa) C NuX, para todo «, donde concluimos que X é um minorante de {X,}
e, pelo Lema de Zorn, Z admite elemento minimal.

O

Desta forma, nao perdemos a generalidade se considerarmos o espaco M como sendo
minimal. Essa informacao sera de suma importancia, para a sequéncia de lemas auxiliares a
conclusao do teorema de Recorréncia Multipla de Birkhoff.

Para tal, facamos a construcao da seguinte funcao:

¢ Ay — [0,00), 6(7) = inf {d(F"(&),%) : n > 1)}.
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Note que ¢ é semicontinua, isto é, dado qualquer € > 0, todo ponto Z admite alguma
vizinhanca V' tal que ¢(7) < ¢(Z) + €. De fato, basta notar que dado & € A, e g € V de tal
forma que d(Z,9) < £/2 temos que

d(F"(2), &) < d(F™(2), F"(9)) + d(F"(9), 9) + d(Z,9) < e+ d(F"(9),7).

Logo, ¢ admite algum ponto a de continuidade. Construiremos agora uma sequéncia de
resultados que levarao a conclusao de que esse ponto a de continuidade satisfaz a conclusao
do Teorema.

Lema 2.3 Se M ¢é minimal, entao para todo aberto nao vazio U C M existe um subconjunto
finito H C G tal que
M= Uh )
heH
Demonstracao. Dado # € M temos que o fecho da sua érbita, O(z) = {g(x) : g € G}, é
um subconjunto nao vazio de M, fechado e G-invariante. Entao, da minimalidade de
M, conclui-se que O(x) é densa em M. Em particular, existe g € G tal que g(z) € U.
Assim, provamos que {g~!(U) : g € G} é uma cobertura aberta de M. Da compacidade
de M , segue-se que existe uma subcobertura finita.

O

Note que a aplicacgo M — A,, z—Z = (x,...,x) ¢ um homeomorfismo, entdo todo
aberto U C M corresponde a um aberto U C A, via esse homeomorfismo. Dado qualquer
g € G, representaremos por § : M? — M9 o homeomorfismo definido por §(zy,...,z,) =
(9(x1),...,9(z,)). Sendo G abeliano, entdo F' comuta com §. Além disso, § preserva a
diagonal A,. Aplicando o lema anterior no espago A,, temos que

_ —1
By = hg’f—th ()

Lema 2.4 Dado € > 0 ezistem &,5 € A, e n > 1 tais que d(F™(Z),7) < €.

Demonstracgao. Defina g; = f; o fq_1 para cada ¢ = 1,...,q — 1. Como as f; comutam
entre si, segue-se 0 mesmo para as ¢g;. Entao, pela hipétese de indugao existe y € M e
(ng)r — oo tal que

limg;™ (y) = y
para todo i = 1,...,q — 1. Denote x; = f, " (y) e considere Ty = (zy,...,71) € A,
Entao,

F™(Zg) = (f1" (@), s fi21 (1), [ (1))
= (W) s S5 fT W) w) = (915 (1Y), 9051 (1), y)

que converge para (y,...,y) quando k — oo. O que conclui o lema para & = y,
= (y,...,y) e n = ny, para k suficientemente grande.
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Mostraremos agora que o ponto y do lema anterior ¢ arbitrario.
Lema 2.5 Dadoec >0 e Z € A, existem w € A, e m > 1 satisfazendo d(F™(w), Z) < e.

Demonstracao. Dado € > 0 e w € A, considere U a bola de centro em % e raio £/2.
Entao, pela observagao do lema 7 existe um subconjunto finito H C G tal que A, =
hUHh_l(U ). Como os elementos de G sao uniformemente continuos, pois tratam-se de

S

fungoes continuas em um dominio compacto, entao existe 6 > 0 tal que
d(Z1, i) < 6 = d(h(iy), h(is)) < £/2

para todo h € H. Pelo lema anterior existem 7,7 € A, en > 1 tais que d(F"(7),7) < &.
Fixe h € H tal que § € h=1(U), isto é, h(y) € U. Entao,

A(h(F™(Z)), 2) < d(h(F™&)), h(§)) + d(h(§),2) < /24 ¢/2.

Tomando @ = h(j) e notando que F™ comuta com h segue-se o resultado d(F™ (i), 2) <
€.

Mostraremos agora que ¢é possivel tomar T = y no lema anterior.
Lema 2.6 (Bowen) Dado € > 0 existem © € A, e k > 1 tal que d(F*(?),7) < e.

Demonstracao. Dado e > 0 e zy € Ay, considere as sequéncias €, m; e z;, j > 1, definidas
da seguinte forma: dado &1 = ¢/2. Entao, pelo lema anterior existem z; € A, e
my > 1 tais que d(F™ (Z1), Z9) < 1. Da continidade de F'™ existe um €5 < &1 tal que
d(g, 21) < &9 1mphca d(le (2), 20) < e€1.

Em geral, dado qualquer j > 2 e Z;_; € A,, temos pelo lema anterior que: existem
m; > 1e Z € A, tal que d(F™i(2)),%;-1) < ;. Pela continuidade de F™, existe
gj+1 < €; tal que d(Z,Z;) < ej41 implica d(F™i(Z),%;—1) < €;. Em particular, para
todo 7 < j temos

d(Fmi+1+'"+mj (,%'), 21) < €41 < 6/2

Sendo A, compacto podemos encontrar, 7,5 com i < j tais que d(Z;, Z;) < /2. To-
mando k = m;4q + ... +m;, temos

d(F*(%), %) < d(F*(3), %) +d(3, %) < e.
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Estes resultados sao suficientes para concluirmos que, de fato o ponto de continuidade a
de ¢, definida inicialmente satisfaz a conclusao do Teorema. Para isso, observe que ¢(a) = 0.
De fato, suponha que ¢(a) > 0. Entao, por continuidade, existem 5 > 0 e uma vizinhanca
V' de a tais que ¢(g) > B > 0 para todo y € V. Logo,

d(F™(g),y) > B paratodoy € V e todon >1

Por outro lado, ja vimos que para todo & € A, existe h € H tal que h(Z) € V. Como as
transformacoes h sao uniformemente continuas, podemos fixar o > 0 tal que:

d(w, %) < a = d(h(w), h(Z2)) < B, para toda h € H.
Entao, pelo Lema de Bowen e lembrando que F" comuta com l~1, existe n > 1 tal que
d(, F"(7)) < a = d(h(¥), F"(h(7))) < 5.

Chegamos a uma contradigao, concluindo assim que ¢(0) = 0. Logo, existe uma sequéncia
(ng)r — oo tal que d(F™(a),a) — 0. O

2.3 Teorema de Recorréncia miltipla de Poincaré

O Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré afirma, basicamente, que existe algum tempo
n tal que os iterados de um subconjunto com medida positiva de pontos de E retornam para
E., simultaneamente para todas as transformagoes f;, nesse momento n. Mais precisamente:

Teorema 2.3 Seja (M, B, ) um espago de probabilidade e sejam f; : M — M, i=1,...,q
transformacgoes mensurdveis que preservam e que comutam entre si. Entdo, para qualquer
conjunto E C M com medida positiva, existe n > 1 tal que

WEN fFTE) N .0 f(E)) > 0.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada no livro de Fustenberg [5], e sua
apresentacao nao sera feita neste trabalho. Vamos apenas mencioné-lo a fim de seu na prova
do teorema de Szemerédi sobre existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos densos
dos niimeros inteiros.

2.4 Extensoes Naturais

Com o intuito de generalizar o Teorema de Recorréncia Multipla de Birkhoff, faremos
uma breve andlise ao conceito de extensoes naturais, que nos permite reduzir a demostracao
de casos mais gerais de aplicacoes simplesmente continuas, ao caso de funcoes inversiveis.

Dada uma transformagao sobrejetiva f : M — M ¢ sempre possivel encontrar uma
extensao f M — M que é invertivel, isto é, existe uma aplicacio sobrejetiva 7 : M — M
tal que 7o f = fom.
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De fato, iniciaremos tomando M como o conjunto de todas as pré érbitas de f , isto 6,
o conjunto de todas as sequéncias (z,),<o indexadas pelos nimeros inteiros nao positivos e
satisfazendo f(z,) = ,+1 para todo n < 0. Considere a aplicagao 7 : M — M que associa
a cada sequéncia (2, )n<o 0 seu termo zy. Claramente, 7(M) = M, pois 7(M) € M e todo
x € M é o termo zo de alguma sequéncia em M. Por fim, definimos f : M — M como sendo

o deslocamento a esquerda :

f(...,xn, ey ) = (s Ty ooy Toy f(0)).

De acordo com a construcao acima, temos que

70 [y @py oy 0) = flag) = fom(e, Tn, ..oy @)

Além disso, f ¢ invertivel. Sua inversa é o deslocamento a direita:

(s Uny oo Y—1,90) = (eoey Yniy ooy Y2, Y1)

A seguir serao demonstrados resultados com o intuito de discutir a nogao de extensoes natu-
rais para transformagoes que comutam entre si. Para os trés proximos lemas consideraremos
M um espaco compacto, fi,....,f, : M — M transformacoes continuas, sobrejetivas que
comutam entre si e M o conjunto das sequéncias (z,,
de inteiros nao positivos, tais que

nq)nl,...,nqgo, indexadas pelas g-uplas

-----

Ji(Tnirmiring) = Tny,omisr,eng Para todo i e todo (ny, ..., ng).
Lema 2.7 M ¢ um espago métrico compacto. Além disso, M € metrizdavel se M é metrizdvel.

Demonstracao. Observe que M é um subconjunto fechado do compacto M ZZ, portanto
compacto. Além disso, considere d uma distancia em M. Entao,

CZ(@?'W)H, (ya)m) = Z 2m e min {d((27)m, (Yn)w), 1}

N1,..Mg <0

define uma distancia em M, onde 7 = (n1,...,nq). De fato,

e Sendo d distancia temos que d((z7)m, (Yn)n) < d((zn)m, (zn)7) + d((z7)7, (Ym)w) €
assim

CZ((Iﬁ)ﬁa (Yyn)m) = Z 2m e min {d((27)m, (yn)n), 1}

N1, g <0

< Z 2t Ha min {d((vn)m, (zn)n) + d((za)m, (20)m), 1}

ni,...,ng<0

< Y 2mttmin {d((e)n (2n)a), 1)
ni,...,ng<0

+ Y 2 emin {d((z)m (), 1 = d((@a)w, (2n)m) + d((Gza)w, (vm)w)

ni,...,ng<0
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O

Lema 2.8 Sejam: M — M a aplicagdo que envia (:vnl,,,,7nq)nl7,,,7nq§0 no ponto To . o €, para
cada i, f; : M — M a aplicagao que envia (Tn,,. ni,..ng)n1,eng<0 €M (Tny,nir g Int,mg<0-
Cada f; € um homeomorfismo com mo f; = f;om. Além disso, esses homeomorfismos comutam
entre si.

Demonstragao. A inversade f; envia (@, ni,...ng Jn1,....;nq<0 DO PONO (T, ni_ 1.y Ini,ning <O-

Além disso tanto f; quanto a sua inversa sao continuas, pois cada coordenada da ima-
gem ¢ fungao continua de um ntimero finito de coordenadas da variavel. Temos também,

por definicao:
™o fi((xnl,‘..,ni,...,nq)nl,‘..,nqSO) = Zop,...,1,....0 = f.z © 71'((mnl,...,m,.‘.,nq)111,...,nqg[])-

Por fim,
fi © fj((Inl,...,ni,...,...,nj,...,nq)n1,...,nq§0) = (xnl,...,ni+1,...,...,nj+1,...,nq)nl,...,nqSO

~

= fj S i((xnl,..,,ni,,..,.,.,nj7...,nq)nl,.,.,nqSO)
[

Lema 2.9 A aplicacio w: M — M a aplicagdo que envia (fL‘nl,_..7nq)n17.._7nq§0 no ponto xo.. o
¢ continua e sobrejetiva. Em particular, M € nao vazio.

Demonstracao. A aplicacao m é continua para a topologia herdada do espaco produto.
Para mostrarmos a sobrejetividade, considere x € M. Como supomos anteriormente as
fi, ..., f4 sao sobrejetivas,continuas e comutam entre si, entao podemos encontrar uma
sequéncia (z,),<o em M tal que 2o =0 e fi...f,(z,) = (x,41) para cada n < 0. Defina

Tnprng = S [T (2y,) para qualquer n < min {ny, ..., ng}.

Note que esta defini¢do nao depende do nimero n. De fato, seja m < min{ny,...,n,}
temos que

P ) = £ ) = £

Além disso, m(xy,,.. p,) = 7(f 7" (2,)) = 2.

,A..,nq) - xnl,...,nq-

O

Teorema 2.4 Seja M espago métrico compacto e g1, ..., g, : M — M transformacoes continuas
que comutam entre si. Defina My = M2 g7...g0(M). Entio, My = Ny, 0,91 --9q" (M),
onde a intersegcdo é sobre todas as q-uplas (ny,...,n,) com n; > 1 para todo i. Além disso,
gi(M,) C My e a restricao f; = g;|M, € sobrejetiva para todo i.
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Demonstragao. Claramente My, 97" --g9¢* (M) C M52 g7 ...90 (M), isto é,
Nnpreeng 91 -Gy (M) C M.
Por outro lado, note que se tomarmos n = max {ny, ..., n,}, entao

N yeeing 91 --Gg (M) C Ny g G194 (M).

De fato,sejam n = max{nq,...,n,} e y € g’f .9y (M). Entdo, existe x € M tal que
Yy = g7...g¢(x) e podemos escrever g = g;"'g;" ,onde m; + n; = n para todo i = 1, ..., q.
Dai,
n n mp ni M2 N2 Mq Ngq
y=091-94(x) =y =91" 91" 959594 "9q" ()
Usando o fato que as transformacoes ¢g; comutam entre si, podemos reescrever a tltima
igualdade da seguinte forma:

m1 M2 1,12 ni n2

y=(91"95-9¢4") (97" 9594 ") (x) = 91" 95294 " 91" G52 ...94" (Z)

onde T = g gh"...gq ' (x) € M.
Assim,

y € gtgg’ (M) = M7 .95 (M) C Ny ing 91" 90" (M)

= Mg C mnl,.,.,nqg?l‘“ggq(M) = Mg = mnl,...,nqg?l"'ggq (M>
Desta forma, dado y € M, existe um z, € M tal que y = ¢i"g3%...94"(x,), para
cada g—upla (ny,...,n,). Desta forma, g;(M,;) C M,. Por fim, para concluirmos a
sobrejetividade de f; = g;|M, basta mostrar que M, C g¢;(M,). Para tal, considere
y € M, Entao, de acordo com o que fora construido, para cada n > 1 existem

z, € M tal que y = gi(9795.--97 (2n)). Seja z o ponto de acumulagao da sequéncia
(9795 ---90 (2n) )n, temos que z € My e z = g; ' (y). Logo, y € g;(M,).00

Mediante estes resultados, podemos agora estender a demonstracao do Teorema de Re-
corréncia Multipla de Birkhoff para o caso em que as transformacoes f; nao sao necessaria-
mente invertiveis. De fato, pelo teorema anterior nao é restricao supor que as transformagcoes
fi,..., fq sao sobrejetivas. Sejam fl, cey f M — M as extensoes naturais, no sentido do
lema 2.7. Pelo caso invertivel do Teorema de Recorréncia Multipla de Birkhoft, existe algum
ieM que é simultaneamente recorrente para fl, . fq, isto é, existe (ng)y — 00 e T € M
tal que h}gnfl- (z) = 2. Dal,

lim /7 (r(2)) = limr f7(8) = m(2).

Portanto, x = 7(2) é simultaneamente recorrente para f, ..., f,.
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Capitulo 3

Teorema de van der Waerden

Vamos provar, nesta se¢ao, um importante resultado da Aritmética Combinatoria obtido
originalmente pelo matematico holandés Bartel van der Waerden. Para tal, faremos uso de
uma importante ferramenta de Sistemas Dinamicos, a dinamica simbdlica.

Definicao 3.1 Uma progressao aritmética finita é uma sequéncia da forma m-+mn, m+
2n,....m+qn, comm € Z en,q > 1. O numero q é chamado comprimento da pro-
gressao.

Definicao 3.2 Chamamos de particao finita do conjunto dos nimeros inteiros 7, a qual-
quer familia finita de conjuntos Si,...,Sx C 7Z, dois a dois disjuntos, cuja unido é todo o

7.
Exemplo 10 Z = S5;US;, onde S1 € o conjunto dos nimeros inteiros pares e So 0S impares.

Observe que toda sequéncia o = (o, )nez € ¥ determina uma particao finita de Z da
seguinte forma S; = {n € Z : o, = i}. Bem como, toda partigdo de Z faz corresponder um
elemento o € ¥ da forma:

a, =1=>née€Ss,,

onde ¥ = {1, ..., 1}".

Teorema 3.1 (Van der Waerden) Dada qualquer particao finita {S1, S, ..., Si} de Z existe
algum j € 1,...,1 tal que S; contém progressoes aritméticas de todos os comprimentos,isto €,
para todo ¢ > 1 existem m € Z e n > 1 tais que m 4 in € S; para todo 1 <@ < q.

Demonstracao. Note que, com o diciondrio exposto acima é suficiente mostrarmos que para
todo a € ¥ e todo ¢ > 1 existem n > 1 e m € Z tais que Qpyn = ... = Qyqn = J, POIS
desta forma terfamos que m +n,...,m +qgn € S;.

J& vimos que , d(3,7) = 27V onde N(B,7) = max{N >0: 3, =,,Vn € Z,|n| < N}
define uma métrica em X e, além disso, observe que d(f3,7) < 1 se e somente se 5 = 7.

Consideremos agora o fecho da érbitade o € ¥: Z = {0"(a) : n € Z}. Temos entao que
Z é compacto, pois é um subconjunto fechado do compacto ¥. Além disso, Z também
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¢ invariante pelo deslocamento de Bernoulli. De fato, se 8 € Z entao 8 = 0™(a) para
algum n € Z. Assim,

o(B) = o(0"(ow)) = 0" () = 0(B) € Z.

Dado um nimero ¢ arbitrério, construiremos as transformagoes fi = o, fo = 02,....f, =
0? definidas de Z em Z. Claramente estas funcoes comutam entre si, pois f; o f; =
olol = o™ = ¢It = gig" = f; o f;. Logo, pelo Teorema de Recorréncia Miltipla de
Birkhof, existe um 0 € Z e uma sequéncia (ng), — oo tal que

lilgnff"(ﬁ) =0 paratodoi=1,...,q
= lilina""’f(ﬁ) =@ paratodoi=1,..,q

Em particular fixando um n = n; tal que o™(f), c**(0),...,07"(0) estao a uma distancia
menor que % de 6, temos que:

A(o™(©), 07"(0)) < d(o™(0),0) +d(e(8),0) = d(F7(©). 0) + d([} (). 0) <+ } = 1

Y)) = ) 2

para todo 1 < i,j < ¢q. Sendo 6 € Z podemos encontrar um m € 7Z tal que 0™ («) esta
muito proximo de 6 e por continuidade da aplicagao o temos que

d(c™(c™(a)), 0’ (¢e™(a))) < 1 = d(a™""(a), ™ "(a)) < 1

para todo 1 <14,7 <gq.

Segundo a observacao feita no inicio desta demonstragao, com respeito a distancia, a
ultima desigualdade sé ocorrerd se os elementos que ocupam a posicao 0, das sequéncias
envolvidas, forem coincidentes.

Logo,
Qpin = oo = Qpygn = k= m+mn,...,m+qgn € S, para algum k =1,..., .

O

Os teoremas do tipo Van der Waerden tem sido extensivamente estudados nos ultimos
anos. Eles enquadram-se na classe de problemas conhecidos como extremais. Nestes tipos
de problemas, normalmente procura-se fungoes limiares para o tamanho de certas estruturas
de modo que sempre seja possivel encontrar nestas estruturas uma certa subestrutura. Uma
teoria mais geral desses tipos de problemas e encontrada nas literaturas que abordam a teoria
de Ramsey ergodica que, por sua vez, aborda questoes bem mais gerais, adentrando no campo
da teoria dos grafos.
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Posteriormente, os matematicos hingaros Pal Erdos e Pal Turan formularam um resultado
mais forte que o Teorema de van der Waerden: todo conjunto S com densidade superior posi-
tiva contém sequéncias aritméticas de tamanho arbitrario. Essa conjectura foi demonstrada
pelo matematico hingaro, Endre Szemerédi, ha quase quatro décadas. Tal demonstracao
fora de natureza essencialmente combinatoria. No entanto, em 1977, Fustenberg proporcio-
nou um desenvolvimento muito importante para ramos da matematica, com a apresentacao
de uma demonstracao do Teorema de Szemerédi usando argumentos de Teoria Ergédica.

3.1 Outras Formas do Teorema de van der Waerden

Nesta secao, faremos breves abordagens a outras versoes do teorema de van der Waerden
observando as analogias entre estas formas e a versao ja comentada via sistemas dinamicos.
Iniciaremos com a sua forma original, isto é, a sua primeira versao via combinatéria através
do método de colorir, a comecar explanando em que consiste tal método.

Imagine que dispomos de duas cores, azul(A) e vermelho(V), para colorir os nimeros do
conjunto {1,...,9}. Temos, por exemplo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
VvVvAAVV AAV

Note que, nesta 2-coloragao, ha a aparicao de uma sequéncia de trés niimeros com a mesma
cor e equidistantes, estes sao: 1,5,9, todos vermelhos.
Outra 2-coloragao de {1, ...,9} pode ser dada por:

12 3 4 5 6 7 8 9
VAV A AV A AV

Novamente ressaltamos a aparicao de uma sequéncia de 3 niimeros com a mesma cor e
equidistantes: 2,5, 8, todos azuis.

Observe que nao conseguimos o mesmo feito de uma 2-coloragao do conjunto {1, ..., 8},
como por exemplo:

1 2 3 4 5 6 7 8
VAV A AV A A
Generalizaremos a seguir estas observacoes.

Definicao 3.3 Dada uma coloracao de um subconjunto de N, chamaremos de progressao
aritmética monocromdtica, k — PA, a progressao aritmética de comprimento k tal que todos
os elementos tem a mesma cor.

Fazendo analogia as terminologias utilizadas na versao via sistemas dinamicos, é facil ver
que o método de colorir um subconjunto de Z em Combinatéria é equivalente a construir
uma particao deste conjunto, isto é, consiste em considerar partes disjuntas do conjunto dado
e cuja uniao dessas partes resulta no original.
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Observe que nas duas primeiras 2—coloragao de {1, ..., 9} encontramos progressoes aritméticas
de monocromaticas de comprimento k = 3, isto é, encontramos uma 3—PA. J4 na coloracao
de {1,...,8} nao conseguimos encontrar uma 3—PA. Vamos formalizar estes resultados a
seguir e, para tal, faremos as seguintes convencoes:

e N ={1,2,3, ...}, isto é, ndo incluiremos o 0 nesta lista.
e Sem € N, entao [m] = {1,...,m}.

Mediante estes conceitos segue-se o Teorema de van der Waerden, provado pelo préoprio
e cuja demonstracao serda omitida neste trabalho, pois foge do nosso objetivo.

Teorema 3.2 Sejam k > 1 e ¢ > 1. Entao, existe W tal que para cada c—coloragao X :
(W] — [c] existe uma k — PA monocromdtica, isto €, existem a,d € N tal que:

X(a)=X(a+d)=..=X(a+ (k—1)d).

Em suma, de todas as formas que partimos o conjunto [W] em subconjuntos disjuntos
sempre existird progressoes aritméticas de comprimentos arbitrarios em, pelo menos, um
dos subconjuntos que formam a particao. Nesta versao Combinatéria as particoes serao
obtidas por meio de coloragoes e a conclusao é que sempre existem progressoes aritméticas
de comprimento arbitrarios com todos os seus termos pintados de uma tunica cor e esse
resultado vale para particoes ou coloragoes arbitrarias.

Obviamente o nimero W referido no teorema nao é tnico, por exemplo se k = 3 e ¢ = 2,
entao qualquer W > 9 satisfaz o teorema de van der Waerden. De fato, para obtermos uma
progressao aritmética monocromatica de comprimento 3 devemos ter inicialmente W > 3.

Note que para [W] = [8] a seguinte colora¢ao nao apresenta 3 — PA monocromatica:

1 2 3 4 5 6 7 8
VvV AAVV AA

Desta forma, ndo havera uma 3 — PA monocromética na mesma coloragao restrita a [IW],
para W < 7.

Se [W] = [9] e na predisposigao das cores tivermos até 3 A’s sempre aparecerd uma
sequéncia de 3 V'’s seguidos. Entao, é suficiente analisar apenas os seguintes casos:

1. (3A e 6V) Se os 3A’s estiverem juntos, em qualquer posigao, esta sequéncia ja caracte-
riza a 3 — PA monocromaética.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
A A AV VVV VIV

Mantendo agora um bloco 2A sempre junto e em qualquer posicao, ha sempre a aparicao
de 3 — PA’s de razao 1:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
AAV VV AV VYV

Se os 3A’s estiverem todos separados, ha a aparicao de Se os 3PA’s monocromaticas
de razoes 1 e 2:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
AV VVV AV AV

2. (4A e 5V) Se tivermos 4A’s ou 3A’s juntos, esta predisposicao ja caracteriza a aparigdo
de 3PA’s da cor A. Em qualquer outro caso contrario ao sitado, hé a aparicao de 3PA’s
monocromaticas de razao 1 ou 2.

Todos os A’s separados:

Dois blocos de 2 A’s:

1
AAV VV AAVV

[\
w
W
ot
(@)
\]
(0.¢]
Nej

Apenas um bloco de 2 A’s:

12 3 4 5 6 7 8 9
A AV VV AV AV

Desta forma, concluimos que 9 é o menor nimero que satisfaz o teorema de van der
Waerden. Este menor nimero W que satisfaz o teorema recebe nomenclatura especial, como
segue na definigao:

Defini¢ao 3.4 Sejam k,c € N. O nimero W (k, c) é o menor valor W que satisfaz o Teorema
de van der Waerden e € denominado o numero de van der Waerden.

Exemplo 11 Sec =1, entdo W(k,c) = k, visto que com uma unica cor a propria sequéncia

(k] forma uma k—PA.

Exemplo 12 Se k = 1, entao W(k,c) = 1, visto que uma 1—PA € formada por qualquer
termo simples.

Exemplo 13 Se k =2, entdo W(2,¢) = ¢+ 1 pelo principio da casa dos pombos.

Inspecionar o numero de van der Waerden consiste em um processo exaustivo, apesar de
simples, todavia o resultado a seguir estima limites inferiores para W (k, c).
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Teorema 3.3 Para todo k e c, tem-se W (k,c) > vk — 1c+=1/2,

Demonstracgao. Seja W o niimero em questao. Tentaremos encontrar uma c—coloracao de
[W] tal que nao possua uma k — PA monocromatica.

Considere o seguinte experimento: para cada i € [W] escolha aleatoriamente uma cor
de [c] para i. A distribuigao é uniforme. Primeiro escolhemos a cor da k — PA formada.
Seja ¢ a opgao. Em seguida, escolhemos o primeiro valor da k — PA. Seja a o valor.
Existem, no méximo, W opc¢oes. Agora, escolha um valor que difere d do ponto a. Desta
forma, temos no méximo W/(k — 1) opgdes. Uma vez que estes estdo determinados, k
numeros distintos de mesma cor serao determinados. A saber:

{a,a+d,a+2d,...,a+ (k—1)d}.

Temos W — k valores a esquerda. Entao, o ntimero de coloragoes ¢é limitado por
W?2W=F/k — 1. Desta forma, a probabilidade de uma c—coloragio ser uma k — PA
monocromatica é limitada por

cW?2W—k W32

(k-1 ~ (k- 1)1

Este ntimero é menor que 1, entao a probabilidade de uma k& — PA nao monocromatica
deve ser positiva, de modo que tal coloracao deve existir. Temos entao:

W2 < (k-1 =W < cFD2E 1.

Portanto, existe uma c—coloracao de (c*Y/2 — 1)y/k —1 sem uma k& — PA mono-
cromética. Entdo, W (k,c) > c#V/2\/k — 1. Note que a prova deste teorema foi ndo
construtiva, uma vez que nao foi construida uma coloragao.

O

Uma vez clara a ideia central do Teorema de van der Waerden que consiste em colorir o
conjunto dos nimeros naturais, poderiamos tentar imaginar uma coloracao de N x N ou de

N x N x N.

Defini¢ao 3.5 Sejam k,d > 1 e (ag,a1) € Z X Z. Denotaremos por grade com canto (ag, a;)
e diferenca d o conjunto de pontos:

kx k= {(ap,a1) + (id, jd)|0 < i,j < k — 1}

Quando o canto nao for especificado a grade sera apenas referida como k x k.
O seguinte resultado trata da forma multidimensional do Teorema de van der Waerden:

Teorema 3.4 Para todo ¢ € N eziste um inteiro G = G(c) tal que para toda c— coloragao de
G(c) x G(c) existe um quadrado que possui os quatro lados com a mesma cor.
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3.2 Polinéomio de van der Waerden

Atentando novamente para a esséncia do teorema de van der Waerden, que consiste na
busca de progressoes aritméticas de comprimentos k, arbitrarios, é possivel visualizar uma
progressao aritmética com estrutura polinomial da seguinte forma:

a,a+ pi(d),...,a + pr(d)

onde p;(z) = ix.

Denotaremos por Z o conjunto dos nimeros inteiros e por Z[z| o conjunto dos polinémios
com coeficientes inteiros e mediante este modo de ver a progressao aritmética, na forma
polinomial, poderiamos idealizar que a conclusao do teorema de van der Waerden poderia
ser equivalente a seguinte afirmacao:

Afirmagao: Para cada polinémio pi(x),...,pr(z) € Z[z] e para cada nimero natural c,
existe um W tal que, para alguma c—coloragdo X : [W]| — [c] existem a,d € N tais
que:

X(a)=X(a+pi(d) =X(a+pad)) = ... = X(a+ pr(d)).

Todavia, esta colocagao é falsa, pois se considerarmos por exemplo k = 1, p1(z) = 1 e
¢ = 2 em qualquer 2—coloragao de [W] hé a aparic¢ao de pelo menos dois niimeros consecutivos
com cores distintas. O fato é que a mesma s6 sera valida se os termos constantes de todos
os polinomios forem nulos. Bergelson e Leibman foram os primeiros a provar esta afirmacao.
Logo, teorema polinomial equivalente ao teorema de van der Waerden seria:

Teorema 3.5 (Teorema Polinomial de van der Waerden) Para cada polinomio
p(2),...,pr(x) € Z[x], com p;(0) = 0 para todo i =1, ...,k

e para cada nimero natural ¢, existe um W tal que, para cada c—coloragio X : [W] — (]
existem a,d € N tais que:

X(a) = X(a+pi(d) = X(a+pa(d)) = ... = X(a + pr(d)).

De forma anéloga a versao combinatoéria do teorema de van der Waerden também define-
se o numero de van der Waerden nesta versao, porém estes ntimeros agora dependem dos
polinémios py, ..., pr € Z[x], como segue a defini¢ao:

Defini¢ao 3.6 Sejam py,...,py € Zlx] e ¢ € N. W(p1,...,pr;¢) € o menor W que satisfaz o
Teorema Polinomial de van der Waerden, denominado: o nimero do polinomio de van der

Waerden.

O Teorema Polinomial de van der Waerden foi provado para k = 1 por Furstenberg (Ergodic
behavior of diagonal measures and a theorem of Szemerédi’s on arithmétic progressions) e
Sarkozy (On difference sets of sequences of integers), independentes. A prova original deste
resultado foi feita por Bergelson e Leibman usando métodos ergédicos. Também fora dada
uma prova usando técnicas de combinatoria, feita por Walters.

A existéncia de infinitas progressoes polinomiais formadas por primos foi demonstrada
por Tao e Ziegler, com a seguinte versao:
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Teorema 3.6 Sejam py,....,pr € Zlx], onde p;(m) = (i — 1)m sao polinomios com valores
inteiros. Dado € > 0 existem infinitos inteiros x em tais que 1 < m < x(e) ex+pi(m), ..., x+
pr(m) sao primos.
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Capitulo 4

Demonstracao do Teorema de
Szemerédi

Nesta secao daremos uma prova do Teorema de Szemerédi, o qual afirma que todo sub-
conjunto de Z com densidade superior positiva contém progressoes aritméticas de tamanhos
arbitrarios. Para tal, serao utilizados elementos da Teoria Ergddica, que segue a linha de
raciocinio da prova dinamica do teorema de van der Waerden, inclusive faz uso do mesmo
dicionario entre particoes de Z e sequéncias de inteiros.

Definicao 4.1 Chamaremos de intervalo do conjunto dos numeros inteiros Z, qualquer sub-
conjunto I da forma{n € Z:a <n < b} coma <b. A cardinalidade do conjunto é o nimero

#I1=b—a.

Para enunciarmos o teorema de Szemerédi daremos uma definicao de densidade superior de
um subconjunto de Z, equivalente a dada em 3.5.

Definicao 4.2 A densidade superior Ds(S) de um subconjunto S de Z é o nimero

L #(SNI)
Dy(S) = lirfl—%gopT

onde I representa qualquer intervalo de 7.

Em outras palavras, D(S) ¢ o maior nimero D tal que existe uma sequéncia de intervalos
I; C Z satisfazendo:

#I—>ooe#(i—?j[j)—>D.

Exemplo 14 Seja S = {n?:n € N} = {1,4,9,16,25,...} e I um intervalo de Z com cardi-
nalidade n. Temos que

. i2:1<52<
Dy(S) = hmsupw < ‘/Tﬁ — 0, quando n — oco.
n—00

Logo, Dy(S) =
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Exemplo 15 Considere S ={n € N: n é primo} e I um intervalo de Z com cardinalidade
n. Temos que
Dy(S) = lim supiie=primolspsn} _ i qyp™)

n n
n—o0 n—oo

~J n

onde, pelo Teorema Fundamental dos Numeros Primos, m(n) = Togr -

Exemplo 16 Seja S o conjunto dos nimeros pares. Dado qualquer intervalo I de Z, temos
que #(SNI)=#I1/2 se o cardinal de I for par e #(SNI) = (#I+1)/2 se o cardinal de I
for impar, onde o sinal £ € positivo se o menor elemento de I for um numero par e negativo
caso contrdrio. Temos entao Dg(S) =1/2.

Exemplo 17 Seja S o sequinte subconjunto de 7.:
S ={1,3,4,7,8,9,13,14, 15,16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 26, 43...} .

Isto €, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omitimos
os k inteiros sequintes. Este conjunto contém intervalos com comprimentos arbitrariamente
grandes . Logo, Ds(S) = 1.

Note que nos dois ultimos exemplos o conjunto S contém progressoes aritméticas de tamanhos
arbitrarios , inclusive no exemplo 4.3 S contém progressoes aritméticas de comprimento
infinito o que nao ocorre com S no exemplo 4.4.

Teorema 4.1 (Teorema de Szemerédi) Se S € um subconjunto de Z com densidade su-
perior positiva, entao ele contém progressoes aritmética
s de tamanho arbitrario.

Demonstragao Considere S um conjunto com densidade superior positiva, isto é, tal que,
existe um ¢ > 0 e intervalos I; = [a;,b;) de Z tais que

#Sﬂlj
#1; Z C

lim#1; = oo e lim
J J

Associaremos a a S a sequéncia a = (o) jez € £ = {0, 1}Z definida por:
a; = 1 <:>j eSs.

Considere o deslocamento o : ¥ — ¥ e o subconjunto A = {a € ¥ :ag =1} de X.
Note que A é aberto e fechado pois trata-se de um cilindro de . Observe também que
, para qualquer j € Z,

cla)eAsaj=1j5€S8.
Logo, para mostrar o Teorema de Szemerédi ¢ suficiente mostrar que para todo k € N

existem m € Z e n < 1 tais que

m—i—n(

o™ (@), 0™ (@), ..., 0™ (a) € A
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pois desta forma teriamos

Amtn; Omion = oo = Q4 en = 1

e assim
m+n,m+2n,..m-+kn€S.

Para tal, considere a sequéncia
1
1y = 7 2 d0i(a)
#Ij 1€l

Como o conjunto M; (%) das probabilidades em ¥ é compacto, a menos de substituir
(pj); por uma subsequéncia, podemos supor que ela converge na topologia fraca® para
alguma probabilidade p de . Note que p é uma probabilidade o-invariante pois, para
toda funcao continua ¢ : X — R, vale

1

L/WOGM%‘=#Zz;¢@%®)+#EM%&WQ)—¢@%@D]

1 . @

— [+ 2o @) — plo™ (@)
#1;

e, passando o limite quando 7 — oo, temos /(gp oo)du = /god,u. Observe também

que p(A) > 0. De fato, como A é fechado temos que:

SN
p(A) > limsupp;(A) = lim supM >c
j j 71

. Dado qualquer k > 1, considere as transformacoes f; = o' para i = 1,...,k. Cla-
ramente estas transformacoes comutam entre si. Entao, pelo Teorema de Recorréncia
Muiltipla de Poincaré, existe algum n > 1 tal que

p(ANo (AN ...No " (A)) > 0.
Sendo A aberto temos que:
w(ANe™(A)N..No *(A) > 0.

para qualquer [ suficientemente grande. Pela definicao de p; significa que existe algum
m € I; tal que
o™a) € ANo T (A)N...Na " (A).

Em particular, ¢ (a) € (A) para todo i = 1, ..., k como querfamos provar.
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O teorema de van der Waerden é um caso particular do teorema de Szemerédi. De fato,
dada uma partigao S, ..., S; de Z e sequéncias (z,,) em S;, com i = 1, ..., temos:

limsup (z,, + ... + y,) < limsupz,, + ... + limsup z,,.

Assim,
D4(Z) < Dy(S1) + ... + Ds(5)).
Como,
. #ZNI) .
D7) = limsup———= = limsup— =1
(@) #I%oop #1 #Iﬁoop#l

onde I C Z representa qualquer intervalo dos inteiros, segue -se que:

1 < Dy(S1) + ... + Ds(S)).

Sabendo que a densidade superior é sempre um nimero maior ou igual a zero, segue-se
desta desigualdade que existe um j € 1, ..., tal que D4(S;) > 0, o que implica pelo teorema
de Szemerédi que este S; possui progressoes aritméticas de tamanhos arbitrarios.
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Capitulo 5

Teorema de Green-Tao

O matematico inglés Ben Green e o matemaético australiano Terence Tao formularam o
espetacular resultado: existem progressoes aritméticas arbitrariamente longas formadas por
nidmeros primos [4]. O conjunto dos nimeros primos nao tem densidade superior positiva,
portanto o teorema de Green-Tao nao é consequéncia do teorema de Szemerédi. Por outro
lado, o teorema de Green-Tao é um caso particular de outra conjectura devido a Erdos: se
S C N ¢ tal que a soma dos inversos diverge, ou seja, tal que:

1
o
nes n
entao S contém progressoes aritméticas de qualquer comprimento. Este era um dos ”prize
money problems”de Paul Erdos pelo qual ele oferecia uma quantia em dinheiro para quem
conseguisse resolver. Esta afirmacao mais geral ainda permanece em aberto.

Salientaremos a seguir os passos fundamentais que Green e Tao desenvolveram para de-
monstrar o Teorema citado acerca da existéncia de progressoes aritméticas nos primos, evi-
tando defini¢oes formais e questoes técnicas nao triviais.

Trata-se de uma interessante demonstracao resultante da fusao de de métodos e resultados
de teoria dos niimeros, teoria ergddica, analise harmonica, combinatéria e geometria discreta.
O ponto de partida é a demonstracao do teorema de Szemerédi comentado no capitulo ante-
rior. Todavia, o conjunto dos nimeros primos nao tem densidade superior positiva, portanto
o teorema de Szemerédi nao pode ser diretamente aplicado. Donde surge o segundo passo da
demonstracao de Green e Tao, usar um principio da transferéncia o qual permite o uso do
teorema de Szemerédi num contexto mais geral.

Assim, serd possivel deduzir do teorema de Szemerédi que qualquer subconjunto de um
conjunto suficientemente k—pseudo-aleatério (que satisfazem uma condigao de formas linea-
res e uma condigao de correlagao em termos do parametro k), de densidade relativa positiva
contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente longo.

O ultimo ponto, consiste no uso de propriedades especificas dos niimeros primos e da sua
distribuigao, baseados em resultados recentes de Goldston e Yildirim sobre o tamanho das
lacunas nos primos [9], onde é mostrado que o Teorema de Szemerédi generalizado pode ser
aplicado ao conjunto dos niimeros primos.
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