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RESUMO

Consideraremos a relagao da geometria de variedades Riemannianas com bordo e o primeiro
autovalor nao-nulo o; da aplicagao de Dirichlet-Neumann, o qual denominaremos por
primeiro autovalor de Steklov. Para superficie com género v e k componentes de bordos,
obtemos a limitagao superior o1 L(0%) < 2( + k)m, onde L(0X) é o comprimento do bordo
0% de X. Paray =0 e k =0, esse resultado foi dado por Weinstock em 1954 e é a melhor
limitagao para esse caso. Entretanto a limitacao superior acima nao é melhor possivel
para anéis (superficies com v =0 e k = 2). Determinaremos entao a melhor limitacao de
o1 L para anéis com alguns tipos de métricas. O primeiro caso que consideramos é o das
meétricas rotacionalmente simétricas. Para esse caso, mostramos que o;L é maximizado
pela porcao da catenoide centrada na origem a qual encontra uma esfera ortogonalmente
ao longo de seu bordo, o catenoide critico. Em seguida passamos a considerar anéis com
métrica pertencente a uma familia de métricas, as métricas supercriticas, e mostraremos
que o1 L. Para casos mais gerais métricas mais gerais, a qual chamaremos de supercriticas,
mostramos que o produto o1 L(0%) é limitada pelo catenoide critico, com igualdade se, e
somente se, o anel é conformemente equivalente ao catenoide critico por uma aplicacao
conforme a qual é uma isometria nos bordos. Motivados pelo caso do anéis, mostramos
que uma subvariedade propriamente da bola é imersa por autofuncoes de Steklov se e
somente se ¢ uma solugao de bordo livre. Entao provaremos uma limitagao superior geral
para métricas conformes em variedades de qualquer dimensao as quais possam ser imersas
por uma aplicacao prépria conforme na bola unitaria. Mostraremos que essa limitacao
¢ alcancada apenas por variedades minimamente imersas por autofuncoes do primeiro

autovalor de Steklov.

Palavras-chave: Steklov, fronteira livre e superficies



ABSTRACT

We consider the relationship of geometry of Riemannian manifolds with boundary and
the first nonzero eigenvalue o7 applying Dirichlet-Neumann, the first eigenvalue of Steklov.
For surface with genus v and k& components edges we obtain the upper bound o L(0%) <
2(y + k)m, where L(0 s) is the boundary length 0% of 3. For v = 0 and k = 0, this result
was given by Weinstock in 1954 and is best limited to this case. However the upper bound
above is not best for surfaces that are rings (y = 0 and k¥ = 0). Then we will determine
the best upper bound for some types of metrics. For rotationally symmetric metric, we
show that the best limitation is obtained by measuring induced in the portion of catenoid
centered at the origin which is the orthogonally ball and thus free board solutions of the ball
the edge of which is the sphere in question. For more general cases more general metrics,
which we will call supercritical, we show that the product oy L(0%) is limited by the critical
catenoid, with equality if and only if the ring is accordingly equivalent to critical catenoid
By application consistent which is an isometry on the lips. Motivated by the case of rings,
we show that a proper submanifold of the ball is immersed by eigenfunctions of Steklov
if and only if it is a freeboard solution. Then prove a general upper bound for conformal
metrics on manifolds of any dimension which can be immersed for a specific application
as the unit ball. We will show that this limitation is achieved only minimally immersed
varieties by eigenfunctions of the first eigenvalue of Steklov.

Keywords: Steklov, free boundary and surface.
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INTRODUCAO

Dada uma variedade Riemanniana compacta ¥ com bordo 0%, a aplicagao de Direchlet-
Neumann em X associa a cada funcao diferencidvel em 0 a derivada na direcao do vetor
normal unitdrio para fora de 9% de uma extensdao harmonica dessa funcao a . E fato
conhecido que os autovalores dessa aplicacao formam um conjunto discretooyg =0 < o7 <
oy < ... < o0, < .., tal que 0, tende ao infinito. Esses autovalores foram estudados a
primeira vez por Steklov em 1902 e desde entao sao conhecidos como autovalores de Steklov.
Em 1954, Weinstock [33] mostrou que para dominios planos simplesmente conexos ¥ o valor
01L(0%), onde L(0X) é o comprimento de 0%, ¢ unicamente maximizado pelo disco unitario
D. Desde entao, varios artigos foram publicados dando estimativas para os autovalores de
Steklov em dimensoes mais altas e em variedades Riemannianas (ver por exemplo Payne
[29], Bandle [3], Hersch e Payne [21], Hersch, Payne e Schiffer [22] , Kuttler e Siggilito [21],
Shamma [31], Edward [12], Escobar [13] e [I1] e Brock [1]).

Nosso objetivo é expor alguns resultados apresentados por Fraser e Schoen [ 7]. Nele é
apresentado uma interessante relacao entre oy e as solugoes de bordo livre da bola unitaria.

Os assuntos abordados sao divididos por capitulos. No primeiro capitulo, como seu titulo
sugeri, sao expostos os conceitos e resultados que julgamos de conhecimento necessario para
compreensao dos demais capitulos, sendo expostos sem grandes detalhes.

Na primeira se¢ao do Capitulo 2 enunciamos e provamos uma extensao do resultado de
Weinstok para superficies Riemannianas com género e niimero de componentes de bordo

arbitrarios, a qual afirma que

o L(0Y) <2(y+ k)7

para superficies de género v com k componentes de bordo. Entretanto, para superficies com
v =0e k > 2 alimitagao obtida nao ¢ 6tima e esse fato motiva as demais secoes do capitulo.
Nelas buscamos determinar a melhor limitagao para o valor oy L(0%) para algumas familias

de anéis %, isto é, superficies Riemannianas com v = 0 e k = 2. Na segunda secao, por meio
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de uma interessante andlise para anéis com métricas rotacionalmente simétrica, mostramos
que 01 L(0%) é maximizado pelo catenoide critico, isto é, a porgao do catenoide centrado na
origem e localizada na bola unitdria a qual encontra a fronteira da bola ortogonalmente ao
longo de sua fronteira. Se T'(1) = 2¢;, onde ¢; é a solugao positiva da equagao t; = cothty,
o catenoide critico é caracterizado por ser isométrico ao produto [0,7(1)] x S* com respeito
a métricas que serao determinadas posteriormente. O valor de oy L é igual a (o, L)* = 47 /t;.
Na secao seguinte, a tltima deste capitulo, consideramos anéis como métricas mais gerais.
Dado um anel ¥, sejam « o quociente entre os comprimentos do bordo de ¥ e T' o niimero
real positivo para o qual ¥ é conformemente equivalente a [0,7] x S'. Diremos que ¥
é supercritico se T > 1/4(a'/? + a~1/2)?T(1). Mostraremos nesta secio que o valor de
o1L para anéis supercriticos também é maximizada por (o;L)* e que ¥ maximiza oL é
conformemente equivalente ao catenoide critico por uma aplicacao conforme que é uma
isometria entre os bordos.

No capitulo 3 estudamos a teoria que chamada de volume conforme de bordo e relativo
por se trata do andlogo da teoria de volume conforme de Li e Yau P&8]. Na primeira segao,
usamos o Teorema de Gaus-Bonnet para mostrar que para superficies que sao solucoes de
bordo livre da bola unitaria B™, o comprimento de seu bordo ¢é igual ao maximo dentre
os comprimentos de bordo de sua imagem por transformacoes conformes de B™. Esse
fato é usado posteriormente para mostrarmos que a area de tais superficies sao sempre
maior ou igual a 7. Observamos ainda que essa desigualdade é equivalente a desigualdade
isoperimétrica para essa familia de superficies. No fim do capitulo definimos o volume
relativo conforme para variedades que admitem uma imersao conforme proépria na bola
unitaria.

No tltimo capitulo demonstramos um resultado que da uma limitagao superior para o
primeiro autovalor nao nulo de Steklov de uma variedade ¥ que pode ser imersa numa bola
unitaria B™ por uma aplicacao que leva 0% sobre o 9B"™ em termos de seu volume relativo
conforme e cuja a igualdade implica na existéncia de uma aplicacao harmonica conforme
¢ : ¥ — B™ a qual, apds reescalarmos a métrica original, é isometria em 0% tal que ¢(X)

encontra 0B" ortogonalmente ao longo de ¢(0%).
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1 PRE REQUESITOS

1.1 Variedades Riemannianas e Conexao de Levi-Civita

No que se segue, adotaremos a convencao de que uma aplicacao diferencidvel significa

que esta aplicacao é infinitamente diferenciavel.

Definigao 1.1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é uma conjunto X e uma

familia de aplicacoes biunivocas z, : U, — ¥ de abertos U, C R” em ¥ tais que

L. U, za(Uy) = 2.

2. Para todo par a e 8 com z,(U,) Nxg(Us) = W # ), os conjuntos (W) e xgl(W)

1

sao abertos em R" e aplicacoes x_," o x5 e xgl oz, sao diferencidveis.

3. A familia {U,, z,} é méxima com relacdo aos itens 1 e 2.

Uma familia {U,,z,} satisfazendo as condigées 1 e 2 na defini¢do acima é chamada
de uma estrutura diferenciavel no conjunto ¥. O par (U,,x,) (ou a aplicagao z,) com
p € 2,(U,) é uma parametrizagdo ou um sistema de coordenadas de ¥ em p e z,(U,) ¢

uma vizinhanga coordenada em p.

Observacao 1.1.1. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto X induz uma topologia
sobre ele, na qual um conjunto A C X é aberto em X se, e somente se, v (AN z24(Uy))
¢ um aberto do R™ para todo . Observe que a topologia é definida de tal modo que os

conjuntos x,(U,) sdo abertos e as aplicagdes x, sGo homeomorfismo.

Em alguns momentos usaremos a notacao X" para indicarmos que ¥ é uma variedade

diferencidvel n-dimensional.

Definicao 1.1.2. Sejam Y7 e X7 variedades diferenciaveis. Uma aplicagao ¢ : X1 — 3

¢ diferenciavel no ponto p € ¥; se dada uma parametrizacao y : V — Y5 de ¥y com
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o(p) € y(V) existe uma parametrizagao x : U — 1 de X1 em p com ¢(x(U)) C y(V) tal
que aplicagao

y togoxr:U — R™

é diferenciavel em x71(p). A aplicacdo ¢ ¢ dita diferencidavel quando ¢ diferencidvel em todo
ponto p € 3. ¢ serd de classe C*, com k inteiro nao-negativo, se em vez de diferencidvel,

tivermos que suas expressoes em termos de coordenadas locais, y~! o ¢ o x, forem de classe

C*.

Definigao 1.1.3. Seja ¥ uma variedade diferencidavel. Uma curva em ¥ é uma aplicacao
diferenciavel na forma o : (—€,€) — X. Assim, se o é uma curvaem X, p = a(0) e ®, é o
conjunto das fungoes em ¥ diferencidaveis em p, o vetor tangente a o em p é por definicao a

funcgao o/(0) : ®, — R que a cada fungao f € ©, o numero real

o/(0)f = d(ad: f)

t=0

O conjunto dos vetores tangentes a > em p serd indicado por 7).

Se tomarmos uma parametrizagdo x : U — ¥ em p = z(0), podemos expressar f e o em

termos dessa parametrizagao por

foxz(q) = f(x1,....,zp)

z o a(t) = (z1(t), ..., wa (1)), t € (—¢,6),

para todo ¢ = (21, ...,x,) € U e todo t € (—¢, €) Assim, obteremos

d(0)f =

o)
ox;

onde ¢ vetor tangente a curva coordenada z; — z(0, ..., 2;,0,...0) em z; =0
Decorre da expressao acima que o conjunto 7,3, com as operacoes usuais de fungoes,

constitui um espago vetorial de dimensao n, e que a escolha de uma parametrizacao
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x:U — X de ¥ em p determina uma base {(%) s s <ai> } em 7,3. O espago
1 Tn
=0 =0
vetorial 7,% ¢ chamado de espago tangente de Y em p.
Com a nocao de espaco tangente podemos estender a variedades diferenciaveis a nogao

de diferencial de uma aplicacao diferenciavel.

Definicao 1.1.4. Sejam X7, 37" variedades diferenciaveis e ¢ : 37 — ¥, uma aplicagao
diferencidvel. Para cada ponto p € X; e cada vetor v € T,X;, considere uma curva
a:(—€€) = X com a(0) =pead(0) =v. A aplicagdo d,¢ : T,X; — Ty X2 dada por
do,(v) = (¢ o a)'(0) é chamada diferencial de ¢ em p.

A préxima proposicao mostra que d¢, ¢ uma aplicacao linear bem definida, ou seja, que

nao depende da escolha de .

Proposigao 1.1.1. Seja dy¢ : 1,31 — Ty X2 como na defini¢ao acima. Entao ¢ : X —

Yo € uma aplicagao linear que nao depende da escolha da curva o.
Demonstragao. Ver [7]. O

Definigao 1.1.5. Um subconjunto A C ¥ de uma variedade diferenciavel X" é dito de

medida nula se o conjunto z7(AUx(U)) tem medida nula em R" para toda parametrizagao

z:UCR"— Y de X.

Definicao 1.1.6. Seja ¢ : X7 — 35 uma aplicacao diferenciavel entre as variedades
diferencidveis 1 e ¥o. Um ponto g € Y5 é chamado de valor critico de ¢ se existir algum

ponto p € ¢~ *(q) tal que d,¢ : T,%; — T, nao é sobrejetiva.

Teorema 1.1.1 (Sard). Seja ¢ : ¥y — Xy uma aplicagio diferencidvel entre as variedades

diferencidveis X1 e Xo. Entdo o conjunto dos valores criticos de ¢ tem medida em Y.
Demonstragao. Ver [25]. O

Definicao 1.1.7. Sejam 3; e Y5 variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : 31 — 3
bijetiva e diferenciavel é um difeomorfismo se ela e sua inversa sao diferencidveis. A aplicacao
¢ é um difeomorfismo local em ¥; se existe uma vizinhanca U de p em ¥; tal que ¢|y é um

difeomorfismo sobre sua imagem ¢(U).

Definicao 1.1.8. Sejam X7 e 23" variedades diferencidaveis. Uma aplicagao diferenciavel

¢ : X1 — Yy ¢ dita uma imersao se a diferencial dp¢ : T3 — Ty(,)X2 € injetiva para todo
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p € ¥y. Se 3y C Yo, a aplicagao inclusdo i : 1 — ¥y é uma imersdo e i : X1 — ¢(X) é
uma homeomorfismo com a topologia induzida por Y5 em ¢(3;), diremos que ¥; é uma

subvariedade de .

Definigao 1.1.9. Seja Y uma variedade diferenciavel. Diz-se que 3 é orientavel se admite

uma estrutura diferenciavel {U,, z,} tal que

1. para todo par a,  com x,(U,) N2z5(Us) # 0, a mudanga de varidvel x/gl oz, tem

determinante jacobiano positivo.

Em caso contrario diz-se que X é nao-orientavel.

A escolha de uma estrutura diferenciavel {U,,z,} que satisfaca a condi¢do (1) na
definicao acima é chamada uma orientacao de X e X é, entao, orientada. Duas estruturas
diferencidveis que satisfazem (1) determinam a mesma orientagao se a uniao delas ainda
satisfaz (1). Estando X orientada, as parametrizagdes da orientacgao fixada serdo ditas
positiva.

Nao ¢é dificil concluir que se X é orientavel e conexa, entao ¥ possui exatamente duas
orientacoes distintas.

Sejam >, e Yo variedades diferenciaveis e ¢ : 31 — Y5 um difeomorfismo. Entao ¥, é
orientavel, se e somente se, Y, é orientavel. Se ¥; e Y5 sao conexas e estao orientadas, ¢
induz uma orientagao em X que pode ou nao coincidir com a tomada inicialmente. Quando
o primeiro ocorre, dizemos que ¢ preserva a orientacao e no segundo caso, que ¢ reverte a

orientagao.

1.1.1 Campo de Vetores e Operador Colchete

Definicao 1.1.10. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel ¥ é uma
aplicagdo que a cada ponto p € ¥ associa uma vetor X (p) € T,X. Considerando uma
parametrizacao = : U C R" — ¥ em um ponto p € 3, é possivel escrever X (p) como

combinacao linear da base associada a =,

X(p) = Zaxp)a%,

Diremos que X é diferenciavel se para todo ponto p € X, existir uma parametrizacao

x:U — ¥ em p tal a fungao a; : U — R é diferenciaveis, para i =1, ..., n.
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As vezes é conveniente pensar em campos de vetores como uma aplicacao X : D — §
entres os conjuntos ® das fungoes diferenciaveis em ¥ e o conjunto § das fungoes em 3,

definida da seguinte maneira

X0 = a5

=1

para todo f € ®, onde na expressao acima cometemos o abuso de notagao de indicarmos
por f a expressao de f : ¥ — R na parametrizacao x. Observem ainda que a expressao
acima para X f nao depende da escolha da parametrizacao z. Neste contexto, é possivel
verificar que X é diferenciavel se, e somente se, X : D — 9.

A interpretacao de campos de vetores diferencidaveis em uma variedade como operador
em ® nos permite considerar as interagoes entre campos. Por exemplo, se X e Y sao
campos vetoriais diferencidveis em ¥ e f € ©, podemos considerar as fungoes X (Y f) e
Y (X f). Mas em geral, tais operadores nao nos levam a campos de vetores por envolverem
derivadas de ordem maior que um. O préximo lema garante a existéncia de um campo 2
em Y tal que Zf = (XY — Y X)f para todo par de campos de vetores X e Y fixado e toda

funcao f € ©.

Lema 1.1.1. Sejam X eY campos de vetores diferencidveis em uma variedade diferencidvel
.. Entao existe um unico campo de vetores diferencidvel Z tal que, para todo f € D,

Zf = (XY -~ YX)f.
Demonstracao. Ver [7]. O

O campo vetorial Z dado no lema acima é chamado o colchete [X,Y] = XY — Y X de
XeY.

1.1.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.1.11. Uma métrica Riemanniana ou uma estrutura Riemanniana em uma
variedade diferenciavel ¥ é uma correspondéncia que a cada ponto p € ¥ associa um
produto interno g(p)(.,.) = <., .>p em T,% que varia diferencialmente no sentido que: Se

x:U CR"™ = ¥ é uma parametrizagao de ¥ em p, com z(xy,...,2,) = q e g(q) 0 i-ésimo
kil

) .
Ty

vetor da base associada a x em T,%, entdo (2(q), Z(q)) = gij(21, ..., z,) é uma funcio

diferenciavel em U.
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E possivel verificar que a definicao nao depende da escolha de parametrizagoes. Outra
maneira de expressar a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer que para todo
par de campo vetoriais diferencidveis X e Y em uma vizinhanga V' de ¥, a fungao <X , Y> é
diferenciavel em V.

Deixaremos de indicar o indice p em g(.,.)(p) = <., .>p sempre que nao houver possibili-
dade de engano. As funcoes g;; sao chamadas as expressoes da métrica Riemanniana em

relacao a métrica x.

Definicao 1.1.12. Uma variedade diferencidvel > munida com uma métrica Riemanniana

g, (3,9), é chamada de uma variedade Riemanniana.

Definigao 1.1.13. Sejam (X1, ¢g) e (3a, h) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f ¥ — X5 é chamada de uma aplicacao conforme quando existe uma funcao positiva

A Y1 — R tal que

F 0w, 0)(p) = h(dfy(u), df,(v))(f(p)) = X(p)g(u, v)(p)

para todo p € 3 e todo par u,v € T,X;. A fungao A\? é chamada de coeficiente de
conformidade. No caso particular em que A\ é constante igual a 1, f é chamada de uma

isometria de Y; sobre Y.

Observe que a correspondéncia f*h define uma métrica Riemanniana em 3, chamada
métrica induzida por h.
A préxima proposi¢ao é um resultado de existéncia de métricas Riemannianas para

variedades diferencidveis com uma certa topologia.

Proposigao 1.1.2. Uma variedade diferencidvel 32, cuja topologia é de Hausdorff e com

base enumerdvel, possui uma métrica Riemanniana.

Demonstragao. Ver [7]. O

Desse momento em diante, consideraremos apenas variedades diferenciaveis com as

caracteristicas topoldgicas apresentadas na proposicao anterior.

1.1.3 Conexao de Levi-Civita

De agora em diante, usaremos a notagao X(X) para indicarmos o conjunto dos campos
vetoriais diferenciaveis em uma variedade diferencidvel ¥ e a ©(X) para o anel das fungoes

diferenciaveis em Y.
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Definicao 1.1.14. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel 3 é uma aplicacao
Vi X(2) x X(2) = X(2),

cuja imagem de um par (X,Y) € X(X) x X(X) por VxY, a qual satisfaz as seguintes

propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVy Z;
2. V(Y + Z) = VxY + VyZ;
3. Vx(fY) = [VxY + X(f)Y.
Para todo X,Y,Z € X(X) e f,g € D(X).

Definicao 1.1.15. Um campo de vetores V' ao longo de uma curva ¢ : I — X é uma
aplicacao que a cada ponto p € I associa um vetor V(t) € T,yX. Diz-se que V é
diferenciavel se para toda fungao diferenciavel f em ¥, a fungao t — V() f é diferencidvel

em /.

Proposicao 1.1.3. Seja X2 uma variedade Riemanniana com conexao V. Entao existe uma
unica correspondéncia que a cada campo de vetores V' ao longo de uma curva diferencidvel
c: 1 — X associa um outro campo de vetores ViV ao longo de c, denominado derivada

covariante de V' ao longo de c, tal que:

1. ViV +W) = V,V + VV;
2. Vi(fV) = %V + fV,V, onde f € uma funcao diferencidavel em I;

3. Se 'V € induzida por um campo de vetores de Y € X(X), isto €, V(t) =Y (c(t)), entdo
Vtv — Vdc/th-

Definicao 1.1.16. Seja (3, g) uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V.
Diremos que V é uma conexao de Levi-Civita ou Riemanniana se para todo X, Y, Z € X(X)

tivermos que

2. [X,Y]=VxY — VyX.



18

O seguinte teorema fala sobre a existéncia de conexoes Riemannianas em variedades

Riemannianas.

Teorema 1.1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (X, g), existe uma unica

conexao Riemanniana V em 2.
Demonstragao. Ver [7]. O

Teorema 1.1.3. Seja X uma variedade Riemanniana. Se V € sua conexao de Levi-Civita,
c¢: I — X uma curva diferenciavel e V,W campo de vetores diferencidveis ao longo de c,
entao

%(v, W) =(V,V,W) +(V,V,IW).

Demonstragao. Ver [7]. O

1.2 Curvatura

Definigao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana ¥ é uma correspondéncia

que associa a cada par X, Y € X(X) uma aplicacio R(X,Y) : X(X) — X(X) dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ +VxyZ

para todo Z € X(X). Acima V indica a conexao Riemanniana de .

A curvatura R é interpretada como um modo de medir o quanto a variedade ¥ deixa de

ser euclidiana. Essa interpretacao ¢ meramente um formalismo.

Proposicao 1.2.1. Seja o C T,X um subespaco bi-dimensional do espago tangente e
x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao
R(z,y)z,y
K(z,y) = <2 5 > 2

estd bem definido e K nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Demonstracao. Ver [7]. O

Definicao 1.2.2. Dado p € ¥ e um subespaco bi-dimensional o C 7,%, o nimero real
K(o) = K(z,y), onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado de curvatura seccional
de o em p. Se ¥ é uma variedade bi-dimensional, K é chamado de curvatura Gaussiana de

Y em p.
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1.3 A segunda forma fundamental

Seja f : X" — S"™=F uma imersao. Entao, para cada ponto p € ¥, existe uma
vizinhanga U C ¥ de p tal que f(U) C S é uma subvariedade de S. Isto quer dizer que
existem uma vizinhanca V' C S de f(p) e um difeomorfismo ¢ : V' — W em um aberto de
W de R*| tais que ¢ aplica f(U)NV em um aberto R® C R¥. Por simplicidade, passaremos
a identificar U com f(U) e cada vetor v € T;3 , ¢ € U, com dfy(v) € Ty S.

Para cada p € X, o produto interno em 7,5 decompoe 7,5 na soma direta
T, =T,YX ® T,5"

onde T,%+ é complemento ortogonal de 7,3 em T,,S.

Se v € T),S, com p € ¥, podemos escrever
v=ovl + UL,

onde v € T,% é componente tangencial e v+ € 7,3+ é a componente normal de v.
Sejam D a conexdo Riemanniana de S, X e Y campos de vetores locais de ¥ e XY

suas respectivas extensoes locais em S, entao aplicagao dada por
VxY = (DY)
¢é a conexao Riemanniana relativa a métrica de ¥ induzida pela métrica de S e
A(X,)Y)=DgY —VxY = (DgY)*+

é uma campo local de S normal a ¥. A(X,Y) niao depende da escolha das extensdes X, Y.

De fato, se X; é uma extensao de X e Y; é uma extensao de Y, temos que

(DxY = VxY) = (Dx,Y = VxY) = Dx_x,Y

?

anula-se em ¥ uma vez que X — )_(1|g = 0. Além disto,
(DgY —VxY)—(DgY1 —VxY)=Dg(Y —=Y;) =0,

pois Y — Y] = 0 ao longo das trajetérias de X. Portanto, A(X,Y) estd bem definida.
No que se segue, indicaremos por X(U)* o conjunto dos campos de vetores diferencidveis

definidos em U e normais a U ~ f(U).
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Proposigao 1.3.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio A : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
A(X,Y)=DgY —VxY = (DgY)*

€ bilinear simétrica.

Demonstragao. Ver [7]. O

Usando a bilinearidade de A e exprimindo os campos de vetores em termos de uma base
associada a um sistema de coordenadas, poderemos observar que o valor de A(X,Y)(p)
depende apenas dos valores dos campos X e Y no ponto p. Segue-se portanto que a forma
bilinear abaixo estd bem definida.

Sejam p € ¥ e n € T,5+. A aplicacdo H, : T,% x T,>> — R dada por

Hy(z,y) = (Alz,y),m),
x,y € T,X, é pela proposi¢ao anterior, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.3.1. A forma quadratica I, definida em 7,% por
II,(x) = Hy(z, )
¢é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

O termo segunda forma fundamental é também utilizado para designar a aplicacao A.
Seja S, @ 1,2 — T, a aplicacao auto-adjunta associada H, definida por meio da

identidade
<S77(‘I)7y> = Hﬂ('r’y) = <A($ay)77l>

A préxima proposicao nos da uma expressao da aplicacao linear associada a segunda

forma fundamental em termos da conexdo da variedade ambiente S.

Proposigao 1.3.2. Sejam p € ¥, z € T,5, n € T,%*+ e N uma extensdo local normal a X.
Entao

S,(2) = ~(D.N)".

Demonstragao. Ver [7]. O

Sejam x,y € T,X C T,S vetores linearmente e K (x,y), K(z,y) as respectivas curvaturas
seccionais de ¥ e S do plano gerado por esses vetores. O proximo resultado exprime a

diferenca entre K e K em termos valores da segunda forma fundamental aplicada em z e y.
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Teorema 1.3.1 (Gauss). Sejam p € ¥ e x,y vetores ortonormais de T,X. Entdo

K(z,y) - K(z,y) = (A(z,z), Aly,)) — |A(z, )|’ (1.1)
Demonstragao. Ver [7]. O

Defini¢ao 1.3.2. Uma imersao f: 3 — S ¢ minima se para todo p € ¥ e todo n € T, 3+

tem-se que o trago de S, ¢ igual a zero.

Definicao 1.3.3. Escolhendo um referencial ortonormal Ey, ..., E,,n1, ..., n,, de vetores em
S tal que B, ..., E, € X(U) e 01y ... fm € X(U)*, onde U é uma vizinhanca de p na qual f
¢ uma mergulho, o vetor definido por
H = ZA Ei, E;) =) (trSy)n;,
=1 j=1

¢é chamado vetor curvatura média de f.

E claro que a imersao f é minima se, e somente se, o vetor curvatura média H é
identicamente nulo. Uma outra observagao interessante é que H nao depende do modo com

que escolhemos Fj, ..., E,. Isso pode ser verificado na segunda igualdade da definicao de H.

1.4 Operador Laplaciano

Definicao 1.4.1. Dada uma funcao diferenciavel f : 3 — R definida em uma variedade
Riemanniana X definimos o gradiente de f, V f, como o campo de vetores para o qual é

valido a igualdade
(Vfv)=v(f)

para todo vetor tangente v a 2.

Definigao 1.4.2. Dado um campo de vetores diferenciavel X € X(X) definimos o seu

divergente, div X, como como o trago da aplicagao v — V, X, tr(v — V,X), isto é,
(divX)(p) = tr(v — V,X)
onde v € T),.

Definicao 1.4.3. Dada uma funcdo f : ¥ — R de classe C? definida sobre ¥, o Laplaciano
de f, Af, é definido por
Af =divVy.
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A seguir daremos a expressao do Laplaciano de uma funcao f diferenciavel em termos de
um sistema de coordenadas locais. Se x : U C R" — ¥ é uma parametrizagao da variedade
¥ em ponto p € X e indicarmos por J; o i-ésimo vetor da base de T, associada  temos

Af expressa em termos de coordenadas locais por
1 =,
Af =—= Y 9:(9"\/90;f), (1.2)
V94
onde g é o determinante da matriz (g;;) e g é coeficiente localizado na interse¢ao da i-ésima
linha e j-ésima coluna da matriz inversa de (g;;) (ver [9]).

Definicao 1.4.4. Uma funcao f : ¥ — R de classe C? ¢ dita harmonica se Af é identica-

mente nulo.

Segue-se da definigao e da expressao (1.2) para o Laplaciano de uma funcao f em termos

das coordenadas locais que f expressa localmente é solucao da E.D.P.

Z 8z‘(gij\/§ajf) =0,

1,

e assim f ¢é diferencidvel (ver [10]).

1.5 Formas diferenciais em variedades diferenciaveis

Seja E uma espaco vetorial de dimensao finita sobre os nimeros reais. Uma k-forma

alternada em E é uma aplicacao f : E x ... x E — R que satisfaz as seguintes propriedades
—_—

k—vezes

Lo f(ug, ., 01, QU + BU;, Vg1, oy Uk) = af (U1, o Uiy oy Ug) + Bf (01, .00, Uy ooy k), para

quaisquer vy, ..., Vi1, V;, Vs, Vit1, ., Uk € e a,f € Rcom1=1,....k;
2. f(vi,...,v) = 0 sempre que existirem 7, j € {1, ..., k} distintos tais que v; = vj.
O conjunto das k-formas alternadas em um espaco E sera indicada por A*(E).

Definicao 1.5.1. Seja X" uma variedade diferenciavel. Uma k-forma diferencidvel sobre X é

uma associagao w que a cada ponto p € X associa a uma k-forma alternada w(p) € A*(T,X).

Dada uma n-forma diferencial w em ¥ e uma parametrizacao x : U C R" — X de X,

usaremos a notagao {dwi, ..., dz,} para indicarmos a base dual de 7,,X* correspondente a
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base {%(q), 9 (q)} de T,X, g € (U), associada a x : U — X. Toda n-forma w em ¥

ceey 8$n

pode ser localmente expressa da seguinte maneira
w(q) = a(q)dxy A ... Ndxy, (1.3)
onde a : z(U) — R ¢ alguma funcio e dzy A ... A dx, é a n-forma alternada
dzy A ... Nday (v, ..., v,) = det(dz;(v))),
para todo vy, ...,v, € T, X.

Exemplo 1.5.1 (Elemento de volume). Orientar uma espago vetorial E é escolher uma
base {uq,...,u,} C E, chamé-la de positiva e dizer que também é positiva qualquer outra
base {v1,...,v,} C E tal que se v; =1  a;u; (j =1,...,n), onde det[a;;] > 0.

Se X" é uma variedade Riemanniana orientada, entao, para todo ponto p € X, T),X

0

,—} C Ty, associada a uma
Ozn p

possui uma orientacao natural na qual a base {6%1,
parametrizacao positiva x : U — R de X em p, é dita positiva. A orientagao de 7,% assim
definida nao depende da escolha da parametrizacao positiva x.

Considerando para cada p € ¥ a orientacao de 7,% acima, o elemento de volume dV de
Y é a n-forma diferenciavel definida da seguinte maneira:

Dado p € ¥, escolhemos uma base ortonormal positiva {u,...,u,} C T2 e vy, ..., v, €
1,3 poe-se

dV(p)(vy, ..., v,) = det[a;],

onde a;; = <u,~,vj>. Nao ¢é dificil constatar que dV é uma n-forma diferencial em 3,
entretanto dV (p) aparenta depender da base {uy, ..., u, }. Para verificarmos a independéncia
de dV do modo como tomamos as bases nos espacos tangentes, usaremos a matriz de Gram
T

§=g(v1,...;v,) = [{v;,v5)]. Temos (v;,v;) = > p_, aki-aj, assim § = a”.a, onde a = [a;;]

e a’ a matriz transposta de a. Portanto,

det § = (det a)® = (dV (vy,...vn))%

Como evidentemente det g nao depende de escolhas arbitrarias, o mesmo pode se afirmar
sobre dV (vy, ..., v,) = ++/det g, onde o sinal é de + se {vy, ..., v, } é uma base positiva e de
— em caso contrario.

Dada uma parametrizacao positiva x : U — R de X em p, podemos expressar dV na

vizinhanga coordenada x(U) como em (1.3). Para determinarmos a fun¢ado a: U — R em
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um ponto ¢ € z(U) basta aplicarmos 2-(q), 9 (q) € T,X adV,isto é

ox1 U Oxn

0(0) = V(@) a) s (@) = Vi

Assim, o elemento de volume ¢ igual a dV = \/gdz; A ... Adx, em z(U).

Seja f : X1 — Xy uma aplicagao diferenciavel entre as variedades diferenciaveis X7 e 7.
A cada n-forma diferenciavel w de Y5 corresponde uma n-forma diferenciavel em X1, f*w,

chamada de o pullback de w por f definida por

fro)(v1, ., vn) = w(f (p))(df (01), ..., df (vn)),

para todo p € X e vy, ...,v, € T, 2.
Seja w uma n-forma diferencial sobre uma variedade diferenciavel ¥". O suporte

compacto K de w é o fecho do conjunto

{r € 3;w(p) # 0}.

Seja w = a(x)dxy A ... A dx,, uma n-forma diferencidvel em R™. Se o suporte K de w
é compacta e esta contida num aberto U, definimos a integral de w em R™ como sendo o

valor da integral da funcao a sobre U. Em outro termos, temos que

/w:/adx.
) U

Para definirmos a integral de uma n-forma diferencidvel sobre uma variedade X" mais ar-
bitraria, é conveniente que supor que a variedade é orientavel e compacto, consequentemente
o suporte de w também sera compacto, afim de evitarmos problemas com a determinagao do
sinal da integral e de sua convergéncia, respectivamente. Assumindo esse fato, comegamos a
definir a integral supondo que o suporte K de w estd contida em uma vizinhanga coordenada
V = z(U) correspondente a uma parametrizagao positiva z : U — 3 de 3. z*w é uma
n-forma diferenciavel R"™ com suporte compacto no aberto U. A integral de w sobre X é

definida como a integral de z*w sobre R", ou seja,

/w—/x*w.
N U

Pode acontecer de K estar contida em uma outra vizinhanga coordenada V = y(U) de

uma parametrizacao positiva. Cabe entao mostrarmos que nesse caso a defini¢ao acima
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independe da escolha da vizinhanca coordenada que contenha K. Se x*w = adxq, A ... Adx,

e y*w = bdy; A ... A dy,, entdo as funcdes a : U — R e b: U — R cumprem

oy
=det| =2 |b
9y;

onde (3£) ¢ a matriz jacobiana da mudanca de coordenada y ' oz : 271 (V N V) — R".

Segue-se portanto que a integral de w sobre X nas condigoes acima esta bem definida.
Consideremos agora o caso em que o suporte K de w nao estd contido em uma vizinhanca
coordenada. Seja {V,} a cobertura de ¥ correspondente a orientagao adotada e suponha a

existéncia de uma familia de fungoes diferenciaveis ¢4, ..., ¢, tais que

L. ZZ1 Cbz =1;

2. 0 < ¢; <1, e osuporte de ¢ esta contido em V,,, = V;.

A familia {¢;} serd denominada uma parti¢ao diferencidvel da unidade subordinada a
cobertura {V,}.

Definimos a integral de w em X por

fo=3 Lo

A definigdo acima independe da cobertura de ¥ escolhida e da particao diferenciavel da

unidade associada a ela (ver [3]).

Proposicao 1.5.1 (Existéncia de uma parti¢ao diferencidvel da unidade). Sejam ¥ uma
variedade diferencidvel compacta e {V,} uma cobertura aberta finita de ¥ por vizinhangas

coordenadas. Entao, existem funcoes diferencidveis ¢1, ..., oy tais que
1. ZZZI o =1;
2. 0 < ¢, <1, e o suporte de ¢ esta contido em V,, =V;.
Demonstragao. Ver [3]. O

A nocao de variedade diferenciaveis, os conceitos e resultados dados até o momento pode
ser estendidos a nocao de variedades diferencidaveis com bordo. Basicamente a definicao de
variedades diferenciaveis e variedades diferencidaveis com bordo mudam apenas por tomarmos
os dominios das parametrizacoes por abertos de semi-planos ao invés de abertos do R™.

Abaixo daremos as defini¢goes de modo mais preciso e estabeleceremos alguns resultados.



26

Seja H" semi-plano de R™ dado por H" = {(z1,...,x,) € R*; 2, < 0}. Os conjuntos
abertos de H" sao aqueles obtidos pela intersecao de H™ com abertos do R™.

Uma aplicacao ¢ : V' — R™ ¢é dita diferencidvel se existir alguma aplicacao diferencidvel
F : U — R™ definida em um aberto U D V de R" tal que F estenda f (F|y = f). Se ¢ é
diferencidvel, sua derivada em p € V, d¢,, é definida como a derivada de F' em p, ou seja,
d¢, = dF,. Quando V nao contém pontos da forma (0, z, ..., z,), entdo V é um conjunto
aberto de R™ e a definicao de d¢, coincide com a usual. Se p é da forma (0, zo, ..., x,,), entdo
d¢, ¢ definida para todos os vetores tangentes as curvas em U que passam por p, isto é,
para todos o vetores de R™ com origem em p. Utilizando essas curvas, é possivel mostrar

que a defini¢ao de d¢, independe da extensao I’ de ¢ escolhida e assim temos que d¢, esta

bem definida.

Defini¢ao 1.5.2. Uma variedade diferenciavel n-dimensional com bordo (regular), é um

conjunto Y e uma familia de aplicacoes injetivas x, : U, C H™ — X tais que

L. U, za(Us) =%
2. Para todo par a e 8 com z,(U,) Nxg(Us) = W # ), os conjuntos x, (W) e a:gl(W)
sdao abertos em R™ e aplicagoes ' oz e :CEl o x, sao diferenciaveis;

3. A familia {U,, z,} é méxima com relacao aos itens 1 e 2.

Um ponto p € ¥ é chamado ponto de bordo em Y. se, para alguma parametrizagao

x:U — ¥ em p, tivermos que z(0, g, ..., x,) = p.
Lema 1.5.1. A defini¢cao de ponto de bordo de Y independe da parametrizacao escolhida.
Demonstracao. Ver [8]. O

Segue-se do lema anterior que a nogao de ponto de bordo esta bem definida. O conjunto
formado por todos pontos do bordo de uma variedade com bordo 3 sera indicado por 9% e
chamada de bordo de X.

Os conceitos e resultados vistos anteriormente para variedade diferencidveis sao dados

de maneira analoga para variedades com bordo, apenas trocando R™ por H™.

Proposicao 1.5.2. Seja ¥ € uma variedade diferencidvel n-dimensional com bordo. Entdo
0% € uma variedade (n — 1)-dimensional no sentindo tradicional. Além disso, se ¥ é

orientavel, toda orientacdo de ¥ induz uma orientacao em 0% de maneira natural.
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Demonstragao. Ver [8]. O

Desde que o bordo 9% é uma variedade diferencidvel (n — 1)-dimensional, podemos, para
cada ponto p € 9%, considerar o espaco tangente a 7,0¥ em 0%. Segue-se das definigoes
que T,0¥ é um subespaco vetorial de 7}, de co-dimensao 1. Logo, podemos considerar o
subespaco de 7,3 formado pelo conjunto dos vetores normais a 93. Um desses vetores de

particular importancia para nds é o chamado vetor conormal ao qual serd definido a seguir.

Definicao 1.5.3. Seja X" uma variedade Riemanniana orientada com bordo. Dado um
ponto p € 0%, diz-se que uma vetor v € T,¥ aponta para fora de ¥ quando existir uma
parametrizagao positiva x : U — ¥ definida em um subconjunto aberto U de H", com
p = x(u), v = d,z(vy) com vy apontando para fora de H™. O vetor conormal v a 9% no

ponto p € 9% é o vetor unitario normal a 7,0% que aponta para fora de X.

Teorema 1.5.1. Seja X" uma variedade Riemanniana com bordo comn + 1 > 2. Dado
um ponto p € 0%, uma base {v1,...,v,} C 1,05 quanto a orientagdo induzida por X se, e
somente se, para todo vetor v € T,¥ apontando para fora de ¥, a base {v, vy, ...,v,} C T,

€ positiva.
A seguir daremos uma sequéncia de resultados sobre integracao em variedades.

Teorema 1.5.2. Sejam X7 e Xf variedades diferencidveis orientadas e conexas, ¢ : 31 — 2o

um difeomorfismo que preserva orientacao e w uma n-forma diferencidvel em Yo. Entdo

(b*w:/ w
N DN

Demonstragao. Ver [27]. O

Definicao 1.5.4. A energia de uma funcgao diferenciavel f : ¥ — R definida em uma

variedade diferencidvel (com ou sem bordo) ¥ é por defini¢ao o valor da integral

E(f) = /E T fPav.

Quando 9 # (), diremos que f minimiza a energia para indicarmos que

E(f) < E(g)
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para toda funcao diferenciavel g : ¥ — R com a mesma condicao de bordo que f, ou seja,

f =g em 0%. Neste caso em particular, teremos que

E(f) < E(f +tn)

para toda fungao diferenciavel n: ¥ — R identicamente nula em 9% e todo t € R.

Lema 1.5.2. Uma funcao diferencidvel f : % — R em uma variedade Y satisfaz

E(f) < E(f +tn),

para toda funcao diferencidvel n : 3 — R com suporte compacto et € R, se, e somente se,

€ harmonica.
Demonstragao. Ver [23]. O

Definicao 1.5.5. O grau de uma aplicacao diferenciavel ¢ : X7 — X entre variedades
diferenciaveis orientadas, fechadas e conexas ¥y e ¥ em relagao a um valor regular ¢y € X,

deg ¢4, ¢ por definicao o nimero inteiro

degdy = 3 sgn(det(g)z;(p)))’

p€d~1(q0)

onde(%(p)) ¢ o determinante jacobiano da expressao de ¢ em termos de parametrizacoes

positivas x : U — X1 ey : V — 3y de p € ¢ (qo) e qo, respectivamente, e sgn é fungao

sinal dada por

-1, se t<0
sgn(t) = 0, se t=0
1, se 0<t

Teorema 1.5.3. O grau de uma aplicagio ¢ (como acima) independe da escolha do valor

reqular qq.
Demonstragao. Ver [11]. O

Definicao 1.5.6. Seja ¢ como anteriormente. O grau de ¢, deg ¢, é grau de ¢ com respeito

a qualquer um dos seus valores regulares .

Observem que a defini¢ao acima foi dada para variedades sem bordo, porém é possivel

estender a nogao de grau a uma aplicagao ¢ definida entre variedades com bordo nas mesmas
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condigoes tomadas para X; e Xy e que leve bordo no bordo. Para esse caso, o grau de ¢
¢ tomado como o grau da restricao de ¢ aos pontos interiores de variedade dominio, ou
seja, dos pontos da variedade diferenciavel com bordo na qual ¢ esta definida e que nao

pertencem ao bordo.

Teorema 1.5.4. Sejam ¢ : ¥y — X9 como acima e w uma n-forma diferencial de Y.

Entao,

¢*w = (deg gb)/ w. (1.4)

1 P3P

Demonstragao. Ver [11]. O

Observacao 1.5.1. O teorema acima € valido também para funcgoes ¢ definidas em varie-

dades com bordo as quais levem bordo em bordo.

1.6 Formula de Green e Teorema de Gauss-Bonnet

Seja ¥ uma variedade Riemanniana orientada com bordo 9%. Considerando em 0% a
orientacao e a métrica induzida por ¥, indicaremos pordA o elemento de volume de 0% e

por v o campo de vetores normais unitarios apontando para fora de ¥ ao longo de 0.

Teorema 1.6.1 (Férmula de Green). Sejam h: ¥ — R e f: ¥ — R fungdes diferencidveis

tais que h(V f) tem suporte compacto em . Entdo,

/{hAf+ (Vh,Vf)}dV = W2 an
Y

) 8V
Demonstragao. Ver [Y] O
O préximo resultado, o Teorema de Gauss-Bonnet, é restrito as superficies Riemannianas

conexas orientadas, mas antes de apresenta-lo precisaremos introduzir o conceito de curvatura

geodésica.

Defini¢ao 1.6.1. Seja ¥ uma superficie Riemanniana. A curvatura geodésica, x4, de uma

curva « : (a,b) — 3 imersa em 3 é definida como o quociente

B <Vto/, za’>

kg |O/|3 ’

onde 2 é a rotagao por 7/2 radianos.



30

Teorema 1.6.2 (Gauss-Bonnet). Seja ¥ uma superficie Riemanniana compacta com bordo

0. Se dA € o elemento de drea de X e ds o elemento comprimento de arco de X, entdo

/ oyds + / KdA = 2my(%)), (1.5)
ox by

onde x € caracteristica de Euler de 3.

Demonstragao. Ver [10]. O

1.7 Espacos L” em variedades Riemannianas

Seja (X, g) uma variedade Riemannina. Dado um nimero real p > 0, o espago L? de X,

LP = [P(X), é o conjunto das fungoes integréveis f : ¥ — R tais que

/ FPAV < oo
>

munido com a norma que para cada f € LP, associa o nimero real nao-negativo

1/p
11l = ( / \f!pdV) |

Teorema 1.7.1 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q € R niumeros reais positivos tais

que 1/p+ 1/q = 1. Entao, para todo par de fungoes f € LP e g € L4, vale a sequinte

1/p 1/q
av PV 1dV = p 7.
[1sdiav < ( L1 ) ( L1 ) 1 lleslgll

Demonstragao. Ver [5]. O

desiqualdade

Lema 1.7.1. Sejam f e g como no lema anterior. Entdo a igualdade na desigualdade de
Holder ocorre se, e somente se,

af? +bg? =0

q.t.p.,para algum par de constantes a e b.

Demonstracao. Ver [5]. O
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1.8 Convergeéncia fraca

Seja E uma espaco vetorial normado. Um funcional linear f : £ — R é dito limitado se

existe uma constante ¢ > 0 tal que

|f(@)] < ellxll],

para todo x € F, onde |.| é a fun¢ao médulo da reta e ||.|| é a norma de E. O espago
vetorial formado por todos os funcionais lineares limitados de F, com as operagoes usuais
de soma entre funcoes e multiplicagao por escalar, munido da norma

|f(2)]

)
r€FE,x#0 | |$| |

A1l =

para todo funcional linear limitado f, serd indicado por E* e chamado o espaco dual de E.

Como E* é um espago normado, podemos considerar o seu dual, E** = (E*)*, onde E** é

chamado de bi-dual de E.

Lema 1.8.1. Dado x € E, defina F, : E* — R por

para todo f € E*. Entao F, € E** ¢ ||F,|| = ||z

Definicao 1.8.1. Dado um espago normado F, defina J : E — E** por J(z) = F,. E é
dito reflexivo se J(E) = E**.

Exemplo 1.8.1. O espago L é reflexivo para 1 < p < +oo (ver [30]).

Definicao 1.8.2. Dizemos que uma sequéncia (x,) de um espago vetorial normado E
converge fracamente para um ponto x € F, e indicamos por z,, — x, se para todo funcional
linear limitado f € E*, tivermos que lim f(z,) = f(x). Nesse caso x é chamado limite fraco

de (z,). Quando (x,) converge fracamente, dizemos que (z,) é fracamente convergente.

Observagao 1.8.1. Diremos que uma sequéncia (x,) converge fortemente quando essa
sequéncia convergir no sentido usual. A notagao x, — x serd usada para indicarmos que

limzx, = x.
Lema 1.8.2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. O limate fraco quando existe € unico;
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2. Toda sequéncia fracamente convergente € limitada;
3. x,—>xr=>x,—1T.
Demonstragao. Ver [30)]. O

Lema 1.8.3. Se (x,) converge fracamente para x, entdo
||z]| < liminf ||x,]|. (1.6)

Teorema 1.8.1. Se E ¢é reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada de E, entdo (x,) possui

uma subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao. Ver [30)]. O

1.9 Espacos de Sobolev W!?»

Dado p > 1, seja &, o espago vetorial das fungdes diferencidveis ¢ € LP(X) tais que

Vo]l € LP(%).

Defini¢ao 1.9.1. O espaco de Sobolev W'? = W?(3) é o complemento do conjunto S,

com respeito a norma

1/p
lolhns = [l + V11,
Proposicao 1.9.1. WP ¢ reflexivo para todo niimero real 1 < p < oo.
Demonstragao. Ver [0]. O

Definicao 1.9.2. Um subconjunto A de um espag¢o normado E é dito pré-compacto se o

seu fecho A é compacto.

Definicao 1.9.3. Dizemos que um espaco normado E; estd compactamente mergulhado

em um espaco normado Fjs, se
1. Ey é um subespacgo de FEj;
2. O operador inclusao I : Fy — E, por Iv = v para todo v € E; é limitado;

3. Todo subconjunto A C F; limitado em E; é pré-compacto em FEj.
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2 O Primeiro Autovalor Nao-Nulo

de Steklov

2.1 Uma estimativa para o primeiro autovalor de Ste-

klov

Seja (X, g) uma variedade Riemanniana compacta k-dimensional com bordo 9% e
operador Laplaciano A,. Dada uma funcao v € C*(9%), seja @ a extensao harmonica de w,

isto é,

Aji=0 em X
u=wu sobre OX.
A aplica¢ao de Dirichlet-Neumann £ : C*(9%Y) — C*(9Y) associa a cada funcao

u € C*(0%) a derivada direcional de sua extensao na diregao do vetor conormal v ao bordo

oY,
_on
o

Os autovalores dessa funcao foram estudados a primeira vez em 1902 por Steklov e

Su

desde entao sao chamados de autovalores de Steklov. Esses autovalores constituem um
conjunto enumeravel oy < 07 < 09 < ... de valores reais nao negativos os quais tendem ao
infinito (ver [15]). Desde de que as fungées constantes fazem parte do nicleo da aplicagao
de Direchlet-Neumann, temos que gg = 0. Ja o primeiro autovalor nao-nulo o; possui a

seguinte caracterizagao variacional

B _ fz \Vi|?da
o1 = inf =
uECH(@%), fypu=0 [, u2ds

(ver [15]).
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Os autovalores de Steklov estao relacionados com alguns problemas geométricos, um de
especial interesse para nés o problema de bordo livre de um dominio. Uma subvariedade
minima Y propriamente imersa de uma dominio €2 é dita ser solucdo de bordo de livre de {2
se Y encontra dB™ ao longo de 0%, ou seja, se os vetores conormais adY. coincidir com os
cornomais de €2 ao longo de 9%.

Os Lema 2.1.1 exprime um resultado que relaciona os autovalores da aplicacao de
Direchlet-Neumann e as solugoes de bordo livre na bola unitaria centrada na origem B™ de

R".

Lema 2.1.1. Seja X% uma subvariedade propriamente imersa da bola unitdria B". Entdo
Y. € uma subvariedade minima a qual é solucao de bordo livre de B™ se, e somente se, as

fungoes coordenadas de ¥ em R™ sao autofuncies de Steklov associada ao autovalor 1.

Demonstracao. Seja x; : X — R a funcao que a cada ponto p € ¥ associa sua i-ésima
coordenada em R", <p, ei>, onde e; é o i-ésimo vetor base canonica do R™. Desde que
estamos assumindo que ¥ é uma subvariedade minima, temos necessariamente que funcao

coordenada z; é harmonica para i = 1, ...,n. De fato, considerando um referencial ortonormal

1

{Ey, ..., By} de X, temos que o gradiente Va; em ¥ é dado por V; = e; — e;-, onde e; é

componente ortogonal de e; com respeito ao espagos tangentes a 3, temos que
Azx; = div(Vzy)
=> (Vg (Va:), Ej).
J

_ ; (Di,(ei — &) = D, (e — ¢f)*, Ey)
= Zj:(DEj(ei — ), Ej)

_ Z (D, (e;) — Dp, (e}), E;)

= Z_<DEj(eiL)7Ej>’

(2.8)

Desde que <e}, Ej> = 0, temos

0=E;(e, Ej) (2.9)
= (Dpe;, B;) +(Dei, Dy, E;) |
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e consequentemente que

Ax; = Z <€f‘, DEjEj>
=2 (e (D E5)*)
= (e D (D, By)*) (2.10)

J
= <€i7H>
- H,

onde H = (Hy, ..., H,) é o vetor curvatura média de ¥. Provando assim nossa afirmacao
preliminar.

Portanto, para que X seja solucao de bordo livre , uma vez que esta ja é uma subvariedade
de B™ é minima, é necessario que vetor conormal v em 9% coincida com o vetor posi¢ao no
R™ para todo ponto p € 9%. Em outras palavras, se v = (1, ...17;,), % é solugao de bordo

livre em B" se, e somente se,

9
ov

T; = V; = <V, 67;> = X,

para todo i =1, ...,n. O

O primeiro resultado dando uma limitagao parao; foi determinado por Weinstock [33].

Nele é provado que se ¥ é um dominio plano simplesmente conexo, entao
O'lL(aE) < 27T,

onde L(0Y) é comprimento de 03, e que a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ é o disco.
Posteriormente Weinstock provou que para superficies ¥ simplesmente conexas com bordo,
a desigualdade permanecia a mesma e que neste caso a igualdade acontece se, e somente se,
existi uma aplicagao conforme de X sobre o disco a qual seja uma isometria nos bordos. O

proximo teorema generaliza os resultados dados por Weinstock.

Teorema 2.1.1. Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta de género v e k com-
ponentes de bordo. Entao temos a sequinte estimativa para o primeiro autovalor nao-nulo
de Steklov oy de X

o1 L(0Y) < 2(y + k),

onde L(0X) indica o comprimento do bordo de X.
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Demonstracao. Toda superficie Riemanniana compacta admite uma funcao de Alhfors, isto
é, uma aplicacao ¢ : ¥ — D definida em X sobre o disco D unitédrio do R? a qual é prépria,
conforme e com grau no maximo igual a~y + k. Sem perda de generalidade podemos, pelo

Lema 4.1.1, admitir que ¢ = (¢1, ¢2) é tal que

¢id8 = 07

ox

para? = 1,2. Assim as funcoes ¢, e ¢ podem ser usadas como funcoes teste na caracterizagao

variacional (2.7) de oy, obtendo

o1 ¢§dsg/|vg£i|2dvg/|v¢i|2dv (2.11)
0% ¥ ¥

Se A\? ¢ coeficiente de conformidade entre a métrica induzida por h = ¢*g e a métrica g,

isto é, h = \%g, e {E), F»} é um referencial ortogonal de (X, g), temos que

)\2 = )\2g<Eza Ez)

(2.12)
= (A (), do(E;)), (g1 (E;), dos(Er)))
= (dg1(E:))? + (doo(Ey))*
para 7 = 1,2. E portanto,
20 = ((d1(E))? + (do(En))?) + ((do1(Er))? + (doa(E2))?)
= (@0 (BD) + (0 (E2)) + (oa( B + (dn(B)Y) (213

= [Vor|* + [Vu|*.

Assim,
2
/Z|v¢i|2dv = 2/)\2dv
X =1

= / o*dV

= 2deg(¢)m
2(y + k),

IN

onde dV é o elemento de volume de D relativo a métrica canonica. Portanto, se somarmos
a respectiva desigualdade (2.11) parai = 1,2 e usarmos que ¢(0%) C 0D juntamente com
a desigualdade acima, obtemos que

2
o1 L(% /6 qu ds < /Ez; |Vgi|?dV < 2(y + k).

Ezl
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O proximo teorema mostra que a desigualdade obtida no teorema anterior nao é étima
para alguns tipos de superficies, no sentindo que a desigualdade é estrita. Esse resultado

motiva a proxima segao.

Teorema 2.1.2. Seja ¥ uma superficie compacta de género O com k componentes de bordo,

k > 2. Se o, € o primeiro autovalor nao nulo de Steklov de ¥ relativa a métrica g, entao
o1 L(0X) < 2km.

Demonstragao. Ver [17]. O

2.2 Métricas rotacionalmente simétricas

Nesta se¢ao consideraremos o problema de determinar o conjunto dos autovalores de
Steklov de uma anel ¥ com uma métrica da formag = dr? + a(r)?d6? para alguma fungao
positivaa, 0 <r; <r <ryef e St

Dada uma superficie (X, g) como acima, existe 7' > 0 e uma fungao positiva f definida em
no intervalo [0, T tais que o produto S = [0, T] x S dotado da métrica h = f(t)?(dt* + d6?)
é isométrico a . De fato, pois se f(r) = f:l a(s)~tds, temos, pelo Teorema fundamental
do Célculo, que f'(r) = a(r)™' > 0 e consequentemente que f é inversivel. Assim, se
considerarmos a aplicagio F : [b,c] x ST — 3, onde b é infimo e ¢ o supremo da imagem de
f, cuja expressao em termos de coordenadas locais é dada por (¢,6) — (f~1,6), teremos
que F' ¢ uma isometria uma vez que dF(0/0t) = a(h™'(t))0/0r, dF(0/00) = /00 e
consequentemente F*g = a?(h~1(t))(dt* + d6?).

Como isometrias preserva o conjunto desses autovalores, voltamos nossa atencao a
superficies da forma S = [0,7] x S' com métrica do tipo h = f(¢)*(dt* + d6?).

Uma funcao u é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor o; da aplicacao de
Direchlet-Neumann em (.S, h) se é harmonica e satisfaz a condi¢ao de bordo du/0v = oyu
em 0S. Desde que métricas conformes em superficies determinam operadores Laplacianos
que diferem por um fator, temos que u é harmonica se, e somente, for harmonica com
relacao a qualquer métrica conforme a h. Em particular, se © é harmonica com respeito a
dt? + d6?, ou que equivalentemente, se u satisfazer a identidade uy + ugy = 0 em termos

locais.

198

5 € sobre

Desde de que os vetores conormais a I'g = {t = 0} sdo dados por v = — f(0)

I'1 ={t =T} porv= f(T)"'2 e os elementos de arco nas respectivas componentes sio
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f(0)db e f(T)d emt =0et =T, temos pelo Teorema 1.6.1 que

/\Vuﬁde/ u%d(s:/ uudf — | uwydo.
s as OV r Lo

J4 a norma L*(9S) de u é dada por

/as s = /p WSO+ /F u? f(T)db.

Assim podemos concluir, de acordo com a caracterizagao (2.7), queo; depende apenas
dos valores de u em dS e de femt =0et=T. Assim, se f(t)(dt* + df?) é uma métrica
em S tal que f(0) = £(0) e f(T) = f(T), temos que o primeiro autovalor de S com respeito
a essa métrica coincide com o primeiro autovalor relativo a h. Sem perca de generalidade,
podemos assumir daqui por diante que f é a funcao afim dada por

t

F(t) = (1= 207 (0) + 2 /(1)

Para calcularmos os autovalores de Steklov, consideraremos fung¢oes harmonicas na
forma u(t,6) = a(t)5(0). Aplicando o método da separagdo de varidveis, obtemos para
cada inteiro n uma solucao. Para n > 1 as solugoes sao combinacoes lineares das fungoes
sinh(nt) sin(n#), sinh(nt) cos(n#), cosh(nt) sin(nf) e cosh(nt) cos(nh) e no caso de n = 0, as
combinacoes lineares sao entre as funcoes ¢t e 1. Para que sejam autofuncgoes é necessario
que Ou/Jdv = Au em 0%, ou equivalentemente u; = —Af(0)u em 'y e uy = Af(T)u em I'y.

Para n = 0 temos que o« = a + bt e que as condicoes em cada componente de bordo sao

b=—-Af(0)a

b= \f(T)(a+ bT).

Implicando assim que sao dois os valores de A\ para os quais temos solugoes nao-nulas:

1 - .
/\((] ) = 0, com autofuncoes associadas sendo constantes, e

A = (FO)F(D)T)L(F(0) + £(T), (2.14)

cujo o autoespaco associado é gerado por 1+ bt, onde b = —)\(()Z)f(()).
Para n > 1 as autofungoes tem o = asinh(nt) + bcosh(nt) e as condigoes de bordo sao

expressas por

na = —\f(0)b, (2.15)
nacosh(nT') + nbsinh(nT) = Mf(T)(asinh(nT’) + bcosh(nT)). (2.16)
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Resolvendo a equagao (2.15) para a e substituindo na equacao (2.16), apds simplificarmos a

expressao resultante, obtemos a seguinte equacgao quadratica para A
A2 —n[f(0)~t + f£(T) Y coth(nT)\ + n2f(0) " f(T)! =0,
cujas raizes sao os numeros reais positivas /\7(11) < /\7(12) dados por

AD = Z[(£(0) + F(T)") coth(nT) — VD)

2
AP = Z[(F(0)7 + F(1) ™) coth(nT) + VD,
onde

D =[f(0)™" + f(T)']* coth(nT) — 4£(0)~" f(T)~".

Observe que AL e AP possuem multiplicidade 2. Como estamos interessados em determinar
o menor autovalor positivo de Steklov , podemos desconsiderar todos os )\%2) comn > 1, ja

que para esses casos )\7(12) > )\g). Por outro lado, reescrevendo /\511) como
AD =20 f(0) " F(T) M [(F(0) + F(T)™") coth(nT) + VD], (2.17)

1) 4 ~ .

temos que /\%) ¢ uma funcao crescente de n, uma vez que para argumentos positivos a
~ , . . . . 2 1 ~

funcao coth é decrescente, implicando assim que o7 = mln{)\[() ), )\g )}. Usando as expressoes

(2.14) e (2.17) para )\(()2) e AY com n = 1, obtemos que

% -3 {“M - <‘th r- <f?g>(()+)§(<?)>>2) 5]

TR [ oz AOFD) N 2.18
(f(0)+f(T>)2{ th”( et >H 219

1.

2T 4 2

_ e cothT + | coth®T — e ,
(a+1)2 (a+1)2

onde aw = f(0)/f(T') é a razao entre os comprimentos das componentes de bordo de S.
Fixando o valor de «, temos que (2.18) é uma fungao continua e crescente de T" a qual
tende a 0 quando 7" tende a 0 e a infinito quando 7" tente ao infinito. Logo, existe um tinico

T(«) > 0 tal que T'= T'(«) implica que /\,(11)//\(()2) = 1. Consequentemente

AV se 0<T < T(a)

o1 =
/\(()2), se T(a)<T.
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Por meio dessa expressao podemos concluir que o7 é maximizada em 7' = T'(a), uma vez
que o1 é uma funcgao crescente de 7" no intervalo (0, T'(«)] e decrescente no intervalo [T'(«), 00).
Segue-se imediatamente desse fato que se fixarmos a razao « entre os comprimentos das

componentes de bordo de S que

(9S)
— 20, (T(0)) (f(0) + F(T))
=2x[f(0) f(T)T ()] (f(0) + f(T))? (2.19)
_ 2 [(SONT (1)

<>K <T>> *( <0>> }

:2_ 1/2 o =1/2)2

onde essa desigualdade foi obtida apenas utilizando a maximidade de o; em T = T'(«a),

01(S)L(9S) < o1(T'(a))L(OS
(

o fato de nesse caso 01 = A2 e da expressao (2.14) para A\3. Observe que (2.19) depende
apenas do valor « e assim que é vélida para a familia de superficies da forma (S, h) cuja
razao entre as componentes de bordo ¢ igual a a.

Quanto a multiplicidade de oy, temos que é igual a 2 se T' < T'(«), 1 se T > T'(a) e
igual a 3 quando T' = T'(«).

O proximo teorema resume o que foi discutido até o momento e otimiza o valor oL
para anéis rotacionalmente simétricos. Nele serda dada uma prova a qual identifica o anel
maximo para um dado a com uma parte especifica de um catenoide centrado na origem e
mostramos que oy L é maximizado em a = 1.

Consideraremos o catenoide parametrizado em (—oo,00) x S* por

x1(t,0) = coshtcosf
xo(t,0) = coshtsind

.Z‘g(t, 6‘) =t

com a métrica g = cosh?(¢)(dt? + df?) induzida pelo R?. Observe que a porcdo do catenoide

compreendida entre t = a e t = b é conformemente equivalente ao produto [a,b] x S*.

Lema 2.2.1. Dada dado um nimero real ¢, existe uma funcao diferencidvel f : [0,1] — R
tal que f € constante igual a 1 numa vizinhanca de 0 e constante igual a ¢ numa vizinhan¢a

de 1.
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Demonstracao. Seja f: (—1,1] — R a curva diferenciavel dada por

.
se —1<z<0

Ose 0<z<1/3
) se 1/3<x<2/3
0 se 2/3<z<1

A~ exp(

cA(A + B)_lexp( - 390)(2 3z)

\

onde A é area abaixo do grafico da funcao exp(ﬁ) no intervalo (—1,0] e B a area abaixo

do grafico da funcao exp(( no intervalo (1/3,2/3).

)

Figura 2.1: Grafico da funcao g para algum c > 0.

Fazendo f(t) = IO ® para todo t € [0, 1], temos que f é uma funcao diferencidvel

com as propriedades requeridas. O

Observe que o Lema anterior é valido para qualquer intervalo [a, b] da reta R e que se ¢

é um numero positivo, entao f é estritamente positiva.

Teorema 2.2.1. Dado a € R, sejam ty e ty as solugoes positivas de t; = cosh(t; + a) e
to = cosh(ty — a). Se fizermos a =t /to, € denotarmos T(a) como na discussao anterior,
temos que a € uma funcao decrescente de a cuja imagem corresponde ao conjunto dos
numeros reais positivos, T'(a) = t; + to € que o valor mdximo para o1L em todas métricas
rotacionalmente simétricas com « fizo é dado por 2n(t;" +t;'). Mais ainda, o maior
valor para oL dentre todas as métricas rotacionalmente simétricas em anéis ocorre apenas

quando a = 0 e portanto a = 1. Em a =0 temos que t; =ty =~ 1,2.

Demonstracdo. Antes de comecarmos a demonstrar o teorema, observe que por meio do

Teorema da fungao Implicita podemos verificar que as fungoes ¢, e t, sao fungoes diferenciaveis
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de a. Derivando t; e t3 em relacao a a, obtemos que t; é uma funcao decrescente de a
enquanto t é uma funcao crescente.

Os valores —t; e ty correspondem aos unicos pontos do grafico de x = cosh(t — a) cuja
reta tangente passa pela origem.

Voltando a demonstracao, dado a, consideremos a parte > do catenoide de revolucao de
centro na origem e curva geratriz igual o grafico de © = cosh(t — a) compreendida entre
t = —t; et = ty. Asescolhas de t; e t5 fazem com que os vetores conormais nas componentes

[y ={t=—t1} e’y = {t = ty} de 0% sejam paralelos ao vetor posigdo em cada ponto.

Além disso, I'} esta contido na esfera de centro na origem e raioR; = \/ 2 + cosh(#? + a)?

e I'y na esfera de mesmo centro e raio Ry = +/t2 + cosh(t2 — a)2. Um raciocinio andlogo ao
usado na prova do Lema 2.1.1 somado ao fato de ¥ ser uma superficie minima, mostra que

o vetor posicao X = (z1, xq, x3) restrita a 3 é harmonico e satisfaz a

0X
- = Rz 71X
a]/ ( ) )
em I';, i = 1,2. Se reescalarmos a métrica g pela fungao f : [—t1,ts] — R dada pelo Lema

2.2.1 para ¢ = Ry /Rs, obtemos uma nova métrica § = fg a qual nas proximidades de I';
coincide com g e nas de I'y corresponde a multiplicarmos g por R;/Ry. X é harmonico com

relagao a nova métrica, uma vez que g é conforme a g, e cumpre a condi¢ao de bordo

X . 09X

25 (f) Ey (Ry)'X,

onde 7 é vetor conormal a 9% com respeito a métrica g, e assim as fungoes coordenada x1,
Ty e x3 sdo autofungoes de Steklov associados ao autovalor (R;)~!. Da discussao prévia ao
teorema, sabemos que o tnico autovalor com possibilidade de ter multiplicidade 3 em (3, §)
é 01 e que se isso ocorrer, entao (X, §) maximiza o valor o1 L para anéis rotacionalmente
simétricos que possuem a mesma razao « entre os comprimentos das componentes de bordo

que (%, g), a saber,
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(Ry/Ry)™! cosh(ty — a)
cosh(t; + a)

cosh(ty — a)/Ry

cosh(t; +a)/ R,

(
(t1 +a)

cosh(ty — a)/\/t% + cosh?(ty — a)
(t1 +a)

cosh(t; + a /\/t% + cosh?(t, + a)

cosh(ty — a)/ty \/1 + sinh?(t; — a)

cosh(ty +a)/t \/1 + sinh?(¢; + a)
ty!
t!
-

Segue-se que T'(«) = t1+1t5 e que o valor méximo de oy L em anéis rotacionalmente simétricos
com a = t1/ty é igual a 2m(Ry) eosh(t, + a) + (Ry/Ry) cosh(ty — a)] = 2m(t; ! +t51).
Desde que

a—00 a——o00

lim ¢; = lim t5 = 00
a——00 a—00

temos que o = t;/ty é uma funcao continua decrescente de a que tende a 0 quando a tende
a oo e a 0o quando a tende a —oo. Segue-se portanto que a imagem de « corresponde ao
conjunto dos nuimeros reais positivos.

Resta provarmos que o maior valor de oyL ocorre quando a = 0, o que equivale
a mostrarmos que a funcdo f(a) = t;' + ¢, possui valor méximo em a = 0. Como
ti1(a) = ta(—a) para todo a € R, temos que f é uma funcao par e assim que é suficiente
apenas mostrarmos que f(a) < f(0) para todo a > 0. Derivando f, obtemos que f'(a) =
21— 17?) — t52(1 — 152) = Q(t7?) — Q(t3%), onde Q(z) = (1 — z). Como t; e t; sdo
maiores que 1, consideraremos apenas os valores de () no intervalo (0, 1) para determinarmos
os valores de f’. Desde de que ¢;2(0) = t;%(0) > 1/2, t;% é funcdo crescente de a, t5> é
decrescente e Q(1 — t;%(0)) = Q(t;2(0)), temos que f(a) < f(0) para todo 0 < a < a,
onde ag = sup{a > 0[t;* > 1 —t,2(0)}.
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020
0.15
0.10

0.05

Figura 2.2: Gréfico da funcio Q(z) no intervalo [0,1]. Em azul a imagem de Q(#;?) e em

vermelho imagem por Q(t;?) dos pontos a tal que t;% > 1 — ¢;2%(0).
Para os demais valores de a temos que

fla) = #7418
< 144/1—=17%0).

Observe no entanto que 1+ /1 —;2(0) < 2¢;1(0). De fato, desde que essa desigualdade é

equivalente & mostrarmos que #1(0) + 1/t3(0) —1 < 2 e

t1(0) +4/12(0) =1 = 1+ y/csch?(,(0))
= 1+ csch(t1(0))

< 2
0.8

0.6

0.5

1.0 1.1 12 1.3 1.4 1.5

Figura 2.3: Gréfico da fungao csch t no intervalo [1,1.5]
temos que a desigualdade 14 +/1 — #;2(0) < 2t;*(0) é verdadeira e assim que
fla) <1+4/1—1%(0) < 2t7(0) = £(0)

para todo a tal que ty2 < 1 —t;2(0). O
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O anel extremo considerado no teorema é um superficie minima com uma interessante
geometria. Essa superficie é a inica por¢ao do catenoide que encontra a bola unitaria
centrada na origem ortogonalmente ao longo do bordo. Em outras palavras é a tinica parte
do catenoide que é solugao de bordo livre na bola. Essa superficie sera chamada de catenoide

critico.

2.3  Anéis supercriticos

Qualquer anel ¥ é conformemente equivalente ao produto S = [0,T] x S!, para algum
T > 0 chamado modulo conforme. Nesta secao consideraremos o caso supercritico, onde
T > 1/4(a? + a~Y2)2T(1)7!, onde « é a razdo entre os comprimentos das componentes
de 0¥ e T'(1) é o modulo conforme do catenoide critico, e mostraremos que o catenoide
critico maximiza o valor oL sobre todos as métricas supercriticas. No que se segue,
(o1L)* = 8m/T(1) =~ 47 /1,2 sera usada para indicar o correspondente valor de 1L para o

catenoide critico.

Exemplo 2.3.1. Seja ¥ uma anel rotacionalmente simétrico com 7" > T'(«) (ver secao
anterior). Entao 3 é um anel supercritico. De fato, pois do Teorema 2.2.1 e das discussoes

na secao anterior, temos que

1/2 —1/2\2 8m
R ()

o que implica que

1
Z(oﬂ/2 +a V2 <T(1) <T.

Teorema 2.3.1. Para qualquer métrica supercritica em um anel, temos que
O'1L S (O'IL)*7

onde a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma aplicacdao conforme de ¥ sobre o
catenoide critico o qual € uma isometria sobre os bordos. Em particular, no caso de igualdade,

0s bordos de ¥ tem comprimentos iguais (o = 1).

Demonstragao. Sejam (X, g) um anel com uma métrica supercritica g e F' : ¥ — S
difeomorfismo conforme de X sobre S = [0,7] x S*. Se I'y e I'; sdo as componentes do

bordo de S, Ly e L, seus respectivos comprimentos pela métrica induzida por g, F'~'"g,
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indicaremos por 3 a superficie S munida da métrica h = f2(t)(dt> +d6?), onde h é a métrica
na qual os comprimentos de I'y e I'; sao Lo e Ly, respectivamente.
Fixemos uma autofuncéo afim I(t) de ¥ nio constante com ||| r2o5) = 1 (ver segao

anterior). Temos que

/ (loF)ds = / (lo F)ds + / (lo F)ds
ox Fﬁl(ro) F*l(Fl)
= / ldS(F—l*g) +/ ldS(F—Ng)
To Iy

—1(0) /F dsgp-r-g) + 1(T) /F ds(p1y)
= 1(0)Lo 4+ I(T) L, (2:20)

(0)/ ds: +U(T )/Fldsﬁ
/ldsh
0,

e dsy, sao os elementos de comprimento de arco de 9% com respeito as

onde ds(p-1+)
métricas F~ g e ds;,. A dltima igualdade decorre do fato de que [ é autofuncio de . Se
trocarmos (I o F') nas expressoes acima até a pentiltima igualdade por (I o F')? e pela funcio
constante igual a 1, obtemos |[(l o F)|[2(9x) = 1 e L(0X) = L(OY).

De (2.20) temos que [ o F' pode ser usada como fungao teste na caracterizagao (2.7) do

primeiro autovalor o1(X) de X, obtendo que
01(X) < E(lo F). (2.21)

Por outro lado, a energia de [ o F' é igual a energia de [ em Y. De fato, pois dado um campo

X € X(X) temos que

d(loF)
0X
ol

DdF(X)
= W(VI,dF(X))

g(V(loF), X) =

= h(dF(dF~Y(V1)),dF(X))
= MNg(dF~Y(VI), X)
= g(\dF(VI), X),
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o que implica V(I o F) = \2dF~(VI) e assim,

IV F)I? = (N)’g(dF~(V1),dF~ (V1))
= (A)2F L g(VI, V)
(A*)?((N*)h(VL, VD)
= N[V

Integrando ambos lados da igualdade sobre Y obtemos que
/ V(Lo F)|2dV = / N|VU|7dV
b )

— [ IviRavies
by

- / VIRV,
F(X)

— [ Ivuav.
s
Por outro lado, se V"I é o gradiente de [ em X e Y € X(S) temos
ol - 7
— = WV"Y

= F()2R(V",Y)
= h(fA()VY),

o que implica que VI = f (t)2vﬁz e consequentemente que
Jiwtgav, = [ repiviera)

= [Ivav;
o que prova E(lo F) = E(I) = A2 (ver discussao da secao anterior). Assim, desde que
L(0¥) = L(dY), chegamos a seguinte desigualdade,
01(X)L(0X) < E(lo F)L(0Y)
= AP L)
’ (2.22)
= 27TT’1(041/2 + 071/2)2
S (glL)*7
onde da primeira para a segunda igualdade usamos o mesmo raciocinio empregado em
(2.19), ja da segunda igualdade para ultima desigualdade utilizamos a hipétese de estarmos

considerando uma métrica supercritica, ou seja, 7' > 1/4(a'/? + a~1/2)2T(1).
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Resta apenas considerarmos o caso de igualdade em (2.22). Nesse caso, temos de
(2.22) que 01(X) = E(l o F) e assim que [ o F' é uma autofuncao associada ao primeiro
autovalor de Steklov em X (ver (2.7)). Desde de que S com a métrica induzida por g,
A2(dt? + d6?), é isométrica a X, temos que os conjuntos dos seus autovalores coincidem, em
particular, A2 é o primeiro autovalor de Steklov de S com respeito a essa métrica e [ é uma
autofuncao associada. Assim, desde que o vetor conormal v é dado por v = —\719/0t em
Toev=A1'9/0t em 'y, [ e Jl/Ot sdo constantes ao longo de cada componente de 95 e
ol/ov = )\(()2)1, temos que A é constante em [y e I'y, o que implica que \(dt* + d6?) e h sdo
isométricas ao longo do bordo de S pelo modo como definimos h. Logo, o conjunto dos
autovalores de ¥ é mesmo de X, em particular o;(3) = )\82). Assim, de (2.22), segue-se que
o1(2)L(X) = (01L)*, o que implica pelo Teorema 2.2.1 que ¥ é equivalente ao catenoide

critico no sentindo de que T'=T(1) e a = 1. O
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3 VOLUME CONFORME DE BORDO E VOLUME RELATIVO

CONFORME

Seja (X*,g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo % que admita uma
aplicagdo conforme ¢ : ¥ — B" com ¢(0¥X) C 0B". Denotando por G o grupo das

transformacoes conformes de B™, definimos os volumes conformes como seguem-se
)

Definigao 3.1.1. Dada uma aplicacao ¢ € C''(9%, 9B") que admite uma extensao ¢ : ¥ —
B™ o n-volume conforme de bordo de ¢ é definido como
Vo (E,m, ¢) = Sup V(f(¢(0%)))
€

e n-volume conforme de bordo de ¥ por
Ve (2, n) = igf Veb(E,n, ¢),

onde o nfimo é tomado sobre o conjunto de todas aplicagoes ¢ € C*(9%, 9B™) que possuem
uma extensao conforme ¢ : ¥ — B". O volume conforme de bordo de ¥ é por defini¢ao o

valor

n—oo

Pode ser verificado que Vi,(X,n) > Vg (X,n + 1) e assim que V(X)) estd bem definido.

Observagao 3.1.1. Para qualquer variedade Riemanniana k-dimensional > com bordo, o

n-volume conforme de % € limitado inferiormente pelo volume da esfera (k—1)-dimensional:
Vie(3Z,n) > V(SF1).

Essa afirmacao pode ser provada da sequinte maneira: dado um vetor § € S™7!, seja

fo(t)a familia a um parametro de difeomorfismo da esfera dada pelo fluzo do gradiente do
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funcional linear na dire¢do 0. Para todo t € R, fo(t) fizxa os pontos 0 e —0 e além disso
limy o fo(t)(x) = 0 para todo € S™'/{—0}. Se ¢ : L — S"' € uma aplicagio com
posto k — 1, entao

lim [ g0 (1) (6(95)) = mV(55),
para algum inteiro positivo m. Mais precisamente m é a multiplicidade da subvariedade
imersa 0% no ponto —0. Antes de provarmos esse fato, consideremos a sequinte proposi¢ao

que serd utilizada durante a demonstracao.

Para k = 2 e ¥ uma solucao do problema de bordo livre de B" | o seu n-volume ¢é igual

ao comprimento de seu bordo.

Proposicao 3.1.1. Seja ¥ uma variedade diferencidvel e g , g duas métricas Riemannianas
tais que g = e*g. Se V e V sdo as conexdes de ¥ com respeito a g e g, respectivamente,

entao

VxY = VY +df(X)Y +df (V)X — g(X,Y)Vf.
Demonstragao. Ver [15]. O

Teorema 3.1.2. Seja 3 uma superficie minima com bordo 9% C OB™ a qual encontra 0B™

ortogonalmente ao longo de 9%, dada por uma imersao isométrica ¢ : ¥ — B™. Entdo

Demonstragio. Consideremos o operador sem-trago ||A — (T, A)g||?dV da segunda forma
fundamental A de Y. Esse operador é invariante por elementos de G em superficies imersas
em B". De fato pois, se f € G, g é a métrica canonica de B", § = e2>/g é a métrica
induzida por f e {F1, Eony, ...,y } um referencial ortonormal de (B™, g) tal que {E}, Es} é
um referencial de ¥, entdo o conjunto dos vetores E; = e 1E; e n; = e 'nj, comi=1,2
e j = 1,..,m, constitui um referencial ortonormal de (B",§) com {Ej, E;} sendo um

referencial de f(X). Assim, se A é a segunda forma fundamental de f(X), temos que

A -

]
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Por outro lado, desde que Sy (E;) = —(Dg,N;)T, onde Nj, é uma extensdo normal de

Mk, temos, aplicando a Proposicao 3.1.1 ao segundo membro dessa identidade, que

Si(E) = —(Dg Ny +df (E) Ny + df (Ny)E;)"
= —(Ei(e™ )Ny + eI DNy + df (E) Ny + e Tdf (N}, ;)
= —e‘f(DEiNkerf(Nk)Ei)
= (8, (Ei) — df(Ni) Ey),

onde N, = e*ka. Logo,
Ay = Ze—” — df (N)Ei, By

6_2f(Ai7j - Zg(df(Nkz)Ei’ Ej)nk)

k=1

= (A — dym),

onde A;; = A(E;, E;) e n =Y -_, df(Ny,)n. Portanto,

HA——trAgH2 Z|AU 5ijtr£u§

zjl

= Z |AU|2 9i;9( %JvtrA)+ 51]’trA| )

i,5=1
_ 1

=€ 2/ Z ‘AZJ — 2]77‘2 zyg( 5,-j77,t1" A— 2’)7) + Z(SU“]I' A— 2’)7|2)
7,7=1
- 2 1

= 672f ( Z i, z]n‘ ) - g(tr A— 277,t1' A— 277) §’tr A— 27]‘2>
- Ni,g=1
- 2 1

= e[ 300 = anl?) — gltr A - 20
L\ =1
- 2 1

= ( > m'|2> —ltr AP}
L\ gj=1

_ 1
=€ 2 Z ’AU - i(sith'AP

4,j=1

1
= A - St Al

o que mostra que ||[A — tr Ag||*dV é invariante no sentindo j& mencionado.
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Utilizando a equacao de Gauss (1.1) obtemos que
1 = 1
24 - ger g = 2| (X 140l - 3l ap]
ij=1
1
= 2{|1412|2 + A1 | + | Ay + Age|® — 29(Arr, Agg) — §|tr Am

1
= 2(§H2 —2K)

= H’—4K,
o que implica que

/ (H? — 4K)dV = / (H? — 4K)dV,
> 1)

onde dV é o elemento de area de f(X) e H,K s@o suas curvaturas média e Gaussiana,

respectivamente. Assim, desde que ¥ é minima (H = 0), temos que

—4 / KdV = / (H? — AK)dV . (3.23)
5 1)

Por outro lado, sabemos do Teorema de Gauss-Bonnet que

/KdA = 2mx(X) —/ Kds
= ox

/ KdA =21y (f(2)) — / kds.
f(®) af(%)

Desde que a caracteristica de Euler é invariante por homeomorfismo, temos 27y (3) =

27x(f(X)). Substituindo os valores acima em (3.23) temos

4/ K,gdSZ/ Fl2d17+4/ Kyd3
s (=) of (%)

>4 / Kyds3.
of(%)

Se T' é o vetor tangente unitario orientado e v é o vetor normal unitario ao longo 0% que

aponta para dentro de X, entao

dT d d
Ky = <£,u> - —<T,d—’;> - <T,£> —(T,T) =1,

onde da segunda para a terceira igualdade usamos o fato de que v = —¢, ja que X encontra
0B" ortogonalmente ao longo de 9%. Desde que f é conforme, f(3) também encontra 0B™

ao longo de 0f(X) e assim também teremos que K, = 1. Assim, por (3.24), temos

L(0%) = sup L(f(9%)) = Ve (X, n, ¢) = L(OX).
feaq
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Teorema 3.1.3. Seja X uma superficie minima em B™ com bordo 0¥ C OB™ a qual

encontra OB™ ortogonalmente ao longo de 0%. Entdo
2A(X) = L(0%) > 2.

Demonstracdo. Desde de que ¥ é superficie minima que encontra 0 B™ ortogonalmente ao

longo de 9% temos que o Laplaciano da fungao médulo ao quadrado |.|? em X é dada por

Alz]* = divV|z|?
2

= S (Vi (VIeP), Ej)

=1

_ Z (Vi (2(z — 2b)), Ej)

= <DEj(2(x - xL)),Ej>

= Q(Z <DEj(I)7Ej> - Z <DE]'((£E>L7 EJ>)

2

= 203 (D, (2), By) = 3 (%, (D, (B)))*))

Jj=1

= 222: (Ej,E;) —2(z,H)

= 4

Y

onde {Ej, E»} ¢ um referencial ortonormal de 3. De (1.6.1) segue-se que

4A(Z):/ZA\x|2dA:/82

Pelo teorema anterior, fazendo ¢ igual a aplicagao inclusao de ¥ em B"™, e da Observagao

2
el ds = 2/ (z,x)ds = 2L(0%).
aV o%

3.1.1 temos que

2A(X) = L(OT) = Vip(S, n, ¢) > Vip(Z, ) > 2r.
O

Corolario 3.1.1. Vale entdo a desigualdade isoperimétrica para solugcoes de bordo livre na

bola:
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Demonstracao. Para superficies minimas na bola temos que 2A(X) = L(9%), como mostrado
no teorema anterior. Segue-se portanto que

> (L\?

— = (—> rt=A7"1>A

4 2
é equivalente a desigualdade A > 7, a qual é verdadeira de acordo com o teorema passado.

O

Definicao 3.1.2. Seja Y uma variedade Riemanniana compacta k-dimensional com bordo a
qual admite uma aplicagdo conforme ¢ : ¥ — B™ com ¢(9%) C dB™. O n-volume conforme
relativo de ¢ é definido como
Vie(E,n,¢) =sup V(f(¢(X)))
fea

e o n-volume conforme de ¥ por
Vie(X,n) = irdl)f Vie(Z, 1, 0),

onde o infimo é tomado sobre todas aplicagbes nao-degeneradas ¢ : ¥ — B™ com ¢(0%) C

oB".
Lema 3.1.1. Se m e n sao inteiros positivos tais que m > n, entao V,.(X,n) > V,..(X, m).

Demonstragao. Sejam ¢ : ¥ — B™ C B™ uma aplicagao conforme, com ¢(0%) C 9B™ C
OB™, A= ¢(X) C B"e f € G. Entao f(A) esta na calota esférica f(B") em B™ cujo
bordo esta 0B™. Considere agora uma transformacao ortogonal T’ que rotaciona a calota
esférica de modo que seu bordo fique sobre um plano n-dimensional paralelo ao plano
n-dimensional que contém o bordo de B"™ e P a projecao conforme de T'(f(B™)) em B",

onde P nao diminui volume, assim, se A’ = P(T(f(A))), temos que

V(A > V(A).

Porém, A’ é imagem de A por uma transformacao conforme de B™, o que implica

sup V(F(A)) > sup V(f(A)),
Fea feq’

onde GG denota o grupo das transformacoes conformes de B" e G’ o grupo das transformacoes

conformes de B™. O
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Definicao 3.1.3. O volume relativo conforme de 3 é o valor

Vie(3) = lim V. (X, n).

n—o0

Observacao 3.1.2. Para qualquer variedade k-dimensional > com bordo, o n-volume

relativo conforme de X € limitado inferiormente pelo volume da bola k-dimensional:
Vie(S,n) > V(BF).

Para verificar isso, suponha que ¢ : X — B™ é uma aplicagcdo conforme com ¢(0%) C 0B™, a
qual tem posto k em x € 0X. O difeomorfismo conforme f_4(t) considerado na Observagao

3.1.1 estende-se a um difeomorfismo conforme de B™ e

tlggo f-s) ) (9(0%)) = mV (B"),

para algum m inteiro positivo, a multiplicidade de ¢p(0%) em ¢(x).
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4: RELACAO ENTRE O PRIMEIRO AUTOVALOR DE STEKLOV E O

VOLUME CONFORME

4.1 O primeiro autovalor de Steklov e volume con-
forme

Lema 4.1.1. Sejam (X,g) uma variedade Riemanniana compacta e ¢ uma aplica¢do

conforme de 3 sobre S"™' C R, Eziste uma aplicacio f € G tal que ) = fo ¢ =

(Y1, ..., ¥n) satisfaz
/ Y;dV =0
2

Demonstragdo. Dados um ponto p € S"! e um nimero real k € (0, 1], consideremos a

para i =1,...,n.

1

4 f e 4 n—1 n—1
po Hyom_,, onde m_, é a projecao estereografica de S"~* em R"™* por

aplicacao Pk = 1~
—p e Hj, é a homotetia em R"~! correspondente a k. Fazendo "% = 7% 0 ¢, a aplicacao
F:(0,1] x S ' — B de (0,1] x S"~! na bola aberta unitdria de R" com centro na origem

Bl dada por
1 k k
F(k,p) = —— /wp’ dV,...,/zbﬁ’ av
Fo) = gy oAV foet)

é continua. Antes de provarmos a continuidade de F’ mostraremos que sua imagem realmente
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é um subconjunto de Bf. De fato, pois para (k, p) € (0,1] x S"~! temos

1F(p, k)12 = Z ( / wdv)
V& S (v fortrar) )

n+1

_%/Zd’pk

:ﬁ/zdv

onde a desigualdade acima segue-se da desigualdade de Holder e do fato que (|¢f K ek )
nao ¢ constante. Para a continuidade, sejam (ky,,pn) € (0,1] x S"! uma sequéncia
convergindo para (k,p) e x € S"! um ponto distinto de —p. Sem perda de generalidade,
podemos supor que x # —p,, para todo m, assim

. . 1= k) |2 + pl P + 2k + pin|* (2 + pin)
1m 7y (I) lm[ p |(1—km)|m+pm|2pm+2km($+pm)|2
:[_p+2(ﬂ—%M$+m%+amx+ma$+M)}

(1= k)|z + p*p + 2k(x + p)[?

=" ().

Como a fungao ||yPm*=|| é constante igual 1 para todo m, segue-se do Teorema da Con-

vergéncia Dominada (Ver [5]) que

lim / AT / yrrdv
D) D)

para todo ¢ = 1, ...,n, o que mostra a continuidade de F' .
Desde que limy_,oy*?(x) = p para todo x € S", temos que F poder ser estendida
continuamente para uma aplicagao [0, 1] x S"~' — B™ colocando F(0,p) = p, ja que por

argumentos analogos ao usado para mostrarmos a continuidade de F', temos que

lim/wfm’kmd‘/:/wf’OdVZ/pidV:in(z)a
5 3 >

onde (K, pm) € [0,1] x S"! — B"™ é uma sequéncia convergindo para (0, p). Daf e do fato
de que F(1,.) é constante, j& que y'? = Idgn-1, temos que F é sobrejetiva. De fato, pois se

y € B{ nao estd na imagem de F', temos que

kFE(1—Fk,p)+ (1 —k)y
|kE(1—Fk,p) + (1 = k)y|

H(k,p) =
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¢ uma homotopia entre Idg.—1 e uma constante em S" !, implicando assim que S™ é
contrétil, o que é uma contradicao (ver [32]). Segue-se que existe (k,p) € [0,1] x S™! tal
que F(k,p) =0.

O

Teorema 4.1.1. Sejam (X, g) uma variedade Riemanniana k-dimensional compacta com

bordo e oy seu primeiro autovalor de Steklov. Entao

EIN]

o V(OL)V(D)F < kV (S, n)k,

para todo n para o qual esteja definido V.,.(X,n), ou seja, para todo n para o qual ezista
uma aplica¢ao conforme ¢ : ¥ — B™ com ¢(0X) C OB". A igualdade implica na existéncia
de uma aplicagcao conforme ¢ : X — B"™ a qual, apds um reescalonamento da métrica g, é
uma isometria sobre 0%, com ¢(0X) C IB™ e tal que ¢(X) encontra OB™ ortogonalmente.
Para k > 2 essa aplicagao é uma imersao isométrica minimal de Y sobre sua imagem.
Mais ainda, imersao € dada por subespaco do espaco de autofuncoes associada ao primeiro

autovalor de Steklowv.

Demonstracao. Sejam ¢ : ¥ — B™ uma aplicagdo conforme com ¢(9%) C 0B" (¢ =

(1, ..., &n)), a qual podemos assumir pelo Lema 4.1.1 que satisfaz

| Guds =0 (4.24)

para todo i = 1,...,n, e ¢; uma extensdo harmonica de ¢;|sx. Sabemos da caracterizagao

variacional (2.7) que

o IVoiPdv. _ [ Vil aV

< . .
TS s = (0P 2
Aplicando a desigualdade de Holder a Y | [V¢;|* obtemos
n r n k/2 2/k
[ warw <ve?| [(Swar) av]
T L2 N =1
- 2/k
— ) /}kxawaﬂﬂ
L /s
T 2/k (4.26)
:wmk/w%mwm]
L /s

= V(2)F K2V (()))2/*
< kV(2)'F Vo (S, n, )%,
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onde da primeira para segunda linha usamos o fato de que Y7 | [V¢;|? = kA%, onde A\? é o

coeficiente de conformidade de ¢. Assim, desde que ¢(9%) C IB™ e consequentemente que

ZZ: /az(cbi)zds = /82 ds =V (0%)

segue-se das desigualdades (4.25) para cada i = 1,...,n e (4.26), que
VL) =0y [ (o)ds
i=1 /0%

o 2 . (4.27)
< /Z > (vafav

< kV(S) TV (S, n, ¢)2*,

Observe que se F € G, entao V. (X,n,¢) = V. (X,n, F o ¢). Isto pode ser provado
observando que a aplicacdo que associa cada F € G a F o F tem imagem igual a
G e assim, supp_o V(F(06(X)) = suppeq V(F(OF(4(X)))). Em particular, temos que
infy V,.o(2,n,¢) = V,.(X,n), onde o infimo é tomado sobre o conjunto das aplicagoes con-
formes ¢ : ¥ — B"™ com ¢(0%) C 0B™ que satisfazem a propriedade (4.24). Segue-se de
(4.27) que
A V(D) ()T < kVe (X, n)2/*,

concluido assim a primeira parte da demonstragao.

Suponhamos agora que temos a igualdade 011/(82)1/(2)% = kV..(2,n)** e conside-
remos uma sequéncia de aplicagoes conformes ¢/ : ¥ — B"™ com ¢’(9%) C dB" tal que
lim; o0 Ver (8, n, ¢7) = V. (£, n). Desde que mudangas na ordem dos eixos-coordenados de
R™ quando restrita a bola pertencem a G, podemos supor sem perda de generalidade que

¢lds =0
ox.

para todo 7,1, e que

] o >0, se 1=1,....N
lim [ (¢7)°dg =
I7eo s =0, se i=N+1,...n
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Aplicando (4.25), (4.26) e (4.27) a cada ¢!, obtemos

Vo) — o—lg/az(qaﬂ 2

V&' |2d
< ;/Z! 1 [*dg
n k/2 2/k
V(T)® Vel) v
< V() {/(D m) ]
< KV (S0, )RV (D)

e assim que

o1V (0X) = lim oy Z/ (¢7)2ds
; 0%

J—00

= llm Z/ V! [2aV
2/k
= lim V(%) U (ZW(W) dV]

= O'1V<82),

(4.28)

onde a ultima igualdade vem da hipdtese que 01V(02)V(E)% = kV..(Z,n)** ¢ do modo
como foi tomada a sequéncia (¢’). Das igualdades acima, conclui-se que para cada i fixado,
(¢!) 6 uma sequéncia limitada de funces em W*(X), uma vez que [i|¢![?ds < V(¥),
s AR s IVl|2dV e S, s |V¢![2dV é limitada. Segue-se portanto do
Teorema 1.8.1 e de que WH*(X) estd compactamente contido em L*(X) (ver [1]) que,
passando a uma subsequéncia se necessario, (gbf ) converge fracamente para uma fungao
Pl Y — R em WH¥(X) e fortemente para uma fungao v¢; : ¥ — R em L*(X). Cabe
observamos entretanto que os limites fraco e forte neste caso sao os mesmos. De fato, pois
desde que W1*(X) esta compactamente contido em L?(X), todo funcional linear limitado
em L?(¥) também é limitado em W'*(X) e consequentemente que (¢7) converge fracamente
para v, em L*(X). Segue-se do Lema 1.8.2 que ¢} = ;. A convergéncia forte em L*(X)
implica ainda que ¢ — ¥5, Y1 (¢)? = S0 (1hi)? em S e 37 (¢1)2 — Yo (44)? em 9,
onde as convergéncias sao q.t.p.. Em particular, 1" (¢;)* <lem ¥ q.t.p. e Y i (¥;)? =1
em 0% q.t.p..
De (4.25) temos

o [ @y < [ veipav
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e de (428) que
li o E (bj d[/ 1 E V (ij d[/
]llll 1 / IHI / ’ ‘

o que implica que
lim [ |V¢!|?dV = lim oy / (¢))2ds = o, / (1;)2ds < / |V |2V (4.29)
J7eo gy J—roo o)y o)) X

Por outro lado, de (4.28), temos que (qﬁf ) é uma sequéncia limitada em W12(X) e assim,
passando a uma subsequéncia se necessdria, converge fracamente emW12(X). Entretanto,
como [|.]|z2sy < ||| lwik (s, temos que ¢; é o limite fraco de (¢!) em W'2(S). Entio, de

acordo com o Lema (1.8.3), temos

1/2 . | 1/2
U |¢i|2dV+/ |W¢|2dv} < lim U |<bi|2dV+/ !V¢3\2dv} :
Y by j—oo | Jx 5

o que implica
[1vupar < n [ vorav
X J7eo Uy
e portanto que

i [ (Vo Pav = [ [Vuav.
>

J—00 »

Logo, (¢!) converge fortemente para v; em W'2(X) e cada v; satisfaz a equacio

\2 — |2
o /@sz) av /2|va| av,

ou seja, cada v; é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor nao-nulo de Steklov,
consequentemente harmonica ( ve (2.7) e Lema (1.5.2)), e assim diferencidvel.

Desde de que as aplicacoes ¢’/ sao conformes e cada (b{ converge fortemente para v; em
W2(%),i=1,..., N, temos que a aplicagao ¢ : ¥ — B" dada por ¢(z) = (¢1(z), ..., ¥n(x)),
para todo x € X, é conforme. Assim, 1) : ¥ — B é uma aplicacdo conforme e harmonica

com (0%) C OBY e que satisfaz
o
v

Para verificarmos conformidade de 1, observe que é suficiente mostrarmos a condigao

= o19. (4.30)

de conformidade para um referencial ortonormal {F, ..., B} de X, ou seja, a existéncia
de uma funcao positiva A? : ¥ — R tal que (dy(E,), dy(E)) = Ng(E, E,,) para todo

[,m =1, ..., k. Mostraremos entao existéncia dessa funcao A\2. De fato, se

k
(i (Er) — Ao (Br)[? Zdwz n) — A6l (En))® = |V — Vi > < v — ¢l 72y,
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temos que d¢! (E;) — di;(E;). Assim, desde que

(d¢ (Ey), d¢ (E qufﬂ E)de(Ep),
segue-se que

(dY(Er), dip(En)) = lim (d¢ (E;), d¢’ (En))
= lim(\N)?g(E, E,,)
= )‘QQ(Ela EM)a

onde A2 = lim(\)2 As demais propriedades de v segue-se das propriedades das funcoes
coordenadas. Se considerarmos ¥ com a métrica induzida por ¢ e 7 sendo o vetor conormal

0% com respeito a essa métrica, temos que

uma vez que 1 é vetor posi¢io de ¥ em RY, o que implica que 9(¥) encontra BY
ortogonalmente ao longo de ¥(9%). Reescalonando a métrica original pelo fator o; 2,

podemos assumir que o7 = 1 e por (4.30) que

9
v ="
Assim a equagao (4.31) torna-se
.oy o
=—=A—= .
T oo v 4
Tomando a norma em ambos os lados da identidade acima e lembrando que || = |¢| = 1,

concluimos que A = 1 e assim que 1 é uma isometria de 93 sobre 9B quando consideramos
1 com a métrica reescalada.

Finalmente, consideremos o caso onde k > 2. Sabemos das discussoes anteriores que
N N ‘
/ SoIvera = Jm 3 | weipav
2/k
= Jim V(%) [/ (Z |v¢ﬂ|2> dv} .

1/2 1/2
7|2 712 712
[vapar < (/E|v¢i| dv) (/E|v¢i| dv)

Desde que
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/ VP — V2V = / (V6] + [V (V! — [Veu])|dV
> >

‘ 1/2 ' 1/2
< (Luvens wedear) ([ie-1vaiea)
% )

temos que (32N | [V¢|?) converge fortemente para 31, [V |2 em L'(X). Como (N, [Vé![?)
é limitada em L*/? e da desigualdade de Holder sabemos que existe uma constante C' tal
que |||lz, < C||.||ze/2, podemos admitir que (31, |V!|?) converge fracamente para

SV IVab]? em L2 implicando que
N - N A k/2 2/k
[Swnra = v @[ [(Swar) o]
2 =1 Jmree s\
- n k/2 7 2/k
VEk/( Vwﬂ) dV}
@] [ (X
e consequentemente, obtemos a igualdade na seguinte desigualdade de Holder

N n k/2 2/k
12 B2 12
/E;\w o< V() [/E(Z\w) dV] -

i=1

v

Segue-se do Lema 1.7.1 que .~ | [¢/7]? é constante. Logo, como
|
A== |Vl P
I

temos que A\? é constante. Assim, desde que v é uma isometria sobre 93, temos que A2 é

constante igual a 1 e portanto que ¥ é uma isometria em .. O

O seguinte corolario é imediato uma vez que ¢ apenas um caso particular do Teorema

acima, mais precisamente quando k£ = 2.

Corolario 4.1.1. Sejam (3, g) uma superficie compacta com bordo e oy seu primeiro
autovalor de Steklov. Entao,

o1 L(0Y) < 2V,.(X,n),

para todo n para o qual esteja definido V..(X,n), ou seja, para todo n para o qual exista
uma aplica¢ao conforme ¢ : ¥ — B™ com ¢(0X) C OB". A igualdade implica na existéncia
de uma aplicacao conforme ¢ : 3 — B™a qual, apdos um rescalonamento da métrica g, é

uma isometria sobre 9%, com ¢(0¥) C OB™ e tal que ¢p(3) encontra B™ ortogonalmente.
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