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Resumo

Nosso estudo sera dedicado a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Apresentaremos
provas curtas de casos especiais usando técnicas que produzem constante 6tima, faremos a
prova do geral e vamos listar alguns casos particulares conhecidos.

Palavras-chave: Desigualdades com constante 6tima, Desigualdade de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg.



Abstract

Our study will be devoted to the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality. We will present short
proofs of for some special cases using techniques that produce sharp constant. Will test the
general case and we will list some of known particular cases.

Keywords: Inequalities with sharp constant, Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality.
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Introducao

A desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, ou desigualdade de CKN, apareceu pela
primeira vez no artigo “Partial regularity of Suitable Weak Solutions of the Navier-Stokes
Equations”, onde um caso particular contribuiu para melhorar a estimativa superior da di-
mensao do conjunto dos pontos singulares das solugoes fracas adequadas das equacgoes de
Navier-Stokes. No entanto, a maioria das aplicagoes se encontram na teoria de equagoes
elipticas. Ver [6] e [10] que sao boas aplicagoes da desigualdade nessa érea.

Estudaremos casos especiais da desigualdade de CKN, para os quais serao apresentadas
provas interessantes e curtas, destacando as técnicas que possibilitam encontrar constante
otima. Além disso, usaremos dois desses casos para exibir uma classe maior de desigualdades
de CKN. Essa abordagem seguird basicamente dos estudos feitos por Costa (ver [7]) e do
trabalho de Bazan e Neves (ver [3]).

Apesar da importancia dos casos especiais, quando nos restrigimos a eles podemos perder
muitas desigualdades conhecidas que também decorrem da desigualdade de CKN, como a
desigualdade de Sobolev e de Hardy. Assim, finalizaremos o trabalho com a prova do caso
geral da desigualdade que foi publicada no artigo “First order interpolation inequalities with
weights”em 1958 (ver [5]).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados no decor-

rer do trabalho. Comecaremos recordando as principais desigualdades nos espacos de Lebes-

gue e seguiremos com algumas férmulas e desigualdades que aparecem com muita frequéncia.
Durante nosso estudo simbolizaremos por C2°(RY) o conjunto das fungoes de valor real

infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em RY. Além disso, para que nao haja

divida, sempre que nos referirmos a medida, estaremos falando da medida de Lebesgue.
Vamos definir os espagos de Lebesgue, LP(RY).

Definigao 1.1 Seja 1 < p < 0o ¢ X C RN, Definimos por LP(X) o conjunto das funcoes
f X — C mensurdveis, tais que

1£llo(x) = (/X |f(x)|de)" < 0.

Nos espacos LP, vamos destacar as principais e conhecidas desigualdades que serao essen-
ciais para o bom entendimento do que segue.

1 1
Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Seja f € LP e g€ L? ondep >1 e — 4+ — = 1.
p q

Entao fg € L' e | fallr < W flleellgllLa-

Prova. Ver teorema 6.9 de [1]. m

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € L, p > 1, entio f+g € L” e
I1f + glle < [ fllze + Nlgllze-

Prova. Ver teorema 6.11 de [1]. =

A desigualdade de Holder citada anteriormente é a principal ferramente para os proximos
capitulos pois aparece corriqueiramente. Agora veremos um lema que serd essencial para a
prova de uma versao generalizada da desigualdade de Holder.



Lema 1.1 Seaq, as, ...,a, €p1, D2, ..., Pn SGO nUmeros positivos, onde p1+ps+...+p, = 1,

temos

b1 P2 P
ay Ay ...a;)" < pray + peas + ... + ppay,

Prova. Vamos provar por inducao. No caso n = 2 basta observar que

In(al"ab?) = pilna; +palnay
< In(pias + paas),
isto é,
ai' 4 ab® < pray + paas.

Supondo que a desigualdade vale para n — 1 e pondo p; + ps + ... + p,_1 = r temos que

P1,P2  ,Pn-1 hor2 Incl
n—1 _p T T T T D
al'ay’..a;"'ab = (ay ay ..a,’y ) b

pL P2 Pnol
r(a;” ay ...a,’y ) + pnan
biax +p2a2 + ...+ Pn—1Qn—1 +pnan7
onde p1 +ps+ ...+ p,=1. m

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder generalizada) Se p, ¢, ...,r sao nimeros posi-
tivos e p+q+...+r=1, entao

[ i< ([ (o) ([3)

a menos que uma das fungoes seja nula ou todas propocionais.

Prova. Supondo que todas as funcoes sao nao-nulas e usando o lema anterior temos
[ fPgt..h"dx B / f \N/0 g \* ho\" J
([ fdo)([ gdz)e..([ hdz) Tfdz) \Jgdz) “\Thaz) ™

< /p(ﬁ)—kq(fjdx) +...+r(f;;dx)dm

[ fdz [ gdx [ hdx
= Prrar T g T Thaa
pt+qg+..+r

= 1.

fresa < (J5) ()]

Assim,



valendo a igualdade quando

/ g _ h

[ fdz [ gdx - [ hdx

Além das desigualdades em LP, a estimativa dada pala desigualdade Sobolev 6tima
também sera de nosso interesse, pois em parte de nossa abordagem vamos tratar de classes

da desigualdade CKN com constantes 6timas e necessitamos de tal estimativa para funcoes
em C°(RY).

n—op

Teorema 1.4 (Desigualdade de Sobolev) Se f € C®(RY), 1 < p < n e p* =
entao

([1ser) < ([ 1)

onde K(n,p) é a melhor constante dada por

o= () (oo eo o)

e I'(s) € a Fung¢ao-gamma.

Prova. Ver [14]. =

Durante a prova do caso geral da desigualdade CKN necessitamos diversas vezes calcular
integrais de funcdes em RY, mas isso nem sempre é facil. Dai a grande utilidade do préximo
teorema, pois este possibilita converter integrais N-dimensionais em integrais sobre esferas.
Além deste, o teorema de Stokes também vem como uma férmula muito 1til para o calculo
de integrais durante o texto.

Teorema 1.5 (Coordenadas Polares) Seja u : RY — R continua e integravel. Entdo

/uda::/ (/ udS)dT,
RN 0 OBy (z0)

Prova. Ver teorema 4 do apéndice C.3 em [9]. =

para todo xo € RY.

Teorema 1.6 (Teorema de Stokes) Se F é um campo C' definido em uma vizinhanca de

um compacto V C RY, entdo
/div(F) :/ F-ndA,
1% oV

onde n e dA sdo a normal exterior e a superficie formada por OV positivamente orientada.
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Prova. Ver teorema 7.3 em [8]. =

Seguimos com outras desigualdades importantes. A proxima refere-se a nimeros reais
nao negativos, seguida de uma generalizagao da conhecida desigualdade de Young.

Lema 1.2 Sejam a,b € [0,00) e s > 0. Entdo existem constantes ms e Mg dependendo
apenas de s, tais que
ms(a® +b°) < (a+b)° < My(a® + b°).

b S
Prova. Se a = 0 ou b = 0 nao ha o que provar. Vamos assumir a > 0. Como 1 < (1 + —>
a

() <(+2)
e|l—] <|1+—| temos que
a a
1+<é) <2(1+é> ;
a a

b S
as+bs N as <1+<_) )

a

b

dai,

Para concluir, devemos notar que se a > b teremos

(a+b)° < 2%°
< 2°(a+b)°,

sendo conseguida a mesma desigualdade se a < b. =

Teorema 1.7 (Young generalizada) Para o >0 e V,W € RY, temos

S IVIP IV
p q

V.- W< a

1 1
ondep,g>1e—+—-=1.
p q

Prova. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade Young. m

A desigualdade de Young generalizada tera papel importante na descoberta de constante
6tima para classes de desigualdade CKN. J4 as proximas desigualdades que serao fundamen-
tais quando tivermos desigualdades com integrais em determinados intervalos e nosso interese
seja estender para toda reta.



Teorema 1.8 Se k € Z e xy, yr, ¢, d >0 temos

Syl < (S a) () evd=1
Soap< (DY m), e>1

Prova. Ver teorema 11 e teorema 22 em [11]. =

(1.1)

(1.2)



Capitulo 2

Classes Simples da Desigualdade de
CKN

Este capitulo serda destinado a algumas classes da desigualdade de CKN cujas provas sao
curtas e foram demonstradas por meio de técnicas interessantes. Além disso, as demons-
tracoes altenativas feitas aqui possuem abordagem simples e sao extremamente importantes
pois produzem constantes étimas para a desigualdade.

Para nosso primeiro resultado precisamos, essencialmente, de um fato algébrico conhecido
e o teorema da Divergéncia.

Teorema 2.1 Para s,m € R e u € CP(R™"\{0}) tem-se a desigualdade

2 2 1/2 2 1/2
o [ g tes ([ ) (L) @1)
R™ x|sTm R |4 R x|“m

onde a constante C' = C(s,m) := —‘”’(Szm“)‘

Prova. Seja u € C3°(R"\{0}) e s,m € R, temos:

L.
para todo t € R. Assim,

]Vu|2 2 |U‘2 T
/ R T o T E R, Ve Ve 20 (2.2)

para todo t € R. Seja K C R" — {0} um compacto e A = A(e, R) = B(0, R) — B(0,¢) tal
que K C A(e,R) e w = 0 em 0A(e, R). Como Vu? = 2uVu, usando uma propriedade da

2
dz >0

Vu 4t T
— —
|| |z|5+1




Divergéencia e o Teorema da Divergencia podemos escrever

T 1 T
L Vudr = > [ V& —— 4
/Au|x|s+m+1 uax 2/A u |I|s+m+1 X
1

_ 2 (a2 E _ 2 (T
= 3 {/Adw (u |x‘s+m+1) dx /Au div ('x‘ererl) da:]
1 9y T 9 . x
pr— —_— —_— . J— . d
2 Ua (“ e ”> as [ wai (||m) }
1 T

)

(2.3)

Uma vez que z2-|z[** = alz|**7?2z; com a € R, temos 7=|z|* = 3 (|z]2)z = a|z]* 2z,
1

Ty

Consequentemente,

T "9 T
n(2) - £
||« ;5% ||«

()

" fof* — gl

- Z |22

Se (s+m+ 1) = a, de (2.3) obtemos

T n—(s+m+1) |u|?
. Vaudr = — dz.
/Rnu|x|s+m+1 uax 2 /R” |x|5+m+1 X

Assim, fazendo

Jul® / Juf® / |Vul®
A:/ de, B=n—(s+m+1 ———dzx, C = dx
. [ ( ) e |z[PmH PED

" |{L‘|23

e usando (2.2) vemos que
At* = Bt+C >0

para todo t € R. Mas isso equivale a B? —4AC < 0, isto é,

5 2 2 2
Vu|
B 1)12 L <4 / [u d / | d
=t p ([ ) <a( [ i) (/e

)



Elevando ambos os membros a 1/2 concluimos o resultado. =

Como consequéncia deste teorema, vamos listar algumas desigualdades particulares.

Corolario 2.2 Se u € C*(R"), temos as sequintes desigualdades com constantes dtimas:
—92\? 2
(i) (n ) / %dm S/ |Vul*dz
’ n—2(m+1)\° / Jul? / |Vul?
ToamT ) g < [ Mg
@ () Lt < [ s
1 1
n—2(s+1) / Jul? / ul® | \? / Va2
_— ———dxr < d e ;
w () [ = (L) (L e
n 2 |Vul|? 3
(iv) (—)/ ]u\2dx§(/ yx\2<m+1>yu\2dx) (/ . dx) .
2/ Jrn R" e |Z[*™

Prova. Basta tomar s e m especiais em (2.1):

(i) s=1, m=0;
(i) s = m + 1;
(i) m = s+ 1;
(iv)s=-m—1 =

Agora vamos provar dois lemas e usar um argumento de interpolacao para exibirmos um
outro caso particular de (CKN). Além disso, tais lemas sao casos de (CKN) e suas provas
também produzem constantes étimas.

No primeiro lema, a argumentacao vai seguir de uma funcao suave de valor vetorial
conveniéntemente definida, tendo destaque o uso da desigualdade de Young (Teorema 1.2)
que fornece uma maneira simples para obter melhor constante. Ja no segundo lema, vamos
usar a desigualdade de Sobolev para uma funcao conveniénte e aplicar o resultado provado
no primeiro lema, além da desigualdade Young que novamente vai possibilitar encontrarmos
a melhor constante.

-2
Lema 2.1 Seja u uma fungdo em CP(R™), n > 3, —oo < b < n ec=>b+1. Entao



temos

u(z)]? | V() |?
4wxw“§@“[1HM%dx (24)
onde 4
Cor = (n— 2 — 2b)2

é uma constante otima.

Prova. Seja W : R"\{0} — R™ uma fungao vetorial suave definida por

e = (55) o

n
Tal funcao esta bem definida pois ¢ = 5 implica em b =

, contradizendo a hipdtese.

Dessa forma, como

0 W, — 1 |z % —2zic || ||V 1 1 2cx?
Oz; ' \2c—n | || C\2e—n) \J o[> [a|

temos que

1 n 2¢ || x ||? 1 —(2¢ —n) -1
divoW — = = .
wW(z) = <%—n>(HxWC TzF2) ~\ze=n) T=lF 2"

Se E = E(e,R) = B(0,R) — B(0,¢) é o anel que contém o suporte de u temos que

@), -/Qlu<x>vd¢vvv<x>dx

PR

/EW(x)-V|u(m)|2dx—/Ediv(|u(x)|2W(x))dx

Em seguida, aplicacando o Teorema da Divergéncia e usando a desigualdade de Young (com
p,q=2 e a > 0), teremos

[u()] de = /EW(x)V|u(x)|2da:

PR K

) /E 2) - Vu(z) d
) / )

u(z)W(x ' Vu(x) e
() ()

u

Il [1=° [l [1°

2 () || W(z) | o || Vu(z) |?
< 9 d d
= [/ Tz ”5é > e

|u PN W) |2 S [ [[Vu() |I*
dr + « ——dx (2.5)
[ [ g =]

10



Por outro lado, como ¢ = b + 1, podemos escrever

W) 1* K2k 1
[ (2c=n)? @ |4 ] 2 |2
B 1
C(2+2-n)? [ [
1

(n—2b—2)% | =[]

Substituindo isso em (2.5) encontramos

/R u@)P o /R yu(x)\z’dHa_Q/n I Viu@) 1P,

wlla P 7 (n=20=2)2 Jpa || 2 |I* [

(-G L e [ e =
PR PR T L T T

ol {7 a?(n =20 —2)? — o | [
k(2ak — 40
Se definirmos k = (n — 2 — 2b)%? e f(a) = ey teremos que f'(«a) = _H’
consequentemente, fazendo f’(a) = 0 encontramos k — 2o = 0, isto é, a =+/k/2. Por outro

lado
(—2k? + 12ka?) (ka? — at)? + 2k(2ka — 40®) (ka? — o) (2ka — 4a?)

" _
f(a) = (ka? — at)?
(2K + 12ka®) (ka® — o) + 2k(2ka — 4a)?
B (k:a2 _ a4)3 ’
donde vemos que
4k%)(k*/2)
iz = EE2)
Portanto, a =1/k/2 é ponto de minimo de f e
4 4
k/2)=—-=
J&/k/2) k- (n—2—2b)
é a constante 6tima para a desigualdade. m
2
Lema 2.2 Seja u uma fungao em CP(RY), n >3, —co <2b<n—2,c=ber = n2 = 2"
n—

Entao temos

([ M)’ < [ TR, -

2 2
B 9 n—2 B o (n—2—4b
G = K (25 )+ G = K (A2

sendo b representante de b > 0 e b~ representante de b < 0.

onde

11



u(z)

Prova. Aplicando a desigualdade Sobolev para a fungdo dada por f(z) = vamos

Il [1°
obter |
(L ) <o (LIs () ) <
(/R |”u5(f‘)“" dx) < Koy /R v (\F:(cxﬁb) L (2.7)

Uma vez que

0 ( u(z) ) e @) 2 " —u(@)be ||« "2

ENET B
_ 81 (u(x)) _ u(z)bx;
[ L A
temos que
o ([ ulx)\1* (a%u(x))Q - 2(£u(:c))u(x)bxl . (u(z))26%?
Ox; \ ||z ||* /] ||« [|% [EAEEE [ |26+
consequentemente,
2
u(z) [Vu(@)|? 5 Ju(@)]*  2bu(x)
— b . )
Hv (7" H”N P e e )

que implica

L7 (HU(“

2

de = /RNMCZ$+/R bZMalx—/]R QW—(I)Vu(x)-xdx

][ w0 o |20+
Aplicando o lema 2.1 a I, obtemos
Vu(z)|”
I, < V*C [Vulz)|” d 2.9
2 S b+1 /RN 2 T (2.9)

Ja em I3, vamos analisar separadamente os casos b > 0 e b < 0. Para b < 0, aplicando Young
e o lema 2.1 vemos que

I; = /RN %(Vu(m)) (%x) dx

=20\ N’Ju(z)[?||=|” —2b \ A7 Vu(z)|?
< d d
- /]RN (I|x|!2b) 2| || x+/RN <||I!|2b> 2 )
2 2
R RN

w ]P0 [Ed ks

< e a) [ T, (2.10)

re[l]*

12



Assim, (2.7)-(2.10) produz

(/R dey < K(n,r)*(1 4 b*Chpyq — b(N*Chyy + )\—2)/ [[Vu(z)[?

S re [l

dx,

como Cy11 depende de n, podemos escrever K (n, r)2(1+02Chy 1 —b(A2Chpi1+A72) = f_(\;n, b).
Para b > 0 procedemos de maneira andloga e encontramos

[ua))’ ) o [ IVu@IE
(Lreme) < soma [ gt e

onde f+(>\; n, b) = K(n, 7“)2(1 + b2Cb+1 + b(/\20b+1 + )\_2).

Agora resta minimizar fi com respeito a A\. Fazendo f|(\) = 0 temos
+2K (n,7)*bCyp 1 A — 2K (n,7)*bA ™ =0
—2K(n,7)?bCpa A + 2K (n,7)?bA™2 =0

1 \1
A pu—
(Cb+1)
1\ AN
fi ( ) = 2K (n,7)*bCy11 + 6K (n,7)%b ( ) >0
Chi1 Ch1
1\ AN
1 ( ) = —2K(n,7)?bCyy1 — 6K (n,7)%b ( ) > 0
Chi1 Chi1

podemos concluir que A = (

que implica em

CcOo1mo

1
> ¢é ponto de minimo. Uma vez que
b+1

1 i . 2 2 CVb-l—l
f((c) ) = Km) (”bo”““<m+ C))

= K(n,7)*(1+ b*Cyyy £ 2b4/Chyy)
= K(n,7)*(1£by/Cypi1)?

estabelecemos

(rzt)

Portanto, substituindo Cp;1 =

3N

SK(n,r)z(lztb\/C’bH)z/ %dm.

RN
4

w concluimos o desejado. m
/”L p— p—

Observe que para os lemas 2.1 e 2.2 foi usado que ¢ = b+ 1 e ¢ = b, respectivamente. O

proximo teorema, apesar de nao garantir constante 6tima, abrange uma classe bem maior de
desigualdades CKN pois vamos prova-lo com b < ¢ < ¢+ 1.

13



Teorema 2.3 Seja u uma funcio em CP(RY), n > 3, —00o < b < ”7_2, b<c<b+1le
2n
T o212 —0)

. Entao, para cada 0 € [0,1] temos

T % 2
(/ de) gcg;qﬁl/ Mdm (2.11)
R el

N
Onde Cyx e Chyyq1 sao, respectivamente, as constantes para c=b ec=b+1, e

2nf 2(1 —
oo 20 5 _20-0)
(n—2)r r
Prova. Para obter tal resultado faremos interpolacao dos dois lemas anteriores. Primeiro
n—2)—(n—-2)(c—0)

(n—2)+2(c—0)

devemos notar que para 6 € (0,1) dado por 6 = podemos escrever

r=2(1—-0)+ 20, (2.12)
onde 2*:71—2 é o Sobolev conjugado de 2. Uma vez quer:n_sz(c_b) obtemos
2nf 2n
2(1_6)+n—2 a n—2+2(c—b) <
(n—=2)(1—-0)+n0 n o
n—2 (n—2)4+2(c—0b)
I A & &
n—2 n—2+2(c—b)
20 2—2(c—10)
n—2  n—2+2c—0b)
(20+n—-2)(c—=b) = (n—-2)(1-0) <
(20+n—2)(c—b) = (20+n—2)—nbl &
no
‘- b+1_<n—2+20)’
consequentemente,
. . (2(1 —6) +2*0)nb
re = [2(1—9)(b+1)+20b]~|—{29— Y }
= L+
como
2n9((1—9)+ n )
L - 2n6 B n—2
n—2 n—2+ 26
2nf(n — 2 + 26)
. 2nd n—2
T on—-2  n-—2+20
= 0

14



temos que
re=2(1—-0)(b+1)+2%6b. (2.13)

Assim, por (2.12) e (2.13) podemos escrever

/ |u(I)|T P / |u(x)|2(1—(9)+2*f o

RN ||x||cr RN ||I|l2(1_6)(b+1)+2 0b
/ u(@) P10 Ju(z)
R

N EGRIG ' [z 2%
2(1-0) \ 77 o 20\ ’
- 1-6 [
[ (e w [ (Y
e \ ||| 2000+ ANEERE
2 1-6 o* [%
[ e ] )
g (|22 Ry [|z][2?

1
e r' = =. Para concluir

1—-6 0

2
vamos elevar ambos os lados a — e usar os lemas anteriores, recordando que no ultimo lema
r

2*0

dx

sendo que a desigualdade foi obtida aplicando Holder para r’ =

r = 2*. Portanto,

r 2 2 21-8) 2 %

[ r N (] e Y e,
re |l 2 Ry |20+ re 2]

2(1—8) 0
21-6) [Vu()|? ) T /HVU(%)H2 )
C,.r (/ —dx C — 7 dx
i O e ]

2(179)_"_2*79

oo e ([ [Vu@)? , \
= Gnd G (/ EE
e o [ ||Va(a)|?
— C’b+{ C’b; /RN—“x”Qb dx.

IN
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Capitulo 3

Desigualdade de CKN geral

No capitulo anterior vimos classes da desigualdade CKN que possuem constantes explicitas.
Agora veremos a prova do caso geral, onde nao vamos explicitar a constante, entretanto, ficara
claro que ela também depende dos parametros. Por fim, listaremos algumas desigualdades

conhecidas que podem ser vistas como caso particular da CKN.
No que se segue, sejam p, q, r; «, 3, 0; e a nimeros reais fixos satisfazendo

onde

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Teorema 3.1 Se u € C(RY), entdo existe uma constante positiva C tal que a sequinte

desigualdade ocorre

[l "l

se e somente se as sequintes relagoes valem

1 a-1 1
a—0c<1 sea>0 e -+ = -+

P n

1—
< Cllal|Dul[ [aful,"

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Além disso, em qualquer subconjunto compacto no espago dos parametros onde (3.1), (3.2),

(3.5) e 0 < a— o <1 ocorrem, a constante C é limitada

16



Primeiro devemos obsevar que se a = 0 nao ha o que provar, pois isto implica em v = (3,
tornando (3.4) e (3.5) imediatas.

Vamos comecar verificando a necessidade e, posteriormente, algumas afirmacoes usadas
na prova da suficiéncia, em tais afirmagoes destacamos o uso da desigualdade tipo-Hardy
ponderada, ver [4]. A suficiéncia serd dividida em trés casos, o primeiro é o caso em que

n=1eo0c=a-—1, seguimos comocason > 1,0 < a— o0 <1 e concluimos provando o caso
1 a-1 1
a—oc>1, —+ = -+ 1. Vale ressaltar que sempre representaremos a constante por
n romn

p
C, independende de variar linha pos linha.

Prova. Inicialmente note que para as normas em (3.4) serem finitas sdo necessdrias as
desigualdades em (3.1).

(I) NECESSIDADE

Se (3.4) vale para u(z) entdo também vale para u(Az), com A > 0. Dessa forma, se
v(z) = u(Azx) temos

|20 ()

o= [ el Ol do
= [ PRl dy
= [ )

isto é,

|[z["v(2)],, = AT

Procedendo de maneira analoga vemos que
|21 Do(@)]], = A7yl Du)l| e [lelPo(@)|,, = A7 [l uly)],,

Assim, de (3.4) obtemos

1—a

e < CNI* Du)| |7, P u)] "

||y u(y)

n

onde k= —aa — — +a— B(1—a) (1—a)+~+ " Se ocoresse k # 0, fazendo A ir para
r

0 (k> 0) ou A ir para co (k < 0) teriamos u = 0. Portanto, deve ocorrer k = 0, isto é,

+ —a(a—l)—i—%—l—ﬁ(l—a)—l—g(l—a) &

- afprt)rama ()

17
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Para a prova de (3.6) fixe v € C3°(|z| < 1), v # 0, e seja u(zr) = v(z — ), com |zo| = R
grande. Dessa forma, o suporte de u serd em B, (1) e (3.4) equivale a
1 a l1—a

(/ |x|7r|u|rdx> s(/ |x|ap|Du|pdx) (/ |x|ﬁQ|u|qu) |
Bag (1) Bag (1) Bag (1)

nesse caso, como |z —zg| < 1 e ||z| —|xo|| < |z — 20| temos que (R—1) < |z| < (R+1). Por

3

outro lado, como R é grande podemos ter R—1> —e R+ 1< 5 isto é, 3 < x| < -
Assim, independente do sinal de v, «a, e 8 obtemos

vau

. < CRGOH_(I_G)B}DUEP‘UE:I,
Sendo u(x) = v(z — o),

R !v
& Rreri-os),

L S CREHEDDo] Jof

L S Ol Jof

Note que Dv # 0, pois caso contrario v seria constante (|z| < 1 é conexo) e, como v = 0 fora
de um compacto, teriamos a fun¢ao nula. Portanto, podemos fazer R — oo e concluimos que

v < av+(1—a)f <
awo+(1—a)f < aa+(l1—a)f <
o < «q.

Seguimos com a prova de (3.7). Sabemos

1 a-—-1
_l’_
P n

+

ST 31

e
+

sendo a tltima igualdade obtida de (3.5) quando a < 1. Agora considere a fungao

0 se |z|>1
u(z) = x|~ logﬁ se e<|z] <1
e logt se |z <e
Note que
n 1 n n €T 1 n —
D (|$|‘”” log —) = ( —y-= |x|‘”‘r—1—) log — + || 7 |z

n 1 x
= v Dlog— 1) ——
(< 7 7") o8 || ) ||+ 7 +2

18



n
e que multiplicando np na primeira igualdade de (3.8) encontramos n + ap — p = b + vp.
r

Utilizando as propriedades do logaritmo temos

n 1
= Mylog = —1
(( 7= ) log ™ >
1 p
= |z| ™" [log ———~ + loge| dz
/e<x|<1 |$‘(7+T)

a7

T+

—/ |z| ™" |log c dx
e<|z|<1 |'T’

= C "

e<|z|<1

P
|x’(*77%71)p dr

oD de = [ paf
e<|z|<1

RN

Pondo em coordenadas polares,

p 1
/ |x| ™" ¢ dp = C/
e<|z|<1 €

log —

|z]

= C(-1) :%logp (g) dp

= (-1 <logp+1§) !

— O(-1p [<—1ogc)p+1 ( ogg>p+1}
= C(-1)r! [(—1og9>p+l—(—1ogc)f’+1]

19



além disso,

1 1
/ lz| " u|" dx = / |x|””7”"10g"—d;1:+ewnlogr—/ |z|"" dx
RN e<|z|<1 |ZE| € Jlz|<e
—n T 1 —Yr—m r 1 T
= |z| " log" — dx + € 7" " log" — || dx
e<|z|<1 ‘:L‘| € J|z|<e
! 1 T 1 —yr—n T 1 ‘ r+n—1
= C | —log"—dp+Ce " "log"— | p” dp
e P p € Jo

| 1 ]
= 1y [ g pdp+ O o ()
1
= C(-1)" (=log""€) + Clog" =
€

r+1 r+1 1 - r 1
= C(-1) log - + C'log" -
€ €

1
= Clog"™ —+Clog’ (3.10)

e, analogamente,

1 1
/RN |2|P?|u|? dx = C'log?™ - + C'log!? = (3.11)

Assim, (3.9), (3.10) e (3.11) garantem que existe C' tal que a fungdo u(x) previamente definida
satisfaz (3.4) e, por outro lado, possibilita vermos que

1
/ 2| [u|" dz > C'log"™ -
RN €

|z|*P|DulP dz < ClongC
RN

< Cloglt?

A=

1
/ |2|P|u|? de < Clog?™ =,
RN €

consequentemente, de (3.4) obtemos

log%+1 1 < Cloga(%"’l)""(l_a)(%""l) l’
€ €

isto é,
log +1leGr+—aG L
- <

20



Dessa forma, deve ocorrer

1 1 1

-+1 < a(—+1>+(k—@<—+1) &

r p q
1 a l—a
- < -+ :
r p q

Mas, de (3.3) e (3.5) sabemos que

1 a 1-a a(a—1)+(1—a),6’_aa_(1—a)5
rop q n n n n
1—
= L a1 )
p q n

a
portanto, —(a« — 1 —0) <0 = «a— o <1, donde concluimos a necessidade.
n

Agora vamos provar uma sequencia de afirmagoes que serao extremamente tteis para a
demonstracao da suficiéncia.

(IT) Suficiéncia

1 -1
(A)Selﬁpgr,deRea:5+;+p

entdo para u € C{°(R)

[l2[%ul,. < C|lz|°Dul],, (3.12)
nos seguintes casos
1
())64+—->0
T

1
(1) 0+—-<0eu(0)=0
r
Além disso, a constante C' em (1.19) fica limitada por p, r, e § que variam sobre qualquer

subconjunto compacto de {1 < p <r, yr # —1}.
No caso que (i) ocorrer, vamos usar teorema 2 de [4]. De fato,

s % o0 or+1 =t —ap’+1 %
sup (/ ||°" dx) (/ |x| =P dm) = sup (x—‘g) (hm (x—‘c))
s>0 0 r 5>0 or+1 c—00 —a/p’ +1's
1

57 li P O+L) _ P+ \ P
= Su 1m
s>£) o+ % ¢—>00 —p'(6 + %)

§OFF 5= (0+2)
= Su
e L R ) gy

S e
S




sendo que a segunda igualdade ocorre devido
1 -1
a = 0+-+—— &
r p
1
a—— = 0+ — &
Y r
/ / 1
—ap'+1 = —p ((5+;).

Verificamos que estamos nas condigoes do teorema 2 de [4], logo

([ b ([ s o)’ <e([Cmmmra)

Como

T

(/OOO ] (/Oo IDu(t)|dt>rdx> 1

concluimos

([ el

/:0 Du(t)dt
([ attutarrar ) 1

T

dfﬂ)r

9

Para o caso (ii), procedemos de maneira analoga utilizando o teorema 1 de [4] e verificando

que

=

sup
s>0

([ ) ([ 1o )’

6r+1 §T+1 Siapl+1 ﬁ
sup ( lim
o\ drd —ap/ +1
gor+l —ap’+1 i
su
s>g<57“—|—1> ( Oép—|—1)
st s (6+1)
su
S>I°) +1 )\ -0+

ﬁl»—l

(5 )2

22



para obter

</0°o|x|<”"|u(x)|7"dgc)i < ( |x|6’"/Du Dt dg;)i
( \x|‘”‘( ]Du()]dt) dx)i
< o[ it >|pd:v)’1)

1 " (p'
((5 + ;)2 (5 + ;)2
afirmagao da limitagao da constante C. Por outro lado, fazendo mudanca de variavel e
usando o que provamos acima temos

[y - dy)

(/(;|ae|‘”‘\u<x>|’“dac)i -
= ([ ) |dy)
c(/ |y|ap|Du|pdy)’l’

= C ( |z|*P| Dul? — dx)

IN

Ainda dos teoremas 1 e 2 de [4] temos que , 0 que explica a

IN

Sl

RS

= C’( |x|o"’|Du|pdx) :

para ambos casos. Portanto, usando o lema 1.2

0 o] r
lel'ul, = ([l @ras + [l )
[ 0 % oo %
o ([ )+ ([ \x|6”|u<x>r'“dx)]
e 0
[ 0 % 00 %
C (/ |a7|0‘p|Du|pdx> +</ |:1c|°‘p|Du|pdm) ]
—o0 0

< Oll«]*Dul|,,

IN

IN

em ambos casos.
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(B) Assuma (3.1)-(3.3),(3.5) e seja R, = {p < |x| < 2p}, para todo p > 0. Se u € C5°(RY)

:7+;—n, (3.13)

entao
(1—a)r

/ |x|”|ursc</ |xrap|Du\P> (/ \x!ﬁq\u!q> +c(/ |$|6,u|> (3.0
R, R, R, R,

com C' independente de p. Se [, u = 0 entdo o tltimo termo de (3.14) pode ser omitido.
P
Vamos provar o caso p = 1 e justificar o caso geral reescalando. Comecamos escrevendo
Ry = R e considerando o caso que

1 -
— =242 %50 (a>0) (3.15)

Quando isso ocorre, utilizamos teorema 2.1, pg-125 de [12], e u* = (med(R))™" [, u obtemos

(1—a)m

/R|u—u*|m §C</R|Du]p>a;n</R|u—u*|q) t (3.16)

Uma vez que o« — ¢ > 0, de (1.18) temos

L oo (1-0f 1+a_1)+u—@(1+é)
T n n P n qg n

v
S]

< X |+
v

<
sendo a tltima implicacao obtida de (3.15). Assim, usando a desigualdade de Holder e (3.16),

/|u—u*|r < (/lnﬁr> (/ |u—u*|’"T)
R R R

c(/R\DuV?f (/R\u—u*\q><lqw (3.17)

1—a

IN

< — teremos

a
Por outro lado, se (3.15) nao vale, isto é, — +
q n

SI— 3

(3.18)

DI =



Como

existe b < a tal que

I b<1 1 1> 1
r p n q q
b 1—b b
= —+———— quandor >gq
p q n

b = 0 quandor <gq,

Dessa forma, procedendo de maneira analoga ao anteriormente exposto encontramos

(1-b)r

/R|u—u*]T §C</R|Du|p>b; (/R|u—u*|q)q (3.19)

Agora, usando desigualdade de Holder, de Sobolev e observando que (3.18) é equivalente a
1 _
q pn

& g < p* temos:

st < ()7 ([
(fsr) < e(foer)
([ru-wr) < cff |Du|ﬂ) (320)

Combinando (3.19) e (3.20) chegamos em (3.17) novamente, isto é,

et < o o) (fiour) ™ (fiu-er) ©
< ofe) (o) T ()
( |

*"’“

b)r

()

(1— a)'r (a—b)r

(1)

(1

e /|Duyp> </|u—u|q) -

Reescalonando (3.17) e multiplicando por p" temos:

/ - < [ poiDup
R, R,

25
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Como p < |z| < 2p podemos escrever

ar (1—a)r

[ taPra=wp <c ([ faoar ) ([ g (3.21)
R, R, R,

Se pr u =0 em (3.21) temos (3.14) omitindo o dltimo termo. Se u* # 0 notamos que

(/Rw—mq)é < (/R<|ur+ru*|>q)é

A
YN
S

=

=]
N———
Q|

-+
VY
S

=

*

Sy
N———

(3.22)

(AN
Q
7~
S
=

=}
~_
|

donde, usando (3.17)

1

([ur) < (/Ru—umur))T |
< (fumer) +(fr)

(o) () e [ )
c(/Ru)uyp) (/R\uyq)q+0/R\u| (3.23)

Portanto, usando a afirmacao 1 concluimos o caso p = 1. Para o caso geral, primeiro vamos
reescalonar (3.23) para obter

S

IN

IN

1—a

(/RpuT>i < C(/Rp|Du|p> (/Rp|ulq) q + (med(R,))™" (/&1)7{ Rp|u|
- o 1our)

q
/ |u|q +Cp%_n |u|7
R, R,
multiplicando por p? temos

e

3L

1—a

1 a l-a
/ ,OM‘UV <C / p"p\Du]p / pﬁq‘u’q + C/ pwr%—n’u‘ )
R, R, R, R,
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Novamente, lembrando que p < |z| < 2p concluimos

1—a

1 a l-a
T p q
[ ul" ] <C ||**[ Dul? |l +C [ el
R, R, R, R,

(C) Assuma (3.1)-(3.3),(3.5), 0 = a — 1 e suponha que

a> (l—l—q—%)_l. (3.24)

Entao (3.4) vale com a constante C' uniforme, enquanto yr + n fica limitada longe de zero.

1 1-—
Tendo em vista v = a(aw — 1) + (1 —a)B e (3.5) vemos que — = a,l a)7 dessa forma,
r

(3.25)

Nesse contexto, vamos provar (3.4) usando integragdo por partes radial. Seja B4(0) uma
bola que contém o suporte de u, temos

A
/ 2" = / / o7 ()| 0" dp db,
BA Sn—1 0

entretanto,
[ o tueonian = g - e [ o0y Dlugena
o p b= PNl =y | P glule pB)*)dp
A
- r Yr4n 0 r—2 0D 0ld
[ o) o) Dl
A
.
< |- T u(p)|"? [u(p6) [ Du(pd), v)|d
< || [t o Dute).
A
S T
0
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Assim,

A
[t < e [ [t ipun o aps
Ba Sn=1.J0
e / 2" ()| Du(a)|da
Ba

a—1

= O/B (‘ZL‘|a|Du(x)|) <|x|(1—a)ﬁ’u(x)|l—a)% <|x|’yr+1—a+( - )B|u(:x)|’”_%> d

= [ (apipu) (el lu()) " (el uta) ) o,

onde

€ = 7r+1—a+5—§

= o —fala— 1)+ (1 - 0)f)-

= 2= 2).

1 1
Por (3.24) temos — < 1+ ¢ — a e dai vemos que — — 1 < ¢g. Dessa forma, usando Holder e
a a

lembrando do suporte de u obtemos

T T (6% %_1 € T*l
[lalrlul < CllafiDaly, lapul el lal 4, (3.26)
com k escolhido de modo que
11, 1
-+ —(a —-1)+—-=1,
p q( )+
isto é,
1 11 1
- = ———+-+1 %
k poqa q
a a 1
- = ————+-+4a &
k P oq q
a 1-1— &
— — R a
k r
1
k(r—=) =
=Y -
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e (multiplicando a tltima igualdade por ) ek = yr. Portanto de (3.26) vemos que

14 17&:1
(1)

11
a
Lq

Jlalter < Cllaf|Dal,, lapu

o1

([lel1ar) " < cllipul],, llu

< Clel|Dully, |l ul "

(D)Set,qz1;7+E,e+%5+2>060§b§1entéo
r q

[l ul , < [lalu], [zl u],” (3.27)
para u € Cg°(RY) e
S .
y=be+(1-0)p (3.29)
(1 —="0)r

, a desigualdade acima segue da desigualdade de Holder:

-
Uma vez que 1 = 7 +

Jlalrtar = [ el a7l 0-0r)

& a=byr
< </(|:c]b“]u\b’")zfr) t (/(|$|(1b)rﬁ|u’(1b)r)(l‘ll7>r)
b (1-b)
= ||| u| | l=Pul,, "
Por conveniéncia de notagao vamos escrever
l2[*Dul,, = A, ||zl’u|,, = B (3.30)

Daqui por diante ((z) representara uma fungao em C5°(RY) fixa, com as seguintes pro-
priedades:

1
0<(¢<1; Czlse|xl<§, (=0se|z]>1 (3.31)

(III) Suficiéncia quandon =1eo=a —1
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Quando possivel, vamos usar o (ITA) para o caso a = 1 e (IID) para interpolar entre a = 0

1
e a = 1. Observe que (ITA) nao se aplica quando — +a —1 = 0, isto é, quando 6 + — = 0 em
p T
(3.12). Note ainda que 0 = a — 1 em (3.3) e (3.5) produz

1 a 1-—a
J= et y=ala-D+(1-a)p (3:32)

: . . 1 .
A técnica usada aqui se resume a esgotar as possibilidades para — + a — 1 e conseguir

(3.4) para cada uma delas.

1 1
(A)ocasoy+-=-+a—-1,0<a<1
r p
Por (IID) temos

a— a l—-a
}|:v|7u < {|m| lu}LPHmWU}Lq , (3.33)
1 —1
comoa=a—1+-+ b e — 4+ a—1>0, usando (ITA) encontramos
H:z:|a’1u‘Lp < C’H:c|aDu‘Lp (3.34)

Combinando (3.33) e (3.34) concluimos (3.4).

O restante da secao serd dedicado ao caso v+ — # — + a — 1. Em tal evento, podemos
rop

1
renormalizar u, isto é, definir u(z) = gu(Rx), de forma que A = B = 1. Vejamos como

exibir R e S que garantem tal renormalizacao.
1 = ||J;|"‘Dﬂ(x) ip
o RO

o L
Rp
- /s

Rp—ap—1

= T [lIDut) Py

Rp—op—1

Sr

p

%Du(Rx) dx

Y

ap
7| [Duly)" R dy
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1 = |lz|/a(z)|],
1 q
= /\x!ﬁq §u(Rx) dx
/Sq R‘ yI"R dy
= R PI71S7Ip,
S=R"7 A
resolvendo temos
B = Rfat1gq
B = R6q+1qu 2P lAq
o 13/1%% _ ]%ﬁqp+p+€g apg—q
o BA%) _ RM
o R — <BA )W

p—ap—1

S = ((BA ><5a+1)pq+(pq)) P n

1 1
R e S fazem sentido pois 7+ — # — + a — 1 equivale a
r o p

= —a<5+1>+a(&—1+1) # 0
q p

= g(B-(a=1)+1=" # 0

= (B—a+1pg+(p—q) # 0O

Assumindo tal normalizagao, nosso objetivo é mostrar que ||:1c|7u| < C.

(B) O caso ! + a — 1> 0 e limitada longe de zero

A prova desZ;e caso segue usando os mesmos argumentos da parte A. No entanto, note
que se — +a — 1 — 0 a constante C de (3.34) tende para oo (ver a constante C' na prova
de (IIAZ))).

1
Os préximos casos, (C)-(E), sdo para a prova de — + o — 1 =~ 0 e o caso (F) para

1
—+ a—1 <0 e limitada longe de zero.
p
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Escolhemos um nimero real v, dependendo dos parametros, tal que 0 < v < 5 e
1 1 1
< y+—, 20<B+-<(20) (3.35)
r q

1 1
(C)ocaso —* < —+a—-1<ve-<1l-v
p

p
Primeiro note que a e (14 ¢ — %)—1 sao limitadas longe de 1, isto é,

v-l—l = a(1+a—1>+(1—a)(1+5) =
r p q

1
2v < l—a)— =
v < av+( a)2v
a < 1+ 2av®—4? =
a < 1—2° (3.36)
e
1 1
1 < 14 qu
1
. 3.37
1+v ( )

Seja p = (14 20?)~! e defina ag = 2 dai vemos que ay = a(1420v%) < (1 —20?)(1+ 20%) =
0
1 — 40, ou seja, a < ap < 1 — 4v*. Por (IID),

€ | 1—a
Ha:\”u o < Hx! u’Lﬂ]az\ﬁu’Lq ’ (3.38)
onde € e t sao determinados por
1 1—
- -, TR
T t q
a 1l—a a 1—a
—+ = 2+ &
q t q
1 1
1 1 %
e T
P q tq
1 1—
L_op lop
t p q

|
)
S
™
_|_
—
|
i~
<
™



Além disso, vemos que

%4‘6 = M(%—FO&—l)—F(l—M) (5+$>

> —puv® + (1 — p)20

v? 2v 49
= — - v
1—2v2 1—2?
3
14202
= 3w’
5 limitada 1 d U <1<:> ! > = (3.37) impli
¢ limitada longe de zero. Uma vez que v < — .37) implica que
? b 2 202+1 140 pread
a 1
(1 +q— }%) < Too2 M Assim, por (IIC)
|z]u|,, < CA*B'™# (3.39)

e substituindo (3.39) em (3.38) obtemos

< C AR pU-ma gl — Cge -t = ¢

Hgqu L

1 1
(D)Ocaso —v*<~-+a—-1<v, 1—-v<-<1, a>v
p b

Seja & = v+ % — 1. Pelas hipoteses acima vemos que @ < v+ 1 — — < 2v e como
p

1
20<y+—-—14+1=06+1 temos
r

a<2v<0+1, (3.40)

1 1 1
por outro lado, dea | —-+a—1)<ave —a|-+) < —2av temosquea | - +a—1) —
p q p

1
a (— + 6) < —av < —v?, dai
q

1 1

e
r q
1 1

= A4+-—-1-8 < =—1-20?
r q
1

= §—p < ——1-2? (3.41)

q

Afirmamos que

(/]x\”\u]r)r < CA“Bla+C/]:1:\5|u]. (3.42)
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De fato, se Ry, = {2% < |z| < 2¥71}, para todo k inteiro, entdao (IIB) implica que
ar (1—a)r

[t < c( |:c|ap|Du|P)” (/ |:c|5q|u|q) q +c(/ |x\5|u!)
Ry Ry, Ry Ry

a)r
= Z/ " u” < CY

ar a- r
P q
( |x|ap|Du|p) (/ WW) +(/ |x|5|u|)].
keZ keZ Ry Ry

(1—a)r

ar
De (3.32) sabemos que — + = 1 e r > 1, consequentemente, podemos usar as

desigualdades (1.1) e (1.2) para conseguirmos
(1—a)r

> [ i <c (Z /. |:crap|Du|P> (Z /. ras\ﬂqru\q) (Z / |u|> ,
kEZ keZ k€eZ keZ
Portanto,

||z

(1—a)r "
< |lleP 1l e ull ™ + ([ 1aflal) |
(/|x|7r|u|T)T < CA“Bl‘“+C’/|x|5|u|.

Resta mostrar que [ |z|°|u| < C. Paraisso consideremos ¢ definda anteriormente, escrevamos

[latel = [latctel + [ a0 = 0 (3.43

e estimemos os dois termos separadamente. Considere [M,N] o intervalo que contém o suporte
de u. Uma vez que 0 é limitada longe de -1, usaremos integragao por partes no primeiro termo
da soma. Fazendo |z| = p, observemos que se x = p

/ P u(pdp = / (o) (o)l dp

N

1

= m[)HlC(P)W(PN

= 511 [ (FROD) + Dl s

y P’ ID[C(p)|ulp)lldp

N 0+l

0+1
1

= 511 [ (O N ) Do) )

M

M
< [l +C [ Dudp
= ¢ [l cipul +¢ [ e D¢

<o Wb sC [l

|z[<1 1<lzl<1
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sendo obtida a mesma desigualdade quando usamos x = —p.
Se ¢ > 1, usando a desigualdade de Holder

/ 2] = / 218l
1<lzl<1 1<lzl<1

1
3

q
< / |x|(5+1—6)q* |37|5U
( Lejal<1 el

— OB,

J el < Clel,,
5<|z|<1

Além disso, uma vez que 6 + 1 > « por (3.40), podemos proceder de maneira anédloga e

verificar que
/ 2| Du| = / [2[™+12[*| Dul
|z|<1 |z|<1

< CA

/’|ﬂMWMrs /ILWHWWMDM
z|<1 x|<1

1
F

</<JMW1”“> o] Dul,,

= CA

quandop=1e

IA

quando p > 1, onde p* = Ll Portanto,

/uww4<c (3.44)

Para estimar a segunda parcela de (3.43), vamos usar apenas argumentos similares aos

da primeira:
Juta-o = [ jafa-opl+ [ lefll
5 <|z|<1 |z|>1
< [ lelll
|z|>5
= [ 1l Pl
|z|>%

2

1
q*
B / || 0=B)
>3
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sendo ¢ > 1eq" = Ll Como (3.41) garante que 6 — 8 < 0, segue que a ultima integral

converge. Assim

/ 2’ (1~ Q)] < C. (3.45)

Se ¢ = 1, novamente usando que 6 < 3, temos

/ 2l = / 1258/l

o> 2> 1

¢ [ lallu
||>1

< OB,

IN

consequentemente, (3.45) também vale para esse caso. Portanto, [ |z|°|lu] < C, onde C
¢ uniforme quando v é fixo. Isso conclui a prova, pois a partir de (3.42) verificamos que
|z u - <C.

1
(E)Ocaso —v¥<-+a—-1<v, 0<a<w.
p

Argumentaremos de maneira semelhante a parte (C). Seja € e t satisfazendo

1 1—
SR TR a— D)+ (1 )b (3.46)
top q
1
Consideremos p = 5000 = S e, de maneira andloga ao item (C), observamos que (3.46)
o
equivale a
1 «a l1—a
=2 0 y=agla—1)+(1—a)p
r p q
e
1 1 1 /1
S = Z(= -1 ~ (=
€+ 2<+a )+2(q+ﬁ)
> 5200
—(2v—wv
- 2
1
> (20—
> (2 0)
1
2
Como ag < 2v, por (IID) temos
c |a 1—a
el < [l ul 2|2l ™
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que implica em

1—2a

e |2a
a7l < [l ul ||l (3.47)
. . 11 .
Além disso, uma vez que €+ . > SV > 0 e (3.46) ocorre, pelos casos (C) e (D) (considerando
2
a=-
2

||z[u|,, < A2B?. (3.48)
Combinando (3.47) e (3.48) concluimos

Hx\”u|LT, < CA*B'"
. 1 -
Agora nos resta verificar o caso em que — + o — 1 < 0 e limitada longe de zero.
p

1
(F) Ocaso —+a—1< —v*

p
1
Seja u(x) = u(z) —u(0)((z), com ¢ definida em (3.31). Observando que a« = o — 1+ — +
p
-1 1
p—, —+a—1<0,a(0) =0 e lembrando de (3.32), podemos repetir os argumentos das
p p
partes (A) e (B) para obter
[lePal, < CllelDaly, llo’al "

= Ollz|* Du+ [2]*u(0) D¢ ()| %, | [2Pu + [ Pu(0)¢ () |
< C Hx|aDu|Lp—|—|u(0)|<[ ]a:|ap|D§|p>
5<|]z|<1
17 1-a
‘[W\ﬁuhﬁ\um)\ (/ !x\ﬁqldq) ] - (3.49)
|z|<1

0 1
Como/ 27| g/ 2P :/ 2P +/ 2P = C, (3.49) reduz a
|z <1 lz|<1 —1 0

||z]"a

1 a
p

C(1+ Clu(0)))*(1 + Clu(0)))" ™

w <
< O+ [u(0)]).

Para completer a prova precisamos mostrar que |u(0)| < C.
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>~ d
Primeiro note que —/ d—(u{) =— klim (uC)|’g = u(0)¢(0) = u(0) e, consequentemente,
0 x —00

u(0)] < / " (Du)¢ + uD]

1 1
< /|Du|+c/ |u|
0 1

2
1 1
e / Dul +C / PR
0 )
1

< C’/ |Du| + C
0

(ultima desigualdade obtida repetindo argumentos usados no caso (D)). Se p > 1, pela

desigualdade de Holder
1 1 A\
/ |Du| < }|:v|aDu{Lp </ :L"_O‘p) :
0 0

, entretanto, como

onde p' =

= 1—0p

podemos calcular a tltima integral e concluir que

1
/ Du| < C. (3.50)
0

1 1
Se ¢ = 1, da nossa hipétese inicial temos a < —v® < 0 e / |Du| = / |z|~*|x|¥| Du| < C.
0 0

Portanto,
lu(0)] < C. (3.51)

(IV) Suficiéncia quandon > 1, a >0 > a —1
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Note que nesse caso

1 a ala—1 1— 1—

L e sle-1) 1-a (1-a)p
r nop n n
1 a l1l—a ala—1-0)

= = = -
T p q n
1 11—

-~ o< 2,27 (3.52)
r p q

A idéia aqui é provar o caso em que a funcao é radial através do caso n = 1 ja provado e
depois o caso nao-radial usando caso radial.

(A) Fungao radial

Consideremos u(z) = f(|z|), onde f é suave em [0, 00) e desaparece para |z| grande. Para
k € Z, seja Ry, = {2% < |z| < 281}, Por (IIB) temos

(1—a)r

[t < ([ arroa )" ([ epar) e ([ el) e
Rk Rk Rk Rk
1 1-— 1 1
onde 0 = v + n_ n. Seja s definido por — = a + a’ vemos que — < — < 1. Pela
r s q r s

desigualdade de Holder segue que

</R !xmu,)T B (/R !:c|v+’:*;+’;"!u\>r
) (/Rk(‘x U)Ssl>‘s (/R WS\U,S)Z
(L) (U rstru\sf

r
s

_ 0( \xww) , (3.54)
Ry,

com p = y+ " " Dessa forma, somando (3.53) para todo k € Z e usando as desigualdades

roos
(1.1), (1.2) temos:

(/|x|w|u|’")r < CA*B 4 C </|x|"s|u|5)s . (3.55)
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Por outro lado, observe que

1

(Jivtut) = ([7 [ somisons )

1
s

< o / 1!f(p)|8dp)
0
MS . R n 1
r s
enquanto
(/ \x|ap|Durp)p = [ [ ompsreasa,
RN Sn—1
. n—1
> C(/ O"’|Df|pdp) , a=a+ (3.57)
0 p
e
. BN R n—1
([ ) e ([Tlatir) g-s " (3.58)
RN 0 q
Uma vez que
a(1+d—1)+(1—a)<1+ﬁ> = 2+a(a—1)+M
p q p p
1—a 1— 1—
TS S R C ) L
q q
= a<5+a—1>+(1—a)< +ﬁ)
n
r
r .
= —+,LL,
s

da secao III (n = 1), concluimos

L < Cll2l*Df|5 |12 f) L (3.59)

De (3.55) e (3.56) obtemos

([l ) <camere ([~ riwra) (3.60)
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e substituindo (3.57) e (3.58) em (3.59) concluimos

( / pﬂsrf<p>|5dp)s <cape

0

Portanto,

2|, < CA°Ble
L

(B) Fungao nao-radial

Para toda u € C°(RY), seja U : (0,00) — RN sua fungio média esférica

1
V) = Ao /||“

e 4 a funcao radial associada em RN

De (3.61) temos

= A0B0) /631(0) ule + pwjdw

que implica em

1

DU(p) = AL (0] /831(0) Du(z + pw) - wdw,

usando Schwartz vemos que

1
DU < mEr .o D+

1 1
= — Du d
A[0B1(0)] /é)Bp(O) | (y)‘P"_l /

i
= Dul,
AGB O Sy )
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por outro lado,

1
U(p)| < ADB, 0] [;Bp(o> |ul . (3.64)

Dessa forma, usando (3.63)

lappaly, = [ lal"DU()P

= [ palripuge)pasds
o JoB,(0)
— | #ripuipapB @)

0

p
P () /
< p* Du| | dp
/0 (A[0B1(0)]p"=1)P \ Jag, (o) Dl
< / PP (A[DBy (0)]p" ) ( / IDuI”> (ABy(0)]p"~) 7 dp
0 0B, (0)
= / p°r (/ IDUIp> dp
0 8B, (0)
— [ Jal"|Dul
RN
— P (3.65)
1 -1
(a ultima desigualdade foi obtida pela desigualdade de Holder, sendo 1_7 + pT = 1) e,

analogamente, usando (3.64)
x4, < B. (3.66)

Além disso, vemos que

1 L 1 L 1 )
A[0B,(0)]p" /aBp<o)(“_“) ~ A[DB;(0)]pr /83p(0) A[OB, (0)] ! /8 B,,(mU(' )

Seja Ry = {28 < |z| < 21} com k € Z; por (IIB) e (3.67) temos

ar (I1—a)r

/|x|w|u—avgc</ ]x\o‘p]Du—Dﬁ]p>p (/ |xyﬁq|u—a\q) C(3.68)
Ry Ry Ry,

para cada k € Z. Somando (3.68) para todo k € Z, usando a desigualdade em (1.1) e (1.2)
obtemos

‘|x|7(u—ﬂ) . < ||x|aD(u—ﬂ)|aLp‘|x|5(u_a 1-a

) o

L
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donde

l1—a

< C(|lal*Dul, + |l21*Dal )" (|l2)7u] ,, + |l217a] )" (3.69)

“xpu}u

Portanto, usando (3.65), (3.66) e (IV-A)

‘ CQaAa21_aBl_a + |
CAaBlfa + CAaBlfa

CA*B'—

ININ TN

1 -1 1
(V) Suficiéncia para o caso — + a # “iles<a—1
p rom

n

Note que nesse caso a < 1 necessariamente. Podemos assumir A=B=1, uma vez que tal

normalizacao é conseguida por escalonamento analogo ao feito em (III) quando — + a — 1 #
p

— + . Como (3.4) foi provado para 0 = a e para 0 = a — 1, sabemos que
,

desde que 9, s, €, et sejam relacionados por

<O |7

e <G, (3.70)

d=ba+ (1-0)p, =4+ ——- (3.71)

e=dla—1)+(1—-4d)s, ;= t—— (3.72)

para escolhas de b e d com 0 < b, d < 1 e supondo que

51 1
S+2s0, S+4>>o. (3.73)
n s n i

Sobre certas condigoes para b e d veremos que (3.70) implica em uma cota para Hx
Nosso trabalho aqui é descobrir tais condigoes que serao suficientes para concluir a prova do
teorema.

Considerando ¢ definida em (3.31) e escrevemos

= [labrcur + [ JaPa - O
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t—r r Ss—r
=le-+
S S

t
1
(1elturclelr)

Usando a desigualdade de Holder (f +

(/ |x|wc|ur’”)“l"

= 1), estimamos

t—r

r 1l 1
T t T
< (Jurnr)” ([ ©@F o)
|z|<1
1_1
¢ (y—e)rt ot
< lzlul, x| =
lz|<1
(§]
1 1
(frerra=our) = ([l -onr)
s—r 1
—&)r _Ss_
< lalul,, / (1= Qla] 077G
|z|>5
1_1
) (=2
< “x|5u . (/ |x|(7 ) (H)) ,
|z|>%
desde que
1 1 1 1
< e —<-.
t T S r
Como

(y—e)rt 1 (y—e)rt
|1’| t—r = |I’| t—r dS dp
lz]<1 0 9B,(0)
1
_ /pﬁvunl
0

1
1 (=ort

g _— t—r

(Wt—_ezrt +n

teremos convergencia se

—e)rt
=t o
t—r
que equivale a
1 € 1
Sp St
t n r n

Assim, as integrais em (3.74) e (3.75) convergem se
1 ¢ 1 v 1 6§
Ch-o< I+
t n r n s n
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Além disso, de (3.5), (3.71) e (3.72) temos

dessa forma, reescrevendo (3.77) temos

1 1 1 6 1

_+£_(_+z)<o<_+__(_+1)

t n roon s n roomn
que equivale a

ot e (22) < veomn (b roon (1)

o wal(2) ()] < oewen (o) (-3)

de modo que (3.77) ocorre sempre que

1 —1 1
b<a<d se _+a < b
P n qg n

1 a-1_ 1 8
=+ > .
p n q n

d<a<b se

S
S

1 1 —1
Por outro lado, como 4+l g (— +2 ) +(1—a) ( + é) > 0, (3.73) ocorre se |d—al
ron P n

e |b — a| sdo suficientemente pequenos. Além disso,

1.1 _ e l-a ale-l) o b _1-b b
ros q n n o p q n
11 1\ a
= a-b)[(-->-= Yo 3.78
@-0(5-1-1)+ %00 (3.78)

11 11\ a
et a—d) (- )+ Ya—o—1 .
ST (a —d) (p q>+n(a o—1) (3.79)



e, uma vez que a > 0 e 0 < a — 1, obtemos

a a

0<—(a—0—-1)< —(a—o0).

n(a o—1) n(oz o)

Assim, se |b — al e |a — d| sdo suficientemente pequenas, de (3.78) e (3.79) vemos que (3.76)
1

também ocorre, isto é, — > —e — > n Portanto, para essas escolhas de b e d, usando (3.70),

r r
(3.74) e (3.75) encontramos

|z u . < C
Isso conclui a prova do teorema. [ ]
Observacao 3.2
—(m+s+1
OSeazﬁ, az—m,ﬁz—s,yz% er=p=q=2 temos o teorema 2.1.
e Sea=1,a=—-b,y=—cep=r=2temos o lema 2.1.

e Sea=1,a=v=—-bep=2temos o lema 2.2.

e Sea=1,, a=—b,v=—c ep=2 temos o teorema 2.2

Além dos casos particulares vistos no inicio do trabalho, para os quais demos provas
alternativas que produziram constantes 6timas, algumas desigualdades conhecidas também
podem ser vistas como consequéncia deste teorema.

Corolario 3.3 Se u € C*(R"), as sequintes desigualdades valem:
1

(i) (f ’U‘T) <C (f !Du\p)% , onder= p (Desigualdade Sobolev)
n—p

1

(i) (=" [ul”)" < C ([ |Dul")

1
p

(Desigualdade de Hardy)

1 1 1 11—
(i) |u|pr < Clul%,|Vuli7% onde = =a (— — —) +-——° (Gagliardo — Nirenberg)
r p n q
2/n 1

(w)  |u|pr < Clu| 77" |Vl 57" (Desigualdade de Nash)

Prova. Basta tomar constantes apropriadas em (3.4):
Ja=ley=a=0;

(i)a=1,a=0,y=—-1ler=p;
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(i)y=a=pF=0el<p<n

(iv)y=a=p8=0p=2,qg=1lea=

1+

S
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