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(Carl Friedrich Gauss)






Resumo

Na presente dissertacao apresentamos uma prova do Teorema de Mordell, que nos assegura
que o grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica definida sobre o corpo dos niimeros

racionais ¢ finitamente gerado, desde que possua pontos de ordem dois.

Palavras-chaves: Curvas Eliticas. Pontos Racionais. Teorema de Mordell.






Abstract

In this work we present a proof of the remarkable theorem of Mordell which states that the
group of the rational points of an elliptic curve defined over the field of rational numbers

is finitely generated.

Key-words: Elliptic Curves. Rational Points. Mordell Theorem.
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Introducao

O estudo de solugoes inteiras de equagoes polinomiais com coeficientes inteiros re-
mete a Diofanto (200 —284). Rapidamente tais estudos contribuiram e, ainda contribuem,
com uma quase inesgotavel fonte de bonitos problemas em Matematica, faceis de serem
entendidos, porém, muitos deles longe de terem solugoes triviais. Nao obstante, temos
contato com as tao conhecidas equacoes diofantinas em qualquer curso introdutério de
teoria dos nimeros. Através da historia vimos muitos grandes matematicos dando ge-
nerosas contribuicoes no estudo das equacgoes diofantinas, seja com conjecturas ou seja
com técnicas. Com apenas alguns poucos segundos podemos citar o Pequeno e o Ultimo
Teoremas de Fermat, o Teorema de Lagrange, o Teorema e os Simbolos de Legendre, a

Reciprocidade Quadrdtica de Gauss as Fquagoes de Pell e Pell-Dirichlet, etc.

Somente a partir do século XX, mais precisamente, apds os anos 50, é que a geo-
metria passou a contribuir de forma significante no estudo das equagoes polinomiais com
coeficientes inteiros. Principalmente através do desenvolvimento da Geometria Algébrica
feito por A. Grothendieck nos Eléments de Géométrie Algébrique. Apés Grothendieck
tivemos significantes contribuicoes feitas por Cassels, Manin, A. Weil, Mordell, Hasse,
Hilbert, Serre, Deligne e outros tantos grandes da matematica. Assim, chegamos a Geome-
tria Aritmética que, dentre outras virtudes, funde Equagoes Diofantinas com a Geometria

Algébrica.

Agora, na Geometria Aritmética, nao s6 os polinémios com coeficientes inteiros
desempenham papel fundamental, mas sim, as variedades algébricas definidas sobre um
corpo k, em que k pode ser um corpo finito [F,, o corpo dos ntimeros racionais Q ou um
corpo de numeros Q[¢]. Logo, os problemas mais cldssicos passam a ser a procura por
pontos k-racionais em k-variedades bem como a estrutura algébrica de tais pontos. Um
dos principais estudos da Geometria Aritmética recém criada foram as Curvas Elipticas,
feitos, principalmente, através do trabalho de Cassels. Muitos dos principais problemas

sobre variedades abelianas e suas histérias podem ser encontrados em [CT].

A presente dissertagao se concentra no estudo das curvas elipticas (Def. 1.2.2), que
sdo uma classe especial, porém genérica, de curvas cibicas planas nao singulares (Def.
1.2.1 e Teor. 1.2.1). O principal objetivo é o completo entendimento de um Teorema
atribuido, primeiramente, a Mordell (1922): se o grupo do pontos racionais sobre uma
curva eliptica possui pontos de ordem dois, entdao ele é finitamente gerado. Escolhemos

trilhar o seguinte caminho:

No Capitulo 1 tratamos de lembrar os conceitos e teoremas da Teoria de Curvas

Algébricas, que desempenham um papel fundamental desde o entendimento da defini¢ao
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de uma curva eliptica, da estrutura de grupo de uma ctbica até a boa colocacao do
Teorema de Mordell, com destaque para os Teoremas de Bézout e Fundamental de Max
Noether.

No Capitulo 2 especializamos nosso estudo para as curvas ctbicas, destacamos os
teoremas de classificacdo das cibicas planas singulares (Teor. 1.2.1) e das ctbicas lisas
(Teor. 1.2.2). Apés introduzirmos o conceito de curva eliptica (Def. 1.2.2), apresentamos a
prova do importante Teorema da Forma Normal de Weierstrass. Até este tltimo teorema,
os capitulos 1 e 2 estdo integralmente inseridos no livro de W. Fulton [F]. A partir da
Forma Normal de Weierstrass seguimos o livro de Silverman—Tate [S-T]. Apresentamos as

construgoes geométrica e explicita da estrutura de grupo que uma curva eliptica admite.

No Capitulo 3 estudamos os pontos de ordem 2 e 3 (Teor 3.1.1 e 3.2.1) de uma
curva eliptica. Algum pré-requisito sobre classificagao de grupos abelianos finitos pode ser
requerido, cuja referéncia é [G-L]. Apés lembrarmos o discriminante entre dois polinémios,
apresentamos a prova do Teorema de Nagel-Lutz (Teor. 3.4.1), que nos da condigoes

necessarias para um ponto de uma curva eliptica ter ordem finita.

Finalmente no Capitulo 4 tratamos do Teorema de Mordell. Antes de apresentarmos
sua prova, fazemos a prova do fundamental Teorema da Descida, que da uma condicao
suficiente para um grupo abeliano munido de uma func¢ao altura ser finitamente gerado.
Em seguida, definimos uma fungao altura no grupo E(Q) dos pontos racionais de uma
curva eliptica e verificamos, sob certas condi¢oes, que as hipoteses do Teorema da Descida

sao satisfeitas pelo grupo F(Q), que culmina com o Teorema de Mordell.
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1 Preliminares

1.1 Curvas projetivas e pontos racionais
Nesta secao lembraremos alguns resultados e conceitos essenciais para o completo
entendimento desta dissertacao.

Considere k um corpo e K := k seu fecho algébrico. Dados dois polinomios F, G €
K[X,Y, Z], dizemos que F e G sao equivalentes se existe A € K* tal que F = A\G.

Por uma curva entendemos uma curva algébrica projetiva plana definida sobre k'.
Assim uma curva C' é o conjunto dos zeros de um representante nao constante de uma

classe de polinémios homogéneos em K[X, Y, Z] cujos coeficientes estao em k.

Fixado um polindmio homogéneo nao constante F' € K[ XY, Z|, definimos:
V(F):={P e P*K)|F(P) =0}

e notamos que se F' é equivalente a G, entao V(F) = V(G).

Desta forma, uma curva definida sobre k é dada por:
C =V(F) onde F € k[X,Y, Z] homogéneo .

A relagao de equivaléncia definida acima entre polinémios preserva o grau. Logo, o grau

de uma curva V(F) é o grau do (de qualquer) polindmio homogéneo (da classe de) F.

Definigao 1.1.1. Um ponto P = (a : b: c) € C é dito um ponto racional se existe A € K*
tal que (Aa : Ab: Xc) € P?(k).

Por defini¢io o conjunto dos pontos racionais de uma curva C é C N P?(k).

Definicao 1.1.2. Um ponto (a:b:c) € C =V (F) é dito um ponto singular se
OF OF OF
%(a:b:c):a—y(a:bzc):g(a:b:c)zo.

Se C tiver pelo menos um ponto singular, serd chamada de uma curva singular, caso

contrdrio serd uma curva suave (ou lisa).

Se P ¢ um ponto nao singular da curva C = V(F), entdo a reta de P? dada por

oF oF oF

¢ chamada a reta tangente a C em P e é denotada por TpC.

P)-Z=0

1 sempre que k ndo for essencial, podemos supor k algebricamente fechado.
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Definig¢ao 1.1.3. Uma curva V(F) € dita irredutivel se F' for um polinémio irredutivel.

Notamos que a relacao de equivaléncia entre polindmios preserva a irredutibilidade
de polinémios, logo esta bem definida a irredutibilidade de uma curva. Segue, do fato que
um anel de polinémios sobre um corpo é um dominio de fatoracao tnica, que toda curva
pode ser escrita de forma tinica como a reuniao de curvas irredutiveis, que sdo chamadas

componentes da curva.

Considere a carta afim U; := {(a; : ag : a3) € P?|a; # 0}. Vemos diretamente que
a curva afim C N Us é dada por C, := {(a,b) € A*|F.(a,b) = 0} em que o polinémio
F.(X,Y) := F(X,Y,1) é a desomogeneizacao do polinémio F', quando tomamos V (Z)
como a reta no infinito. Analogamente para U; e Us e as respectivas retas V(X) e V(Y') no
infinito. Nestes termos, vemos que uma curva projetiva plana é a colagem de trés curvas

planas afins.

Sabemos que todas as propriedades locais de uma curva projetiva sdo traduzidas e

entendidas pelas propriedades locais de uma curva afim apropriada, ver [F, Cap. 3-6].

Seja C uma curva irredutivel e o dominio de integridade K|[C] := K[X,Y, Z]/(F).
No corpo quociente de K[C] definimos o corpo das fungoes racionais definidas em subcon-

juntos? de C com valores em K, a saber:

K(C) = {£|f,g€ K|[C] com degf:degg}

Dado um ponto P € C denotamos por Op(C) o conjunto das fungoes racionais que estao

definidas em P, assim
0r(€) = {1 7.9 € Kle] com e = ewg 0 9(P) # 0}

Observamos que como K[C] ndo é (em geral) um dominio de fatoragdo tnica, a represen-

tagao 5 de uma fung¢ao racional nao é tnica.

Nao é dificil ver que o anel local de uma curva projetiva e o da curva afim associada
e apropriada sdo isomorfos. Assim todas as propriedades locais (que dependem somente
do anel local) sdo propriedades locais de uma curva afim. De certa forma, afirmamos que
o mundo local é afim. Se P = (a,b) € Us, entao o anel local de C é a localizagio da dlgebra
das fungoes regulares K[C,] da curva afim V' (F,) no ideal maximal (X —a, Y —b) do ponto
P. Assim Op(C) é um anel de valorizagao cujo ideal maximal é o conjunto das fungoes
que se anulam em P. Pode-se mostrar que um ponto P é nao singular se, e somente se,
o anel local Op(C) é um anel de valorizagao discreta, i.e, um dominio local noetheriano

cujo ideal maximal é principal, cf. [F, 7].

2 subconjuntos dados pelo complementar de conjuntos finitos, ver [F, ?]
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Para um bom entendimento das proximas seg¢oes precisaremos de dois resultados
béasicos (e fundamentais) da teoria de curvas planas, a saber, o Teorema de Bézout e
o Teorema Fundamental de Max Noether, cujas provas podem ser encontradas em [F].
Nestas notas apenas enunciaremos tais resultados, introduzindo todos os objetos para um

completo entendimento dos enunciados.

Sejam C = V(F') uma curva projetiva plana irredutivel e P € C. Podemos supor,
através de uma mudanga de coordenadas que P = (0: 0 : 1). Assim tomamos a curva afim
C. :=CNUs, dada por C, = V(F), e escrevemos F, = > F; onde F; é um polindmio
homogéneo de grau i. Definimos a multiplicidade de P em C como o inteiro nao negativo

mp(C) = m. Por definigdo, dizemos que mp(C) =0se P ¢ C.

Segue da definicdo que mp(C) = 1 se, e somente se, P é um ponto nao singular
de C. No caso de P ser singular, temos que deg F,,, > 1, como F,, € K[X,Y] podemos
escrever Iy, = [[i“; Ly, ; onde cada L,,; ¢ um polindmio homogéneo de grau 1. Neste caso,

dizemos que cada L,,; ¢ uma tangente a C em P, contadas com multiplicidade?.

Sejam C = V(F) e D = V(G) duas curvas planas projetivas. Para cada P € P?
considere uma carta afim U; = A? tal que P € U;. Sem perda de generalidade, vamos supor
U; = U;. Tomando as respectivas curvas afins D, := DNU; = V(G,) e C, = CNU; = V(F.),

consideramos:

I(P,FNG) = dimg (8;(&)

denominado indice de interseccio de C e D em P.

Teorema 1.1.1. O inteiro I(P, F N G) dado acima € o inico que satisfaz as sequintes

condicoes:

1. 0 < I(P,FNG) < o0 seC e D nao possuem componente em comum passando por
P, eI(P,FNG) =00 caso contrdrio;

2. (P,FNG)=0& P¢CND;
3. I(P,F NG) é invariante por mudanga de coordenadas (projetivas);
4. I(P,FNG)=I(P,GNF);

5. I(P,FNG) > mp(C)-mp(D), e a igualdade ocorre se, e somente se, C e D ndo

possuem reta tangente comum em P;

6. Se F=T1F" e G=T11G, entao I(P,FNG) =Y, ris;I(P,F;NGj);

77

7. I(P,F,NG,) =I(P,F.N(G.+ AF))) para todo A € K[ X,Y].

3 ndo estamos supondo que Ly, ; # Ly, j para i # j.
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Demonstragio. Ver [F, thm. 3, p. 37]. ]

Ja estamos em condigoes de enunciar o célebre Teorema de Bézout, que de maneira
informal diz que duas curvas de graus m e n e sem componentes em comum se encontram
em m - n pontos, contados com multiplicidades. Uma prova do referido teorema pode ser

encontrada em [F, p. 57].

Teorema de Bézout. Sejam C = V(F) e D = V(G) duas curvas planas projetivas
de graus m e n, respectivamente. Assumindo que C e D ndo possuem componentes em
comum, vale:

> I(P,FNG)=m-n

Pecp?

Passamos a trilhar um curto caminho para enunciar o teorema Fundamental de

Max Noether para curvas planas.

Definigao 1.1.4. Sejam P € P? e V(F) e V(G) duas curvas projetivas sem componentes
em comum passando por P e V(H) uma curva projetiva qualquer. Dizemos que as con-
digoes de Max Noether sio satisfeitas em P com respeito as curvas V(F), V(G) e V(H)
se H, € (F.,G,) C Op(P?).

Proposicao 1.1.1. Sejam V(F),V(G) e V(H) curvas planas, com P € V(F)NV(G).
Entao as condicoes de Max Noether sao satisfeitas se qualquer uma das sequintes condicoes

sao satisfeitas:

1. PeV(H) e V(F) e V(G) se encontram transversalmente em P;
2. P é um ponto nao singular de V(F) e (P, HNF)>I1(P,FNG);

3. V(F) e V(GQ) possuem tangente distintas em P e mp(V(H)) > mp(V(F)) +
mp(V(G)) - 1.

Demonstragio. Ver [F, prop. 1, p. 61]. ]

Teorema Fundamental de Max Noether. Sejam V(F), V(G) e V(H) curvas planas
projetivas com V(F) e V(G) sem componentes em comum. Existem polinomios homogé-

neos A e B tais que H = AF + BG se, e somente se, as condigoes de Max Noether sdo
satisfeitas para todo P € V(F)NV(G).

Demonstragio. Pode ser encontrada em [F, p. 61]. O
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1.2 Cdbicas e Formas Normais
Definicao 1.2.1. Uma curva plana projetiva de grau trés é denominada cubica.

Para uso posterior fazemos a seguinte aplicagdo do Teorema Fundamental de Max
Noether.

Proposig¢ao 1.2.1. Sejam trés ciubicas C, C' e C" com C irredutivel. Se C e C' se
intersectam em nove pontos ndo singulares e distintos de C' e, adicionalmente, C" e C se
intersectam em oito desses nove pontos, entao o nono ponto da intersec¢io de C” com C

¢ também um ponto de intersecao de C' com C".

Demonstragdo. Temos que C' - C' = Y9, P;, enquanto que C” - C = 3% | P, + Q. Seja
L um reta através de Py que nao passa por )., entdao L - C = Py + R+ S. Tomando
V(L)uC”, temos que LC"-C =C"-C+Q+ R+ S. Logo, pelo Teorema Fundamental de
Max Noether, existe uma reta L' tal que L' -C =Q+ R+ S. Logo, L=L"e Q = Py. [

Tratemos da classificacdo projetiva das cibicas irredutiveis. Primeiramente das

cubicas singulares.

Teorema 1.2.1. Supondo k algebricamente fechado e chark # 3, a menos de transfor-

magoes projetivas existem apenas duas cubicas singulares, a saber:

V(XYZ+X*+Y?)  ciibica nodal
V(Y?Z + X?)  ciibica cuspidal

Demonstra¢io. Podemos supor que o ponto singular da ctibica C é P = (0:0:1). Entao
F.(X,Y)=F(X,Y,1) = F5 + F; com F; e F3 homogéneos de grau 2 e 3 respectivamente,
com Fy # 0 visto que F, é irredutivel. Logo, podemos supor que Fr = XY ou Fy, = Y2, a

menos de mudanca de coordenadas.

F, = XY: neste caso F = XY Z 4+ aoX>+ a1 X%2Y +a>, XY? +a3Y3. Como F é irredutivel
temos que ag # 0 e asz # 0. Fazendo a transformacio X' = (ao)/?X, Y’ = (a3)'/?Y e
Z = W, podemos supor que ag = az = 1. Fazendo, entao 2/ = Z+a; X +a.Y,

podemos supor que a; = as = 0. Logo a cibica é projetivamente equivalente a

cubica nodal.

Fy, =Y?: neste caso F' = Y27 + aoX? + a1 X?Y + a, XY? + a3Y3. Como F é irredutivel,
temos que ag # 0, logo podemos supor ag = 1. Transformando X' = X + éalY
podemos supor a; = 0. Transformando agora, Z' = Z + a3 X + azY’, podemos supor

as = az = 0. Logo a cubica é projetivamente equivalente a ctibica cuspidal.
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Notamos que as duas ctubicas nao sdo profeticamente equivalentes, visto que uma possui

um né como singularidade e a outra uma ctspide, e ndo possui outras singularidades. [J

Teorema 1.2.2. Seja k algebricamente fechado e chark # 2. Se C é uma cibica ndo
singular, entdo C € projetivamente equivalente a V(F) onde F = Y?*Z—-X(X—-Z)(X—)\2)
com A € k\ {0,1}.

Demonstragio. Sabemos que C = V(F) possui um ponto de inflexdo?, logo podemos supor
que tal inflexdo é (0 : 1 : 0) e sua tangente é V(7). Assim F(X,1,72) = Z + a1 XZ +
asY Z+asX3+as X?*Z+as X Z*+asZ3. Homogeinizando por Y e depois desomonegeizando
por Z temos F, = Y2 + a1 XY + asY + asX?® + a4 X? + a5 X + ag. Como deg F, = 3
podemos supor az # 0. Tomamos a seguinte transformacgao Y’ = Y + %alX + %agZ ,
logo podemos supor a; = as = 0. Des forma, podemos escrever F, da forma F, =
Y2 + a3(X — X)) (X — A\)(X — ) com \; € k. Como C é suposta nao singular, temos
que \g, A1 e Ay sao distintos dois a dois. Fazendo uma transformacao projetiva, podemos

supor que \g =0, \y =1leaz=1. O

Os dois ultimos teoremas nos dao uma classificacao projetiva de cibicas, supondo
que o corpo k seja algebricamente fechado e com caracteristica distintas de dois e trés.
Nos concentramos agora no caso em que o corpo base k nao é algebricamente fechado
e possui caracteristica zero. Tomando uma cubica definida sobre k, buscamos transfor-
macoes projetivas em P?(k) afim de obtermos resultados semelhantes aos dos teoremas

acima.

Defini¢ao 1.2.2. Uma curva eliptica definida sobre k é um par (E, Q) em que E é uma
cubica plana projetiva (ndo singular) definida sobre k e Q € um ponto racional de E e

que ndo € de inflexao.

Forma Normal de Weierstrass. Toda curva eliptica (podendo ser singular) pode ser
escrita da forma E =V (F) com F =Y?Z — X3 —aX?*Z —bXZ — c¢Z® com a,b,c € k.

Demonstragio. Como F € k[X,Y, Z] e Q € P?*(k) podemos assumir que a reta tangente
a F em Q é V(Z). Tal reta tangente intersecta £ em outro ponto, que também serd
um ponto racional, pois I(P,F' N Tg(C)) = 2 (resolvemos uma equagao de grau trés
onde duas solugoes ja sdo racionais). Novamente, podemos assumir que a tangente a C
neste tltimo ponto é V(X). Tome qualquer secante racional em P e suponha que seja
V(Y). Assim, o polinomio F, tem a forma F, = XY? + (aX + b)Y — cX? — dX — e, com
a,b,c,d, e € k. Trabalhando no anel de fun¢oes coordenadas K[C,] de C,, podemos escrever
ry?+ (ax+b)y = cx® +dzx +e. Onde z,y sio as classes de X e Y em K[C,]. Multiplicando
por x, obtemos (zy)* + (azx + b)ry = cx® + dz® + ex e denotando xy por 3, podemos

4 um ponto simples cujo indice de interseccdo em P de C com a tangente a C em P é maior que 2.
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supor que y? + (az + b)y = ca® + da? + ex. Fazendo a transformacio y' = y — 5(ax + b),

podemos supor que y*> = ax® + az? + bz + ¢, com «, a, b, c € k. Temos que « # 0, assim

podemos normalizar o = 1. O
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2 O Grupo de uma Curva Eliptica

Deste ponto em diante uma curva eliptica sera uma curva eliptica definida sobre o

corpo dos numeros racionais Q.

2.1 Construcao geométrica do grupo de uma curva eliptica

Se temos quaisquer dois pontos sobre uma curva eliptica, dizemos P e (), entao
tragamos uma reta ligando P a (), obtendo um terceiro ponto que denotaremos por P ().
Poderiamos perguntar sobre a estrutura algébrica deste conjunto e esta lei de composicao,
por exemplo se seria um grupo. Notavelmente estamos bastante perto de ter uma estrutura

de grupo, mas ¢ bastante claro que nao ha nenhum elemento de neutro.

Fixe O € E um ponto racional’ qualquer sobre E. Seja (+) a operacao que dado

dois pontos de E associa o ponto P + () € E da seguinte forma:

constucao: tomemos a reta que passa pelos pontos P e (), ambos pertencentes a E. Seja
P % (@) o terceiro ponto de interseccdo com a curva eliptica. A reta que passa por O
e por P x () intersecta a ctibica num novo ponto que chamaremos O * (P * ()). Por

defini¢ao, chamaremos esse ponto O x (P x Q) de P + Q.

Lema 2.1.1. Seja S un conjunto com uma lei de composicao (x) satisfazendo as sequintes

propriedades:

1. PxQ =Qx* P, para todo P,QQ € S.

2. Px(Px*xQ)=Q, para todo P,Q € S.

Fizemos um elemento O € S, e defina uma nova lei de composi¢io (+) da sequinte forma
P+Q=0x%(P=xQ).

Assuma que Rx (O % (PxQ)) = Px(O*(Q*R)) para todo P,Q, R € S. Entao S carrega

a estrutura de um grupo abeliano.

Demonstra¢ao. Primeiramente devemos mostrar que (+) é comutativo com O. Temos que

P+Q = Ox(PxQ) = Ox(Q*P) = Q+P (por 1) e P+0O = Ox(0OxP)=P (por1e?2).

1

para estrutura de grupo em uma cibica nao é necessario supor O racional, porém no corolario 2.1.1
abaixo essa suposicao se faz necessaria.
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Agora, mostraremos que para qualquer P,(Q) € S, a equagdo X + P = () tem a unica
solugdo X = P * (Q * O), em particular, se definir —P para P * (O x O), entao —P é a

tnica solucao para a equacao X + P = O. Primeiramente

(P+(@x0))+P = Ox((P*(Q@x0))xP)
= Ox(Px(Px(Qx0)) por (1)
= Ox(Qx*x0) por (2)
= O0x(0xQ) por (1)

= @ por (i)
Agora, vamos supor que X + P =Y + P. Entao

Ox(X*xP)=0x(Y *xP) O*x(Ox(X*xP))=0x(0x(Y*Q))
X*P=Yx%xP por (2)
P+ X =PxY por (1)
Px(PxX)=Px(PxY)

X =Y npor (2)

L

Agora mostraremos que (+) é associativa se, e somente se Rx (O * (P % Q)) = P % (O
(Q * R)), para todo P,Q, R € S. Temos

(P+Q)+R=P+(Q+R) & (Ox(PxQ))+R= P+( * (@ * R))
& O0x((0x(PxQ))xR) = ( * (O (Q*R)))
& O (O (0 (PxQ)) )) * (O (P (
& (O (PQ)xR=Px (O <@*R>> por (2)
& Rx(0x(PxQ))=Px(0Ox(QxR)) por (1)
Pela nossa afirmagao, vemos que (+) é associativa. ]

Este resultado nos d4 uma maneira de estender a nossa lei de composi¢ao de modo
que o conjunto E torna-se um grupo abeliano. Usamos a operagao (*) para obter P x ().
Entao, tracamos a reta que liga nosso ponto racional O e P x () e definimos o terceiro
ponto desta reta com a curva, que é P + ). Em outras palavras P + @Q = O * (P * Q).

Sob esta operacao que fizemos, de fato temos um grupo com O como o elemento neutro.

Teorema 2.1.1. Seja E uma curva eliptica definida sobre Q. Entdo (E,+) é um grupo

abeliano.

O #(Q* R))))
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Figura 1 — Comutatividade

Demonstracio. A comutatividade é direta, temos que

P+Q=0%x(PxQ)=0%x(Q+«xP)=Q+ P.

Para obtermos o elemento neutro, tomamos P € C um ponto qualquer da curva.
Tracamos uma reta pelos pontos P e O, obtendo assim o terceiro ponto de intersseccao
com a cibica que chamaremos de P* (. Dessa forma, vemos que P, O e PxQ estao sobre
a mesma reta. Tracando uma reta pelos pontos O e P x O obtemos o ponto O x (P x O).

Assim, obtemos P como o terceiro ponto. Temos que

Ox(PxO)=P—=—P+0=P.

P+O=P

Figura 2 — Elemento Neutro

O fato da cubica ser nao singular, nos da que a reta tangente estd bem definida
em todo ponto. Sendo assim, seja a reta tangente a C no ponto . Tomemos o ponto de
interssecao da reta com a curva e chamemos esse ponto e S. Seja P um ponto qualquer
na curva. Tracemos uma reta entre P e S, obtendo assim o ponto P xS. Depois tracemos
uma reta entre P e P .S, obtendo assim o ponto .S. Passando uma reta pelos pontos S e
O obtemos O, pois a reta que passa pelos pontos S e O é tangente a C, logo passa duas

vezes por O e uma por S. Portanto

P+ (PxS)=0%[Px(PxS)=0%«5S=0= PxS=—-P.
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Figura 3 — Inverso

Sejam P, Q, R € C. Queremos mostrar que (P + Q)+ R = P + (Q + R). Tragando
uma reta pelos ponto P * () e O obtemos o terceiro ponto da intersseccao da reta com a
cubica, o ponto P + (). Em seguida, tracamos a reta que passa pelos pontos P+ () e R,
assim, encontramos o ponto (P + @) * R. Tracamos uma reta pelos pontos @ e R, obtendo
o ponto @ x R. Em seguida, tracamos uma reta pelos pontos @) x R e O e obtemos Q) + R.
Agora ligamos os pontos @+ R e P, obtendo assim o ponto Px(Q+ R). Seja C; o conjuntos
dos pontos situados sobre as retas tracejadas e C, o conjunto dos pontos sobre as retas
nao tracejadas. Temos assim duas cubicas degeneradas. Dessa forma, temos os pontos
O,PQ,R,PxQ,Q*xR, P+ (Q,P+ R e o ponto de intersseccao entre as duas retas. Por
construgao, temos que as cubicas C; e Cy passam por nove pontos, mas a cibica original
passa por oito pontos desses nove pontos, logo ela passara pelo nono, que ¢ a intersseccao

das duas retas que passam por C. Portanto, temos que (P + Q) * R = P * (Q + R).

(P+Q)*R:P*(Q+R)

Figura 4 — Associatividade
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Corolério 2.1.1. Seja E(Q) := ENP(k) o conjunto dos pontos racionais de E. Entdo
(E(Q),+) é um subgrupo de (E,+).

Demonstrag¢io. Dados dois pontos P, () € E(Q), a reta L que passa por estes dois pontos
esta definida sobre Q. Logo, o terceiro ponto de interseccao P % ) de L com E é um
ponto racional, pois é a terceira solucdo de uma equacao cubica sobre Q que ja possui
duas solugoes racionais. Deste que O € E(Q), obtemos que P + Q € E(Q). ]

2.2 Férmulas Explicitas para a lei de Grupo

Seja E/ uma curva eliptica escrita na forma normal de Weierstrass
Y?Z = X? +aX?Z +bXZ* + cZ°.

Substituindo Z = 0 nesta equacdo temos X° = 0, que tem a raiz tripla X = 0. Isto
significa que a cibica encontra a reta no infinito no ponto (0 : 1 : 0) com multiplicidade

3. Entao, a ctbica tem exatamente um ponto no infinito que é de inflexao.

Observacao 2.2.1. Denotaremos por O o unico ponto do infinito da curva eliptica E.

Agora iremos discutir a estrutura do grupo um pouco mais perto. Para adicionar-
mos dois pontos P e () sobre uma equacao cubica na forma de Weierstrass primeiramente
tracamos um reta através P e () e encontramos o terceiro ponto de intersseccao, que cha-
mamos de Px Q. A vantagem de F estar na forma normal de Weierstrass esta no seguinte

roteiro:

Observagao 2.2.2. A reta através de P x Q) e O, € a reta vertical através de P x Q. F
como a curva elipita estd na forma normal de Weierstrass, ela é simétrica em relagdo ao

eizo-r. Podemos, entao, refletir o ponto P * @), encontrando assim a soma P+ Q).

P*Q
p Q
i\/ x

P+Q

Figura 5 — Adicionando pontos na forma normal de Weierstrass
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Naturalmente gostariamos de saber qual é o negativo do ponto (). O negativo de
Q ¢ a reflexao dele através do eixo z, a saber, se Q) = (x,y), entdo —Q) = (z, —y). Para
verificarmos isso, suponha que adicionaremos () ao ponto que chamamos de —(). A reta
através de Q e —(@Q) é vertical, de modo que o terceiro ponto de intersecao é o ponto O.
Agora tracemos a tangente a O. Essa é a reta no infinito e possui multiplicidade 3 em O,
logo O x O = O. Portanto,

logo —(@) é o inverso de (). Vale destacar que isso nao se aplica no caso em que ) = O,

mas obviamente —O = O.

Q—(z,?r—\
_Q_(IHL

Figura 6 — O ponto negativo

Vamos, finalmente, as contas. Vimos que uma curva eliptica possui somente um
ponto no infiito, a saber (0 : 1 : 0). Afim de buscar férmulas explititas para a operagao de
grupo da curva eliptica, podemos, sem perda de generalidade, supor que a curva elipitica

E é afim. Ou seja, determinada pela forma normal de Weierstrass:

y: = 2% + ax® + bx + c.

Considere dois pontos da curva elipitca E, P, = (x1,y1), ¢ Py = (x2,2). Buscamos as

descricoes das coordenadas dos pontos

Py % Py = (x3,y3) e P+ P,=(v3,—Yys3).
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Figura 7 — Derivando a férmula para a lei de adicao

Primeiramente, olhemos para a equacao da reta que passa por (z1,y1) e (Z2,%2),
que ¢é dada por

Yy = Ar+v, onde)\:u e V=1 — AT] = Yo — ATo,
To — T

supondo que x| # x,. Por construcao, a reta acima intersecta a curva eliptica nos dois
pontos (z1,y1) € (x2,ys). Para encontrarmos o terceiro ponto de intersecgao, substituire-
mos a equagao da reta na cubica, desenvolvemos a equacao e obteremos uma equacao do

terceiro grau na variavel x:

=0z +v)? = 2P +art+br+ec
a2+ 2 v +0v2 = B +ar’+br+c

Colocando todos os termos para um lado obtemos:
23+ (@ — MN)a? + (b — 2 )z + (c — v?) = 0.

Temos uma equacao cibica na variavel x, e suas trés raizes x1, 9, r3 sdo as coordenadas

das trés interssecgoes. Portanto,
22 (a—M)2? + (b -2 )z + (c —v?) = (v — 1) (z — 22) (2 — 23),
e assim,
22+ (a—N?) 22+ (b—2\v)z+(c—v?) = 2+ (=21 — 29— 23) 7+ (7102 + 71 T3+ ToT3) T —T1 ToT 3.
Igualando os coeficientes de termo 22 em ambos os lados, temos que
a—N=—r—ry—1r3=123=X\ —a— 1 — 9.

Entao

T3 =N —a— 11— To, Y3 =AT3+0.

Estas formulas sao a forma mais eficiente para calcular a soma de dois pontos com abcissas

distintas.
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Exemplo 1. Consideremos a curva eliptica
y? = 2%+ 17.
Sejam Py = (—1,4) e P, = (2,5) dois pontos sobre a curva. Calcule Py + P,.

Solucdo. Primeiro, devemos achar a reta que passa pelos dois pontos. Assim:

— 5—4 1
)\:y2 Y

To — T _2—(—1) _g

Agora,
1 1 13
U=y — AT 3( ) T373
Dessa forma, temos
1\?2 8
Y € A R
T3 a—T1 — T2 3 ( ) 9
— etk < 8>+13_109
o= AmTUER ") T T ey
8 109
Portanto, P, + P, = —y3) =|—=,———= | - O
ortanto, 1+ 1o (1'3, ?/3) < 97 27)

As formulas dadas acima envolve a inclinacao da reta que passa pelos dois pontos.
Veremos agora o caso em que os dois pontos coincidem. Vamos supor que temos P, =
(x0,Y0) € queremos achar Py + Py = 2P,. Precisamos achar a reta que liga Py a Fy. Nao
podemos usar a férmula para A, pois temos x; = 5 e y; = yo. A formula que descrevemos
para a adicao de um ponto a ele mesmo é a reta que liga Py a Py, ou seja, é a reta tangente

a cibica em P,. Derivamos implicitamente a relagdo y*> = f(z) e encontramos

_dy _ [(x)

A=W
dx 2y

para calcularmos o dobro de um ponto procedendo como no caso em que as abcissas sao

distintas.
Exemplo 2. Usando a mesma curva cubica
Yt =2+ 17.

e o ponto P, = (—1,4). Calcule 2P;.

Solug¢do. Primeiro achamos \. Assim:

_ f@) 3t 3(=1)°
2 2, 2-4

A

Para acharmos v, temos
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Logo, a reta tangente a curva que passa por P; é

3,85
=—-x+ —.
Y=3" 78

Usamos a férmula que temos para achar (z3,ys3) e temos que

137 2651>

2P, = (23, —y3) = <64’ BT

]

Algumas vezes é conveniente ter uma expressao explicita para 2P em termos das

coordenadas de P. Para isso, substituiremos

nas férmulas dadas acima. Seja 2P = (zap, yop) Assim:

, 2
Top = )\Z—a—xl—xgz)\Z—a—Qx:<f<x)> —a— 2z
2y
<3x2+2ax+b>2
= [——— ] —a—22
4y
x* — 2bx% — 8cx + b? — 4dac
423 4+ dax? + 4bx + 4c

Top

Para achar a coordenada y,p de 2P basta substituir em

_ @)

Yap Top + V.
2y

Esta formula é frequentemente chamada de formula de duplicacao. Estas sao as férmulas
bésicas para adi¢ao de pontos sobre uma cubica quando ela esta na forma de Weierstrass.
Essas formulas serdo usadas para provarmos muitos fatos sobre pontos racionais sobre

curvas cubicas, inclusive o Teorema de Mordell.
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3 Pontos de Ordem Finita

Seja P um elemento de um grupo qualquer. Dizemos que P tem ordem m se
mP=P+P+---+P=0,

mas m'P # 0 para todo inteiro 1 < m/ < m. Se tal m existe, entao P tem ordem finita,
caso contrario tem ordem infinita. Comecaremos nosso estudo sobre pontos de ordem
finita sobre curvas elipticas olhando para pontos de ordem dois e trés. Como de costume,

assumiremos nossa curva eliptica na forma de Weierstrass
2 3 2
y* = f(z) = 2" + az” + bz +c,

e que o ponto no infinito O é o elemento zero para a lei de grupo.

3.1 Pontos de Ordem Dois

Dizemos que um ponto P = (z,y), com P # O, tem ordem dois se 2P = O. Temos
que

ou seja, y = 0.

Teorema 3.1.1. Os pontos de ordem 2 de uma curva eliptica € um grupo isomorfo ao

produto de dois grupos ciclicos de ordem 2.

Demonstracao. Seja P um ponto de ordem dois, logo temos que y = 0, assim
3 2 _
x° +azr” +br+c=0.
Admitindo raizes complexas, a equacao acima tera trés raizes
Pl = (051,0), P2:(a270)7 P3: (Oég,O),

todas de ordem dois e distintas, ja que uma curva eliptica nao tem singularidades. Logo,

7 Z
os pontos que satisfazem a equacgao sao O, P;, P, e P3. Temos que — X 7 é o lnico
grupo com quatro elementos de ordem dois, com excecao de 0. Portanto

7 Z
P P Pl — x —.
{O> 1,472, 3} 2ZX2Z
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3.2 Pontos de Ordem Trés

Dizemos que um ponto P = (z,y), com P # O, tem ordem trés se 3P = O. Dessa

forma, podemos escrever 2P = — P, entao um ponto de ordem trés deve satisfazer
Top = Tp = T_p.

Reciprocamente, se P £ O satisfaz xop = xp, entao 2P = £P. Entao, P = O ou 3P = O.

Em outras palavras, os pontos de ordem trés sdo os pontos que satisfazem
Top = Tp.

Para achar esses pontos que satisfazem essas condigoes, usamos a formula de duplicacao

do ponto. Assim

x* — 2bx? — 8cx + b? — 4dac B

4a3 + dax? + 4bx + 4c
donde

3zt + dax® + 6bx? + 12¢x + dac —b* =0

Portanto, um ponto P = (z,y) # 0 sobre E tem ordem trés se, e somente se, x é raiz do
polinémio

3zt + daz® + 6bx® + 12¢x + dac — b* = 0.

Teorema 3.2.1. Os pontos de ordem 3 de uma curva eliptica € um grupo isomorfo ao

produto de dois grupos ciclicos de ordem 3.

Demonstra¢io. Chamemos a equagio acima de g(x) e derivemos, temos

= 32* + daz® + 6bx? + 12cx + dac — b?

9()

d(x) = 122° + 12a2* + 12bx + 12¢
g (x) = 12(z° + ax® + bz +c)
g'(x) = 12f(x)

A reta tangente a P tem equacao
y=Ax+ (y1 — Az1),

onde .
f'(z)
2y
Sabemos que a coordenada x,p do ponto 2P ¢ igual a coordenada = da intersseccao de y

P=(x1,1n) e A=

a curva. Assim,
Top = N —a—2x
_ (f;y>> a2
f'(x)?
4f(x)

—a—2x
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Sabemos que P tem ordem 3 se, e somente se

e = e
2;2) —a—2% = &
1;52; —a-3r = 0&
o o

CEY L HCNN

fl@)? =2f(x) - f'(x) = 0

Mas f/(x)? — 2f(z) - f"(z) e g(x) sdo polindmios com as mesmas raizes, donde

fl@)* =2f(z) f"(z) = g(x),

0 que contraria a afirmagao de que E é ndo singular. Portanto g(x) tem quatro raizes
complexas distintas.

Agora, sejam f1, (52, O3, B4 as quatro raizes de g(z). Para cada valor de z teremos
dois valores para y. Assim, sejam 40;, £, +03, 9,4 os valores de y. Logo, a curva terd

oito pontos distintos de ordem trés e mais um tinico ponto de ordem um, a saber o ponto

O, formando assim um grupo abeliano com nove elemento. O tinico grupo abeliano com

nove elementos tais que todo elemento tém ordem trés é o 37 X 37

(O, (81, 461), (5o, £02), (B, £03), (51, £5,)} = o x

3.3 O Discriminante

O objetivo dessa secao é provar o Teorema de Nagel-Lutz, que nos dira como achar
todos os pontos racionais de ordem finita. Esse teorema diz que um ponto racional (x,y) de
ordem finita deve ter coordenadas inteiras. Em particular, uma curva cibica tem somente

um numero finito de pontos racionais de ordem finita.

Lema 3.3.1. Suponha que D é um dominio de fatoracao unica, e

flx) = apx™+---+an, (ag#0),
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sa@o polinomios sobre D. Entao uma condig¢do necessdria e suficiente para [ e g possuirem
um fator comum nao trivial € que existam dois polinomios F,G € D|x], ambos nao nulos,

que satisfaca

deg F' < m, deg G < n, fG =gF.

Demonstragio. Pelo Lema de Gauss, D[z| é também um dominio de fatoracao tnica.

Suponha que h é um fator comum nao trivial de f e g. Entao,

[ = Fh, F € Dlz], deg ' < m,
g = Gh, G € Dix], deg G < n.
Isto é, temos
fG =gF.

Reciprocamente, se existem dois polindémios F,G € D[z], ndo ambos 0, que satisfazem
deg ' < m, deg G < n, fG = gF,

entao os fatores nao triviais de f nao podem ser todos fatores de F', uma vez que deg F' <

deg f. Como D[z] é um D.F.U, deve existir um fator nao trivial de f que divide g. O

Os polinémios F' e GG no lema acima podem ser escritos explictiamentre como

F(z) = Apa™ '+ + Ay,
G(xr) = Box" '+ + B,_1.

Comparando os coeficientes de ambos os lados de fG = gF, temos

apBy = bOA(h
a1 By +apBy = biAg+ byAy,

amBn—l - bnAm—l .

Podemos pensar da expressao acima como um sistema de equagao lineares homogéneas

em By,...,B, 1,4,...,A,_1, de modo que uma condicdo necessaria e suficiente para
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este sistema ter uma solugdo nao nula é que o determinante seja igual a 0

aop bo
a;  ag by b
a; b
Qo
a; b, i by 0
A b, @ by
U
A, by,

Ao transpor a matriz deste determinante podemos resumir o que foi mencionado acima

no seguinte teorema.

Teorema 3.3.1. Suponha que D é um D.F.U, e

flx) = apz™ + o™ 4 an, (ap #0),
g(x) = bex" +ba" '+ +b,

sao dois polinomios em D. Entdo para f e g terem um fator comum nao trivial, uma

condicao necessdaria e suficiente € que

R(f,9) =0,
onde
apg Ay ... ... ...
apg a1 ... ... ... Qn
ap Gy Ay,
R(f,g) =
=, b,
bo by b,
bp b1 ... ... b,

Definigao 3.3.1. Este determinante, R(f,g), é chamado resultante de f e g.

Corolario 3.3.1. Sobre a hipotese no teorema acima, existem polinomios a,b € Dlz],

com dega < n, degb < m, tal que

a(x) f(x) +b(z)g(z) = R(f,9).



44 Capitulo 3. Pontos de Ordem Finita

Demonstragio. No resultante, denote o cofator do elemento na (m + n)-ésima coluna e
1-ésima linha porA;, e escreva

a(zr) = A" '+ 4+ A,
b(x) = An+1Im_1 + -+ An—‘,—m'

Podemos ver que

O

Defini¢ao 3.3.2. Suponha que D é um D.F.U., f € Dl[z| e sua derivada f' € Dlz]. O

(f7 J ,)7

onden € o grau de f e a, € seu coeficiente lider, é chamado o discriminante de f.

Exemplo 3. Seja f(z) = 23 + ax?® + bx + ¢ a equagio da curva eliptica. Temos que o

polinomio f € monico e o seu grau € 3. Assim

33-1) 1

T.I.R(f’f’)

1 b ¢ 0

0 a b ¢

A(f) = =3 22 b 0 0

0 3 2¢ b 0

0 0 3 2 b
1—(0-a) a—(0-b) b—(0-¢c) c—(0-0)
 2a—(B-a) b—(3-b) 0—-(33-¢) 0—(0-0)
~ 3-(0-a) 2a—(0-b) b—(0-¢c) 0—(0-0)
0—(0-a) 3—(0-b) 2a—(0-¢) b—(0-0)

1 a b ¢

B —a —2b =3¢ 0

13 20 b 0

0 3 2 b

—2b—(—a-a) —3c—(—a-b) 0—(—a-c)
= —| 2a—(3-a) b—(3-b) 0—(3-¢)
3—(0-a) 2a — (0-b) b—(0-c¢)
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—2b4+a® —3c+ab ac

= —| —a —2b —3c
3 2a b
= —(4b® — 2a*b* + 27¢* — 9abc — 2a’c — 3abc + a*b* — 12abe + 6a’c + 6abc)
A(f) = —4a’c+ a®b?® + 18abc — 4b* — 27¢%.

Corolario 3.3.2. Suponha que D é um D.F.U.. Entdo uma condi¢do necessdria e sufici-

ente para f € Dlz| ter fatores maltiplos € que seu discriminante seja igual a 0
A(f)=R(f,[)=0.
Tomemos nossa curva eliptica na forma normal de Weierstrass
v’ = f(x) = 2° + az® + bx + ¢,
onde a, b, ¢ s40 niimeros racionais. Se tomamos
X =d%*z e Y = dt,
entao nossa equagao

Y? = X3+ d%aX?+d'X + d°e
(dPy)? = (d*x)* + d*a(d®x)* + d*bd*x + d°c
dby = d°® + d%ax® 4 d°bx + d°c
&y = d°® + ax® + bx +c)

P = 23+ ar?+ b+

Observacgao 3.3.1. Ao escolher um numero inteiro d suficientemente grande, podemos
limpar os denominadores em a,b, c, assumindo que nossa curva € dada por uma equacao

com coeficientes inteiros.

Nosso objetivo é provar o Teorema de Nagel-Lutz, que nos diz como procurar todos
os pontos racionais de ordem finita. Esse teorema diz que um ponto (z,y) de ordem finita
deve ter coordenadas inteiras, nesse caso ou y = 0, para pontos de ordem dois, ou y | A,
onde A é o discriminante do polindémio f(x). Em particular, uma curva eliptica tem

somente um numero finito de pontos racionais de ordem finita.

Portanto, o problema de procurar os pontos racionais de ordem finita pode ser
determinado em um numero finito de passos. Tome o inteiro A, e considere um nimero
finito de inteiros y com y | A. Pegue todos esses valores de y e os substitua na equagao

y* = f(x). O polindmio f(x) tem coeficientes inteiros e coeficiente lider 1.

Se ele tem uma raiz inteira, essa raiz dividirda o termo constante. Portanto, existe

um nimero finito de casos para checar, e assim teremos a certeza de encontrar todos os
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pontos de ordem finita em um ntmero finito de passos. Uma observagao que precisa ser
feita é que nao estamos afirmando que um ponto (x,y) com coordenadas inteiras e y | A

deve ter ordem finita. O teorrema de Nagell-Lutz nao é um "se e somente se".

Lema 3.3.2. Seja P = (x,y) um ponto sobre nossa curva eliptica tal que ambos P e 2P

tenham coordenadas inteiras. Entao, ouy =0 ouy | A.

Demonstra¢io. Vamos assumir que y # 0 e provar que y | A. Sabemos que
y#0=2P #0.

Entao, podemos escrever 2P = (X,Y"). Por hipotese, x,y, X, Y sao todos inteiros. Usando

a férmula da duplicagdo, temos

f'(@)
2y

2t 4+ X =\ —a, onde , A\ =

Como z, X e a sao todos inteiros, segue que A também é inteiro. Uma vez que 2y e f’(x)
sdo inteiros, vemos que 2y | f'(z), em particular, y | f'(x). Mas y*> = f(z), entdao y | f(z).
Usando a relagao

A =a(z)f(z) + b(z) [ (z).

Os coeficientes de a e b sao inteiros, entdao a(z) e b(x) tomam valores inteiros quando

calculados no inteiro z. Logo y | A. [

3.4 O Teorema de Nagell-Lutz

Agora, mostraremos que todos os pontos racionais de ordem finita sobre uma curva
eliptica deve ter coordenadas inteiras. Seja p um primo qualquer, vamos tentar mostrar
que p nao divide os denominadores de = e y. Para isso, consideremos os pontos racionais

(x,y) onde p divide os denominadores de x e y.

Definicao 3.4.1. Todo nimero racional ndo nulo pode ser escrito de forma unica como
r=2p", em que mdc(m,p) = mdc(n,p) =1, m,v € Z en € Z* .Definimos a ordem de
tal numero racional como

ordy(r) =v

Observagao 3.4.1. Fizado um primo p, ord,(r) é a valorizagio p-ddica de Q em Z.

Se p divide o denominador do niimero racional, entdo a ordem do ntimero racional
serd negativa. Similarmente, se p divide o numerador do nimero racional, entdao a ordem
do numero racional serd positiva. A ordem de um nimero racional é zero se, e somente se

p nao divide nem seu numerador e nem seu denominador.
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Proposicao 3.4.1. Seja (z,y) um ponto racional na curva eliptica. Para cada primo p

temos ord,(z) < 0 se, e somente se, ord,(y) < 0.

Demonstragio. Seja (x,y) um ponto sobre a curva eliptica, onde existe um primo p que
divida o denominador de z. Como = e y sao nimeros racionais, podemos expressa-los da

seguinte forma
m u
r=—— e y= :
npt wp®

Como p divide o denominador de z, temos que p > 0. Com isso, temos como objetivo
mostrar que o > 0. Por construgdo, temos também que p f m, n, v, w. Substituindo z e y

na equacao da nossa curva eliptica, temos

u? m3 am? bm

w2po - n3p3n + n2p2 + nph +c

Colocando em denominador comum

u? m? 4+ am?np” + bmn?p** + en3p

w2p20 n3p3,u
Agora, podemos examinar as ordens de ambos os lados da equagao. Temos que

ptu=ptu® e pfw= ptu’

u? u?
ord <w2p2" =ord ol 27 ) = —20.

Para o outro lado da equacao, sabemos que

assim

pIn=ptn® e pim= pf(m®+am’np" + bmn?*p* + cn®p*").

Portanto, temos

m? + am?npt + bmn*p* + en3pt
ord = —3u.

n3p3u
Como ambos os lados da nossa equagdo devem ter a mesma ordem, temos entdao que

20 = 3u. Como afirmamos que p > 0, este resultado prova que o > 0, e portanto p divide

o denominador de y. O

Além disso, a relacdo 20 = 3 significa que 2 | e 3 | o, assim, temos que p = 2v
e 1 = 3v para algum inteiro v > 0. Entao, se v divide x ou y, entao divide ambos, e
a reciproca da prova acima também é verdade. ou seja, se assumirmos que p divide o

denominador de y, acharemos o mesmo resultado.

Suplemento 3.4.1. Um ponto racional de uma curva eliptica C' pode ser escrito da forma

P = (%, ) onde m, n, { sdo inteiros, { >0 e mde(m,{) = mde(n, () = 1.
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Demonstragdo. Suponha que

irredutiveis e com M, N > (0. Substituindo na equagdo da nossa curva eliptica temos:

' = 2*+ar?+brtc

n\? m\3 m\ 2 m
(%) = () +e () +0(Gp) +e

n*  om? m?

N T oap Thp it
n?M? m3N? + aN?Mm? + bN?M?*m + cN?M?
NZMB NZ)[3

M3*n? = N?m3 +aN?’Mm? + bN?M?*m + ¢N? M3,

Temos, do lado direito da equacdo, que N? é um fator comum a todos os termos, logo
N? | M3n?. Porém mdc(n, N) = 1, logo N? | M?3. Agora, vamos mostrar em trés passos
que M3 | N2 Da equagdo acima, temos que M | N?m3, e como mdc(m, M) = 1 temos
M | N2. Assim,

M? | M3n?,  M?|aN>Mm? — M?|bN*M*m e M?*|cN*M>.

Dessa forma M? | N*m3, e como mdc(m, M) = 1, temos que M? | N2, ou seja M | N.

Com isso, temos que
M3 | M?n? — aN*Mm? — bN*M?*m — cN?M?>.

Dai, temos que M? | N?m3 e como mdc(m, M) = 1 temos M? | N2. Assim, vemos que
N2 | M3 e M? | N2, logo M? = N2

Durante a demonstragao, mostramos que M | N. Entao, se nés deixarmos ¢ = %,
entao teremos que
2 3 2 3
2 N M ol NN
M2 M2 M3 N2
Portanto,
m n
]

Definig¢ao 3.4.2. Definimos C(p”) como o conjunto dos pontos racionais sobre a curva
eliptica tal que p* divide o denominador de x e p* divide o denominador dey. Em outras

palavras,
C(p") ={(z,y) € E(Q) | ord(z) < —2v e ord(y) < —3v}.

Por convencgao, incluiremos o elemento O em todo C'(p”).
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Por exemplo, temos que C'(p) é o conjunto onde p estd no denominador de = e y,

e entdo existe ao menos um p? em x e um p® em y. Temos a inclusao
E(@)>C)>CWE*)2Cr°) 2.

Nosso objetivo é mostrar que se (z,y) é um ponto de ordem finita, entdo x e y sio inteiros.
Para isso, nossa estratégia é mostrar que para todo primo p, os denominadores de x e
y nao sao divisiveis por p. Isto significa que queremos mostrar que um ponto de ordem
finita nao pertence a C'(p”). O primeiro passo para mostrar isso é provar a proposigao a

seguir.

Proposicao 3.4.2. C(p¥) é um subgrupo de E(Q).

Demonstracao. Fagamos a seguinte mudanca de coordenada

Entdo, a nossa curva y? = 23 + ax? + bx + ¢ ficard da seguinte forma
s =t + at’s + bts® + c¢s>.

Com isso, transformamos nosso plano (z,y) no plano (¢, s). Com excegdo de O no plano
(x,y) e quando y = 0, os pontos de ordem dois, no plano (t, s), existe uma bijecao entre
os planos. Temos também que retas no plano (x,y) também corresponde a retas no plano

(t,s). Tomemos a equagdo da reta no plano (z,y)
Y= Ar+ 1.

Podemos dividir a equagao acima por vy, que nos da uma equagao para a reta correspon-

dente no plano (t, s)
1 Ax 1 . A 1
—=——+—, entao s=—-t+ —.
v vy vy v v
Observe que as retas que passam pela origem no plano (z,y) correspondem as retas
verticais no plano (¢,s). Portanto, podemos somar pontos no plano (¢,s) pelo mesmo

procedimento como no plano (z,y). Precisamos encontrar férmulas explicitas.

Definimos o anel R, como o conjunto de todos os nimeros racionais tal que p nao

divide o denominador. Isto significa que
{Vz e R, | ord(x) > 0}.

As unidades em R, serao os nimeros de ordem zero onde p nao aparece no numerador ou

no denominador.

Vamos olhar para a divisibilidade de nossas coordenadas t, s por poténcias de p,

em particular, para pontos em C(p). Seja (x,y) um ponto com coordenadas racionais em
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C(p”). Por defini¢ao, temos que ord(zx) < —2v e ord(y) < —3v, entdo podemos escrever

T € Yy como

m u

L= np2 ) Y= WP

para algum 7 # 0. Usando nossas equagoes para t e s, temos

Y nu Yy

Portanto, nosso ponto (¢, s) estd em C(p”) se, e somente se t € p"R, e s € p* R,,. Isto nos

diz que p” divide o nimerador de ¢ e p* divide o numerador de s. Entdo, para mostrar

que C(p¥) é um subgrupo, basta mostrar que se uma poténcia arbitraria de p divide a

coordenada t de dois pontos P; e P, entao a mesma poténcia de p dividird a coordenada

t da soma desses dois pontos.

Seja P; = (t1,51) e Py = (t2,s2) dois pontos distintos sobre a curva. Existem dois

casos possiveis a considerar:

o 11 =1y

Se ty = t9, entao P, = — P, pela lei de adicao. Entao P, + P, deve ser um elemento

de C(p¥), pois a soma desses pontos é o ponto (0,0).
ty # ty

Seja s = at + [ a reta que passa pelos pontos P; e P,. O coeficiente angular da reta

é dado por
S2 — 82

a= .
lo —t
Também sabemos que P; e P, satisfazem a equacao

s =13+ at’s + bts® + cs°.

Assim, podemos tentar expressar o coeficente angular como uma funcao das coor-
denadas de P; e P,. Assim,

s1 =1 +atis; +bt1s; +csi e sy =ty + atasy + btyss + csh.
Subtraimos a equacgao para P; da equagao para P;.
Sy — 51 =ty — 3+ a(tssy — t1s1) + b(tass — t157) + c(s5 — s3)
Escrevemos de modo a incluir elementos em forma de (ty —t1) e (so — 1)
sy — 81 =1ts —t3 +a(t: —13) + ati(sy — 51) + bty — t1) + bt(s3 — s2) + c(s5 — 5%)

Achamos agora uma equagao para (to — t1)

—31+t§—t§+at%51+05§+1—a(t%—t%)—at1 t1s?  csy .
- T, T u

ty — 1) =
2 bs2 bsy 53 b
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Temos que alguns termos sao divisiveis por (se — s1) e outros sao divisiveis por

(to — t1). Podemos expressar essa relagdo em termos das equagoes acima, assim

o= S9 — 81 . t§+t1t2+t%—|—a(t2—t1)32—|—bs§ (3 1)
to—t1 1 —at} —bti(sa+ s1) — c(s5 + s182 + 7)) '

Por definigao, sabemos que t1, 3, 51, s2 s@o todos elementos de p”R,, . O numerador,
satisfaz a condi¢ao que todo termo inclui dois dos elementos multiplicados juntos.
Portanto, p* divide o numerador, portanto ¢ um elemento de p* R,.. O denominador,
em que todos os termos, excepto 1, sao divisiveis por p? pelo mesmo argumento.
Assim, se olharmos para todo o «, temos que p? divide o numerador e nao o

denominador, o que nos dé que o € p*R.

Similarmente, se P; = P,, entao o coeficiente angular da reta tangente a curva em

P, é dando derivando implicitamente

d 313 + 2at bsi
a:j(Pl)Z 1;_ st 5% 5.
dt 1 —aty — 2btys; — 3csq

Podemos ver que a expressdao para o nao muda quando (t1,s1) = (¢, s2), portanto

usaremos sempre a equacao 3.1.

Seja Py = (t3,s3) o terceiro ponto de interseccdo da curva eliptica com a reta
s = at 4+ [ que passa pelos pontos P; e P,. Para econtrarmos a equagao que tem

t1,ty e t3 como raiz, tomemos a equagao da reta e a equacao da curva no plano (¢, s)
s=at+ 8 e s=1t+at s+ bts> +cs?,
fazendo a substituicao
at + B =t3 +at*(at + B) + bt(at + B)* + c(at + B)?,
fazendo a expansao
0 = (1+aa+a®b+ca®)t* + (af + 2abB + 3caB)t* + (bS* + 3caf? — a)t +cf° — .

Com isso, comparamos os coeficientes de t3 e t2 e achamos a soma das raizes

_oz@ + 2abf + 3ca®B

bttty = 14+ aa + a2b+ cad

Com isto, temos uma féormula para calcular t3 dados apenas t; e ty, e portanto nos

permite achar P, + P, para qualquer P;, P, sobre a curva.

Da nossa equacao da reta que passa por P; e P,, sabemos que
51 = at; + 3,

pois s; € pYRR,, sabemos que



52 Capitulo 3. Pontos de Ordem Finita

Uma vez que s; € p* R,, « € p* R, e t; € p'R,, segue da férmula
B = S1 — Oétl

que 3 € p* R,. Portanto, vemos que o denominador de | + ¢ + t3 é uma unidade
em R,. Assim, temos que
t1 4ty +t3 € PR,

Sabemos, por afirmacao, que ?; e t; sao elementos de p”R,, entao t3 deve ser um
elemento de p”R,, o que implica que —t3 € p”R,,. Portanto, se as coordenadas t de
P, e P, estao em p”R,, entao a coordenada ¢t de P, + P, também estd em p”R,.
Portanto, se a coordenada t de P = (¢, s) pertence a p”R, entdo é claro que a
coordenada t de —P = (—t,—s) tam,bém pertence a p”R. Com isso, temos que

C(p”) é fechado sobre a adigao, e portanto é um subgrupo de E(Q).
O]

Ao provar que C(p”) é um subgrupo de E(Q), também provamos um resultado um

pouco mais forte. Provamos que
ty 4ty +t3 € PR,
Assim, sabemos que, para qualquer P, P, € C(p¥),
t(Py) +t(Py) — t(P1 + P2) € p™ Ry,

onde t(P) é a coordenada t de P. Entao, se P é dado em coordenadas (z,y), ou seja,

(xp,y(P)), entdo

Wﬂ:;%.

Essa tltima férmula nos diz mais do que o simples fato de que C'(p”) é um subgrupo. Ela

nos diz que ty,t; e t3 devem ser divisiveis por p* R,. Em outras palavras
t(P+ P) =t(P) +t(P,) (mod p*R,).
Note que o (+) em Py + P é a adi¢do sobre nossa curva, enquanto o (+) em t(P;) +t(FPz)
¢ a adicao em R, que ¢ apenas uma adigao de nimeros racionais.
Considere a aplicacao

cp’) — Q

P=(xz,y) — t(P)= Q

Essa aplicagao parece ser um homomorfismo de elementos que segue a lei de adi¢ao de

uma curva eliptica a um grupo aditivo de niimeros racionais, mas o fato de que

t(P+ Py) #t(P) + t(P)
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nao chega a torna-lo um homomorfismo.
Contudo, o que queremos é um homomorfismo de C'(p”) para o grupo quociente

p'R,
p3u Rp )

enviando P em ¢(P). O niucleo desse homomorfismo consiste de todos os pontos P tal
que t(P) € p* R,. Portanto, o nticleo é apenas C(p*), e pelo Teorema do Isomorfismo

obtemos

que é um o homomorfismo.

Corolario 3.4.1. Para todo primo p, o subgrupo C(p) ndo contém pontos de ordem finita,

exceto O.

Demonstracao. Seja P um ponto de ordem m. Seja p algum ntimero primo. Como P # O,
sabemos que m > 1. Queremos mostrar que P ¢ C(p). Vamos supor que P € C(p). O
ponto P estd contido em algum subgrupo menor C(p¥), pois o denominador de x néo
pode ser divisivel por poténcias arbitrariamentes altas de p. Portanto, deve existir algum
v > 0 tal que P € C(p”), mas P ¢ C(p”*!). Tomemos esse p, nesse caso existe dois casos

possiveis para considerar.

Vamos supor primeiro que p { m. Temos que
t(P+ Py) =t(P) +t(P) (mod p™R,),
pois P ¢ um ponto de ordem m. Somando ele m vezes, temos
t(mP) = mt(P) (mod p*R,).

Uma vez que mP = O, temos t(O) = 0. Por outro lado, como mdc(m,p) = 1, ele é uma
unidade em R. Portanto
0=t(P) (mod p™R,).

Isto significa que P € C(p*), o que contradiz o fato de que P ¢ C(p**1).

Agora, suponha que p | m. Como p divide m, temos que m = pn para algum n € Z.
Se tomarmos P’ = nP, entdao P’ tem ordem p e é um elemento de C(p), pois P € C(p).
Como C(p) é um subgrupo, vemos que P’ € C(p”), mas P’ ¢ C(p**1). Simirlamente ao

primeiro caso, temos

0=1t(0) =t(pP') =pt(P") (mod p*R,).
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Isso signfica que
t(P)=0 (mod p* 'R,).

Isto nos da que P’ € C(p**~1), o que contradiz o fato de que P’ ¢ C(p**!), uma vez que
Jv—1>v+1. O]

Corolario 3.4.2. Se P = (x,y) # O € um ponto racional de ordem finita, entdo x ey

sao 1nteirios.

Demonstragio. Uma vez que nao existe pontos de ordem finita em C(p), para qualquer
p primo, todos os pontos de ordem finita nao tem um denominador que possa ser divido

por qualquer primo, e portanto deve ter coordenadas inteiras. O

O Teorema de Nagell-Lutz é importante na medida em que ele fornece um método
para encontrar os pontos de ordem finita em uma curva eliptica. Isso faz com que o

teorema seja uma ferramenta muito 1til para analizar uma curva eliptica.
Teorema 3.4.1 (Nagell-Lutz). Seja
y? = f(x) = 2° + az® + bx + ¢
uma curva eliptica com coeficentes inteiros, e seja
A(f) = —4a’c + a*b® + 18abe — 4b® — 27¢

o discriminante da curva. Seja P = (x,y) um ponto de ordem finita. Entdo x e y sdo

inteiros, e ou y =0, no caso P tem ordem dois, ou entio y | A.
Demonstragao. Ja "estd” provado acima. [

Devemos deixar claro que o Teorema de Nagell-Lutz nao é uma afirmagao "se e
somente se'. E completamente possivel que tenhamos pontos com coordeadas inteiras e
com y | A, mas que tenha ordem infinita. O teorema pode ser usado para fornecer uma
lista de pontos que inclui todos os pontos de ordem finita, mas isso nunca pode ser usado

para provar que qualquer ponto em particular, na verdade, tem ordem finita.
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4 Tereoma de Mordell

O objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema de Mordell. Para isso, existe
uma ferrmamenta usada na prova chamada altura. A altura de um ponto racional mede

o quanto o ponto é complexo do ponto de vista da Teoria dos Ntmeros.

4.1 Teorema de Descida

Teorema 4.1.1 (Descida). Seja E(Q) um grupo comutativo. Suponha que existe uma
funcao

h: E(Q) — [0,00)

com as sequintes propriedades.
1. Para cada niumero real M, o conjunto
{PeEQ)|h(P) <M} <oo
2. Para cada Py € E(Q), existe uma constante ko tal que
h(P + Py) < 2h(P) + ko, VP e EQ).
3. Bxiste uma constante k tal que
h(2P) > 4h(P) — kK, VP e EQ).
4. O subgrupo 2E(Q) tem indice finito em E(Q).
Entao E(Q) € finitamente gerado.

Demonstragio. Como 2E(Q) é um subgrupo de F(Q) com indice finito entdo existem

somente um nimero finito de classes laterais de 2E(Q) em E(Q). Seja

P = {QeEBEQ|P-Qe2EQ)}
= {QeEQ)|P~Q}
E@Q = || P
PcE(Q)
Assuma que
! FQ o
= {Q1>~ ;Qn}
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Temos que
VPEEQ = P=0Q;, P-Q;<c2E(Q),

ou seja,

P—Q; =2P

para algum P; € E(Q). Fazendo esse processo, podemos escrever

Pl_Qiz = 2P2
P2—Qi3 = 2P

mel_Qim - 2Pm

Onde @ € {Q1,...,Q,}. Dessa forma, temos

P = Qil + 2P1
P - Qil + 2@12 + 4P2
P = Qi +2Q;, +4Q;, + 8P

P = Qi +2Qi +2°Qi, +2°Qs 4+ +2"'Qs,, + 2" P

Assim, todo P € E(Q) pode ser reprensentado pelo conjunto finito {Q1, ..., Q,} e algum
P,,. Agora, se provarmos que se escolhermos um m suficientemente grande, entao a altura
de P, é sempre menor que alguma constante. Pelo item (a), sabemos que os conjuntos

de P, seré finito.

Usando o item (b) e substituindo Py por —@);, acharemos a constante x;, e assim
h(P — Q;) < 2h(P) + Kk, VP e EQ).
Repetimos o processo para cada Q;, 1 <i < n. Seja k' = max{k;,i =1,2,...,n}, entdo
h(P — Q;) < 2h(P) + «/, VP e EQ) etodo 1 <i<n.

Podemos fazer isso pois existe um ndimero finito de @Q;. Dos itens (b) e (¢), temos a

desigualdade
4h(P;) < h(2P;) + k = h(Pj—1 — Qi;) + £ < 2h(Pj—1) + K + k.

Logo
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De modo que, se h(P;_1) > &' + k, entdo

3
h(P)) < Z(

Se h(P,,) < K + k, temos por (a) que P, é um conjunto finito. Se h(FP,,) > '+ K, entdo

Pj1).

h(P;) < 7(Pj-1).

~— ,,p\og

De fato, sempre poderemos achar um h(FP,,,;) para algum i > 0 tal que h(P,,+;) < K + k.

Ou seja, h(P,,+;) € um conjunto finito.

Se P € F(Q), entdao podemos expressar P da seguinte forma
P=aQi+aQs+ - +a,Qn+2"R

para certos inteiros ap,--- ,a, e algum ponto R € FE(Q) satisfazendo a desigualdade

h(R) < k' 4+ k. Uma vez que P é um ponto arbitrario de E(Q), temos que o conjunto

{Q1,Qz, ..., Qu} U{R € E(Q) | h(R) < K’ + k}

gera F(Q). Dos itens (a) e (d), este conjunto é finito. Portanto F(Q) é finitamente gerado.
[l

4.2 Altura de Pontos Racionais

Definicao 4.2.1. Para todo v € Q, com x = ™, onde mdc(m,n) = 1, definimos a altura

H:Q— Z* como
H(z) = max{|m|, |n|}.

Propriedade 1 (Propriedade da finitude da Altura). Seja K uma constante. Temos que

{x::eQ]H(x)gK}<oo

Demonstragio. Seja x = ™. Assim, temos que
—k<m<k e 1<n<k,

pois nao precisamos considerar os valores negativos de n. Temos assim 2k + 1 escolhas
para m e k valores para n. Portanto, hd, no maximo (2k+1)k = 2k*+k nimeros racionais

com a altura menor ou igual a k. O

Definicao 4.2.2. Se
y? = f(x) =2 + az® + bxr + ¢

¢ uma curva eliptica com a,b,c € Z, e P = (x,y) é um ponto racional sobre a curva,

definiremos a altura de P como a altura da coordenada x.
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Definicao 4.2.3. Seja a curva eliptica E com coeficientes inteiros. Definimos a altura
h:C— R* como
h(P) =log H(P)

Por motivos de notagdo, ¢ mais interessante ter uma fungdo que se comporta de

forma aditiva e, por isso, trabalhar com A é mais conveniente.

Definicao 4.2.4. Seja O o ponto no infinito. Definimos a altura de O como
HO)=1 ou h(O)=0.

Observagao 4.2.1. A condigio de que mdc(m,n) = 1 na defini¢io de H(x) implica que
H(0) = 1, pois a tnica possibilidade de escrever o 0 na forma ™ com mdc(m,n) =1 ¢é
quando %. Como |n| = |—n|, Vn € Z, a altura H estd bem definida para qualger nimero
racional. Dai, temos

h(z) =log H(z) > log1 = 0.

Portanto, h € RT.

Nosso objetivo é mostrar que o grupo dos pontos racionais E(Q) é finitamente

gerado. Para isso, precisamos mostrar quatro lemas.

Lema 4.2.1. Para todo numéro real M, temos que o conjunto
{Pe€ EQ)|h(P)<M}< .

Demonstragdo. Sejax =", comm,n € Z,n # 0,emdc(m,n) = 1e H(x) = max{|m/|, |n|}.

Temos que

h(P) = h(z) = log H(x) < M <= H(x) < e <= |m|, |n| < ™.

M M

Como —e™ < m,n < e existe um numero finito de possibilidades para escolhe-los.
Portanto, existe um niimero finito de escolhas para z, mas para cada x temos no maximo

dois pontos, uma vez que y é dado por y* = f(z). Portanto, existe somente um niimero
finito de escolhas para P = (z,y) € E(Q). O

Lema 4.2.2. Seja Py um ponto racional fizo sobre a curva. Existe uma constante ko,

dependendo de Py e de a,b,c tal que

h(P + Py) < 2h(P) + ko, VP € E(Q).

Demonstracio. Se Py = O, o resultasdo é trivial pois

h(P) < 2h(P) + k.
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Suponha agora que Py = (x9,y0) # O e P € E(Q) com P = (z,y) ¢ {F, —Fy, O}.
Tomemos P + Py = (Z,y). Assim,

T+z+z=N\—a, )\:y_yo.
r — T
Dai,
T = M—a—2—1
~ <y—yo)2
T = —a—x— T
r — g
5 = (y — y0)* — alz — x0)* — (x — x0)*(x + x0)
(x — x0)?
5 y? — 2yyo + yo — 2% + %xo — ax? + wxo + 207T0 — T3 — Ax?

2?2 — 2xw0 + 22

3

Podemos substituir ? — 2% usando a equagao da curva eliptica, pois o ponto P = (z,y) €

E(Q), assim

= (—2y0)y + (xo)x* + (b + 2 + 2ax)x + (¢ + Y2 — x3 — ax?)
22 4 (—2x0)x + 23

e ficamos com a expressao
. Ay+B2?4+Cx+D

r = 5

Ex?2+Fz+ G

onde A,B,C,D,E,F,G € Q sao constantes que dependem a,b e (zg,yo). Conseguimos
uma expressao semelhante para & com A, B,C, D, E, F, G € Z multiplicando o numerador

e o denominador por um inteiro conveniente. Substituindo x = 7 e x = 7;, temos

AL+ B™ 4 Cm 4 D
E™ +F2 +G

Aln + Bm? + Cml? + D¢*
Em?2 + Fmi? + G+

8
|

Agora, estamos préoximos do resultado que queremos. Note que temos uma expressao para
Z como um inteiro divido por um inteiro. Nao sabemos como é esta expressao na forma

irredutivel, mas certamente temos que
H(P+ Py) = H(7) < max{|Aln + Bm? + Cm/(* + D0*|,|Em?* + Fml* + G(*|}.

Temos que

N

H(P) = max{|m|,|*|} = |m| < H(P) e (*<H(P)= (< H(P)2.
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Podemos também limitar o numerador da coordenada y em termos de H(P). Para mostrar

isso, usamos o fato de que o ponto P = (%, 2%) satisfaz a equacao, assim

P = 24 ar’+br+c

|
Il

|
+
I
+
T
+
o

m3 + am?0* + bmt* + cf®

N
I

Bt
A

Im3| + |am??| + [bml*| + ||
H(P)* +|a|H(P)* + [b|H (P)* + |c|H(P)’
(1+ lal +[b] + |e)H (P)’

IN

Tome K = \/1 + |a] + |b] + ||, assim

In?| < K*H(P)®
In| < KH(P)

Usando essas desigualdades e a desigualdade triangular, temos

| Aln+Bm*+Cml*+ D0 < |Aln|+|Bm?|+|Cme?|+| D0 < (|Ak|+|B|+|C|+|D|)H(P)?,

|Em? + Fml* + G0 < |Em?| + |Fm/?| + |Ge* < (|E| + |F| + |G|)H(P)>.
Portanto
H(P+ Ry) = H(7) < max{|AK| + |B| +|C| +|D|, |E| + |F| + |G|} H(P)>.
Aplicando o logaritmo em ambos od lados
h(P + Py) =log H(P + Py) < 2h(P) + Ko,

onde kg = logmax{|AK|+ |B|+ |C| + |D|, |E| + |F| + |G|} dependedo somente de a,b, c
e (o, yo) nao depende de P = (x,y). O

Lema 4.2.3. Existe uma constante k, dependendo de a,b, c tal que

h(2P) > 4h(P) — k, ¥ P € E(Q).

Demonstragio. Seja P = (x,y) e 2P = (7,7). Da férmula da duplicacao, temos

N

T+2r =\ —q,
2y
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Assim,

8|
I

|
I

T =

AN —a—22
f(z)\*

<2y> —a—2x

Fer

g 77

f'(x)? —4(a + 22) f ()
4f ()

p(z)

Y(z)’

onde o, € Z[z] e degyp = 4 e degy) = 3. Se ¢ e ¥ tém raizes comum, entdo f e [’

teriam raizes em comum, o que contradiz o fato de que a curva eliptica é nao singular.

Para finalizar a demonstragao, precisamos do seguinte lema.

Lema 4.2.4. Seja o(x), ¥ (x) € Z[z] polindmios sem raizes complexas comuns. Seja d =

max{deg(y),deg(v)}. Entao

1. Existe um inteiro R > 1, dependendo de ¢ e 1, tal que

vZ eq,
n

Demonstracao. Note que

i oo () o (2) 1

deg(i). deg(v) < d — n'i () ;nty (%) e 2

Sem perda de generalidade, suponha deg(¢) = d > deg(v)) = e, com

dai

¥
U(m,n) = n%p

d(m,n) = n* (
(

Temos que mde(p(z), ¥ (z)
logo existem F(z),G(x) €

@\_/

d d—1
= qor” +ax” " +---+aq

= bz’ + b -+ b,

> = aomd + almd_ln + -+ adnd
) — bomend—e + blme—lnd—e—l 4t bend.

1 em Qlz], portanto eles geram um ideal unitério,

[z] tais que

F(e)p(x) + Gla)i(e) = 1.
Seja A € Z, grande o suficiente, de tal maneira que valha AF(z), AG(z) € Z[z].
Tome D = max{deg F'(z),deg G(x)}. Note que A e D nao dependem de m ou n.
Segue que

{ndDF <m> } O(m,n) + {ndAG (m) } U(m,n) = AnPTe,

n n
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Seja E(Q) = E(Q)(m,n) = mdc(®(m,n),¥(m,n)). Da equacao acima, temos que
E(Q) | AnP*4, Temos que

EQ) | ®(m,n) = E(Q) | AnPTtd(m,n) = AagmnP 1+ Aaym*InP T Aggn P

Disto, concluimos que
E(Q) ’ Aaoman+d_l,
portanto
E(Q) | mde(AnP ™ AagmnP T4 = AnP T mdc(agm?, n)
AnPT 4 mde(ag,n)

— AaonDerfl )

Portanto, F(Q) | Aagn?*41. Parai > 0, conseguimos provar que F(Q) | AainP+e-1.

E para i = D + d, temos que

E(Q) | AqP+inP+i=(D+d) — goD+d,

Ou seja, provamos que E(Q) | Aa)’t. Tomando R = Aad™, o lema segue. O

. Erxistem constantes k1, ks, dependendo de ¢ e 1, tal que,

SO(ZL) <dh (™) + ke
o)) =0

Demonstracao. Nesse caso, temos duas desigualdades a serem provadas. Porém,

m m
V— € Q, que nao sao raizes de ¢, dh <) -k <h
n n

sO estamos interessados na primeira desigualdade, isto é, na existéncia de k. A
existéncia de ky ¢ provada de forma andloga ao Lema 2. Seja ™* € Q que nao anula

©. Por definicao, para qualquer nimero r € Q%, temos que

h(r) = h (i) .

Mais uma vez, podemos assumir que deg(y) = d > deg(y)) = e. Queremos uma

estimativa para h(ZT), tal que

o) )
() e ()

Provamos acima que existe um inteiro R > 1, que nao depende de m e n, tal que

mde(®(m,n), ¥(m,n)) | R.
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Dai, temos que

- | (m, n)| ¥ (m, n)

H@) = max {md0(<1>(i)% n), W (m,n))’ mdc(@é, n), ¥(m, n)) }
> ;max{]@(m,n)h“l’(ma””}
- Lol ) e (2}
= o (e GO+ e ()

Queremos comparar

-

Assim, condiremos o quociente

a1t ()]t (%)

) e H (::)d = max{|m|?, |n|?}.

a(z) © 2R max{ml o)
1)+ ()]
2R max{”:d,l}

Consideremos a funcao
o) — L1201+ )
2R max{|t|?, 1}
Como o denominador nao se anula, temos que

p(t) =0 = |o(t)| + [¥(t)] = 0 = ¢(t) = (1),
o que contradiz a hipotese de que () e ©(t) ndo tem raizes em comum. Logo, p(t)
¢ uma funcao continua que nao se anula. Assim,

iy 0 iy L e
Por afirmagao, temos que deg(¢) = d e degt) é no maximo d, logo p(t) tem limite
diferente de zero quanto |t| — oo. A continuidade nos garante que p(t) tem um
maximo e um minimo em todo intervalo fechado, e o fato de que nunca se anula

nos diz que dentro de um compacto p(t) possui um minimo positivo C7 > 0 tal que

p(t) > Cl. Dai,
HE) _ O o O rm\?
> > —H(—
H(m>d = or - H@ = 2RH<n) ’

n

aplicando o log em ambos os lados

d
log H(T) > log (%H (ZZ) ) = h(T) > dh (ZL) — K1, K1 =log (i{f) ,

onde C} e R nao dependem de m e n, para todo ™ € Q. H

Com isso, concluimos a demonstracao do lema. O]
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4.3 Teorema de Mordell
A equagao de E(Q) é dada por
y? = f(x) = 2° + ax® + br + ¢,

com a,b,c € Z e Ay # 0. Vimos que os pontos P = (z,y) € E(Q) de ordem dois sao
dados quando

y=0< f(x)=0.

Uma vez que f(x) =0, e f é um polinémio com coeficientes inteiros e coeficiente lider 1,
temos que x é um numero inteiro. Suponha que xg é uma raiz inteira de f. Fazendo uma
mudanca de coordenadas

T — T — Xy,

podemos assumir que

ro=0=c=0.

A condigao para a nao singularidade de C' é

Ay = —da’c+ a®V? + 18abc — 4b* — 27¢°
= a’b? — 4b°
= b*(a® —4b) #£0

Defina a curva E dada pela equacao

E:y? = f(z) = 2® + az? + ba,
onde

G=—-2a e b=a>—4b.
Temos que
b (a2 — 4b)
= (a® — 4b)*(4a® — 4a* + 16D)
= 16b(a® — 4b)* # 0,

~

e portanto, £(Q) é uma curva eliptica suave.

Proposicao 4.3.1. Seja P = (z,y) € E, com x # 0. A aplicag¢io
0B — FE
) )= (50

esta bem definida.
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Demonstracao. Para mostrar que ¢ esta bem definido, basta mostrar que T e 7 satisfazem

a equacao de E.

T +ar’ +br = T( +b)

= z(z + (a® ))

= yj yf “2 — 4b
x? \ x4

(Y 2axy —i—ax — 4bat

a2

B v? [ (y* — ax?)? — 4ba*

T2
2

= L (:E + az® 4 br — ax?)? — 4bx*)
y2

= —6((x3 + bx)? — 4bx?)

—xG + 20zt + b2a? — 4ba*

Com a mesma construcao acima para F, temos

E(Q) : y* = f(z) = 2* + az® + ba,

onde
G=-2a=4a e b=a">—4b=4a*>— 4(a*® — 4b) = 160.

Fazendo uma mudanca de coordenas

(3

(z,y) € B(Q) & y* = 2°+a2® +bx
64y = 642> + 64az® + 64bx
(8y)? = (42)% + 4a(4x)? + 16b(4x)
(8y)? = (4z)®+a(4x)? + b(4x) = (4z,8y) € E(Q).

temos que
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Assim, o grupo de pontos racionais em E é isomorfo ao grupo de pontos racionas em E.

Proposicao 4.3.2. Sejam E e E as curvas elipticas definidas acima.

1. Existe um homomorfismo ¢ : E — E definido por:

(1/2 y(z* —b)

x?’ x?

), se P=(x,y) # O,T,

0, se P€{0,T}

p(P) =

Assim ker p = {O, T}, onde T = (0,0).

Demonstra¢io. Vamos primeiro mostrar que ¢ estd bem definida, ou seja, ¢(P) €
E, VP € E.Se P € {O,T}, entao ¢(P) = O € E. Se P ¢ {O,T}, implica que
x # 0. Temos que p(P) € E se, e somente se

2 3 2
y(#> = b) N (YL (Y
(:cz = \2) Te) e
y2($2 _ 6)2 B yG y4 y2
x4 g6 x4

Se y = 0, a igualdade é verdadeira. Se y # 0, entao a igualdade é equivalente a

(2 —b)%*2? = y* —2ay*2® + (a* — 4b)2*
(z* —b)22* = (y* — ax?)? — 4ba*

(2 —bx)? = (2°+ bx)* — 4ba*
que equivale a

(a—b)? = (a+0b)*—4dab
= a*+2ab+b* — 4ab
(a—0b)* = a*—2ab+b?

Logo, ¢ estd bem definida. Dessa forma, vemos que p(E(Q)) C E(Q). Provamos

que ¢ é um homomorfismo de grupos. Temos que

Queremos provar que
p(P+T) = @(P)+¢(T) = ¢(P) +¢(0) = p(P), VP € E.

Para P = O:
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Para P =T

p(T+T) =¢2T) = p(0) = O = o(T).

Lembrando que, como T" = (0,0), entdao 7' ¢ um ponto de ordem dois, pois y = 0.
Agora, vamos assumir que P # {O,T'}. Assim, temos que z # 0. Agora, tomemos

P, =T = e pela formula da soma P+ T = (x9, —y2). Usando as férmulas

=N —a—1z—1
)\:yl—?/_y

T, —x

ygz)\l'Q—{—V
Dai, temos
2(P+T) = N —a—1—x
v\ 2
= () —a—x—0
x
2
= (y> —a—x—0
x
_ b
oz
e

yP+T) = Xe(P+T)+v

Assim, P+ T = (22, —y2) = (x(P+T),y(P+1T)), ou seja, o(P +T) = (T(P +
T),y(P+1T)). Dai, temos que

Z(P+T) =
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e também

y(P+T)x(P+T)>—b
(x(P+T))*

("
2

yP+T) =

Portanto, isso mostra que

p(P+T) = o(P).

Uma observacao importante a se fazer é que, nos calculos acima, sempre assumimos
que b # 0, pois Ay = b*(a* — 4b) # 0. Da defini¢ao do inverso de P, temos:

p(=P) = p(z,—y) = ((Wf , _y(xz_b)> = —p(z,y) = —p(P).

z 2

Agora, queremos provar que
(1) +o(P) =o(PL + P), VP, P € E(Q).
Isso é equivalente a mostrar que
p(P1) + ¢(P2) — (P + P) = O.

Para isso, é suficiente mostrar que dados trés pontos colineares Py, Py, P3 € E(Q)
temos que ¢(Py) + ¢(Ps) + ¢(P;) = 0. A colinearidade de Py, P, P3 é equivalente a
P, + P, + P; = 0. Pelas observagoes anteriores é suficiente considerar P; ¢ {O,T'}
com i = 1,2,3. Se dois ou trés destes pontos coincidem, entao a reta deve ser
apropriadamente tangente a curva. Vamos assumir que os trés pontos sao distintos.
Seja r : y = Ar + v a equagdo da reta que passa pelos trés pontos colineares Py, P,
e P;. Para a reta que intercepta E, tomamos

vA—b v? —av + bA\?

e U=
v v

y=M+7, onde )=

Notemos que v # 0, caso contrario, se v = 0 significaria que a reta r contém T,

e por Bezout P, P, ou Pj3 seriam igual a T, contradizendo a nossa suposicao de
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que Py, Py, P; sao distintos de T'. Seja ¢(P;) = p(zi,v:) = (Z4,7;), ¢ = 1,2,3. Para

mostrar que ¢(FP;) esta na reta r é sufciente mostrar que § = AT + 7.

V)\—byii2+y2—ay)\—l—b/\2

N +7U = 5
v o v
WA =Dy + (v — av A 4 bA?)a?
B va?
vy — by + vl — avdad 4+ DA%}
B va?
_ vANy; - axg) — by} — Naf) + va}
B va?
o vANy? — ax?) — by — Az)b(y; + Axg) + via?
va?

7

Substituindo y? — az? = 2} + bx; e y; — A\x; = v

i =

vA(x3 + b)) — bu(y; + Ax;) + v2a?

2N, +7 = it
v
M=+ b)) = by + Axy) + v
5
o AxP 4 Aoy — by — b + va?
x
_x) — by + vy
x
2w v = by
= 2
yi(af —b)

2
Ty
= yia

parai = 1,2, 3. Portanto, p(P;), ¢(P,) e ¢(P3) sdo colineares. Temos que ¢ : E — E
é continua, portanto, uma vez que ¢ é um homomorfismo para pontos distintos, por

continuidade temos que é um homomorfismo geral. O]

2. Existe um homomorfismo 1 : E — E definido por
e T
y* Y@ —b) B (=N LT
P = T
0, se P e {O,T}

A composicio o p: C — C € a multiplicagio 1) o p(P) = 2P.
Demonstracao. Podemos ver de duas formas diferentes que ¢ é um homomorfismo

bem definido. De forma analoga que fizemos para ¢, mostramos que ¥ é um ho-

momorfismo de grupos bem definido com kery = {O,T}. Vimos acima que, Eé
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isomorfa a E. Do item acima, temos um homomorfismo @ : E — E. Uma vez que
Y : E — E ¢ uma composiciao de % com o isomorfismo E — E, mais uma vez,
vemos que 1 é um homomorfismo de grupos bem definido. No resta verificar que
Yoyp(P)=2P VP € E(Q).Se P € {O, T}, temos que Ypop(P) =1(0) = O = 2P,
lembrando que T tem ordem dois em E(Q). Agora, seja P ¢ {O, T}, isto é, z,y € Q
e x # (0. Assim,

2 2
v y(z® —b)
Ypop(P) = ¢ <x2932>
yA(a? — b2 Y@’ _ b)’ (yi 2 4b>
_ .1]4 X X
- 4 ) 4
y y
A 8

_ (@9 @b ii 2
_ E(ij 2 6 <+ (40 - >>>>>

427 8y3x?

Temos que (P) =T &y =0« 2P = 0. Se 2P = O, entao (o(P)) = ¢(T) =
O = 2P. Vamos assumir que y # 0. Temos que y*> = 23 + az® + bz = y*> =

z(2? + ax +n), logo y* = 2?(2? + ax + n)?. Substiuindo na ultima expressdo, temos

@Dogp(P) — ((1’4;2[3) 7(1’ —b)(l’ (CL’ 4—(;237;;1) +(4b—a)x )>
= (($2_b)2 (22 = b) (2% + ax +n)? + (4b — a?) )
4y? 8y3
— (($2_b)2 (2% = b)((z* + ax + n)* + (4b — a?) )
4y? 7 8y3
( )

B 22 —b)? (2% —b)(z* + 2ax3 + 6bz* + 2abx + b?)
N 42 8y3

Agora, para mostrar a igual, devemos calcularzop € yop.

Top = N —a—2x

(322 + 2ax + b)? 5
= —a—2x
4(23 + az? + bx)

(322 + 2ax + b)? — 4(x® + az? + bx)(2z + a)

4y?
9zt + 12a2® + (4a® + 6b)a? + dabx + b* — 8% — 12ax® — (4a® + 8b)a® — dabx
= e
zt — 202% + 1? (22 — b)?
—= = :UQP = - 7

492 492
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E agora yop

Yop = —AIap —V

= —Azop — (y — A\x)

_ _<d§»<@1;w2_x>+y>

32% 4 2ax + bxt — 2b2? + b? — 4x(2® + ax? + bx)

- 2y 4yy? Y
 (32% 4 2ax + b) (2" — 2b2% 4 b* — dw(2® + ax® 4 bx)) + 8(a® 4 ax® + bx)?
- _ "
_ @)@ = b)* — daf(x)) + 8(f(x))?
8y?3
_ (@)@ = b)? —Af (o) (af (x) — 2f(x))
8y3
&) (2® = b)* — 4f(x)(32® 4 2a2® + bx — 22° — 2ax® — 2bx)
- _ 5
P — B)(a® — b) + 4 (x)
- daf(x)
(@ = b)(=32" — 202 4 2ba® + 2abx + b® + 42 + dax® + 4bx?)
— 5
(22 = b)(x* + 2az® + 6bx® + 2abz + b?)
Yop = 8y
Portanto, ¢ o p(P) = 2P. Analogamente, temos que ¢ o 1)(P) = 2P. O

Podemos argumentar que sendo ¢ um homomorfismo, temos
p(2P) = p(P + P) = ¢(P) + ¢(P) = 2¢(P).

Ou seja, provamos que ¢ o p(P) = 2P, sendo ¥ (p(P)) = 2(¢(P)). Agora, ¢ : E — E é
uma funcdo de pontos complexos, entdo para qualquer P € E, nés podemos achar P € E
com ¢p(P) = P. Portanto ¢ o (P) = 2P.

Lembremos que provamos que ¢ o ¢o(P) = 2P para pontos com x,y # 0, pois as
férmulas acima nao sao validas se x ou y é zero. Nos casos em que P é um ponto de ordem
dois, temos que 1 o p(P) = O. Ou seja, se P = (x,0) = ¢(P) =T, logo v o p(P) = O.
Sex=0= P =T, eentao p(T) = 0.

Sejam as curvas
E:y*=2+ax>+bx e E:y*=2°+a2°+ b,

onde

e temos os homomorfismos
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Propriedade 2. Seja p(E(Q)) o subgrupo de E(Q), tal que P € E(Q) ¢é ¢(P), com
P e E(Q). Temos:

1. O € p(E(Q))

Demonstragio. Temos que O € p(E(Q)), uma vez que nosso homomorfismo define
que p(0) = 0. O

2. T =1(0,0) € p(E(Q)) se, e somente se b= a? —4b é um quadrado perfeito

Demonstragao. Ja vimos que

p(T) = <y2 M) :

x?’ x?

Sabemos que (z,y) # 0, uma vez que (0,0) — O. Entao ¢(T) = (0,0) & x #

0 e y = 0. Sobre a condicao de que y = 0, temos
0 =2°+ az® + bx = (2 + azx +b).

Precisamos que isso seja racional e nao nula, por isso precisamos x? + ax + b tenha
uma raiz racional. Note que x é racional se, e somente se a? — 4b é um quadrado
perfeito. Portanto T € ¢(E(Q)) se, e somente se a®* — 4b = b é um quadrado
perfeito. O

3. Seja P = (7,7) € E(Q) com T # 0. Entdo, P € p(E(Q)) se, e somente se T € o

quadrado de uwm numero racional.

Demonstracio. Se (Z,7) € E(Q), com T # 0, entdo da defini¢do de ¢ segue que

Pepm@)=7=2=(Y)

Entdo T é o quadrado de um ntimero racional. Reciprocamente, suponha que 7 = w?,

com w € Q. O homomorfismo ¢ tem dois elementos em seu niucleo, sao eles O e
T. Assim, se (7,7) € p(F(Q)) existirdao dois pontos de E(Q) que sao enviados em
(7,7). Sejam eles

<w2—a+), Y1 = W
<w2 —a—+ ) , Y2 = —TaW.
w

r1 =

<Q g |

To =

N = DN =
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/‘\

Afirmamos que P; = (x;,y;) € E e o(P;) = (Z,7), para i = 1,2. Assim,

1 _ _
1Ty = (w —a—l—y> (wz—a—y>
w/ 2 w

_ 1 7
4 w a w?
1 2 Yy
o)
B 1 T — 207 +ax—
!
1 T3 — 2aT% + a°T — T° + 24T — o’T + 4bT
4 T
B 1 [4bz
o4\ T
= b
Temos que
y; b
B:(xl,yl)eE < ;1221314‘(14‘;
< wz—xz+a+x1w2
X
e w2:x1+x2+a

Resta verificar que ¢(P;) = (7,7). Pra isso, devemos mostrar que

Da segunda igualdade usaremos o fato de que b = xx5. Logo,

y1(z? —b) ryw(r? — rwe)  23w(ry — T9)

x3 - x3 - x3 = (@ =)
2_y _ 2 _ 2 _
y2($22 ) _ $2w(1’22 T173) _ l‘aw(l’; 1) = w(z) — 22).
L3 L3 L2
E assim,
(22 —b
yl(x;2 ) = w(x — x9)

7

B ly 1y>
N w<2w+2w

- ()

Portanto, temos que p((z;,y;)) = (T,7). .
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Isto é uma aplicacao dois a um, que resulta do fato que pontos racionais sobre uma
curva eliptica pode ser refletida sobre o eixo x. Queremos criar um homomorfismo um a

um a partir da aplicagao dois a um.

Proposicao 4.3.3. Seja Q* o grupo multiplicativo de nimeros racionais nao nulos, e seja

Q*? = {u? | u € Q*}, o subgrupo dos quadrados dos elementos de Q*. Definimos

@*

a: EQ)— o7
tal que
1 (mod Q**), seP =0
a(P)=4b (mod Q*?), seP=T
z (mod Q*?), se P = (z,y) com x # 0,
Entao

1. a € um homomorfismo.

Demonstracdo. Primeiramente, vemos que « esta bem definida, isto porque b # 0,
logo Ay = b*(a? —4b) #0,e z #0se P = (z,y) # O,T. Temos, da definigao de
edexp=u_p, VP € E(Q), que o(P) = a(—P). Assim,

a(—P)=a((z,~y)) =2 = a(P)a(-P) =2>=1 (mod Q*?)

a(T)a(~T)=b*=1 (mod Q*?).

Seja Pi, Py, Py # O,T. Entao

Oé(P1>Oé(P2) :OZ(P1—|—P2) ~ OJ(P1>04(P2)OZ(P1+P2)_1 =1
o a(P)a(Py)a(—(PL+ Py) = 1
<~ Oé(Pl)Ol(Pg)Oé(Pg) =1 onde Ps=—-P + B.

Para « ser um homomorfismo ¢ suficiente provar que se P;, P, P; sao pontos coline-
ares em E(Q), entao a(P))a(P)a(Ps;) =1 (mod Q*?). Se Py, Py, P3 # O, T, entao
seja y = Ar + v a equacgao da reta que passa por esses trés pontos. A condigao de
que Py, Py, Py # O, T implica que v # 0. Seja x(Py) = z1,2(P2) = z9,x(P3) = z3 as

raizes da equacao

2 =23+ az? + bx
Y = 2° + (a — \)2? + (b—2\)z — 2 = 0.
y=Ar+v
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3

Isto é, para a curva y? = 2° = ax® + bz temos

T+ 2Tg+2x3 = )\2 —Qa
T1To + ToXsy + T1X3 = b— 2\
_ 2
123 = V.

Dai, temos que
117973 = V° = a(P)a(P)a(Ps) = rimpw3 = 2 =1 (mod Q).

Se um dos Py, P, ou P3 é O, entao sem perda de generalidade podemos assumir que

P; =0 e que P, = —P;. Assim,
a(P)a(Py)a(P3) = a(P)a(—P)a(0) = a(P)a(P)1=a(P)* =22 =1 (mod Q).

Para P; =T, e simirlamente para P, e P, = —P;, a equagao da reta que passa por

P, P, eT éy= Ax. Entdo x1,25 e (T) = 0 sdo as raizes da equagao

2= 4 ax? + bx )
Y = 2%+ (a — N\?)2* + bz = 0.
Y= \r

Assim,
1179 = b= a(P)a(P)a(Ps) = z125b=b-b=b*=1 (mod Q*?).
Os casos onde P, P, P3 =0 e P, =T,P, =T, P; = O sao triviais. Portanto, a é

um homomorfismo. O

2. kerao = Im 1.

Demonstra¢ao. Temos que a ¥(E(Q)) consiste dos quadrados. Uma vez que o pega

os pontos em F(Q) e leva em %, podemos ver que ¥(FE(Q)) é o nicleo de a.

Tomando F(Q) médulo o nicleo, ¥(E(Q)), fazemos a aplicagao injetiva.

E *
@
v(EQ) Q
O
3. Sejam py,pa, ..., ps primos distintos que dividem b. Entdo a imagem de o estd con-

tida no subgrupo de & que consiste dos elementos

{+p5p2 - pst | cada ¢ =0 oue; = 1}
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Demonstragio. Se P = (z,y) € E(Q), P # O,T. Sabemos que existem m,n,{ € 7Z,
com ¢ # 0, mdc(m, ) = mdc(n,l) = 1 tal que z = % e y = 5. Dai, teremos que

m # 0, caso contrario P = T'. Substituindo na equacao de E, temos

v = 2° 4 ax? + b
2 m?> m? m
n? = m?®+ am?0® + bmt*

n* = m(m?®+aml® + bl*)

Seja d = mdc(m, m?*+aml*+0b¢*). Uma vez que d | m, ele também deve dividir b*, j&
que todo outro termo em m? +amf?+ b¢* contém m nele. Mas como mdc(m, () = 1,
d | b. Podemos escrever d como um produto destes fatores primos, e estes fatores
devem dividir m, b ou ambos. Afirmamos que todo primo que divide m é ainda uma
poténcia, exceto, possivelmente, os primos que dividem b. Suponha que p; é um
fator primo de d que nao divide b. Entao p; 1 m? + amf? + b* e deve dividir m.
Uma vez que m(m? + amf? + bl*) é um quadrado, p; deve ser a mesma poténcia.

Agora, podemos escrever
2 €1

m = +q¢pi'ps - - - i,

onde g € Q,ecadae; =0o0ue¢ =1, e pg,...,p sao primos distintos que dividem
b. Lembremos que « pega um ponto P sobre nossa curva e aplica na coordenada x

modulo um quadrado. Assim, podemos escrever

m *
a(P) =z =7 =+pi'py - pf  (mod Q).

4. (BQ) : 9(EQ)) <2

Demonstragio. Temos que o subgrupo acima tem exatamente 2! elementos. Sabe-
mos que « ¢ injetiva e a imagem de wé«%) esta contido no conjunto deste subgrupo.

Portanto, o indice de ¥(E(Q)) é no méximo 2!, E, portanto,

(E(Q) : ¥(E(Q))) < 2.

]

Lema 4.3.1. Sejam A e B dois grupos abelianos. Seja ¢ : A — B e : B — A dois

homomorfismos de grupos tais que

1. pop=2a,Vae Aeporhp=2b,Vbe B.

2. (B:p(A)) <0 e(A:¢(B)) < oo.
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Entao (A :2A) < co. Mais precisamente
(A:24) < (A:(B))(B: ¢(A)).

Demonstrag¢io. Como o homomorfismo o : A — 2A nao é necessariamente sobrejetivo

temos que
(A:24) < (A:pop(A)) = (A:9(B)(¥(B) : ¢ o p(A)).

A imagem de p(A) através da projegao candnica é dada por

v(B)
B B
— VB — o p(A)
Portanto, existe um homomorfismo sobrejetivo

p(A) Yo p(A)

Portanto

Finalmente e ap6s todos os lemas, proposicoes e teoremas obtemos:

Teorema de Mordell-Weil. Seja E uma curva eliptica lisa definida sobre Z. Se E
admite um ponto racional de ordem dois, entdo o grupo dos pontos racionais E(Q) € um

grupo abeliano finitamente gerado.

A vantagem de se ter um grupo abeliano finitamente gerado é que existe uma lista
de pontos racionais da curva, ou equivalentemente, de solu¢oes da equagdo em nimeros
racionas, tais que todos os outros pontos racionais, ou outras solugoes, sao obtidos a partir
desses usando a operacao de somar pontos. Como a operacao é relativamente simples, uma

lista deste tipo seria uma solugao completa do problema de achar pontos racionais.

Vale ressaltar que aplicando métodos da Cohomologia Galoisiana e o Teorema da
Descida obtem-se a prova do Teorema de Mordell-Weil para curvas elipticas, que nos diz
a condigdo imposta no Teorema de Mordell para F(Q) satisfazer as hipiteses do Teorema
da Descida pode ser retirada, provando que F(Q) é finitamente gerado sob quaisquer
condi¢oes. Porém, a parte crucial do Teorema de Mordell-Weil é o Teorema de Mordell

aqui apresentado.
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