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REsSUMO

Nesse trabalho expomos a solugao completa do Problema de Yamabe: “Dada uma variedade
Riemanniana compacta conexa (M, g) de dimensdo n > 3, encontrar uma meétrica conforme
a g com curvatura escalar constante”. Inicialmente, Yamabe transforma esse problema para
um problema de operadores elipticos. Juntamente com os trabalhos de Trundiger e Aubin,
mostraremos que para uma certa classe de variedades sempre existe solu¢ao. Veremos também
com resultados devido a Aubin, simplificados pelo uso de coordenadas normais conformes,
que boa parte das variedades pertencem a essa classe. Um caso importante € a solugao sobre a
esfera, na qual usamos principalmente o Teorema de Yamabe e o Teorema de Obata. Por fim,
expomos como Schoen usa o Teorema de Massa Positiva para completar os resultados obtidos

por Aubin e concluir que o problema sempre tem a solugao.

Palavras-chave: Problema de Yamabe. Geometria Conforme. Teoria de Operadores Elipticos.

Coordenadas Normais Conformes. Teorema de Massa Positiva.



ABSTRACT

In this work we expose the complete solution of the Yamabe Problem: “Given a compact con-
nected Riemannian manifold (), g) of dimension n > 3, find a metric conformal to g with
constant scalar curvature”. Initially, Yamabe transforms this problem to a problem of elliptic
operators. Together with the works of Trundiger and Aubin, we show that for a certain class
of manifolds there is always solution. We will also see with results due to Aubin, simplified by
the use of conformal normal coordinates, that many of the manifolds belong to this class. An
important case is the solution on the sphere, in which we mainly use Yamabe’s Theorem and
Obata’s Theorem. Finally, we show explain how Schoen uses the Positive Mass Theorem to

complete the results obtained by Aubin and conclude that the problem always has a solution.

Keywords: Yamabe Problem. Conformal Geometry. Theory of Elliptic Operators. Conformal

Normal Coordinates. Positive Mass Theorem.
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INTRODUCAO

Em 1960, no artigo [31]], Hidehiko Yamabe propds o seguinte problema:

Problema de Yamabe: Dada uma variedade Riemanniana compacta conexa (M, g) de

dimensao n > 3, encontre uma meétrica conforme a g com curvatura escalar constante.

O proprio Yamabe tentou resolver seu problema usando técnicas do calculo variacional e
equagoes parciais elipticas. Infelizmente sua demonstracao continha um erro descoberto por
Neil Sidney Trudinger e publicado em 1968. Trudinger conseguiu adaptar a demonstracao feita
por Yamabe, mas com o acréscimo de mais hipotese sobre M. Ele introduziu o chamado Invari-
ante de Yamabe da variedade M, denotado por A\(M). Veremos no Capitulo 3 que a constante
A(M) depende apenas da classe conforme da variedade e da classe conforme das meétricas.
Trudinger verificou que a ideia de Yamabe estava correta, desde que A(M) < 0. Também ele
verifica que existe uma constante positiva a( M) tal que se A\(M) < a(M), entdo a conclusao

de Yamabe é valida e o problema tem solugao.

Em 1976, Thierry Aubin mostrou que a(M) = A\(S™), onde S™ C R"*! denota a esfera

n-dimensional com a meétrica canonica induzida da metrica Euclidiana.
Assim, com os resultados desses trés matematicos foi estabelecido o seguinte teorema:

Teorema: (Yamabe, Trudinger, Aubin) O problema de Yamabe pode ser resolvido desde
que A(M) < A(S™).

Com o teorema acima em mente, podemos pensar em procurar quais variedades satisfazem
AMM) < A(S™), se elas possuem algo em comum, ou mais profundo: sera que para toda
variedades M, nas hipoteses do problema, satisfaz \(M) < A(S™)7 A resposta afirmativa a
essa pergunta resolveria completamente o problema de acordo com o teorema acima. Por sorte,

veremos ao longo desse trabalho que de fato vale a desigualdade estrita.

A motivagao para essa pergunta também vem do fato de que Aubin no mesmo artigo que

complementou o teorema acima, ele verifica dois resultados importantes:

Teorema: (Aubin) Seja M nas hipoteses acima.

(a) Vale A(M) < A\(S™) para toda M.

(b) Se M tem dimensdo n > 6 e nao € localmente conformemente plana, entdo A\(M) <

A(S™)

Assim, Aubin obtém uma solugdo parcial e reforca a ideia de que a conjectura \(M) <



A(S™) seja verdade.

Concomitantemente, Morio Obata [21]] em 1971 estabelece um resultado importante que
culminaria na solu¢ao completa na esfera S™ através de varios métodos utilizados e varias
contribui¢coes. Mais ainda, como consequéncia do Teorema de Obata temos que existem in-
finitas solucoes na esfera. Uma outra consequéncia disso € que isso € um exemplo da nao-

unicidade do problema.

Em 1984, Richard Schoen [23] consegue dar uma respota afimativa a nossa pergunta, ve-

rificando para os casos restantes:

Teorema: (Schoen) Seja M nas hipoteses acima, se M tem dimensao 3, 4, ou 5, ou M ¢
localmente conformemente plana, entao A(M) < A(S™), a menos que M seja conforme a S”

(S™ com a métrica candnica).

O trabalho de Schoen consistiu em notar que a fungao de Green do Laplaciano Conforme
tem a expansido em coordenadas normais conformes dada por G = r*" + A + O"(r), para
n = 3,4, ou 5, ou M localmente conformemente plana. Usando essa fungao de Green, ele
observa que a projecao estereografica definida gera uma variedade assintoticamente plana e
para resolver o problema no caso em que )/ nao é conforme a esfera, bastava que a constante
A fosse positiva. Ele assim o fez para esses casos. Notando que existia uma relagao direta entre
essa constante e o Teorema de Massa Positiva, o qual é provado para dimensoes 3 < n < 7em
alguns artigos de Scheon e S. T. Yau. Mas como veremos, a aplicacao desse teorema na solugao

do problema de Yamabe é estritamente limitada aos casos nao provados por Aubin.
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1 PRELIMINARES

1.1 Geometria Riemanniana

Variedade e Campos Diferenciaveis

Uma variedade M" de dimensao n € uma espago topologico de Hausdorff tal que cada
ponto de M"™ tem uma vizinhanca homeomorfa a R". Dizemos que M" é uma variedade dife-
renciavel de classe C™ se € uma variedade com uma classe equivalente de atlas de classe C™°.
Dados um ponto p € M e (€2, ®) uma carta local, as coordenadas de p € (), relativas a ¢, sdo

as coordenadas de ®(p) € R". Para nos, diferenciavel significara de classe C'™.

Definicao 1.1. Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis. Uma aplicagao f : M; — M, é
diferenciavel emp € Q. C M, se U o f o &' é diferenciavel em ®(p), onde (2, ) é uma carta

local em torno de p e (€2, ¥) é uma carta local em torno de ®(p).

Definicao 1.2. Dada M uma variedade diferenciavel, uma curva diferenciavel em M é uma
aplicacao diferenciavel a : (—e,¢) — M. Se a(0) = p € M, o vetor tangente a curva o em

t =0 é afuncao o/(0) : C*°(M) — R dada por

(ﬂmf:%%%ﬁ . fec™(M).

t=0

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o : (—¢,6) — M

com «(0) = p.

O espaco tangente T,M em p € M" é o conjunto de todos os vetores tangentes em p. Ele

tem uma natural estrutura de espago vetorial. Em uma carta local (€2, ®) em torno de p, os

vetores (i) , definidos por
dz* ),

@0 =(5) 0=|"5,

. J\ .
formam uma base para 7),M, chamada de base associada a carta. Note que (—) € o vetor
p

Oxt
tangente em p a curva ®'oa’, onde o'(t), = (', -+ 2"+, -+ ,2") e B(p) = (2, -+, 2").
De fato,
d(fod toat)

(@10 0y (0),f = S22

oxt

:{&fo®*q |
®(p)

t=0
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9 0

Também em somas com indices repetidos, as vezes omitimos o simbolo de soma e fica implicito

Observacio 1.1. Usaremos também as notagoes = 0; = 0", quando conveniente.

que estamos somando nos indices repetidos (notacao de Einstein). o
Definicio 1.3. Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis e seja f : M; — M, uma
aplicacao diferenciavel. Definimos a diferencial de f em p como sendo a aplicagao linear
df, : T,My — Ty My, dada por df,(v) = B'(0), onde v € T,M e o : (—¢,6) — M

¢ uma curva diferenciavel tal que «(0) = p, &/(0) =ve = foa.

Definicao 1.4. Definimos o espaco tangente como sendo T'M = UpE v IpM. Ele tem uma
natural estrutura de fibrado vetorial. Se 7y M denota o espaco dual de T}, M, o espago cotangente

é dado por "M = J,cy, T, M. No caso dos (]l“) -tensores (k-covariante, [-contravariante

k !
tensor), definimos o fibrado T/“M = Up6 v @M ® T;M )

Definicio 1.5. Um campo diferenciavel de vetores € uma secao de 7M. Uma secao de um
fibrado vetorial (£, 7, M) € uma aplicacao diferenciavel £ : M — FE| tal que mo{ = Idy;. No
casoem que I = T'M, 7 ¢ aaplicacao sobrejetiva de £ sobre M definida por 7,M > X — p.

Assim, um campo diferenciavel de vetores sobre M é uma correspondéncia:

peM — X(p) € T,M.

Em coordenadas locais:

onde cada a; € uma fungao diferenciavel.

Por definicao:

(X)) = Y aulp) S (0) = (X, grad).

i

O espaco de todos os campos diferenciaveis de vetores sobre M sera denotado por T(M ).

E denotaremos por I'(F) o espaco de todas as se¢des de E.

Para (];) -tensores um campo diferenciavel é uma secao de 7}*(M) e o espaco de todos os

campos de (’;) -tensores sobre M é denotado por TF¥(M).

Definicdo 1.6. Dado o fibrado A*M = Upenr A¥(T,M) dos k-tensores alternados sobre M.

Definimos uma k-forma diferencial w como sendo uma seciao de A¥M/. Em uma carta local,

_ o J1 J2 A L. Jk
W= E ..., A’ Ndx? Ao N dak,
J1<j2<-<Jjk
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e a diferenciacao exterior de dw é dada por

dw = Z daj,..j, N dx™ A -+ A dx?,
J1<g2<+<Jk
Definicao 1.7. Definimos o colchete [ X, Y| de dois campos diferenciaveis X e Y como sendo

o campo diferenciavel

(X, Y](f) = X(Y ) = Y(X[).

Métrica e Elemento de Volume

Defini¢ao 1.8. Uma variedade Riemanniana é um par (M™, g), onde M™ é uma variedade
diferenciavel (C*°) e g € uma meétrica Riemanniana. Uma meétrica Riemanniana g (denotada
por (, )) em uma variedade diferenciavel M é um campo tensorial 2-covariante (isto €, uma
secao de T*M ® T*M), tal que em cada ponto P € M, g, ¢ uma forma bilinear positiva
definida:

gp(va):gP<Y7X) € gp(X7X)>07 SeX%Oa VX,YETPM-

Assim, g determina um produto interno (, ) sobre cada 7, M que varia diferenciavelmente
no seguinte sentido: se ® : 2 C M — R" & uma carta local em torno de p € M, entao para

todo ¢ € €2, com ®(q) = (x1,- -+, z,), a aplicagdo

(0. 00), = (@) 55 @) =gl o)

é diferenciavel em ®(£2).

Dada uma carta local em M", temos que {J',--- 0"} é uma base local de TM e de-
notamos por {dz',---  dz"} a base dual local de T*M correspondente. A métrica pode ser
expressa como

g = gida’ @ da’,

onde g;; = (0", 9’) sao as componentes da métrica e estamos usando a notagao de somatorio

de Einstein na igualdade acima.

Proposicao 1.1. Toda variedade diferenciavel de Hausdorff e com base enumeravel possui

uma meétrica Riemanniana. (Ver DO CARMO [9]], p. 43.)

Defini¢do 1.9. Dadas M", N"** duas variedades diferenciaveis, dizemos que M" é imersa
em N se existe uma imersdo ¢ : M"™ — N"* isto é, ¢ é diferenciavel e d¢, : T,M —

Ty M e injetiva para todo p € M. Se N possui uma métrica Riemanniana g, ¢ induz uma
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meétrica Riemanniana g em M dada por

9(X,Y), = g(dop X, dopY ) gy, X, Y € T, M.

E simples verificar que g define uma métrica Riemanniana em M. Essa métrica é chamada

de meétrica induzida por ¢.

Observacao 1.2. Dadas M uma variedade diferenciavel, (N, g) uma variedade Riemanniana
e um difeomorfismo ¢ : M — N, a métrica induzida é chamada de métrica pull-back sobre
M induzida por g, representada por ¢*g. Por defini¢ao de meétrica induzida: para todo p € M
etodo X,Y € T,M,

9(X,Y)p = gdp(X), dpp(Y))sr) = (¢79)p(X, Y).
O

Observacio 1.3. Se ¢y : N"** — M™ é uma funcao diferenciavel e p € M é um valor
regular de ¢, isto é, dip, : T,N — Ty, N é sobrejetiva para todo ¢ € 1~ *(p). Nesse caso
sabemos que 1) "' (p) C N sera uma subvariedade de N de dimensao n. Logo podemos dar-lhe

a meétrica induzida pela inclusao.

n+1
Em particular, se ¢ : R"™' — R é dada por (21, - ,Z,11) = D, 27 — 1, temos que

i=1
0 é valor regular de ¢ (ver DO CARMO [8]], p. 61). Também ¢)~!(0) = S™ é a esfera unitaria
do R™"!. A métrica induzida em S™ pela métrica Euclidiana de R"™! é chamada de métrica

candnica de S™ e vamos denota-la por g.

O

Definicao 1.10. Duas métricas g;, g sobre uma variedade M sao ditas conformes uma em
relacdo a outra, se existe uma funcéo estritamente positiva § € C*°(M) tal que g = §F¢1.
Duas variedades Riemannianas (M, g) e (M, g) sdo ditas conformemente equivalentes se existe
um difeomorfismo ¢ : M — M tal que ¢*g é conforme g. Nesse caso, dizemos que ¢ € um
difeomorfismo conforme. Quando ¢*g = g, dizemos que (M, g) e (M, g) sao isométricas e @ é

uma isometria.

Definicao 1.11. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana orientada e A um atlas com-
pativel com a orientacao. Em um sistema de coordenadas {z'} correspondente a (2, ®) € A,

definimos a forma de volume como sendo a n-forma difereciavel dV,, dada por

dV, = /Ig| dz' A+ A da",

onde |g| é o determinante da matriz (g;;). As vezes por simplicidade denotaremos dz = dz' A

-+ - Adz™. De modo geral, quando tiramos a hipotese de orientabilidade, definimos a densidade
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Riemanniana como

dVy = /9| |dz].

No caso em que M é compacta, o volume de M é dado por

’UOlg(M>:/ dvj.
M

E bem conhecido da geometria Riemanniana que dV' independe das coordenadas escolhi-
das. No caso da esfera unitaria (n — 1)-dimensional sobre R" com a métrica g induzida da
métrica euclidiana de R”, denotamos dV5 por dw e denotamos por dw, = r" 'dw a forma de

volume sobre a esfera de raio r.

Observacio 1.4. Lembremos que dada M ™ uma variedade orientada, nos definimos a integral
de w, uma n-forma diferenciavel com suporte compacto, como segue: Sejam (2, P, )qcs um
atlas compativel com a orientagdo escolhida e {¢, }ncs uma parti¢ao da unidade subordinada

a cobertura {{, }oc.. Seja w dada sobre Q,, igual f,(z)dx' A --- A dz". Por defini¢ao

/M_Z/ (Gafo) 0o I drt A -+ A da".

a€eJ

Assim, se (M", g) é compacta, temos

voly( Z/ |9a|) o®d tdxt A Ada",
(]

aeJ O’(Qa)

onde |g,| € o determinante da matriz (g;;) em cada ponto da carta local (€2, ¢, ).

O

Definicao 1.12. Nas hipoteses e notacoes da observacao anterior e supondo (M", g) uma
variedade Riemanniana orientada. Dizemos que uma funcao f : M — R é integravel se cada

fod t: ® 1(Q,) — R for integravel a Riemann e definimos a integral de f sobre ), por

| twav,= [ ()il o wtdet - da
Qa B0 (Q0)

Sedo M é compacta, podemos tomar uma particio da unidade {¢,} finita, isto &, J =

{1,---,r}. Dizemos que f ¢é integravel sobre M se ¢, f é integravel sobre €2, para cada «. Por

| 1wav, - Z / (6af)(P)AV,

— Z/ )\/W] o® tdx' .- da".

definicao
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Distancia Riemanniana, Distancia Geodésica e Coordenadas Normais

Seja v : [a,b] — M uma curva diferenciavel por partes, isto &, existe uma subdivisao
finita a = ayp < a3 < --- < a = b tal que que 7y é diferenciavel quando restrita a cada

subintervalo [a;_1, a;]. Sendo M uma variedade Riemanniana, definimos o comprimento de

o [dy dy
ai—1,a:]) — — ) dt
[ 1—1, z}) /ai_l <dt dt>

E o comprimento L(7) da curva é dado como a soma de todos os segmentos y

um segmento v|[a;_, a;] POT

Ly

[@i—1,a:]"

Defini¢ao 1.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Para quaisquer dois pontos
P, € M, definimos a distancia Riemanniana dy(P, Q) = d(P, () como sendo o infimo dos

comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por partes ligando P a ().

E facil verificar que d,(P, Q) define uma métrica e que a topologia induzida coincide com

a topologia inicial da variedade.

Definicao 1.14. Dado P € M, uma vizinhanca normal de P é uma vizinhaca €) de P tal que

existe uma vizinhanga V' da origem de Tr M que é difeomorfa a (2 pela aplicacao exponencial.

Se ¢ > 0 é tal que expp é um difeomorfismo sobre a bola B.(0) C TpM, entdo o conjunto

imagem expp(B.(0)) é chamado uma bola geodésica em M.

Dada uma base ortonormal {Z;} para T»M obtemos um isomorfismo Z : R — TpM,
dado por Z(x', -+ ,2") = x'Z;. Se Q) é uma vizinhaga normal de P, podemos compor esse

isomorfismo com a aplicagao exponencial, obtendo um carta

®:Z 'oexpp' : U — R

Tais coordenadas sao chamadas de coordenadas normais centradas em P. Em qualquer sis-
tema de coordenadas normais centrado em P «+— (0,--- ,0), definimos a funcéo distancia

radial » de um ponto () a P por

onde (z',--- ,x™) sdo as coordenadas do ponto Q.

O campo vetorial radial unitario 0/0r é definido por

o a0

or  r oxi
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A seguir listamos algumas propriedades que ilustram o quao importante é um sistema de

coordenadas normais. Esses resultados podem ser encontrados em LEE [16]].

Propriedades das Coordenadas Normais:

Seja {€, (z*)} um sistema de coordenadas normais centrado em P.

(a) As componentes da métrica em P sao g;; = ;.
(b) As derivadas de ordem um de g;; e os simbolos de Christofell se anulam em P.

(c) Seja B.(0) uma bola geodésica centrada em P e contida em €2, nesse sistema de coorde-

nadas tem-se que grad r = % sobre 2\ {P}.

(d) No interior de quaquer bola geodésica centrada em P, a fun¢ao distancia radial de um

ponto Q) a P é igual a distancia Riemanniana de P a Q).

Sempre que fizermos referéncia a um sistema de coordenadas normais centrado em P,

estaremos supondo que a vizinhanga é uma bola geodésica.

Conexoes Lineares
Definicao 1.15. Uma conexao linear V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao
V:T(M)xT(M) — T(M),

denotada por (X,Y) Vv xY e satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Vixiagx,Y = fVx,Y +¢Vy,Y, para f,g e C®(M).
i) Vx(aY; +bY3) =aVxY; +bVxYs, a,beR.

i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, parafeC®M).

E importante notar que a nogao de conexao linear € uma nocao local e cada variedade
admite uma conexao linear (ver LEE [16]], p. 50-53). Dizemos que V xY é a derivada covariante

de Y na direcao de X.

Escolhendo uma carta local em torno de p e sejam X, Y € T(M) dois campos dados nessa

X:Zaﬁi, Y:ijaj
i J

carta local por
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Temos
ViY = Y abiVed;i+ Y aidi(b)d; =Y (Z a;b; T, + X(bk)> O,  (1.1)
ij ij k ij
onde as funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel da conexao V com respeito a base

associada {0'}, definidas por V,0; = > I'};0%.
k

Derivada Covariante de Campos de Tensores

Em LEE [[16], p. 54, temos que se V é uma conexao linear sobre M e F' € TF(M), entao a
aplicacio VF : T(M) x -+ x T(M) x THM) x - -+ x TY (M) — C>*(M), dada por

VF<Y17"',Yk,W1,"',WZ,X) = VXF(Yl,"‘,Yk;,(Ul,"',WZ)
= X<F(}/17 7Yk7w17"' 7wl))

_ZF(Yl"” VY, Y w, -, w)

_ZF(YD 7quw17"' 7vaj7"' ,(.Ul),

j=1
€ um campo de (k;rl)-tensores. Onde T (M) é o conjunto das 1-formas.

Definicao 1.16. O campo de vetores V F' é chamado de derivada covariante (total) de F.

Em particular, se f € C*(M) temos Vf € T'Y(M) e V2f = VVf € T*(M). VVf é

chamado de a Hessiana covariante de f. De modo geral usaremos a seguinte notagao:
val T vamf = Voq---amf € sz = az(f) = fz

Derivada Covariante em End(E)

Sejam (E1, w1, M) e (E2, my, M) dois fibrados vetorias. Um homomorfismo h : E — F'é
uma aplicagao diferenciavel linear em cada ponto. A uniao de todos os espagos de homomor-
fismos dessa forma sera denotado por Hom/(F1, E5) e tem uma estrutura natural de fibrado ve-
torial. Uma se¢do de Hom(FE, E3) € um homomorfismo de F; em Es. Quando Fy = Fy = E,
dizemos que o homomorfismo é um endomorfismo e denotamos Hom(E, E) = End(FE). Se
V é uma conexao linear em E. Podemos definir uma derivada covariante ¥ em End(F) como
segue:

(VxL)(s) := VxL(s) — L(Vxs),

onde L € T'(End(E)), s € ['(E) e X € T(M). Por simplicidade escrevemos V = V.
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Conexao Riemanniana

Defini¢ao 1.17. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma conexao linear V é dita com-

pativel com a métrica g se satisfaz a seguinte regra do produto para todo X,Y,Z € T(M) :
Assim, V é compativel com g se, e somente se Vg = 0.

A conexao V é dita simeétrica se

ViY — Vy X = [X,Y].

O tensor torsao de uma conexao € a aplicacao 7 : T(M) x T(M) — T(M) definida por

T(X,Y) = ny - VyX - [X,Y]

Segue que a conexao é simétrica quando seu tensor torsao for identicamente nulo.

Teorema 1.1. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma Unica conexao

afim V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Em LEE [16], pp. 68-70, encontramos a demonstragao desse teorema e uma formula que

determina unicamente V a partir da métrica g :
1
(Z,VyX) = §{X<Y’ H)+Y{(Z X)—-Z(X,Y)

(X, Z1,Y) = (Y, 2], X) = (X, Y], 2)}.

A conexao dada pelo teorema anterior € chamada de conexao Riemanniana (ou Levi-Civita).

Em coordenadas locais, temos

1
Z L} = <3k, ZFZ31> = (Ok, V,0;) = 5 {0i(gjr) + 0;(gri) — Ok(gij)}
. z

T = 5 3 {0 + Dilow) — Oulgin)} o™ (12)
k

Curvaturas

Definicao 1.18. A curvatura R de uma variedade Riemanniana )M é uma correspondéncia que

associa a cada par X,Y € T(M) uma aplicacio R : T(M) x T(M) x T(M) — T(M) dada
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por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 7,

para cada Z € T(M) e V é a conexao Riemanniana de M.

Obviamente, R € um campo de ( ) -tensores. Em um sistema de coordenadas locais, temos

R(D;,0;)0% = ZR,W

onde R

rij Sa0 as componentes da curvatura R.

Definicao 1.19. Definimos o tensor curvatura como sendo o tensor 4-covariante definido pela
relacao R(X,Y,Z, W) = (X, R(Z,W)Y). Em componentes,

Riij := R(0, Ok, 0;,0;) = (O, R(0;,0;)0k) = ZRkwglrru

dai,

k@] Z lel_]g

As expressoes acima afirmam que de fato R(X,Y)Z calculado no ponto p depende unica-

mente dos valores de X, Y, Z em p e dos valores das funcoes Réjk em p.

Proposicao 1.2. (Propriedades do Tensor Curvatura):
1) Riju = —Rjin.
2) Riju = —Rijik.
3) Rijik = Rikij-
4) Rijm + Riij + Riji = 0. (Primeira Identidade de Bianchi)

5) Rijiim + Rijim + Rijmig = 0. (Segunda Identidade de Bianchi)
Demonstragao. Ver LEE [16], p. 121-124. [

Assim, temos que R(X,Y, Z, W) = (R(X, Y)W, Z).

Definicao 1.20. Seja 0 C 7, M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente 7,,M defi-

nido pelos vetores X e Y, os quais sao escolhidos ortonormais. Definimos
K(o) =R(X,)Y, X,Y)=(R(X, Y)Y, X)

como sendo a curvatura seccional de o em p.
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Quando K é constante, dizemos que M tem curvatura constante.

Definic¢ao 1.21. Definimos o tensor de Ricci como sendo a aplicacao bilinear Ric : T,M X

T,M — R, cujas componentes sao definidas pela contragao
Ry = Rfkj = Rlikjgkla

na notacao de Einstein. Assim, se {Z1,--- , Z, } € uma base ortonormal de 7}, M, tem-se

n

Ric(Z;, Z;) ZZ 21, Ziy Zjy T\ Zk, Z1) - = Z(R(Zk»zi)zjazk>-

k=1
n—1
Se reorganizamos os indices tal que Z,, = Z;, obtemos R(X;, X;) = > (R(Zk, Zi) Z;, Zy,).
k=1

De todo modo, a soma acima possui um termo nulo, ou seja, na verdade estamos somando n—1

termos.

Notemos também que Ric(X,Y’) = traco da aplicagdo Z — R(Z, X)Y,paracada X,Y €

T, M. Também é imediato que o tensor de Ricci é simétrico.

Definicao 1.22. Acurvatura escalar S de uma variedade Riemanniana em um ponto p € o trago

Rz-' do tensor de Ricci, isto é,

S=R=g"Rij=> (Z.Z;)Ric(Z:, Z;) ZRw (Z;, Z;)
ij

E conhecido da geometria Riemanniana que as defini¢oes acima nao dependem da base

ortonormal escolhida.

Definicao 1.23. Dada uma variedade Riemanniana ()M, g), dizemos que ela é uma variedade

de Einstein quando o tensor de Ricci € um multiplo escalar da métrica g.

Dessa forma, sendo M Einstein, existe A € R tal que Ric = \g, ou seja, em componentes

R;; = \gi;- Tomando o trago de ambos os lados, obtemos
S = X (dimensao de M) = An.
1
. Ric=—9g.
n

Assim, M ser de Einstein € equivalente a parte sem traco do tensor de Ricci B;; = R;; —

1 . , -
—Sg;; ser identicamente nula, devido a seguinte proposicao:
n

Proposicao 1.3. Se M é uma variedade de Einstein (conexa) de dimensao n > 3, entao sua

curvatura escalar é constante.
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Demonstragdao. Primeiro vamos mostrar a Identidade de Bianchi Contraida :

’ 1
to= = . 1.
Rm,z 2S,m ( 3)

De fato, contraindo a Segunda Identidade de Bianchi sobre os idices i, k e depois sobre
gl
gl [ ik —
7' 9" (Rijrim + Rijimp + Rijmit)] =
&' [Rjim + 9" Rijimpe — Rjm,]
J ik J —
ijm —4g Rim,k - Rm,j =
Sm—2R,,; =

o o o o

Tomando a derivada covariante na igualdade R;; = %S gi; na direcao do k-ésimo vetor de

uma base ortonormal ﬁxada, tem-se
Rzg,k n ; k gz] n ,kgl] n C k gz] n ,kgz]-

Contraindo a expressao acima sobre os indices i, k, obtemos

; 1
Rjﬂ; — ES,]

Comparando com a identidade de Bianchi contraida (1.3), tem-se

1 1
§S’j — ESJ'
Segue que paran > 2 vale S; = 0, implicando que V.S = 0. Sendo M conexa, conclui-se

que S é constante. O]

Observacao 1.5. Quando S é constante, temos imediatamente da Identidade de Bianchi Con-

traida que R}, ; = 0, isto &, RVt = gminql’ ; = 0. Agora, tomando a derivada covariante na

expressao By, = Rgm — —gkm € depois fazendo uma elevacao de indices, obtemos
n
kj mi kj mi S kj mi ji Ji
979" Bemj = 979" | Rkm.j — ~Okmj | =979 Rim; = DB";=R";=0.

Definicao 1.24. Definimos o tensor de Weyl denotado por W dado em componentes por

1
Wik = Rij — p— (Rirgji — Ragjr + Rjgi — Rjkga)
(TL _ 1)(n — 2) gik9ji Gitgjk ) -
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Essa formula é escolhida tal que a contracao de W sobre qualquer par de indices seja

identicamente nula. Notemos também que W = 0 paran = 3.

E definimos o tensor de Schouten dado pelas componentes

1 S
%= g |2 T o

Observacao 1.6. Podemos escrever o tensor curvatura da seguinte forma:

1
Riji = Wijn + — (Birgji — Bagjr + Bjigir — Bjrgi)
b )
n(n— 1) 9ikGjl — GitGjk)-
Como B = 0 implica S constante, temos da expressao acima que se W = 0e B = 0,

entao o tensor curvatura é determinado completamente pela curvatura escalar (constante) S

e mais, M tera curvatura constante. De fato, teremos

S
ey (9ikgjt — gaugjr)

Agora, dado o C T}, M um subespaco bidimensional definido pelos vetores X e Y, esco-

lhidos ortonormais, por definicao e da expressao acima:

K(o) = RIX.Y.X.Y) = —=Zs[a(X. X)g(¥.Y) — g(X. V)g(¥. X)]

5
n(n—1)

Segue que K é constante. O

Teorema 1.2. (Schouten) Uma condigao necessaria e suficiente para uma variedade Rieman-
niana ser localmente conformemente plana é que W;;i; = 0 quando n > 3 e V.5;; = VS

quando n = 3.

Demonstragao. Ver AUBIN [3]], p. 117. O

1.2 Alguns Resultados de Espacos de Sobolev

Defini¢ao 1.25. Se ¢ > 1, definimos o espaco de Lebesgue L(M) como sendo o conjunto de

1
loc

1/q
full o= ( | v,
M

fungoes localmente integraveis u (dizemos u € L;,.) sobre M tais que a norma
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é finita. Adicionalmente, se k € um inteiro nao negativo, definimos o espaco de Sobolev L} (M)
como sendo o conjunto de funcdes u € LI(M) tais que Viu € LIM,i € {0,--- ,k} (no

sentido fraco) para todo multi-indice ¢ de ordem < k. Definimos a norma de Sobolev || ||,

sobre L} M por:
k 1/q
= (Z / |viu|QdV;> -
i=0 Y M

Um outro espaco importante € o fecho de C2°(M) em Li (M), representado por L} (M).
Proposicao 1.4. Se M ¢é uma variedade Riemanniana completa, entdo C'°(M) é denso em
LY(M).

Demonstragao. Ver AUBIN [3]], p. 34. O

Em paticular, se M é compacta, sabemos do Teorema de Hopf-Rinow que M é completa,

dai C°(M) é denso em L{(M).

Definicdo 1.26. Denotamos por C*( M) como sendo o espaco das funcdes u sobre M que sao

k vezes continuamente diferenciaveis tais que a norma

k
lullox =) sup Vil
i=0

é finita. E definimos o espaco de Holder C**, para 0 < o < 1, como sendo o conjunto das

funcdes u € C*(M) tais que a norma

|VFu(z) — VFu(y)|
[uller.a= = [lullor + sup
¢ ¢ z,y dg<l’7y)0‘

é finita, onde consideramos = # y e y esta contido em uma vizinhanca de coordenadas normais
de x. E dy(z,y) representa a funcao distancia Riemanniana com relagao a métrica g, definida
como sendo o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciaveis por partes ligando

ravy.

Proposicio 1.5. Supondo M compacta e sejam u,v € C*(M), entdo uv € C*(M) e
Juvflce < lulleallv]lce.
Demonstragao. Ver JOST [14] p. 330. O

Notemos que na Defini¢éo tem-se L} = L7 e na Definicao |1.26, convencionamos
C% = C Também, nio é dificil verificar que os espacos C*“ sio espacos de Banach, com a

norma acima definida.
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Teorema 1.3. (Teoremas de Mergulho de Sobolev para Variedades Compactas). Su-

pondo M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n.

(a) Se

1>->-—-2>0, (1.4)

i
3|

| =

entdo L (M) esta mergulhado continuamente em L"(M).

(b) (Rellich-Kondrakov) Suponha que vale a desigualdade estrita em (1.4). Entdo a in-
clusdo L{(M) C L"(M) é um operador compacto.

(c) SuponhaO < a<le

koo (1.5)
n

< |

entdo a inclusao L{ (M) C C*(M) é um operador continuo. E se em (1.5) a desigualdade

é estrita, entao o operador inclusao é compacto.

(d) A inclusao C**(M) C C*(M) é um operador compacto.

Demonstracao. Uma demonstragao pode ser vista em AUBIN [3]], pp. 50-55. Notar que a
demonstracao do item a) é feita para o caso que vale a igualdade (p. 50) e o caso que vale a
desigualdade é o item b) (p. 55). Ver pp. 51 e 55 para o item c). Por fim ver ADAMS-FOURNIER
[1]], p. 12, para uma prova do item (d) sobre compactos de R", notando que a norma || ||ga.x

definida em [[I]] € uma norma equivalente a norma aqui definida. O]

Corolario 1.1. Se M é compactae ¢ € C*1(M), para0 < k < oo, entdo ¢ € C**(M) para
todo0 < a < 1.

Demonstragdo. Como o € C*(M), resta verificar que V¥ € C. Sendo M compacta, temos

que V¥ € L{(M), para todo ¢, implicando pelo item (c) do teorema anterior que V¥ &
CY(M). O

Observacio 1.7. Para M = R", a conclusao do item (c) continua valida e o item (a) conti-
nua valido se supomos que vale apenas a igualdade (ver AUBIN [3], p. 35). Assim, quando
qg=2k=1,r=p=2n/(n—2), vale a igualdade no item (a) acima e tem-se a chamada
Desigualdade de Sobolev:

ngga¢/|vmmn e L2(RY). (1.6)
Rn
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Dizemos que a desigualdade acima é otima quando tomamos a menor o, tal que con-
tinua valida a desigualdade. A essa menor constante chamamos de constante de Sobolev n-

dimensional.

O

No seguinte teorema, devido a Aubin, tem-se uma versao da desigualdade de Sobolev para

variedades compactas.

Teorema 1.4. (Aubin) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta, p = 2n/(n — 2)
e 0, a constante de Sobolev de (1.6). Entao para cada ¢ > 0, existe uma constante C. tal que
para toda p € C*°(M),

||so||?,§(1+s>an/ |w|2dvg+0€/ p*dV,.
M M

Uma demonstracao pode ser vista em LEE-PARKER [[17], Teorema 2.3.

Defini¢io 1.27. Seja ) um conjunto aberto limitado de R”. Dada u € L3((2), dizemos que u

satisfaz Au = f(u, z) no sentido fraco se, para toda v € L?(2),

/Q (Vu, Vo) do = /Q fu da.

Equivalentemente, u € solucao fraca de Au = f(u, z) se, para todav € C2°(12),

/uAvd:E:/fvdm.
Q Q

Analogamente definimos solucgao fraca sobre uma variedade compacta M e nesse caso temos

L3 (M) = L?(M), onde L}(M) é o fecho de C°(M) em L3 (M).

Teorema 1.5. (Regularidade Eliptica Local) Sejam (2 um conjunto aberto em R" e u €

L?(Q) uma solugao fraca para Au = f.

(a) Se f € L{(Q2), entdou € L} (k) paratodo compacto K CC €, eseu € LI(2), temos

lullzg ) < C (18Ul g + Nullzo@)-

(b) (Estimativas de Schauder) Se f € C*(Q), entdo u € C**2%(K) para todo compacto
K cc Q,eseu e C*Q), temos

[ullckrzaxy < C(|Aullreg) + llulloa@)-

Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em AUBIN [3], p. 85 ou com mais

detalhes em JOST [14] pp. 277 e 339. Podemos obter o teorema acima para variedades com-
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pactas usando parti¢ao da unidade e coordenadas normais (veja LEE-PARKER [17], p. 46 ou
MELROSE [20], p. 43). Assim,

Teorema 1.6. (Regularidade Eliptica Global) Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta e suponha que u € L?(M) é uma solugao fraca para Au = f.

(a) Se f € L{(M),entaou € L] ,(M)e

lullgire < C (| Aullgr + llully)-

(b) Se f € CH*(M), entao u € C**2(M) e

lullersza < C(l|Aullora + [Juflcx)-

Os teoremas de regularidade acima poderiam ser enunciados de forma similar para opera-
dores elipticos linerares de ordem 2m com coeficientes C'* mais gerais além do operador de

Laplace (ver AUBIN [3], p. 85). Um caso particular é o seguinte teorema.

Teorema 1.7. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e considere o operador eliptico
A+ h,onde h € C**(M).Se f € C**(M) e

Au+ hu = f, (1.7)

entdo u € C**2(M). Mais ainda, se h > 0, entao existe uma tnica solucio de (1.7).

Demonstragao. Esse teorema é uma versao de um resultado mais gereal encontrado em AUBIN

[3] p. 114. O

Teorema 1.8. (Principio do Maximo) Seja M" uma variedade Riemanniana compacta. Se
Y e C? ¢ > 0, satisfaz A > 1 f(p,1)), onde f é uma funcao real continua sobre M x R,

entao 1) é estritamente positiva, ou 1) € identicamente nula.

Demonstragao. Ver AUBIN [3]], p. 98. O
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2 FORMULAS PARA MUDANCA DE

METRICA

2.1 Mudancas Conformes de Métrica

Sejam g, g duas métricas conformes em uma variedade Riemanniana M. Sempre que apa-
recer ou ((, )), estaremos nos referindo a métrica §, do contrario nos referimos a métrica g.

Temos as seguintes relacoes:

Lema 2.1. Sejam M uma variedade diferenciavel e g, g duas métricas conformes em M com

g = e* g, onde f é uma funcio diferenciavel. Valem as seguintes transformacoes

() T =T + 0:(£)3ie + 0,(F)on = 3 Om(f)gis™
(i) Vu = e 2 Vu,Yu € C°(M).
(i) Au = e [Au— (n—2)(Vf, Vu)],Yu € C®(M).
(iv) VxY = VxY + X(f)Y + Y(f)X — (X,Y)V/.

W) R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + :<X, Z)(Hess f)(Y) — (Y, Z)(Hess f)(X)}
(Hess £)(Y, 2) = Y())Z(f) + (Y. 2)|Vf]2| X

+ [(Hess [)(X, 2) - X(NZ(f) + (X, 2)[Vf]2]¥

+ XN 2) = Y (X, 2)| V.
i) Rij = Ry — (n—2)[fyy — fifi] + [Af — (n = 2)|V £ P]gi;.
(vi) S = e [S L 2n—1)AS = (n—1)(n — 2)|Vf|2} .
(viii) By = By — (n—2) [fi; — fifj] - nT_Q A+ V] g5
(vx) Wijkl = ¢*'W,j;. Em particular, Wfkl = VV;M

Demonstracao. (i) Dado que § = €2/ g, temos que §” = e~/ ¢/, Usando ((1.2)) obtida do Teo-

rema de Levi-Civita, temos
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(Gim) + 03(Gim) — Ou(G5) ) 7"

ij

262fa gjm + GQfa (gjm) +2¢*/9; (f)gzm + GQfaj (Gim) — 262f8m(f)gij

N~ N~

>

>
e O (g5) )2 g

= T+ 3 (0:H)gim + B (F)gim — On( i) g™

= Ffj—i-ai(f) ok + 0;(f zk_za (f)gig""

(i) Dado Y € T(M), seja Y =e Y (ver notagao na demonstracao de (vii)). Assim,
e (Vu,Y) = e ldu(Y) = du(Y) = (Vu,Y)) = e/ (Vu, e Y) = e/ (Vu,Y).

Como vale a igualdade para todo Y € T(M ), devemos ter

%u = e Vu.

(iii) Do item (i), obtemos

e e
ijk ijk

_ ngé +ng]a
_nzzgkma

= (2—n)<Vf,Vu>.
Por outro lado, dado que §¥/ = e~2/¢% e usando (ii), temos
e’ Au — Au Zg”VVu—e2fZ ]VVU
Z 97 (9 ((Vu,8;)) — (Vo,0;, Vu))
—e2fz ( (((Vu,0:0)) = ((V,05, Vu)))
Zg” ((Vu,0;)) — (V:0;, Vau))
—Zgw (0 ((Vu,03)) = (V5,05, Vu))
> p (T —18) (u(w).

ijk
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Assim,

Au=e 2 Au— e (n—2)(V [, Vu).

(iv) Dados os campos X = Z a;0;eY = Z b;0;, temos por e o item (i),

J

vy @ Z(Zalbl“ +X( bk>8k
) Z(Zazbf‘ +ka>ak

T Z (Z a;b, ( Oji + 0;(f)0ir — Z am(f)gijgkm>) Ok,
= VXY“‘ZbkakZaz ; +Zak0kij8j(f)
k i k j

— > aibigy (Z 3m(f)gkm3k>
1% km

— VXY +X()Y +Y(f)X — (X,Y)V/.

(v) Por definicao,
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z.
Pelo item (iv), vale
VyZ =Ny Z+Y(f)Z+ Z(f)Y — (Y, Z)V .
Novamente usando (iv), obtemos
VxVyvZ = Vx(Vv2)+Vx(Y(f)2) + Vx(Z(f)Y) = Vx(Y, Z)V )
= VxVWZ+X(f)VyZ+ (Vv Z2)(/)X — (X, VyZ)Vf
+Vx(Y()Z2)+ X(N)Y(f)Z+ (Y (N)Z2)(NHX = (XY ()Z)Vf
TVx(Z(N)Y)+ X(N)Z(N)Y + (Z(NHY)NHX = (X, Z(f)Y)Vf
—Vx((Y. V) = X()Y. )V = (Y. 2)V )X+ (XY, 2)V/)V].

)Z + (Y(
Y + (4(

Ou seja,

VxVvZ = VxVyZ+X([)VZ +(Vy Z)(HX = (X, Vv Z)Vf+ X(Y(f)Z
Y (NVxZ+ X(HY(NZ+Y(HZ(NX =Y (X, )V + X(Z(f)Y
+Z(NHVY + X(NHZ(NY + Z(NY (X = Z(HX V)V = XY, 2))V
(Y. Z)VxVf = X(HY.2)Vf = V. Z)V X + V. Z2)X(f)V].
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Permutando X com Y na expressao acima, obtemos

VyVxZ = VyVxZ+Y(f)VxZ+ (VxZ)(f)Y — (Y,VxZ)Vf
+Y(X()Z+X()VyZ +Y()X()Z+X(Z(NY - XY, 2)Vf
+Y(Z([))X + Z()Vy X + Y () Z([)X + Z()X(N)Y = Z(F )Y, X)Vf
—Y((X,2))Vf (X, Z)VyVf =Y ()X, Z)Vf (X, Z)|VfI?Y
X, Z)Y (V.

Usando (iv) mais uma vez,
Assim, das relacoes acima

R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ - VixyZ
— RX,\YV)Z+ (VyZ-YZ) ()X — (X,VyZ)Vf + [X,Y]|(})Z
Y (X, D)V f+(XZ = VxZ)(/)Y + Z(f)(VxY — Vv X)
+Z(NY (X - XY, 2)Vf = Y. Z2)VxV [ = (Y. Z)|Vf’X
+X(NHY.Z)Vf+ YV VX))V = X(HZ()Y + Y (X, Z))Vf
HX,Z)Vy VI + (X, Z)VIPY - (X, YI()Z - Z(f)[X,Y]
+(X, Y], Z)V .

Usando a equacdo de compatibilidade X (Y, Z) = (VxY, Z) + (VxZ,Y) e a equagao de
simetria [X,Y] = VxY — Vy X, obtemos

-

{-
= {-Y(X,2) - X{Y,2) + X(Y, 2) + (X, 2) |V f
0.

(X,VyZ) = X(Y,Z) + (Y, VxZ) + Y(X, Z) + (|X, Y],Z>}Vf
(X,VyZ) — XY, Z) + (Y, VxZ) + Y(X,Z) + (VxY, Z) — (Vy X, Z}}Vf

E como também [ X, Y|(/)Z+Z(f)(VxY =VyX)—[X,Y](/)Z—Z(f)[X,Y] = 0, teremos,

RIX,)Y)Z = RX,Y)Z+(NyZ-YZ))X =Y (UX, )V +(XZ —Vx2)(f)Y
+Z(NHY ()X = (Y, Z)VxV [ = (Y, Z)|VfPX + X (f (Y, Z)V f
—X(NZ(HY + (X, Z)VyV [+ (X, Z)|Vf]Y,

ou, reescrevendo,
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R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +

(X, 2)(Hess £)(Y) — (Y, Z)(Hess £)(X)]
— |(Hess [)(v,2) = Y(NZ()) + (v, 2)|Vf]2] X
+ :(Hess X, Z) = X()Z(f) + (X, ZHVf’Q]Y

+ X2 =Y (X 2] VS,

(vi) Assumimos que {Z;} é uma base ortonormal de 7,M na métrica g. Em p temos
gle 1 Z,e71Z;) = e219(Z;, Z;) = e 21 e*I g(Z;, Z;) = b;;, ou seja, denotando Zi=e 17,
temos que {Z} € uma base ortonormal de 7}, na métrica g. Por definigao o tensor de Ricci

na métrica g = ((, )) é dado por

Ric(Y,7) = zn:<<§(e—fzi,y)z,e—fzi>>

=1
n

= S (R 2,Y)2,e72)

=1
n

- ¥ <§(Zi,Y)Z, Zi>

YN (R(ZY)Z + (2, 2)(Hess [)(Y) — (Y, Z)(Hess [)(Z)

—(Hess f)(Y, 2)Zi + Y(£)Z(f) % — (Y, 2)|V {2
+(Hess f)(Zi, 2)Y — Zi([)Z(F)Y + (Z:, Z)|V [V
L2, 2)Vf =Y ()2 2)V ], Z).

Ora,

> (2 2)Hess (V). Z) = D (2, 2)(Vr (V). %)

7 A

= (2. 2)(Y (V. Z) ~ (V£.VyZ)

7

= Y (2.,2) (YZZ-(f) - (VYZz‘)(f)>

(2

= YZ(f) = Vv Z(f)
= (Hess f)(Y, Z).

Também, por defini¢ao do laplaciano, tem-se

S (Y, 2)(Hess f)(2:), Z0) = —(Y, 2)A,

i

Com calculos similares obtemos:
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>~ ((Hess £)(2:. 2)Y. Zi) = (Hess )(V.2), Y (Z{(NZ()Y. Z:) = Y () Z(F),

Z <<Zi,Z>|Vf|2Y, ZZ-> = (Y, Z)|Vf|%, Z <Zi(f)(Y, Z)Vf, Zz-> — Y, )|V
S (YUNZ. VS 20) = Y (Z(F).

Segue que

Ric(Y,Z) = Ric(Y,Z)+ (Hess f)(Y, Z) + (Y, Z)Af — n(Hess f)(Y, Z) +nY () Z(f)

Portanto,
Rij = Ry — (n = 2)[fi — fif;] + [Af = (n = 2)IV f[]gy;.

(vii) Temos por definicao e usando (vi):
S = Z Ric(e ! Z;, e Z,)
i=1

= 6_2f Z /R\ZE(Z“ Zl)
=1

n

D Rie(Z,.Z;) — (n—2) Y (Hess f)(2,. Z)

=1

g 6_2f

n

+<Af —(n— 2)|Vf|2> Z(Ziy Zi) +(n—2) Z Zi(1)Zi(f)

=1

= e[S+ —2Af +n(Af = (n=2)|VIP) + (n -2V
Y [SJF 2(n — DAF — (n—1)(n — 2)|Vf|2].

(viii) Usando (vi) e (vii):

~ ~ S
By = Ry —59@'

= Ry—(n=2)[fy— fifil +[Af — (n = 2)|VfPlgy

—% (6_2f [S-I— 2(n —1)Af—(n—1)(n— 2)|Vf|2D e gi;
= By—(n—2)[fy— fifi] - = — SIS

(vx) Usando o item (v) em componentes, obtemos



Riji = Ry = {(0r, R(0;,0,)0))

— (0, R(D;,0,)0)

= (0 R0, 0,)00 + 92V (V) = 9 Vi(V )
—[V;Vuf = fifi + 9alV fP10; + [ViNuf = fifi + 9alV 7105
+lgjfi — gilfj]vf>

_ (Rijkl + 9aV;Vif — gaViVif — [ViVuf = fifi + 91|V 129
HViVif = fifi+ galV f*lgg + giufifi — gufjfk)-

Usando (vi), (vii) e a expressao acima,

— - 1 o~ o~~~
Wiite = Rijr — — (Rikgjl — Ragji + Rugir — Rijil)

N S
(n—1)(n—2)

= % (Rijkl + 9aV,;Vif — giViVif — [ViVuf = fifi + g1V 12 gk

+IViVuf = fifi + 9alV Pk + g fifs — gz‘lfjfk)

(Gik9j1 — Gugjk)

o2 g
0 _gj2l (Rz'k —(n=2)[ViVif = fiful +[Af — (n — 2)|Vf|2]gik)

2f q.
i L (Ril —(n=2)[ViVif = fifil +[Af = (n— Q)megil)

n— 2

2f 4.
- (le —(n=2)[V;Vif = fifil +[Af = (n— 2)|Vf|2]gjl>

n—2

2f 4.
Z _gZQl (R*k — (n=2)[V,;Vif = fifil + [Af = (n — 2)|Vf|2]gjk>

e[S+ 2(n = 1)AS = (= 1) = 2) V1P| (girgs — gugan) eV
(n=1)(n—2)

_|_

_|_

S(Qikgjl - gilgjk)

1
= &Y {Rijkl — 3 (Rik:gjl — Rugjr + Rjgik — Rjk:Qil) + (n—1)(n —2)

2
= € sz'jkz-

Em particular,
Wha =7 Wu = €/ g% Wy = Wi,

35
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2.2 Mudancgas por Isometrias

Vimos que se uma variedade M esta imersa em uma variedade Riemanniana N, entao
podemos definir em M uma estrutura Riemanniana induzida pela métrica de N. Um analogo

pode ser feito para a conexao de Levi-Civita:

Proposicao 2.1. Sejam (M, g) e (N, g) duas variedades Riemannianase ¢ : (M, g) — (N, 9q)
uma isometria. Se V é a conexéo de Levi-Civita de (N, g), entdo a conexao de Levi-Civita V
de (M, g) é dada por VxY = d¢ 'V 4yxd@Y, para todo X, Y € T(M).

Demonstragao. Vamos denotar g = (, Ye g = ((, )). Agora, dados X,Y, Z € T(M), sejam
p € Mea: (—ee) — M uma curva diferenciavel com «(0) = p e o/(0) = X(p). Como
(Y, Z) € C>(M), temos
d
X(p)(Y, 2) = o/(0)Y, Z), = 2 {Y(a(t)), Z(a(t)))a

t=0

Por outro lado, definindo 8 = ¢ o «, temos que 5(0) = ¢(p) e dp,X = ('(0). Também,
por hipétese ((d¢,Y, dopZ)) s = (Y, Z)p, dai

dopX < (dgzﬁpY, d¢pZ>>¢(p) = 6/(0) <<d¢pYa d¢pz> ) #(p)

d
= S {{daY, ddaZ)) 50
t=0
d
= 2 (Y(a®), Z(a))ay |
=0
Segue que dp X ((doY,doZ)) = X(Y, Z).
Sabemos que em uma carta local (€2, ) em torno de p os vetores EYSERRE % formam
uma base de 7,/ e com as notagoes da Definicao temos (;) = (@1 oa’)(0). Se
'IZ
P
0
q = ®(p), entao (4(Q), P o ¢~ ') é uma carta local em torno de g e os vetores o A
formam uma base de T, N, onde (y1,--- ,yn) = ® o ¢ (q) = (z1, - ,2y), dai (aiyl) =
. q
(¢po® 1 oal)(0). Assim,
0 - 0
) =(gpo®@ o) (0)=|—] . 2.1
o, () = Gor 00y0) = (57 ) @)

0 0
Se na carta (2, @) temos X = EZ: g5 € Y = zj: bj%, sabemos que
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Por linearidade de d¢, temos

dppX = Z a;(p) (

ai) =Y (a0 67)(a) (%)

7

0
Analogamente, d¢,Y = Z(bj o ¢ N (q) (8_11]) . Segue das expressoes acima e pela
J q

linearidade de d¢ :

N - L

_ ngﬁ[( 8bz g;‘z)%}:dd)[x,y].

Definindo V : T(M) x T(M) — T(M), dada por VY = d¢_1%d¢xd¢y e usando a
expressao do Teorema de Levi-Civita para a conexao 6, obtemos
(Z.VxY) = ({d6Z, VapxdoY))
1
= S{dOX((doY,dpZ)) + doY ({67, dpX)) — d9Z{(do X, doY ))

—(([do X, doZ],dpY)) — (([doY, doZ],dp X)) — (([do X, doY], dpZ))}
_ %{X(Y, 2)+Y(Z,X) — Z(X,Y)
_<[X7 Z]>Y> - <[Yv Z]7X> - <[X7 Y],Z>}

Segue do Teorema de Levi-Civita que V € a conexao de Levi-Civita de (M, g). O

A conexao dada pela proposicao acima é denominada de conexao pull-back.

Agora verifiquemos o que ocorre com os demais objetos de duas variedades Riemannianas

isomeétricas. As expressoes do lema seguinte sao chamadas de propriedades de naturalidade.

Lema 2.2. Sejam (M, g) e (N, g) duas variedades Riemannianas e ¢ : M — N uma isome-

tria, entao

() Vf=do! (6 (fOQZS*l)) , para toda f € C*°(M);

(i) Af = < (f o~ )>O¢,Vf€COO(M).Equivalentemente, (ﬁh)ogb:A(hogb),VhE
C*(N);
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(iii) R(X,Y)Z = d¢'R(dpX,doY )dpZ;
(iv) Ry = Ez‘j o ;
V) S=S06.

Demonstracao. Com as notagoes da proposicao anterior, temos:

(i) Dado qualquer Y € T'N qualquer, tem-se

(dpV f,Y)) = ((dopV f,dp(d¢~'Y))) = (Vf,dp~'Y)
= df(dp7'Y)
= d(foo Y ={(V(foo "), Y)).

Segue o resultado.

(ii) Com as notagoes do item (i) e da proposicao anterior, obtemos
0 /(= _ )
Vitho o)) = (Vo) 55) = (ag" (9).d0; (1))

= (A,

= V;h((p)).

Dai,
V,.V(hod) =V, [%jh o ¢] ~ v, [(%h 0 <b) o czﬁ‘l} 0 ¢

== %j%jh O (b

Como g;; = gij © ¢, temos que a inversa de g;; é dada por g”/ = §"/ o ¢. Portanto,
Alho ) = —g"ViV;(ho9) = - (FIViV,(h)) 0 6 = (An) 0 0.

iii) Pela Proposi¢ao[2.1]sabemos que a conexao de Levi-Civitaem (), g) € dada por VY =
A=V g4ox d¢Y. Dai,

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ - VixyZ
= Vxd¢ 'VasyddpZ — Vyd¢ NV agxddZ — do™Vagix y)dpZ
= d¢716d¢X6d¢Yd¢Z - d¢71€d¢Y%d¢>Xd¢Z - d¢71€[d¢x,d¢y]d¢z
= d¢ 'R(d¢X,doY)dpZ.



iv), v) Da definicao das métricas e do item anterior, temos

0

P o 0\ 0 0 0\ 9
(oo (5w ) a_> = (g 0 (557 @>>¢@>

0 ~/( 0 0O

ou seja, Ry = Rigij © .

Segue que

Rij = gklleij = (gklélkij) o

S = ginij = (:(jinij) op=2S5o0¢.

)

9
oy*

I
=
S

@)
e

e

39
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3 OTRABALHO DE YAMABE

A partir desse capitulo, sempre que nao mecionarmos as hipoteses sobre M, iremos supor

que (M, g) € uma variedade Riemanniana compacta conexa de dimensao n > 3.
Em YAMABE [31] H. Yamabe propoés o seguinte:

Problema de Yamabe: Dada uma variedade Riemanniana compacta (M, g) de dimensao

n > 3, encontre uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

Em 1960, Yamabe tentou resolver esse problema usando técnicas do calculo das variagoes e
equagoes parciais diferenciais elipticas. Infelizmente sua demonstracgao continha um erro, des-
coberto por Neil Sidney Trudinger em 1968. Trudinger conseguiu consertar a demonstracao,

mas acrescentando mais hipoteses sobre M.

Vamos introduzir as notacoes que serao usadas de agora em diante:

Notacoes:
2f —2 o~ -2 n—1
n>3 e’l=¢p"" g=¢" g, a=4 5 O=aA+S.
n_
2n .
Onde p = , OU seja,
n—2

O operador [0 = aA + S é chamado de Laplaciano conforme. Veremos depois o sentido

dessa denominacao para esse operador, antes facamos a seguinte observacao:

Observacio 3.1. Podemos simplificar um pouco a formula de mudanca de curvatura escalar

(Lema[2.1](vi)) com as notagdes acima.

Comecemos extraindo a raiz quadrada e derivando a penultima expressao acima. Temos

2 4—n

9. — = 2.
el 8;(f) s O
CO(f) = 2 o1,
L0i(f) = ¥ O p. (3.1)
Como na métrica g temos |V f|> = Zgij@fajf e Af = —\/% E 8:(9" /1910 f),
ij i

obtemos

Vi = (%)2;0@“@(@@(@
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Af - MZ (g oI
S MZ< 0ie)9"VI9l0se + o7 0: (7 Ioloye) )
- ng(; 970,(9)0;(0) + ¢ w)
Assim,

S+2(n—1Af—(n—1)(n—-2)|VF? = S—|—4<

)(Zso 297 0i()0;(0) + ¢~ 1A90>
—<n—1><n—2>( 2 )Ew%ﬁja@)@(@

n—2 —
()

— S+4 (Z‘;) (o' Ap) .

Portanto,
~ -1 -1
S=e |9+ 4n—<p_1Ag0] = Pyt [Sg& + 4" Acp]
n—2 n—2
-1
= o'P [Sg@ +4- ] (3.2)
n—2
= P Q. (3.3)

Em particular, a curvatura escalar S é igual a uma constante )\ se, e somente se, ¢ satisfaz

a equagao:

Op = APt (3.4)
O

Veremos a seguir duas propriedades importantes do operador [ : a invariancia conforme

(em um certo sentido) e a naturalidade.

Proposicao 3.1. O operador [J = aA + S € um invariante conforme no seguinte sentido: Se

g=¢" 2ge [J é definido de forma similar na norma g, tem-se

O(u) = @' PO(eu),

para toda u € C™(M).

Demonstragao. De (3.1), temos que
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g 2 271
V=Y 9000, = Y 90— el = Ve
iJ ij

Agora, substituindo ¢?~2 = €%/ e a expressao acima em (iii) do Lema obtemos

~ 2 ~ 2
Au = p*P [Au - E<V% Vu)} —  Au= " ?Au+ ;(Vg}, Vu).

Por fim, usando a identidade A(pu) = ulAy + pAu — 2(Vp, Vu), a tltima expressao

acima e a expressao (3.2),
o' PO(pu) = ©' P [aA(pu) + S(pu)] = @7 [aulp + apAu — 2a(Vp, Vu) + Spu]

-9
= P [asa (w”‘gAu + ;(Vso, w>)

—2a(V, Vu) | +up'™? (aAp + Sp)

= aAu+ Su=0(u).
]

Proposicao 3.2. O operador [ tem a seguinte propriedade de naturalidade: Dada ¢ : (M, g) —

(N, g) uma isometria, entdo para toda fungao u € C*°(N),
O(¢u) = ¢*(Clu).
Demonstragdo. Basta aplicar os itens (ii) e (v) do Lema [2.2}

¢*(Ou) = (aAu) 0 ¢+ (Su) 0 ¢ = aA(uo ¢) + S(uo ¢) = O(¢*w).
U

No trabalho de Yamabe, ele procede com métodos analiticos, visto que a equacao (3.4)
transforma o problema geomeétrico de Yamabe em um problema de autovalores de uma equagao

nao-linear:

Formulacao do Problema de Yamabe em EDP: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de
dimensaon > 3. O problema de Yamabe tem solugao se, e somente se, existem o € C*°(M), p >
Oe A € R tais que

Op = APt (3.5)

A equagdo (3.5) € um problema de autovalor nao-linear. Sera visto no Teorema[3.1]que para

(p — 1) igual ou proximo a 1 a equacao é resolvivel pelo método linear, mas para valores altos
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de (p — 1), essa técnica torna-se muito dificil, mais ainda p — 1 = 2+2

T n-2

e o valor critico para
a solucao do problema, em outras palavras, abaixo desse valor é relativamente facil resolver a

equagao e acima torna-se quase impossivel pela teoria linear.

Uma das primeiras contribuicoes de Yamabe foi verificar que equacao € a equacgao de
Euler-Lagrange para o funcional
[ Sav;
QY =—— (3.6)

([5 dVg) "

onde o dominio de () ¢ a classe T, de métricas corformes a g. De fato, veremos a seguir que

os pontos criticos do funcional acima sao exatamente as solugoes de (3.4).

Como para cada g existe uma unica funcao extritamente positiva ¢ € C*°(M) tal que

g = ©P~2g, podemos reescrever () da seguinte forma:

Q) = QW) = 70, .
w7
onde
E(p) = /M a|Ve|* + Sp* dV,. (3.8)
De fato, a verificacao de € um calculo direto usando e )
Qo) = beBe 7 wl_f ApdVg [y 59"+ ap P AY] @:p?)n dVy
et (™5 av,)
_ Jo [S9*7P 4+ ap! P Ay] P dV,
(fyy vdVy)?
— fM Se? + apAyp dV,
el

~—

(Int. Partes) E ((,0
el

Como estamos sempre supondo M compacta temos que S é limitada, visto que é uma
funcao real diferenciavel sobre M. Assim, |S| < k, sendo k uma serta constante positiva. Se

p € C®(M), ¢ > 0 temos pela inequacao de Holder:

/Msodeg < |[tllglle*lle = Il lell; = val(M)" - oll2. (ondep = 2q, 1/g+1/q' =1)

Dai,

E S2dV, 2qv, /
Q,(¢) = (‘Pg > Jus “02 7> —k—fM(’D — > —kvol(M)"4 (3.9)
lelly loll? lelly
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Com isso, vemos que o funcional () é limitado inferiormente sob o conjunto das funcoes

estritamente positivas de C°°(M ). Podemos assim definir o invariante de Yamabe:

Definic¢ao 3.1. Dada (M, g) variedade Riemanniana compacta e conexa de dimensao n > 3,

definimos o invariante de Yamabe \(M ) = A((M, g)) da variedade como sendo

AM) = inf{Q(g); g é conforme a g}
= inf{Qy(p);p € C(M) e > 0}.
A constante A\(M) é chamada de invariante pois de fato € um invariante conforme:

Proposicao 3.3. \(M) é um invariante conforme.

Demonstragao. Devemos verificar que X = )\, sendo § = ¢? 2g. E suficiente verificar que dada
e C®(M),y >0, existe p € C*°(M), ¢ > 0, tal que Q3(¢) = Q4(¢). Por um lado, usando
o Lema[2.1)(ii) e a expressao (3.2), obtemos

[alVo> +Su2dVs [ [a@> P|V)? + (Sp* P + ap' PAp) $%] ¢PdV,
Q;(¥) =% =4

2/p 2/p
(Jwravs) (Jorerav)

[ a?|VY|? + S*? + app® Ap dV,
M
|2

Por outro lado,

fa\V(ww)IZ’ + S(p)? dV,

a(@*|Vyl* + 1/12|V90\2 + 2(V e, V) + Sp*? dV,

Qg(SO@D) =

_ M
lvel2

[ a(PIVYP + 52000 — Ap) + 20V, 0V ) + Sy dV,

M
lbel|2

[ a(@®|VY? + 20Ap — H(VY2, V?) + 20V, oVY)) + Sp*p? dV
M
B [1bep]|2

[ a@?|VY|? + ap?*pAp + Sp*p* dV,

M

1l

Onde na segunda e na ultima igualdade acima usamos a identidade V (pv)) = oVip+1 Vo,
na terceira igualdade usamos A(p)) = @AY + Y Ap — 2(V, V1)) e na pentltima igualdade

usamos integracao por partes. O resultado segue tomando ¢ = . [
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Também A(M) € um invariante por difeomorfismos conformes, precisamente:

Proposicao 3.4. Sejam M e N variedades Riemannianas orientadas compactase ¢ : (M, g) —

(N, g) um difeomorfismo conforme, entao A(N) = A\(M).

Demonstracao. Seja {¢1,- - , ¢} uma particao da unidade associada ao atlas {Q2,, P, }, o €
{1,---,k},de M, o qual é compativel com a orientagio de M. Também, seja {¢1, - - - ,1;} uma
particdo da unidade associada ao atlas {§2;, ¥g}, 5 € {1,--- ,l}, de N, o qual é compativel
com a orientacao de . Por definicao existe f € C°(M), f > 0, tal que ¢*g = fg. Vamos
inicialmente supor que f = 1, ou seja, (M, g) e (N, g) serdo isométricas e as formas de volume

serao dadas, respectivamente, por
dV, = \/det(g) dz' A+ Adx" e dViz=/det(g)dy' A---Ad

Paracadap € Q,N¢o~! (Qg) , temos que (€2, ®,) é uma carta local em torno de p e nessa

o 0
carta (¢*g);; = <%, %> . Por outro lado, (Qa Ne-! (Q/B) ,Ugo gb) é outra carta local em

o 0 , ,
pyet $> . Dai, pela formula

e _
p e as novas componentes da métrica ¢*g sao dadas por h;; = <

de mudanca de coordenadas (ver DO CARMO [9]], p. 44), temos

Vdet(g) = det(J)+/det(h),

onde .J é a matriz Jacobiano da mudanca de coordenadas W o ¢ o @' Dado que (2, ¥p) é
0

dy;’ y;
pela isometria e por (2.1) da Proposicao

)= ({0 (55) 0 (55))) = (oo, =0

ou seja,

uma carta local em N e sejam ﬁij = << >> as componentes de g nessa carta, temos

det(g)(p) = det(J)(p)v/det(g)(¢(p))-

Notemos que a colecao (2, N ¢+ (QIB) ,®,) € um atlas em M e {¢, - (g0 ¢)} é uma
particao da unidade associada a esse atlas. Do Lema (v) obtemos S = So ¢ e, usando a

formula de mudanga de variaveis para integrais (ver Teorema 8.1, temos

/MSdVg - Z/ oot gb - (g 0 $)S] 0 @ det(J)/det(7) da’ --
= Z/{; (o1 (2,)) [¢a . (%S) O(b} oq);l det(J)\/m det - de

o,
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/ bo - 135 0 U /et (3) dy' - dy”
wso(0urio 1 (9))

a?ﬁ

= Z/ Iﬁggo\lfglx/det(@/) dy' - dy”
5 7 Vs(2)

= / Sdv.
N
E, do mesmo modo

/dvg:/dvg.
M N

SdV~
:—f}jw = Qo)

Como g = ¢*g, temos que para cada ¢ € C*°(N), p > 0,

Conclusao,

Q(9)

(") = (" 20 9)¢*(9) = (" 20 d)g,
onde claramente (P2 o ¢) € C>(M), dai Q(¢"%7) = Q((¢?~2 0 ¢)g), implicando

AN) = inf (@) > inf = \NM).
)= ol 0 99 2 BB g Qol0) = AM)
Usando a isometria inversa obtemos a outra desigualdade. Segue que \(N) = A\(M), no

caso g = ¢*g. E no caso geral ¢*g = fg, o resultado segue da Proposicao anterior. O
g g g g g g pOsIC

Observaciao 3.2. Notemos que substituindo S por uma funcdo f € C°°(N) na integral do

teorema anterior, obtemos

| osav,= [ soodv,= [ gav;

isto é, a integral é invariante por isometrias. Também, sendo f integravel, a igualdade acima
ainda é valida independente da compacidade de M e de NN, bastando serem orientaveis, em

vista dos calculos do teorema anterior.

Observacio 3.3. Notemos que a Definicdo[3.1]pode ser estendida para o conjunto das fungoes

u € L3, u # 0, pois
1 n-—2

1

1
P 2n 2 n’
implicando pelo teorema de mergulho que L7 C L” e, portanto, Q(u) = E(u)/|ul faz
sentido. Como também vale (3.9), segue que podemos definir inf{Q,(u);u € L}(M),u # 0}.
Mais ainda,

A(M) = inf{Q, (u); u € LA(M),u £ 0},
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De fato, notemos que o funcional (), € continuo sobre o conjunto das funcoes nao-nulas

de L3(M), pois dadas u, v nesse conjunto, considere * = Q,(u) — Q,(v), temos

. /(G|VUI2+Su2) [vll; — (IVol* + Sv?) [lull; av,
M

[l 3ol

_ / (alVul* + 5¢%) ([vlly, — Jully) + Ilell (alVul® + Su* — a|Vo]* — Sv%)
- /
M

[ulZlloll?
dai,
a(|Vul* — |[Vv]?) + S(u? — v?)

lellZloll3

+ [ully

afVuf? + S0 - |2~ Ilul)?
x| < dv,.
M

Sabemos do teorema de mergulho (Teorema (a)) que se u — vem L?, implicau — v

em L,, em particular |[u|> — ||v||2, segue que o primeiro termo da integral acima tende a
a|Vul* + Su?
a2 = |8 < (jal + |8])|a - 5 assim

zero quando u — v em L? pois u € L3 implica que é limitado. Para o

segundo termo, notamos que para todo o, 5 € R, vale

/.

a(|Vul® — |[Vol?) + S(u? — v2)‘ av, < / a(|Vu| + |Vv|) [Vu — Vol dV,
M

4 [ S(ul + el vl v,
M

— 0,

quando v — v em L, pois |lu — v|j21 = [, [Vu — Vo> + |u — v|* dV,.

Agora, pela Proposicio [1.4 sabemos que C°(M) é denso em L3(M), também do Lema
sabemos que Q,(|u|) = Q,(u) para toda u € LY(M). Assim, dada u € Lj,u # 0 existe
{pn} C CX(M), ¢, > 0, tal que ¢, — |u| em L3, implicando que Q(¢,) — Q,(Ju|) =
Qg(u). Como

inf Q,(u) < inf Q,(u) < inf Q,(u),

uEL% ueC'>® ueCge
w20 u>0 u>0

e nao vale a segunda desigualdade estrita, conclui-se que

inf Qy(u) = géf)o Qq(u) = 161(1;)0 Q,(u) = MNM) =inf{Q,(u);u € L} e u # 0}.
uely u uebe
w20 u>0 u>0

Observacao 3.4. Em particular da observacao anterior, temos que

inf Qd52 (U) = inf Qd52 (U),

ueC (R™) u€L?(R™)

onde ds? é a métrica euclidiana sobre R™. Como nessa métrica a curvatura escalar é identica-
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mente nula, devemos verificar que

v 2d V 2d
inf Jor IV ;L; = inf Jg alVul 21; .
weCE®) ([ fulp da)® we L@ ([ fule da)*

De fato, isso segue dos calculos da Observagao anterior, pois nesta verificamos que

inf )Qg(u): inf  Qy(u),

ue€Cse (M u€L?(M)
e para verificar isso, usamos apenas os seguintes argumentos:

(1) L3¥(M) esta mergulhado continuamente em L, (M), o que é valido também para M =

R", como mencionado na Observacao

(2) |S| é limitado, o que € valido também para A/ = R™, visto que a curvatura escalar é

identicamente nula sobre (R™, ds?);

(3) C°(M) é denso em L3(M), o que é valido para M = R", pois C>°(R") é denso em

L}(R™).
O

Na proposi¢ao seguinte verificamos que resolver o problema de Yamabe é equivalente a

determinar os valores criticos do funcional (3.7).

Definimos o funcional pertubado Q*(p) = E(p)/||¢||* para 2 < s < p e naturalmente
As = inf{Q*(p); p € C*,p > 0}. Notemos que se s < p, entdo por imersao de Sobolev vale
L3(M) C L¥(M).

Dada uma aplicacao 7" : By — B, entre espagos de Banach B, e B,. A derivada direci-

onal (ou de Gateaux) dF'(z;y) de F em x € By na direcao y € B, é definida por

Flr+ty) - F(r) d
; = EF(I + ty) o

dF(xz;y) = lim
t—0

se esse limite existe.
Consideraremos a derivada de ()° como sendo a derivada direcional.

Proposicdo 3.5. Sejau € L3(M) comu % 0 e u > 0 em quase todo ponto. Para 1 < s < p,

u € ponto critico do funcional )° se, e somente se, u € solucao fraca da equacao
alAu+ Su = A v,

E
onde \ = (u)
[Je]

»

s
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Demonstracdo. Dada v € L?(M) qualquer, sempre podemos escolher ¢ € R pequeno tal que

|lu + tv||s # 0. De fato, fixadas u, v, teremos
0 < [llulls = ltvlls| < flu+tolls,

para t suficientemente pequeno, visto que ||u||s > 0. Assim, faz sentido considerar Q*(u + tv)

parat — 0. Queremos calcular EQS(U-FM))

, para tanto, vamos calcular d_tE (u+tv)
0

t= t=0

d
e Sllu+ to]?

t=0

E(u+tv) = /M a(V(u+tv), V(u+tv)) + S(u + tv)*dV,
= /M a [[Vul]® + 26(Vu, Vo) + t*|Vu|*] + S(u? + 2tuv + t*0°)dV,.
Dai,
tli_ngo {E(u i tz;) — E(u)] = th_H}lQ% y 2at(Vu, Vo) + at?|ul® + 2tSuv + t>Sv* dV,

= / 2a(Vu, Vu) 4+ 2Suv dVj,.
M

Notemos que dados a,b € R com a > 0, entao

th]* — |al?
L Jak bl — ol

t—0 t

sa*"1h. (3.10)

Obviamente (3.10) é valido para a = 0. Supondo a > 0, temos que a > tb parat — 0,
dai|a+tb|* = (a+1tb)°. A generalizacao do bindmio de Newton diz que para todo z,y, z € R,

com |z| > |y| tem-se
(2N ok
z _ ., kez, 3.11
(x+y) Z(k)x y (3.11)
k=0
onde a soma acima converge absolutamente (Ver GRAHAM [12], p. 162). Assim,
s
a+th)* = a® + sa® 'tb a*F(tb)*k.
(@it = ot 3 ([ )t
k>2
Como a soma acima converge absolutamente, podemos aplicar o limite termo a termo. To-
1
mando n (la + tb|* — |a|®) e observando que apenas o primeiro termo dessa expressao nao
possue fator t*, k > 1, obtemos o afirmado:

tbl® — |al®
lim (’CH_ | o] ) = sa*"'b.

t—s0 t

Tambem,
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lu+to]* < (1—1t)|ul®+tlu+wv]®, para |t] <1

CuAt]” — fuf?
) " <

lu+ tv]® — |ul®

Considere as fungoes f; = . De (3.10

< Ju4wv]®—|ul®, para t#0. (3.12)

sabemos que fi(x) — f(x) para

todo ponto z, onde f = su®"lv. Usando (3.12), temos pelo Teorema de Convergéncia Domi-

Jim / fodv, = /M fav,.

nada que

Portanto,

t

Segue pela regra da cadeia que

d
dt

= 2 [ e teay

Usando a regra da derivada do quociente,

— (=
t 0

=2 ([ dv)“

):/ sus_lvdV;,.
M

d d (E(u+ to)
t = — (=7
gl t) L <||u—|—tv||2>
_ |u + tvl]? th(u—l—tv) E(u+tv)%||u—l—tv||§
s aol? g
_ ull? ([, 2a(Vu, Vo) + 2Suv dVy) — 2E(u) [, ||lul|?*w~tv dV,
[Jull3
Sy 2a(Vu, Vo) + 2Suv dVy — 2E(u) [ ull;*u e dV,
[[]]2
2
_ W/J\Ja(Vu,Vv)+Suv— E(w)||u] 7w dV,
Assim,
d —s,,5—1
dtQ (u+tv)] =0 <<= | a(Vu,Vo)dV,= [ —Suww + E(u)|ull; v’ vdV,.
—0 M M

Sendo v € L?(M) qualquer, tem-se que u é ponto critico de Q° se, e somente se, u é solucao

fraca da equagao

aAu + Su =

el
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Corolario 3.1. Seja ¢ € C?(M), ¢ # 0. Entdo ¢ é ponto critico de Q° se, e somente se,  é
solucao (forte) da equacao
alp +Sp = A",

B
onde \ = () )
el

Demonstragao. Como C?(M) C L?(M), dada qualquer ) € C?(M), temos pela proposicao

anterior
d 2 o
G| = o [ aphu Sen - Bl dY,
=0 QOHp M
(Int. Partes) 2 _ _
2 2 [ (ade+ So- Bl o) v v,
lell7

Como ¢ € C?(M) é qualquer, temos

E(p)

o'
lol5

=0 <= alAp+Sp=

d S
%Q (¢ +t) 0

t=0

Assim, pela Proposicao e Lema anteriores, o problema de Yamabe para uma variedade
Riemanniana compacta (M, g) pode ser resolvido determinando uma métrica conforme a g tal

que minimize o funcional . E o que faremos no proximo capitulo para o caso da esfera
(5", 9)-

Na abordagem de YAMABE [31]] ele considera primeiro o funcional perturbado Q*(y) =
E()/|l¢|?, para 2 < s < p. Definindo \, = inf{Q*(p); ¢ € C*, ¢ # 0}. Na demonstracio

do Teorema|[3.1|abaixo veremos que uma funcao ¢ minimizante de ()° com = 1 satisfaz
S

Op = A" L. (3.13)

A equacao acima sera chamada de equacao subcritica e no Teorema seguinte veremos que
ela sempre tem solucdo para s < p, com ||¢||s = 1, ou seja, sempre existe um minimizante

para o funcional perturbado ()°.
Lema 3.1. (Regularidade) Supondo que ¢ € L}(M) é uma solucio fraca de com > 0

em quase todo ponto e seja2 < s < p.

(i) Se p € L"(M) para algum r tal que

T>méx{s—1,w}, (3.14)

entdo p = 0oup > 0e C°(M).
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(ii) Ser = s < pous = p < r, entao vale (3.14) e, consequentemente, p = Ooup > 0 e
C>(M).

(iii) Se |As| < K, tem-se que ||¢||c20 < Crx amng,|),)- Onde Cik a,g,|4,) € Uma constante po-
sitiva que depende apenas de M, g, K e ||| tal que se ||¢||, é uniformemente limitada,

entdo ||| 2.« também o sera.

Demonstragdo. (i) Dado s € [2,p] e supondo ¢ € L", defina ¢ = r/(s — 1) > 1. Como
q < r, segue do Teorema de Mergulho (Teorema(a)) que ¢ € L7 Também p*~! € L7 pois
[l dV, = |l¢|lr < oc. Sendo S limitada, segue de que aAp = N\ 1 —Sp € L1.
Entéo, pelo Teorema de Regularidade (Teoremall.6|(a)) temos que ¢ € L.

Sel/q <2/n,escolha0 < a < 1tal que 1/q < (2— «)/n, dai pelo Teorema de Mergulho
(Teorema (c)) L c C*. Caso q = n/2, escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno e defina

ro=1—=¢,q =ro/(s—1). Temos ¢ € L' e p € LY como antes, mas agora ¢y < n/2, dai

To n
<= = ns—m-—2ry3>0
s—1
. . 2 _(s—2) .,
e podemos definir r; = nry/(ns —n — 2ry). Por hipotese — > , dai
n To
1 1 1 s—1 2 2 s-=2 0
ro i To o n o n o ’
segue que r; > 7, mais ainda, como 2ry — ns +n < 0, temos
™ —To nro nro
T — To > = > — =Ty,
roTr1 2rg — ns + 2n n

dai, ¢ =71 /(s —1) >n/2e L3 C C*. Como
1 s—1

1 To

temos L3® C L. Assim, p € L™, dal p € L e por regularidade ¢ € LI C C*.

Caso ¢ < n/2, procedemos como acima e indutivamente definindo rj, observando que
L™ C L% e LY C L"+1.Seja N > 0 o primeiro inteiro ndo-negativo tal que gy > n/2, entao

pelo visto acima tem-se ¢ € LIV C C°.

Pela Proposigao|1.5/e o Corolario|1.1|temos (A\;p*~ ! — S¢) € C. Agora por regularidade
(Teorema(b)) conclui-se que ¢ € C*“. Em seguida temos pelo Corolario|1.1/que (\,p* 1 —
Sp) € CY* e por regularidade (Teorema (b)) vale o € C?*T1 Repetindo o processo

sucessivamente, conclui-se que p € C'*°.

Por fim, como aAp = \,p* 1 — Sp e p > 0, temos pelo principio do maximo (Teorema
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que ¢ é identicamente nula ou estritamente positiva.

(ii) Supondo r = s < p, temos obviamente > s — 1. Sendo s < p = 2n/(n — 2), temos
n(s —2)/2 < s =r, ou seja, vale (3.14). Por outro lado, se s = p < r, tem-ser > s > s— le
r>p=n(p—2)/2=n(s—2)/2 e novamente vale (3.14).

(iii) No item (i) vimos que [|o* |, = ([l@lln.)* ™", [€llge < Cull@llr, € llrisr < Coll@llg2;
para todo £ € {0,1,2,---}. Também, tinhamos ||¢||ce < Csl¢|l4y2- Dado que Ap =

(Asp*t — S¢)/a, usando o Teorema e a Proposicao obtemos

Ieleze < Cillagles + llelce]
< aCu K (l¢llce)™ + ISllcallgllcs + lellee]
< CC(Illava)™™ + Ipllavc2] (315)
< G5 [ (1280l + lella) ™ + (120l + llellay) |
< G| (16" law + llellaw) ™™ + (16" oy + lellav) |
< G| (el ™+ lley) ™™ + (1pllen) ™™ + el | (3.16)
< GO (U llax-12) ™ + Illay-12) ™ + (lellayor.2) ™ + el 2)-

Na ultima expressao acima usamos (3.15) e (3.16) e procedemos por inducao, obtendo

lellcza < Cr g gl

onde Ck 1,44, € uma constante positiva que envolve somas e poténcias em (s — 1) da norma
||¢ll-- Em particular, se ||¢]||, € uniformemente limitada, teremos que ||¢|/c2o também sera

uniformemente limitada. ]
Lema 3.2. Seja M" uma variedade Riemanniana e ¢ € LY(M). Entdo |V|p|| = |Vp| em

quase todo ponto.

Demonstragao. Ver AUBIN [3]], p. 82. O

Teorema 3.1. (Yamabe) Para 2 < s < p, existe uma fungao ¢, estritamente positiva C>

satisfazendo a equacao subcritica (3.13) tal que Q*(ps) = A5 e ||¢||s = 1.

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em etapas:

a) Existe {u;} sequéncia limitada em L? que converge fracamente em L? e fortemente em
L® para uma funcio ¢ € L*, com ||ps]|s = 1 e u; converge pontualmente em quase todo

ponto. Com efeito, Por defini¢ao de infimo existe {u;} C C*°(M) tal que Q*(u;) — As.
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Como Q*(p) = Q° (i> , podemos assumir que ||u;||s = 1 para cada i. Também, vale
Q*(u;) = Q*(|uil), pois pelo Lema[3.2vale |V|u;|| = |Vu;| em quase todo ponto de M. Assim,

podemos considerar que u; > 0. Agora, notemos que

||Uz'

1 = / [Vu? + v dV,
M

S S
= V| + =u? +uf — =ui dV,
o a ) 1 a 7 g

1 s
- e [ (1-2)eaw,

(Holder) 1 )
< aQS(u,-)JrC||m|ys. (3.17)

Segue que {u;} € limitada em L%(M), visto que {Q*(u;)} é convergente e, portanto, limi-
tada. Como L? é espago de Hilbert, existe uma subsequéncia de {u;} (que consideramos com
os mesmos indices) que converge fracamente em L? para o, € L?. Pelo Teoremaitem (b),

a aplicagao inclusao L? C L* é um operador compacto, visto que

1>1 1 - 2n
I>- = ara s
s 2 n’ P

n—2
Assim, essa subsequéncia converge fortemente em L* para ¢, com ||p;||s = 1. Por fim, por um

teorema de medida existe uma subsequéncia dessa subsequéncia que converge pontualmente

em quase todo ponto para ;.

b) Vamos ver que Q*(p,) = ). De fato, pela desigualdade de Hélder a norma L? é dominada
pela norma L*, dai u; — ¢, em L?. Considere o funcional T'(f) := [, (Vf,Vp,)dV,, T :

L? — R. T é linear continuo pois:
1/2 1/2
ri< [ 1wsvedav < ([ vk ([ vepan) < clla

Dai, como {u;} converge fracamente em L? para ,, temos T'(p,) = lim T'(u;) :
71— 00

/ Voo?dV, = lim [ (Vu;,Ve,)dV,
M

71— 00 M

1/2 1/2
< limsup (/ |Vui|2d1/;) (/ |Vg08|2dVg)
1—00 M M

/ Vs ?dV, < limsup/ |Vu,|*dV,.
M M

1—>00

Segue que
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Q(ps) = /Malvsos\QJrSsoid%

= lim [ a|Ve|* + Su?dV,

71— 00 M

< limsup/ alVu,|* 4+ Su;? v,
11— 00 M

= lim Q°(u;) = As.

1—>00
Mas, sendo A o infimo de @)%, temos Q*(ps) = As.

¢) s € uma solugao fraca da equagao subcritica (3.13). Isso segue do fato de que ¢, > 0 em
quase todo ponto e ¢, ser um ponto critico do funcional (), dai pela Proposicao [3.5, temos

que ¢, € uma solucao fraca da equagao subcritica (3.13).

d) ps € C* e s > 0. Como s € L* e s < p, juntamos isso com o item c) acima e notando

que ¢, # 0, concluimos do Lema 3.1 (ii) que ¢, € C™ e ¢, > 0. O

Yamabe tentou dar uma solucao completa ao seu problema, e ele pensou ter obtido, mas
anos depois Trudinger descobriu um erro em sua demonstracao, precisamente, Yamabe afir-
mou que as funcoes p, do teorema acima sao uniformemente limitadas quando s — p. Essa

afirmacao é falsa em geral como veremos depois.
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4 As CONTRIBUICOES DE AUBIN E

TRUDINGER

O objetivo desse capitulo é concluir que se A\(M) < A(S™), entdo o problema de Yamabe
tem solucao. Esse resultado seguira do Teorema de Yamabe e resultados devido a Aubin e

Trudinger.

Nesse capitulo supomos vol(M ) = 1, o que basta multiplicar a métrica por uma constante
se necessario. Como veremos no lema abaixo, uma consequéncia dessa convencao sera o fato

de ||ul|s < ||u||s, sempre que s < .

Lema 4.1. (Aubin) Se [,, dV, = 1, entdo |\,| é ndo-crescente como funcéo de s € [2,p].

Também, se A\(M) > 0, entdo A4 € continuo pela esquerda.

Demonstracao. a) |\,| é nao-decrescente. Com efeito, para quaisquer s e s’, e qualquer u €
)

C>®(M),u # 0, vale

/ lull3

Q" (u) = =5 Q°(u). (4.1)

lull?

Supondo s < ¢, exite ¢ > 1 tal que s’ = ¢gs. Tomando ¢ tal que 1/q¢ + 1/¢' = 1, temos
pela desigualdade de Holder:

/M“SdVg < lgllwllg = llulls = flulls < julls- (4.2)

Assim, se s < ', temos de e que | Ay | < A

b) Para A\(M) > 0, A, € continua pela esquerda. De fato, notemos que se \; < 0 para algum
s, significa que existe v € C*°(M) tal que Q*(u) < 0, dai mostra que Q* (u) < 0 para
todo ¢, isto é, \; < 0 para todo s. Assim, se A(M) > 0, temos que Ay > 0 para todo s.
Dados s’ € [2,p] e € > 0, temos por defini¢ao de infimo que existe u € C°°(M) tal que
Q' (u) < Ay + . Notemos que a fungio ||u||? é uma funcio continua em s, pois a funcao |u|®

é continua em s, implicando que

. ' [t =ty av,
M

Em particular ||u||s € uma funcao continua em s, dai podemos tomar s suficientemente

HUHi: — [Jul} — 0, quandos — s

< |l = Jup

proximo a ', com s < ¢, tal que
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lull3

<14
[[ul[3 7

€
. Por 1i temos
As’ + 13

lul? .
Jull?

onde tomamos 0 < g1 <

QS<U) (u) - QS(U) < (1 + €1>QSI(U) < g + 2e.

Por a) sabemos que Ay < A e como Ay < Q*(u), Vu, concluimos da expressdao acima que

IAs — As/| = As — Ay < 2¢, ou seja, A € continua pela esquerda. O

Seja N = (0,---,0, R) o polo norte sobre S% C R""!. Definimos a projegao estere-

ografica o : S} \ {Ng} — R", dada por

R¢

O-R(Cl7 e ’§n7£) - O-R(C7§) = R—_S (43)

E conhecido que o € um difeomorfismo e sua inversa ¢ dada por

1) = 2R%*z |z|> — R?
TR TP B Pt R

) Yz € R", (4.4)

mais ainda:

Lema 4.2. A projecao estereografica ¢ uma equivaléncia conforme entre S%, \ {Ng} e R™.

Consequentemente, S € localmente conformemente plana.

Em LEE [16], p. 36 encontramos uma demonstracao desse fato e mais, se ds* denota a

meétrica Euclidiana sobre R", entao

4R
—1\k— 2
(0R>g—md8. (45)
1
Observacio 4.1. Considerando o = o; e R = o, podemos escrever — o' = o~ 0 §,, para
ot
cada o > 0, onde 4, é a dilatacdo sobre R" dada por d,(z) = a™'x.
Por (4.5)), temos
4
—1\*x— __ 2
(O' ) 9= (1 4 |$|2)2 ds ) (46)
que pode ser escrito como
PG = 4l 2ds?, (4.7)
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Atraveés da projecao estereografica é simples escrever difeomorfismos conformes da esfera.

Tal grupo de difeomorfismos é gerado por rotacoes, juntamente com aplicacoes da forma o' o

T,00e0 10,00, onderT,: R® — R" ¢ a translacao tal que para cada v € R",
T.(x) =z —v.

Isso pelo fato de rotacoes, translacoes e o1 0§, serem difeomorfismos conformes e, conse-

quentemente, as compostas ainda sao difeomorfismos conformes.

Denotando ¢ = 6! o §,,, obtemos do Lema acima que para todo X, Y € T,R",

1
(6°9), (X,Y) = Gy (A6p(X), A6y (V) = = Gy (A0 )p(X), A0, (V)
1
- L)
4 2
St
ou seja,
(n—2)/2
(071 06,) g =4ulds?, onde wu,(z)= (%W) : (4.8)
visto que (p= 2)2(n —2) =2 O

Teorema 4.1. A forma otima da desigualdade de Sobolev sobre R"™ é dada por
a n
ol < [ (Vuar e i@,

onde A = A\(S™).

Demonstracao. Dada ¢ € C*°(S™) qualquer, definamos @ = u;p*¢, dai da observacao ante-
rior:
Pr("g) = (o)’ p'g = 477 ds”,

ou seja, pela Proposicao [3.4)temos Q(¢?~2g) = Q(4pP~2ds?). Dai,

A(S™) = inf P=2G) = inf AP 2d s
(S") @eé?own)Q(‘p 9) pecl;(sn)Q( P ds®)
_ inf —p—2d 2
gOeclé{lo(sn)Q(sD s”)
Jgn a|VP|*dx

= inf 7
peC(S™) (fR" 2l dx) p

onde usamos que a curvatura escalar em R" com a metrica Euclidiana é identicamente nula.

Notemos que dado que p é um difeomorfismo, temos que {g; % = uip*p, o € CX(S™\
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{N})} D C*(R"™). E como C2°(R") € denso nesse conjunto, obtemos

L a|Vul|?dx
A=XS")= inf f [Vl 7 (4.9)
ueCe ®) (fR” |ulp dx)
Agora, pela Observagao
L a|Vul?dx L a|Vul?dx
inf Jo @IV 7 = inf Jen @IVl 7 (4.10)
ueCe® (R™) (fw |ulp da:) P ueL3(Rm) (f]R" |ul|p dx) P
Portanto, de e (4.10),
2 < 5 [ VuPde, we L@
A Rn

e claramente a ¢ a melhor constante de Sobolev. O

A
Observacio 4.2. Em AUBIN [3]], p. 40 e TALENTI [28] é verificado também que a igualdade no

teorema acima somente ocorre para funcoes que sao multiplas ou translacoes das funcoes u,,.
Esse resultado e o teorema acima foram obtidos de forma independente pelos autores citados.

Verificaremos que as funcoes u, sao funcoes extremas, isto é, vale a igualdade no teorema

2 2\ (2-n)/2
Ua(z) = <ﬂ)

anterior. De fato, temos

o
—n/2 (2—n)/2
(2—n) (o +|zf 21 1 2 2\ /2
Ditg = —=(2- - i
u 5 - - (2—n) > (o + |z]?) x
1) G —nj2 M (—n—2)/2
iy = (2— 1) (a) (07 1) ™~ 2 (a2 + JaP) 2]
1\ & 2 2\—"n/2 2 2\(=n=2)/2 12
Au, = —n(2—n) (a) [(oz + |z]?) — (& + |z]?) || ]
2 2\ (—n—2)/2
= TL(?’L — 2) (ﬂ) — n(n _ 2) (ua)(n+2)/(n—2)'
o
Dali,
UaAuy = n(n —2)(uqg)?/ ™
[ uaAugdz = n(n—2) [ (uy)Pdx
Rn Rn
[ Vuul?de = n(n—2) [(us)Pdx.
Rn Rn
Assim,

Va2 (r—2)/p 2/n
@ Jan |Vtal x:an(n—Q) uP dx =4n(n —1) Ug, d :
(f ub, dx)z/p no n”

R
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Usando temos que (0! 04,) € uma isometria entre (R", 4u?"?ds*) e ((S"\ {N}),9).

Como o elemento de volume de R™ na métrica 4uP~2ds? é igual a 4"/?uP dz, pela Observagao

obtemos
/ 4"/2u7; dx:/ dVg:/ AV = wy,
" (S™\{N}) "

onde w, é o volume da esfera unitaria n-dimensional. Com isso, vemos que u, € L3(R"™).

Tambem,

Vu,|*d 2/
@ Jan [Vt x:n(n—l) 422 dx = n(n — 1w/
(f ub da:)2/p n “

Rrn Ua

Veremos no proximo capitulo (Corolario que A = n(n — 1)w72/ ", portanto vale a
igualdade

a
ool = § [ VP
! ¢

Teorema 4.2. (Trudinger, Aubin) Suponha \(M) < A\(S™) e seja {¢s} a colecao de funcdes
dadas pelo Teorema 3.1} Entdo existem constantes sy < p, r > pe C' > 0 tais que ¢ |, < C

para todo s > 5.

Demonstragao. Seja 0 > 0. Multiplicando ( . ) por 1 *% e integrando por partes, obtemos

a¢s+26A908 + S¢2+25 — )\Sgpz—i-?é
/ ap " Dy + S AV, = / Al dV,
M M

g / a{(1+268)pXVp,, Vo, )dV, = / Aspi 20 — Sp2t2qV,.
M M

\Y
temos que Vi, = (1‘1‘—?)805’ dai

Fazendo w = ! *°

1+20

- = 2 _ 2 52 2
<1+5)2/Ma|Vw| dVg—/ Aswrps = — SwdVj.

Agora, usando a expressao do Teorema [1.4] onde sabemos do Teorema [4.1] que podemos

a
tomar o,, = % Para qualquer € > 0,

Jwl2 < (14¢)— /|Vw| dv, —I—C’/

) / 2 2
1 S—
(1+¢ )—A(1+26) M)\ P57 — Sw* + Cow® dV,
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(1 —1—5)2 / 2 s-9 ’ 2
< l+e)—— = .
(Ineq. Holder) )\3(1 + 5)2 .
< (1+8)m ||w2||p/2”905 2||n/2+cé||w‘|§
(14 0)2 .
=+ 9F gt Tl + Cllull

Dado s < p = 2n/(n — 2), temos que (s — 2)n/2 < s, dal ||2]|(s—2)n/2 < |l@slls = 1. Se
0 < AM(M) < A, sabemos do Lema [4.1|que A é nao-crescente e continua pela esquerda, dai
As > A(M),Vs, e existe 59 < s tal que A(M) < Ay, < A, segue que para todo s > s,

§<>\30

1.
A=A °©

Por outro lado, se A(M) < 0 < A, vimos no Lemal4.1|que isso implica que A, < 0, Vs, dai
vale A\;/A < 1,Vs.

Assim, para todo s > sy podemos escolher ¢,  suficientemente pequenos tais que

As(1+0)? Aso (14 0)?
(1+€)m_( €)m<1,

(1+0)?

m — 1, quando €, — 0. Portanto,

visto que (1 +¢)

il (1- 0+ 93555 )

Sl < CElwll3.

Cellwl3

Por fim, notemos que
1/2
e = ([ o0rav,) " =l < Il =1

wll, = ||g05|\;(+1‘15) é limitado e independe de s. Assim, tome r = p(1 + J).

Conclusao,

]

Vamos agora verificar que o problema de Yamabe tem solugao se A\(M) < A\(S™).

Teorema 4.3. Seja {;s} a colecao de fungdes dada pelo Teorema 3.1 e assuma que \(M) <
A(S™). Considerando a sequéncia com s — p, existe uma subsequéncia que converge uni-

formemente para uma fungao positiva ¢ € C*°(M ), satisfazendo
O = MM)e"™", Qyle) = A(M).

E nesse caso, M tem curvatura escalar constante (/) na métrica g = ©P2g.
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Demonstracao. No teorema anterior vimos que ||¢s|, < C,onder = p(1+6) > p > s >
(s — 2)n/2. Sabemos de (3.9) que ), é limitado inferiormente por uma constante. Também,

visto que A, € o infimo de )¢, temos
As <Q°(1) = / S dVy,Vs.
M

Assim,

;| € limitado por uma constante e podemos usar o Lema de Regularidade (Lema [3.1]
(ii)). Para s proximo a p, {s} € uniformemente limitada em L" (M) dai, por esse lema {¢;} €
uniformemente limitada em C?(M ). Segue pelo Teorema (d) que existe uma subsequéncia
(que ainda denotamos por {(,}) que converge na norma C? para uma fungao ¢ € C?*(M).
Dai (aAgps + Sps — )\s<p§‘1) — (aAgo +Sp— )\gop_l) na norma uniforme, onde definimos
A = lim A4, pois o limite lim A existe, dado que {\;} € uma sequéncia monotona (Lema

s—p s—p
e limitada de ntimeros reais. Como aAyp, + S, — A\;¢5~! = 0, obtemos

alAg + Sp = APt

Também temos do Teorema de Yamabe que |[ps]|s = 1 e Q°(ps) = As, sendo || ||s uma

funcdo continua em s, obtemos |||/, = 1 e Q(p) = A.

Agora, se A(M) > 0, do Lemasabemos que lim Ay = \,,dai A = A(M).Ese A(M) <
S—p

0, do mesmo lema temos que \; € nao-decrescente, o que implica A = lim A; < \,; mas sendo
S—p

A(M) o infimo de (), devemos ter também nesse caso A = A\(M).

Aplicando o Lema de Regularidade (Lema [3.1(ii)), obtemos que ¢ € C* e estritamente

positiva.

Por fim, de da Observacao temos que S & constante e igual a A\(M).
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5 SOLUCAO NA ESFERA S"

Nesse capitulo vamos descrever a solucdo do problema de Yamabe para (S™,§), que sera

nosso caso modelo.

A métrica g induzida da métrica Euclidiana sobre R"*! é tal que sua curvatura seccional
é constante e vale K = +1 sobre S (Ver BOOTHBY [5], p. 389-390). Dai, sua curvatura
escalar sera a constante S = n(n — 1). Calculando o valor do funcional de Yamabe (3.6) para

g, obtemos

S SAVs Jsu dV5
Q(g):—p:””—l T 2
(Js0 dVy)* (Js0 dVy)*

onde w,, denota o volume da esfera S™. Assim, A\(S™) < n(n — 1)w,?™.

n(n — Dw, 2P = n(n — Dw,™, (5.1)

Veremos como consequéncia dos dois teoremas seguintes que g € um minimizante para o
funcional Q) sobre (S™,7), isto &, A = A(S™) = Q(7) = n(n — 1)w,?/™
Teorema 5.1. (Obata). Se g é uma métrica sobre S™ que é conforme a métrica padrao g e

tem curvatura escalar constante entao, a menos de um fator de escala constante, g € obtida de

g por um difeomorfismo conforme da esfera.

Demonstragao. Primeiro, verificaremos que g é Einstein. Por hipotese, podemos escrever g =
¢ 2g, onde p € C>°(S™) é estritamente positiva. Assim, estamos tomando €2/ = ¢ =2 no

Lema 2.1 Como f = —In ¢, temos com respeito a métrica g :

R S S S TSN s S A
Jifi =9 "wips,  Jij =0 0500 — @ i, VI = 5

Af =———p7?|Vy|*.

Dado que a métrica canénica g é Einstein, vale B;; = 0. Substituindo os calculos acima

em (viii) do Lema 2.1} vspace-0.2cm

O - Bij
n—2 9
= By —(n=2)[fy — fifil - " [Af+|vf|]gij
_ _ _ n—2[] A _ Vol?
= By—(n=2) [0 — ¢y — ¢ i) - | ——L — ¢Vl + | ﬁ

_ 1
= Bij+(n—2)p" (%‘j + EA<P9@') :

Usando que o trago de B;; € nulo e da Observagio [1.5/sabemos que B’ ; = 0, temos:

Gij
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Jera, = [enpray,
gn S
y 1
= —(n-2) / B (w + EAWZ&‘) vy
Sn
g 1 i
= —(n—2) /Bﬂ%‘j + EASOQijBJZdVg
STL
g 1 ;
= —(n-2) /B”%‘j +—ApB; dv,
Sn
=  —(n-2 /Bji%‘j dVy
Sn
(Int.girtes) (TL . 2) /Bji,j% d‘/g = 0.
S'IL

Segue que B = 0, implicando que ¢ é Einstein.

Dado que g é conforme a métrica candnica g sobre a esfera, temos que W = 0, pois W = 0
(Lema e aplicando (vx) do Lema Segue da Observacao [1.6/que (S™, g) tem curvatura

constante, dada por

S

K:n(n—l)'

Notemos que K é positivo, pois de (vii) do Lema

5 = e¥[S+2n—-1DAf —(n—1)(n—2)|Vf]

LiS = S+2(n—1) (pAp+ [Ve?) + (n— 1)(n — 2)|Ve|?, (5.2)

integrando essa expresséo, obtemos [, ¢*SdV; > 0, implicando que a constante S é positiva.

Assim, sendo K uma constante positiva, o Teorema afirma que (S™, g) € isomeétrica
a (S%,9), onde K = 1/R? Reescalando g tal que K = 1, obtemos que existem 7 € R,
e : (9", v9) — (5B, 7) isometria, isto &, yg = ¢*g. Essa isometria € o difeomorfismo
desejado. [

Proposic¢io 5.1. Existe uma funcao 1 positiva C'™ sobre S™ satisfazendo Q5(¢’) = A(S™).

Demonstragao. Para 2 < s < p, seja 5 a solucao sobre S™ para o problema subcritico (3.13),
dada pelo Teorema Sabemos da demonstracio do Teorema [4.3| que se {p,} € uniforme-
mente limitado, existe uma subsequéncia que converge para um ponto critico e a demonstragao

terminaria aqui. Assim, vamos supor o oposto, isto €, sup ¢, — 0.
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Também, compondo com uma rotacao, podemos assumir que o supremo de ¢ € atingido
no polo sul para cada s. De fato, isso € devido ao fato de que rotacoes R sao isometrias, im-
plicando pela Proposicao [3.4] que ), é invariante e juntamente com as Proposicoes [3.2] e

obtemos

Tlpeo®) = O®Re) =% (Tp,) =R (1701 4)) =% (et™)
= (AsoR)(pso :R>Sil = As (ps © :R)Lkl .
Segue que (p; o R) satisfaz a mesma equagao subcritica que @, satisfaz.

Agora, seja k, = 0 100,00 : S"\{N} — S"\ {N} o difeomorfismo conforme, como

descrito na Observacao Denotando g, = k.7, temos que

Il
9

l
)

AQ
¥
e

q
—
o
i
N~——
T

+
—_
N~—
2o

(i)
2c 2__tp_2_
<1+s>+a2<1—s>> 9= 0 9

(
(

B 201 (p—2)(n—2)
Onde t,((, &) = ((1—|—§)+a2 5

polo sul, temos t,(0, —1) = a(>*™/2 e t, é uma funcao suave extritamente positiva.

(n—2)/2
, visto que = 2. Assim, no
(1-¢ )>

Para cada s, defina ¢y = t,K},¢s, com o = a, escolhido tal que 15 = 1 no polo sul. Com
efeito, no polo sul temos 1,(0, —1) = (torips) (0, —1) = a>™/2(sup ), e basta escolher
s = (sup,)¥ 2. Assim, ay, — oo quando s — p e ¥, < t,a®2/2 Também, sobre

qualquer conjunto com distancia positiva de N temos t, — 0, quando s — p.

Denotando o Laplaciano conforme com respeito a meétrica g, por L,; como g, = k.7 e

Jo = t?~%g podemos aplicar as Proposigoes [3.1/e[3.2| para k,, : S™ \ {N} — S™\ {IN}, visto
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que nessas proposicoes nao usamos compacidade (S™ \ { N} ndo é compacta). Assim,

Ovs = Oltaraes) =t 'Dalkaes) = to ko (0es) = th R (Al ™)

[0}

— AT () T = AT (1 )T = Ay (5.3)

Sendo 1, € C* sobre S™ \ {N}, temos que para cada compacto KX C {S™ \ {N}}, vale
s € L"(K) para todo r, dai pelo Teorema [1.3| (c) temos 1), € C7(K), para todo 7. Segue

que A\ ;P51 € OF(K) para algum j3, implicando pelo Teorema (1.5 que 1, € C%#(K).
Continuando argumentando como na demonstracéo do Lema [3.1(iii), obtemos para s proximo

a p (suficiente para t2~° < 1) que ||t)s]|c2.8 < C||9s]| -

<<1 s —

existe uma constante A tal que toa™2/2 < A Dai, sobre K obtemos

Agora, como taoz(”*2)/2 =

(n—2)/2
e o« —> 00, temos que sobre K
a)

Yy < toa™ D2 < A

ou seja, {1} € limitado e independe de s sobre K, em particular é limitado em L" para cada r.
Segue da desigualdade ||¢);||c2s < C||t)s|, que {1/} é uniformemente limitado em C%#(K).

Seja Ky C Ky C --- uma sequéncia de compactos tais que | J K; = S™\ { N}. Sabemos do
Teorema (d) que para cada K; existe uma subsequéncia de {¢;} que converge em C?(K;).

Tomando uma subsequéncia diagonal, a fungao limite ¢) ¢ C*? em S™ \ {N}.

Como, a menos de tomar uma subsequéncia, ¢, —» 1 na norma C?(S™ \ {N}), temos
v, — Ot na norma uniforme. Por , AtP%9p5~1 deve convergir na norma uniforme;
sendo \(S™) = A > 0, temos pelo Lema[d.1]que Ay — A e dado que £~ < 1 para s proximo
a p, devemos ter (A2 5y$~1) — (fy?~1) | para alguma funcio continua f com 0 < f < A.
Ou seja, (i) = f4P~! sobre S™ \ {N}.

Como kg : (S™\ {N},940) — (S™\ {N},9) € isometria, temos para s proximo a p,
A N L G TN Ay AT
[, " e = ([ ) ([ )
= Vol(S")' 7/,
implicando |[?]|, < 1. Segue que

fon SVs [ fdVy _ JedV o/ dvg)”/p

(fSn d‘/fi) o (fSn d‘/ﬁ) e (fS" dVg) o
= AllYIp— <A

Qz(¥) = Q(g) =
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Sendo A o infimo de ()5, temos Q4(¢)) = A.

Dado que ¢, 1 = kX s, obtemos da Observacao 3.2 que
|oaavi= [ wenan, = [ e avi, = [ () mav - [ o,

Da igualdade , temos (i), = AstP~%1)? e sabemos que s, = Ass, juntando

com a igualdade acima, obtemos

Ty dVy = / 0. TudVs,

Sn n
dai,
lsllz = g Vl? + ¢2dV; = g Vs Aty + P2dVy
< C / aths A + SY2dVy = C | OvdV; (5.4)
n Sn

— [ Doy <Clledl,
(%)

S O”<)\s + 1) S 0/1/7
implicando que {1} € limitada em L}(S™) e existe uma subsequéncia que converge fraca-
mente para uma funcao em L?(S™) que, obviamente, coincide com 1. Assim, como 1) € L?(S™)
e Q5(¢) = A, temos da Proposicao que vale a igualdade [Jv» = A¢P~! no sentido fraco
sobre toda a esfera S™. Com isso, estamos nas hipoteses do Lema de Regularidade (Lema [3.1)
e com isso para ver que ¢ € C(M), 1) > 0, é suficiente mostrar que ¢» € L"(S") para algum

r>n(p—2)/2=np.

Seja4n/(n+2) < ¢ < n,dai2 < g e consideremos o operador linear limitado (J : L§ —
L9. Dado que L, L¢ C L? e como Lu = aAu + Su com S = constante > 0, temos pelo
Teorema de Hodge (ver ROSENBERG [22], p. 32) que O é invertivel. Sendo [J um operador

linear limitado, o operador inverso O ¢ linear limitado. Seja a perturbagao
ﬁn =0 — nAyP2,

paran € C°°(S™) com suporte em uma vizinhanca pequena By. de N, com 0 < 5 < le
n = 1 sobre B.. Sendo L e L? espacos de Banach e T ' um operador limitado, temos que
[, também sera invertivel se a norma do operador do termo da perturbagio nAyP~? satisfaz
lnApP=2| - Hﬁ_lu < 1 (ver KATO [15], p. 206). Seja o conjunto r = ngq/(n — ¢). Assim,
r>d4n?/(n* —2n) > 2n/(n—2) =pe

I n—2q

1
r qan q

2
n’
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segue pelo Teorema [1.3|(a) que existe C' > 0 tal que ||ul|, < C||ully2, Vu € L. Também,

1/q
el = A ([ Jgraf )
1 usando a desigualda-
< A(’ nlqpP=2)a )|\uq\lr/q) de de Holder, pois
—q
(r—q)/r+q/r=1
(r—q)/r Ya
— A ( qr/v" ) (p 2)qr/(r—q) dVg) ]2
2/n
= A ([ frratne av)
(p—2)/p
= A(/ P! (P=2)qp dV) ],
1/(0-2) 12,7
= Ao 2|l < A 2] ul

Como 0 < 5 < 1, tomando ¢ pequeno podemos considerar a norma ||Any?~2|| tao pe-

quena quanto quisermos, segue que podemos tomar [, invertivel.

Agora, 0, = (1 — n)AyP~t € LI(S™), pois ¢ € C?(S™ \ {N}) e = 1 sobre B. > N.
Sendo [J,, invertivel, existe § € LI(S") C L3(S") tal que 0,0 = (1 — n)AyP~!. Usando a
desigualdade e o fato de que existe ¢’ conjugado de ¢, pois ¢ > 1, temos

Jull3, < C’O/ uOudVy = Cy / uldyu + nAyP*u dVy
= / ubyu dVg + CollnAy®2ully |1l
= C(]/ ul,u dVy + Cj||nAyP2ul,.
Assim, se O, u = 0, v sobre L?(S™), teremos da expressao acima

lu = vl3.1 < CollnAg?™*(u = v) .

Vimos que ||[nAy?~*(u — v)|, — 0 quando e — 0, segue que |ju — v[|3, = 0, ou
seja, [, é injetivo sobre L?(S™). Portanto ¢ = 6 € L(S™) C L"(S™). Por fim, sendo r >
2n/(n—2) = p, temos pelo Lema de Regularidade (Lema[3.1) que ) € C>(5™) e sendo 1) = 1

no polo sul, temos pelo mesmo lema que v € estritamente positiva. [

Corolario 5.1.

(i) O funcional de Yamabe sobre (S™,J) € minimizado por multiplos constantes e imagens
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por difeomorfismos conformes da métrica g. Em particular A = A\(S™) = n(n — l)wi/ "

(ii) Essas sao as Unicas métricas que sao conformes a métrica g sobre S™ que tém curvatura

escalar constante.

Demonstragao. (i) Pelo teorema anterior existe ¢y € C*(S") tal que Q3(v)) = A(S™). Seja
g = Y?~%g. Agora pelo Teorema de Obata (Teorema existem 7 € R, e ¢ isometria entre
(S™,~vg) e (S™,g), dai sabemos da demonstragao da Proposi¢ao [3.4 que Q(vg) = Q(7g). Por-
tanto, A\(S™) = Q(9) = Q(vg) = Q(G) = n(n — 1)w,2/n. Assim, g € um minimizante e claro
que multiplos constantes e imagens por difeomorfismos conformes da métrica g minimizam

@, usando novamente a demonstragao da Proposicao

(ii) Segue imediatamente do Teorema de Obata (Teorema 5.1). O
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6 A SOLUCAO PARCIAL DE AUBIN

Nesse capitulo veremos uma estratégia para resolver completamente o problema de Ya-
mabe. De fato, no capitulo 4 vimos que o problema tem solucao desde que A(M) < (S™). Ora,
veremos agora que A\(M) < A\(S") para toda variedade Riemanniana compacta (conexa) de
dimensao n > 3. Mais ainda, se M tem dimensao n > 6 e € uma variedade nao-localmente
conformente plana, entdo \(M) < A(S™), implicando que o problema tem solucéo. Isso su-
gere que poderiamos tentar verificar se A(M) < A(S™) é valido para os demais casos para

obter a solucao completa, isso € justamente o que faremos no proximo capitulo.

6.1 O Invariante de Yamabe é Limitado Superiormente

Lema 6.1. Sejak € Zcom k > —nesejac € Rcom 0 < € < 1 qualquer fixado. Entao para

a— 0,
I(a) = / rEu? et dr
0

é limitada por baixo e por cima por certos miltiplos positivos de a**2 se n > k+4, a**2log(1/a)

sen=k+4,ea" %sen < k+4.

Demonstragdo. Fazendo o = r/c, temos ado = dr e (02 + 1) = (a2 +12)/a? = u2 a1,

Dai,

€ e/a
I(a) = / (ca)f(o* + 1) "a* ™ (oa)" tdr = ak+2/ oF (o + 1) "do.
0 0

Como o — 0, podemos assumir que £/« > 1. Notemos que para ¢ > 1, vale 02 <
0?+1 <202 Dadoque k+n > 0, temos que k +n — 1> 0e "™ 1(5? + 1)>7" é continua

e positiva em [0, 1], segue que

1
/ oFtn o2 + 1)* "do = C) > 0.
0
Com isso, I («) € limitado abaixo e acima, respectivamente, por

e/a e/a
ak+2 (Ol +/ O_k+3—nd0_> e O{k+2 (Cl + 22—n/ 0.k+3—nd0_> ) (61)
1 1

Agora, se

(i)n>k+4,temosk+3—n< —1ecomoa— 0,
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IN
I

E/OZ 1 % n—k—4 1
k+3—nd - - et -1 -
/1 7 7 k‘—{—4—n[<€> ] n—k—4 C2

e/a
/ a3 do > 0.
1

Segue de que C1aF 2 < I(a) < (O} + 227"Ch)ar*? = Csak+2,

(i))n=k+4,temos k +3 —n = —1, dai

e/a
<01 —i—/ 0k+3"d0> > log(e/a) > Cylog(1/a)
1

e/a
(C’l + 22_"/ Uk+3_”da> < 227"2log(1/),
1
para « —» 0. Assim, temos de que

Cypalog(1/a) < I(a) < Csa*log(1/a).

(iii)n < k + 4, temos k + 3 —n > 0, dai paraa — 0,

e/a
O.k+4fn

e/a
O 22—n k+3—nd < O 22—n
< 1+ /1 o) ol = Ci+ Ay 0

— Cl 4 C6an7k74 S C7Oénfkf4

e/ e/a
Cl + / O_k+3—nd0_ > / 0k+3—nd0 _ CgOzn_k—4.
1 e/(2a)

Portanto, de (6.1) tem-se que

Csa" 2 < I(a) < Cra™ 2
U]

Proposicao 6.1. (Aubin) Se M é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3,
entdo \(M) < A\(S™).

Demonstragao. Para qualquer £ > 0 fixado, seja B, a bola com centro na origem e raio € em
R" e tomemos uma funcao de corte radial 0 < 1 < 1 com suporte em By, e = 1 sobre B..

Seja ¢ = nu,, temos que ¢ é uma fungao suave e tem suporte compacto. Temos,
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/a!V<,0|2dx = / alnVug + ua Vn|*de
n Bae

= / a772|8rua|2da:—|—/ (2amua (Vn, Orua) + au’|Vn|?) dx
B25

Ae

< / al0pug|*dx + 01,5/ (ua|6rua| + ui) dr, (6.2)

Ae

onde A. denota o anel By, \ B. e C . é uma constante que depende de . Notemos que

2 2\ (2-n)/2
uo () = (T’ + a ) N ] < a(n—2)/27,2—n7 6.3)
«
2 2\ —"n/2
|0 e = (2 — n)rorl (T + > — 10ptia| < (n — 2)a(n72)/27,17n.
«o

Segue das expressoes acima que o termo C' . an (ta|Orug| +u2) dz é da ordem de a2

quando @ — 0, isto e,

Cls

)

/ (Ua]Ortta] +ud) dv < Co a2 (6.4)

€

Para o primeiro termo de , usando a Observacdo 4.2 que diz que a||Vue |5 = Allua|l?

sobre R", temos

/ alOyug|?dr = A

IA
-
TN TN N N

2/p
gopdx+) + O(a"), (6.5)

onde a ultima igualdade segue do fato de

o0 o0
/ P dy = / / 572" Ydwds = / s ", qds
R"\B. € O0Bs €

o0

1

= —Wp-18 < 00,

€

para cada ¢ > 0 fixado.Assim, fRn\ B. a"r~?"dz = O(a™) e usando a expansao de Taylor da

funcdo  — 2%/? em torno de Il By ©Pdx, obtemos

2/p 2/p
(/ oPdx +/ oz”r_zndx) = </ gopdx—i-) + O(a™).
B2E Rn\Bs B25

Substituindo (6.4) e (6.5) em (6.2), obtemos
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2/p
/ alVol’dz < A(/ @pdz) + C3.a™ 2. (6.6)
n B2€

Agora, sobre uma variedade compacta M, seja ¢ = nu, em coordenadas normais em uma

vizinhaca de P € M, estendida por zero para uma funcao suave sobre M. Sendo u, uma

0

funcao radial e em coordenadas normais sabemos que Vr = R assim
T

g(ua) = <Vua, §> = (Via, V1) = Vua(r) = |Vus|* = |0,usl?,

como antes. As Unicas corre¢oes nas estimativas acima sao introduzidas pela curvatura escalar

de M e a diferenca entre dV, e dz. Pelo Corolario [8.2] sabemos que em coordenadas normais

vale dV, = (1 + O(r?))dx. Assim, da estimativa e da definigao de ¢ obtemos

E(p) —/ (a|Ve|* + S¢%) dV,
B26

IN

2e
(1+Cye?) (AHSDH;Q; + C3.a" %+ C5 / / uir”_ldwdr) (6.7)
o Joa,
2¢
= (140 (Al + Coca - Cus [ )
0

Pelo Lema anterior, sabemos que o ultimo termo acima é limitado por um multiplo constante

de o™~ 2. Sendo n > 3 e & pequeno, o ltimo termo acima é limitado por um multiplo constante

de . Tomando C' = max{C}y, Cs}, temos da expressao acima que

E
Qqylp) = H;}TQ) < (14 Ce?) (A + Cs.0) = A+ Cs.a + AC=? + CCy.as?.
p

Assim, escolhendo ¢ arbitrariamente pequeno e depois « arbitrariamente pequeno tambeém,

devemos ter necessariamente, ()4(¢) < A. Portanto, A\(M) < A. O

6.2 Coordenadas Normais Conformes e Uma Solucao Parcial

Introduziremos a nogao de coordenadas normais conformes, as quais serao bastante uteis
para fazer uma demonstracao simples da solucao parcial devido a Aubin e mais ainda na

solucao completa do problema de Yamabe.

Teorema 6.1. (Coordenadas Normais Conformes) Sejam )M uma variedade Riemanniana

e P € M. Existe uma métrica conforme g sobre M tal que em coordenadas normais em P
detgij(z) =1 em Qp,

onde ()p € uma vizinhanga pequena de P.
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Demonstracdo. Ver CAO [6] ou GUNTHER [13]. O
De agora em diante iremos supor que localmente as coordenadas normais na meétrica sao

da forma do Teorema 6.1} Assim, subistituimos g por g.

Corolario 6.1. Em coordenadas normais conformes a curvatura escalar de g satisfaz S =

O(r*) e AS = ¢|W|? em P.

Demonstragdo. Pelo teorema acima det g;;(z) = 1 em {p, dai comparando com a expansao

da meétrica da Proposicao devemos ter necessariamente que os coeficientes sao nulos em

P, ou seja,
(CL) 0 = Ri]’, (68)
(b) 0 = Rij,k: + Rij + szl,j (6.9)
2
(C) 0 = Sym (Rij,kl + §Rpiijpklm> . (610)

Sendo ¢;; = J;; em P, temos por que Rijii(P) = Wijp(P). Também substituindo
na identidade de Ricci, temos

Rijr — Rijixe = Rig Rimj + R R = 0. (6.11)

Temos de e (6.11) no ponto P
0 = 2 (Rij,kl + Rjig + Rikji + Rriji + Bijr + Riige + Rika + Rija + Rk
4
+le,ik: + Rkl,ij + le,ij) + § <Wpiijpklm + Wpiijplk:m + ijimeklm
+ijimelkm + Wpikapjlm + Wpikapljm + kaimejlm + kaimeljm
+Wpilmejkm + Wpilmekjm + Wplimejk:m + Wplimekjm> .

Escolhendo um ponto nessa vizinhanca tal que as coordenadas sejam (z',--- ,2") =

(c,--+,c), onde c é constante (obviamente ¢ # 0). Usando isso e a simetria de R;;, vemos

que a igualdade acima é equivalente a
0 = 2 (Rij,kl + 2R ji + 2R i + Rkl,z‘j>$i$j
+g (Wpiijpklm + WoiimWotkm + Woittm Whpijim
Wit Wi + WoimWasim + Woin Wptjm ) 227,
contraindo sobre k, [, e usando a Identidade de Bianchi Contraida obtemos
0 = (Ryu+ 385 ) '’ + S(kamijkm + Wit Wokim + Wkim Wi

i
—I—kaimekjm> zta? s
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Usaremos agora as seguintes igualdades

1 1
Wpikapkjm = §Wpikm<kajm - mejk) = §Wpik’mejkm' (612)

De fato, a primeira igualdade segue-se permutando os indices de soma m e k do termo
Womjk, depois permutando os dois ultimos indices e usando a antisimetria do tensor de Weyl

nesses indices. A segunda igualdade segue diretamente da Primeira Identidade de Bianchi.
Assim, usando (6.12)) e as simetrias do tensor de Weyl,
2 1 1
0 = (Rij,kk + 3S7Z-j>xza:] + 9 (Wpikapjkm + §Wpikmijkm + EWpikapjk’m
+kaimekjm) 'l

. 2 o
= <Rij,k’k + 3S7ij>l'z$] + § <2Wpikszpjkm + kaimekjm> [EZQT].

Em seguida, contraindo sobre 7, j teremos
2
0=4S5; + 9 (BIwW]*),
ou seja, AS = ¢[W|? em P,

Por fim, de temos que S(P) = R;(P) = 0. Também contraindo sobre jk e
usando a identidade de Bianchi contraida, obtemos 0 = (2R, .+ Ryr,i(P) = 25 ,;(P). Portanto

tomando a expansao de Taylor de S, tem-se

RN 1 .
=14 Y OxS(P)rt = o0 (P) a'a? + o(r?). (6.13)
|K|=0
Em particular S = O(r?). .

Teorema 6.2. (AUBIN) Se M é uma variedade Riemanniana compacta nao-localmente con-
formemente plana com dimensao n > 6, entdo A\(M) < A(S™). Em particular, o problema de

Yamabe sobre M tem solucao.

Demonstragao. Seja {z'} um sistema de coordenadas normais conformes em uma vizinhanga
de P € M. Como nessas coordenadas dV, = dx, procedendo como na demonstracao da

Proposigao 6.1} a estimativa (6.7) nao tem o fator (1 + C,r?), ou seja,

E(p) < AH(pr, + C3.a™ % + Sp?de.
B2€

1
Pelo corolario anterior, AS(P) = 8 [W(P)|?, entao
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/ Sgde:E < / Su? dx+C’5/ uidx
Ba. Ac
€13). 63 // ( P)z'z? + O(r )) u?dw,dr + O(a™?)
9B,
= // —EAS(P)T%LidwrdT—l—// Jugdw,dr + O(a"?)
oB, 2 OBy
0
<

1
—EH/V(P)]2 /rQinnlr"_ldr + 07/7" urw, v tdr + O(a™7?)
0

[e=]

5

—Cs|W (P)|? /rzuir”_ldr + Cy /7‘3uir"—1dr + O™ ).
0

0

Pelo Lema a primeira integral do termo acima é limitado inferiormente por algum

1
multiplo positivo de a*, se n > 6 e a’log (—) , se n = 6. E pelo mesmo lema a segunda
o

integral ¢ limitada superiormente por algum multiplo positivo de o se n = 6, a” log(1/a), se

n="Te«a"sen > 7. Portanto,

E(p)

<

L Qylp) =

¢

1
AH@HI% — 010,5|W(P)\2044 log (a) + Cll,aaﬁ‘ se n =06,

1
A||<P||;2> — O |[W(P)|Pa* + Cy3.0° log (5) se n=171,

\ Alj]]2 = Crac| W(P)Pat 4+ Cis5..0° se n>T.

E

el

(

1
A — 01675|W(P)|2a4 log (a) + 01775(14 se n=0~6,

~—

(¢ 1
< A — Clg’e‘W(P)|2Oé4 + 01975045 log <a> s€ n = 7,

\ A — 020’5|W(P)|2064 + 02175045 se n>"T.

Sendo M nao localmente conformemente plana, pelo Teorema|1.2) podemos escolher P tal

que |[IW(P)|* > 0. Assim, escolhido ¢ > 0 pequeno, ficam definidas as constantes na expressao

acima e em seguida escolhemos « tao pequeno quanto quisermos, implicando que (), (¢) < A.

Portanto, A(M) < A e o problema de Yamabe tem solucéo de acordo com o Teorema [4.3]
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7 A CONTRIBUICAO DE SCHOEN E A

SoLucAo COMPLETA

Nesse capitulo concluiremos a solugao do problema de Yamabe, visto que resta solucionar
o problema para dimensoes 3, 4, 5, e para variedades localmente conformemente planas. De
fato, a grande ideia de Schoen foi usar a projecao estereografica para obter uma nova variedade
assintoticamente plana e usar o Teorema de Massa Positiva para inferir sobre a positividade

da constante A do Teorema[7.1|(b) a seguir.

A projecao estereografica definida recebe esse nome pois, como veremos a seguir, a curva-
tura escalar na métrica g sobre a variedade M=M \ {P} é identicamente nula. Mais ainda,
M=M \ { P} é assintoticamente plana. Isso simplificara bastante o problema, similarmente
ao que fizemos no caso da esfera no qual usamos a projecao estereografica de S™ sobre R" e

simplificamos as contas, visto que sobre R" a curvatura escalar é identicamente nula.

7.1 Funcao de Green do Operador L] e a Projecao Estereografica

Verificaremos a existéncia da funcao de Green para o laplaciano conforme e faremos uma

expansao assintotica dessa funcao de Green em coordenadas normais conformes.

Uma fungao de Green para o operador de Laplace A sobre M em um ponto P € uma

aplicacao suave I'p sobre M \ { P} tal que
AFP - 5]3

no sentido de distribuicao, onde 6p € a medida de Dirac em P. Podemos pensar na fungao
de Green definida em (M x M) \ Dy, onde D), é o subconjunto de M x M composto por
(P,P),P € M. Assim,'p =T'(P, ).

Proposiciao 7.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3 com

A(M) > 0 e seja h € C* tal que existe ;1 > 0 satisfazendo
In(u) = / (|Vul® + hu?) dV, > u/ (IVul> + v*) dV,, Vu e Li(M) (7.1)
M M

e tal que inf [,(u) > 0, onde o infimo é tomado no conjunto das fungdes em L?(M) com
|ul|2, = 1. Entao existe uma funcéo continua I' : (M x M)\ Dy — R tal que para todo
Pe M, Tp=T(P,)estaem L' (M), satisfaz
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(A+h)Tp=6p (7.2)

no sentido de distribuicao e valem as seguintes propriedades:

(P1) Paraquaisquer P, € M,I'(P,Q) =I'(Q, P)eI'(P,Q) > 0. Mais ainda, para todo P €
M, a fungio I'p : M \ {P} — R dada por I'p(Q) = I'(P, Q) pertence a C)t>*(M \

loc
{P}).
(P2) Paratodo P,QQ € M, P # Q, d,(P,Q)" *I'(P,Q) < C.

(P3) Existe § > 0 tal que para todo P,Q € M, P # @, se d,(P,()) < 6, entdo

1
n—2 [ <
dg(Pu Q) F(‘P) Q) (TL o 2)wn_1 — Cdg(P7 Q)?
1
4(PQVIHQI - | < C4,(P.Q).
Em particular, da penultima igualdade acima obtemos
1
I'p(Q) = ——— " "(1+0(r)), (7.3)

(n — 2)w,_1

onde r é a distancia de () a P em uma bola geodésica centrada em P com raio menor

que 9.

Demonstragao. Ver DRUET-HEBEY-ROBERT [[10]], apéndices A e B. ]

Observacao 7.1. Nas hipoteses anteriores, se h € estritamente positiva, entao pelo Teorema
a funcao de Green ¢ Gnica.

Lema 7.1. Supondo A(M) > 0. Entdo em cada ponto P € M existe uma Unica funcao de

Green I'p para [J, a qual é estritamente positiva e I'p € Cpo.(M \ {P}).

Demonstragao. Seja p = s > 0 a solucao suave e estritamente positiva da equacao subcritica
para qualquer 2 < s < p dada pelo Teorema de Yamabe (Teorema [3.1) e defina a nova
métrica ¢ = ©P2g. De e temos que S’ = ! P0p = PP = AP,
Como A\(M) > 0, pela demonstraciao do Lema de Aubin vale Ay > 0 e, portanto, S’ €
('™ é estritamente positiva. Assim, vale e também i%f Ig(u) > AM(M) > 0. Segue da
Observagao anterior que existe uma nica funcao de Green '}, para o operador ' = aA'+ 5",

a qual deve satisfazer (P1) e, portanto, I, > 0e [, € C22(M \ {P}).

Agora, defina I'p(Q) = p(P)p(Q)I's(Q). Para toda f € C°(M), temos
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= [ o {(P)TPO(f)e" dVy

=

— o (P) /M rp0(f) V),

onde na segunda igualdade usamos a Proposigao Da expressao acima obtemos que LI'p =

op.

Como podemos definir inversamente uma fung¢ao de Green para [1' a apartir de I p usando

as igualdades acima, devemos ter que I'p € tinica pela unicidade de ['.

Por fim, temos I'p > 0eI'p € C22(M \ {P}). O

De agora em diante, ['p significara a funcao de Green do operador [] em P.

Defini¢ao 7.1. Suponha que (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta com A\(M) > 0.
Dado P € M, defina a métrica § = GP~2g sobre M = M \ {P}, onde

G =(n—2w, 1al'p. (7.4)

A variedade (]\/4\ ,§) juntamente com a aplica¢do natural 0 : M \ {P} — M & chamada de

projecio estereografica de M a partir de P. Notemos que de (7.3), temos

G(Q)=r""(1+0(r), Q#P (7.5)
em um sistema de coordenadas normais centrado em P.

Notacdes: Denotamos por Cy o conjunto de fungoes de classe C°(M) que se anulam junta-
mente com suas derivadas de ordem até £ no ponto P. O conjunto dos polindmios homogéneos

em z de grau k sera denotado por P. Escrevemos f = O"(r*) significando que f = O(r*),

of =O0(r*1) e dof = O(rk=2).

Teorema 7.1. Em um sistema de coordenadas normais conformes (®,(2) em P, a fun¢io G

tem uma expansao assintotica da forma
(a)

G(x) = 2 (1 + Z@Dk(x)) + (¢ +uy + ug) logr + a(x), (7.6)
k=4
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para todo z € ®(2) \ {0}, onde r = |z, ¥ € Pp, a(x) € C**, uy e uy sao fungodes

harmonicas com u; € Py, us € Py e os termos com log aparecem apenas se n € par.

(b) Sen = 3,4,5, ou M élocalmente conformemente plana em uma vizinhanga de P, entao

a expressao do item (a) é simplificada e é dada por
Glz)=r""4+A+0"(r),

onde A € uma constante (nao necessariamente positiva).

Demonstracao.

(a) De (7.5), podemos escrever G = 727"(1 + ), onde ¢ = O(r) e queremos expressar 1
tal que JG = (n — 2)w,—1adp sobre o sistema de coordenadas normais conforme em pontos
diferentes de P. Notemos que se f depende apenas de r, entao em um sistema de coordenadas

normais temos

_ 1 n—1
Af = —rn—l\/m&’(r Mdetg@,j).

Como det g = 1 em coordenadas normais conformes, temos da igualdade acima,

n —

Af=—orf— " Lo = aof,

r

onde A denota o laplaciano Euclidiano. Sendo n > 3, sabemos que para oy # 0, T =
727" /((n —2)w,_1) é a solugao fundamental da equacio de Laplace sobre R” e vale Ay Y = 4
(ver EVANS [11] pp. 22-25), onde ry denota a distancia euclidiana de um ponto = a origem.

Sabemos que r = ry o ®, dai para toda f € C2°(12)

/ " Aof dV, = / (r2’"A0f) o® !\ /gdr = / 18" Ao(f o @) da
Q o(Q)

o(Q)
_ / P2 Ao (f 0 @) dz = (n — 2)wn_s (f 0 & 1)(0)
= (n—2)w,_1f(P).

Assim, Ar = Agr = (n — 2)w,_10p sobre Q e a equacao UG = Or?™" + O (r* ™)) =
(n — 2)w,_1adp torna-se

Sr¥+ 0 (r* ) = 0. (7.7)

Sendo det g = 1, temos Ay — Agtp = Y- 029 — " 9;(¢"0;) = 0;((6 — g"7)9;4) . Fazendo
7 i

Ky = Ay — Ay = 9;((67 — g7)op), (7.8)
L = 7r*A¢+2(n—2)r0, (7.9)



31

e multiplicando (7.7) por 7" /a, obtemos

2 2
0 = % + " A(r? M) + STY

QS 52
r8 oY

+ 7" (rz_"A¢ + Y A(r*™) — 2(grad ¢, grad T2_">>

a a
ZS 52
ris . Sr
a a
ZS SQ
ris . Sri
a

a

4+ <r2—n (A(ﬂ/) + K¢) +0— 2(2 — n)rl_n<grad Y, grad 7’>>

+ 12 A + P K 4+ 2(n — 2)r <grad Y, 32>

T

= Ly+ §(5+S¢+aK¢),

onde na penultima igualdade usamos o fato de grad » = 0/0, em coordenadas normais. Assim,
OG = (n — 2)w,—1a0, € equivalente a

2

L¢+%(S+Sw+aK¢) =0, (7.10)

para pontos diferentes de P. Vamos expressar uma solucao assintotica para essa equagao, es-
crevendo ¢ = )y + -+ + ¥, com ¢y € Py, resolvendo indutivamente. De (6.13), S =
1 - .
§S7ij(P)xsz +0(r%), dai %S € C3. Disso, escolha ¢; = 15 = 13 = 0 e suponha por inducio
termos encontrado ¢ = 1, + - - - + 9;_ tal que

2

Ly + %(S+SE+aKE) € Cuy. (7.11)

Para cada f € P,,, temos

onde a Ultima igualdade segue da formula de Euler para fun¢oes homogéneas (ver lema abaixo).

Assim, com a hipotese de inducio Li) é uma soma de polindmios homogéneos de grau no
maximo k — 1, dai Ok (L) (P) = 0, se | K| = k.

Do Corolario 8.1/ sabemos que ¢g* tem a expansao

g7 (x) =69 + Zwl + C,, onde w; € P

=2
Substituindo em (7.8),
i 1=2

2

. , o=, oA N . - ,

isto e, — K1) € a soma de polinomios homogéneos de cujo grau maximo depende do nimero
a
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2
~ ¥ r — . ~
de termos da expansao de ¢g”/. O mesmo vale para o termo — (S + Sv), em vista da expansao
a

(6.13). Em suma, podemos escrever a expressao (7.11) como by, + Cy, onde b € Py.

De acordo com o lema abaixo, o operador L = r2Ag + 2k(n — 2) é invertivel sobre Py se,
e somente se, —2k(n — 2) # \; = —2i(n — 2 + 2k — 2i). Sendo k > 3, a igualdade ocorre

somente se
k(n—2) =2i(k—1i) +i(n —2) (n—2)(k —1d) = 2i(k — )

=
— (n—2)=2. (7.12)

Se n € impar, (7.12) nao possui solucao e L é invertivel sobre P;. Assim, podemos definir

Y, = —L~'b;, e obtemos

Ly, + b, =0, (7.13)

e como 125y, € Cpis C Cer? Ky, € Cryy C G, concluimos o passo de inducao nesse caso
definindo ¢ = ¢y + --- + Yy e 1' e satisfeito com k£ — 1 substituido por & :

2 2
LE+%(S+SE+aKE)eek_1 = bk+ek+ka+%(ka+aK¢k)

2

= &t —(Sur+aKiy) €€

Também, (r"/a)(Sr?™" +0(r?> ™)) = L + (r?/a)(S + Sty + aK 1)), assim para k = n,
O(r* ") 4+ Sr2™™ € r"C,,. (7.14)

Sen épare k < n — 2, entdo podemos usar 0 mesmo argumento para o caso n impar,
visto que isso implica que i < (n — 2)/2, dai (7.12) ndo tem solucdo e L é invertivel. Por outro
lado, se n é par e k > n — 2, entao (7.12) sempre possui solucao e L nao é invertivel. Contudo,
dado que dim P;, < oo, podemos escrever Py = Ker L 4+ Im L. Como paran pare k > n — 2

tem-se Ker L # 0, para resolver L + by, = 0 com b, € Py, tomamos —b;, = g + Lpy, onde
qr € Ker L, g; # 0 e definimos

Y =pr+(n—2— Qk)*lqk log 7. (7.15)

De fato, é solucao de (7.13)), pois usando que z'9;(qr) = kqi (formula de Euler) e Lg, =

0, teremos

Ly = Lpp+7*(n—2—2k)" |(Aogr) logr + qelologr — 2> 0i(gx)d;(log 7’)}

+(n —2—2k)"2(n — 2)rd, (g logr)
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1 n-1 1 ,
— 2 -1 i
= Lpp+71°(n—2—2k)"" | (Aogx) logr — g (_ﬁ + = ) - 25 Zx @(qk)}

+(n — 2 —2k)7'2(n — 2)[rd,(q) log r + gi]
= Lpi+(n—2—=2k) " (Lgp)logr + (n —2 = 2k) 7 (1 —n+1 =2k +2(n - 2))g

= Lpp+qp = —by.

Como Lg, = 0, significa que ¢ € uma autofuncao de A, com autovalor —2k(n — 2). Do
lema abaixo g;, = r*u, onde u € P;_; é harménica. Usando (7.12), vemos que i = (n — 2)/2,
daiq, = 2ueu € Pr—(n—2). Assim, para k = n — 2, temos que u € uma constante e por

(7.15) podemos escrever ¥, o = p,_» + cr""2logr,comc € Re L, 5 + b, 5 = 0.

Do Corolériotemos g (z) = 69 — %Rz-klj(P)xkxl + C,. Substituindo em , obtemos
1
Kf= 0; (<§Riklj(P)xkxl + €2> @f) , (7.16)

dai Kp, » € €, 3. Por outro lado, K(r"2logr) = 0, dai K(¢,,_») € €,_3. Voltando a
hipétese de indugio paran pare k < n—2, se ) = by + - - - +1),,_3, podiamos escrever (7.11)
como C,,_o + b, _o. Assim, para E =+ -+ Y,_9, tem-se

2 2
LU+ (54 50+ aKP) = €zt bt Lo+ —(Sthn s + aKhn2)
2
= en—Q + %(S¢n—2 + aKpn—Q) € en—Z + en 1Og T.

Para k = n — 1, escrevemos a expressao acima como C,,_; + b,_1 + €, log . Nesse caso,

"=2y,, onde u; € P, é uma funcio harmonica e

usando os argumentos acima, tem-se g = 1
por 1i temos ¢,_1 = pp_1+cr"2uy logr e L, +b,_; = 0. Notando que Rikljkala:j =
(1/3)(Riktj + Ruj + Rijw)z*z'a? = 0 e 0j(wir"?logr) = 0;(w1)(r"2logr) + wi((n —

2)xir"~*logr + x7r"1), substituimos em (7.16) e obtemos

K(T”_2u1 logr) = Z@i
ij

(éRimj(P)wkl"l i (32> <aj(u1) (r"—2 log r))

+Cy (ul((n — 2)xj7"”_4 logr + xjrn_4))]

= Z [c?i (%Rm‘(P)IkIZ + 62) <aj(“1)(7"n_2 10gr)>
1

+ (gRikzlj (P)l’kl’l + €2> ((’)zc“)j(ul) (T’n_Q log 7“)

a2 -0
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+ai(62) <u1((n - Q)Q?jrn_4 logr + xjr”_4)>

+C2 (81- (uaz?r™ 1) ((n = 2)logr + 1) + (uaa?r" ) (n — 2)xir2>] :

dai K(r”*Qul log T) € Ch_1+ Crologrecomo K(p,_1) € C,_2, temos K(1,,_1) € C,_o +
C,_1 log r. De forma analoga ao passo anterior, definimos 1) = t; + - - - 4 4,1 e obtemos

2
Ly + %(S + S@#—a[(@) € Cu1+C,logr.

Por fim, para k = n, tem-se q,, = 7> "uy, onde uy € Py e, = p,+q, logr satisfaz L, +
b, = 0. Com os mesmos argumentos e em vista da expressao acima para K (r”*2u2 log r),
concluimos que K (¢,_1) € €,_1 + C,_ logr e definindo 1) = v; + - - - + 1, obtemos

2

L + %(S + SY 4+ aK¢) € €, + €, logr
e (7.14) torna-se

O@r* ") + Sr*" € r "€, + r "€, logr. (7.17)

Agora, para cada n, definamos ¢ = ¢ — E Temos de ,
D(r2_"g0) =0O@r* ™) — D(r2_”¢) = —Sr¥" — D(TQ_”Q/J), (7.18)

dai, de 1) 1) e da expressao acima, D(T2_ng0) é da forma r~"C,, ou da forma »~"C,, +
r~"C, logr. Notemos que ~"C,,r"C, logr € C*(Q)), para todo u € (0,1), pois se f € C,,

f=0(r"t), dai

limi:O e lim Jlogr

r—0 7" r—0 7"

=0.

Assim, 7" f er~" f log r serdo continuas em todo {2 se definirmos (=" f) (0) = (r~" flogr)(0) =
0. Dado que sao fungdes diferenciaveis em 2 \ { P}, temos que pertencem a Cf, (2 \ {P}) e
resta verificar a condi¢ao de Holder no ponto P. Ora,

-n o -n 0
6@ = (O @l 1)

sup < sup = < 00
20 |z — O~ et0 TTH T gy it ’

implicando 7" f € C*(f2). Analogamente, r~" flogr € C*(2). Em resumo, LJ(r* "¢) €
C*(§2), implicando pelo Teorema [1.7)que > "p € C?# e esta provado, visto que G =

r2"(1 4+ ¢) + a(z), tomando a(x) = 1> "p(r) e as expressdes acima de ¢ resultam na

expressao (7.6).

(b) Se M é localmente conformemente plana proximo a P, temos que S = 0 em €2 e de ([7.18))
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temos que 12", 72™) € C** implicando que ™) € C**. Agora usando (7.7), conclui-

n

mos que 727"y é harmonica e, portanto, de classe C*°(§2). Como G — r*™" = r?~"), fazemos

a expansao de Taylor em torno de P no lado direito, obtendo G = r>~" + A + O”(r), onde A
é a constante A = (r?~ ") (P).

Sen = 3, temos 1) = 1y + 1y + 3 = 0, dai
G = 7”2_”(1 + ¢) — 7,2—n + TQ_RE—’— T2_n(,0 — T,Q—n + TQ_RQD,

e expandimos o termo 7> "¢ € C%#({)) em torno de P, obtendo novamente G = =" + A +

O"(r), onde agora A = (r* ") (P).

Se n = 4, entdo n é par e temos 1) = 11 + Vg + 3 + 1y = by = ps + qu log 7, onde vimos
acima que ¢4 = cr*~?u, com u harmoénica e u € P,. Um calculo simples e direto mostra que

r?—n@ — 7“_2E — 7’_2]94 + cu log'r = O”(T). Assim,

G — 7,2711 + ernE 4 T2in(p — 7,2711 + A + O//(T>.

Por fim, se n = 5, entdo n é impar e temos 1) = 11 + 1o + g +1hy+105 = Yy +15 = pa+ps.
Um calculo simples mostra que 2" = r~3py +r3ps = O”(r). Segue que G = r>™" + A +
O"(r). u

Lema 7.2. Os autovalores de 724\, sobre P, sao

{)\,-:—22’(n—2+2k—2i);i=0,---,[g—‘},

onde [k/2] denota o maior inteiro que é menor ou igual a k/2. As autofungdes h; correspon-

dentes a \; sao funcoes da forma r?u, onde u € Pj,_o; é hamonica.

Demonstragao. O lema obviamente é valido para k = 0 ou k = 1, pois

k=0 =— 1=0,\; =0eh; =u, onde u € Py é harmonica,
k=1 = 1=0,\; =0eh; = u, onde u € P, é harmonica.

Seja f € Py satisfazendo r*A¢f = \f com k > 2. A féormula de Euler para polinémios

homogéneas diz que se F' € P,,, entdao 2/9; F' = mf. Como Ay f € Pj_s, temos

Mof =Do(Mf) = Ao(r’Aof) = Do(r)Aof + 17 Ao(Aof) — 2(2270;(Aof))
= —2nAof + r*Ao(Aof) — 4(k — 2)Aof,

segue que 12 Ag(Agf) = (A+2n+4k—8) Ay f. Isso implica que ou Ay f = 0, nesse caso A = 0
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e f € harménica; ou (A + 2n + 4k — 8) é um autovalor de r2A sobre P;_5 com autofuncao
Ao f, nesse caso f = A\ 12 Ao f.

Assim, por inducao suponhamos o lema valido para & — 1, k — 2. Pelo visto acima se \;
é autovalor de 724\, sobre P, entdo \; = 0, ou \; + 2n + 4k — 8 é autovalor de r2/\, sobre

P1._s. Por hipotese de inducao, os inicos autovalores de A sobre Pj_, sdo

k—2

{)\j——2j(n—2+2(k:—2)—2j);j—0,~~ , [T—‘},

o que implica que os tinicos autovalores de de r2A sobre P}, sdo

k—2
{)\i:O, ou)\i:—2j(n—2+2(k—2)—2j)—2n—4k+8;j:0,---,[T-‘}.(Iw)

Fazendo ¢ = j + 1, obtemos

N o= 20—1)n—2+2(k—2)—2(G—1)) —2n — 4k + 8
= —2i(n — 2+ 2k — 2i)

e dado que [(k —2)/2] + 1 = [k/2], vemos que é igual a

{)\,-:—21’(n—2+2k—2z’);i20,-~,g-‘}.

Por fim, se h; sao as autofuncoes correspondentes, vimos acima que h; = u, onde u € Py,
é harménica, quando )\; = 0, isto é, para i = 0; ou Agh; é autofuncao de A sobre P;_,. Por
hipotese de inducao, as autofungdes de A sobre Py_5 sdo h; = r¥u, onde u € Py_s_o; &

harmonica, para j = 0,--- , [(k — 2)/2]. Assim, parai > 1,

thi = hj = 7"2ju, u € (Pk_Q_Qj.

Sendo h; = A\;'r?Agh;, concluimos que h; = 720FVAG(NTu) = 7% A¢()\; 'u), onde

()\Z-_IU) € Pr—o—9j = Pa_g;.
O

Como consequéncia do Teorema (b) mostraremos a seguir que M=M \ {P} coma

métrica § = GP~2g é assintoticamente plana.

Definicao 7.2. Dada (N, g) uma variedade Riemanniana, (NN, g) € chamada assintoticamente
plana de ordem 7 > 0 se existe uma decomposicao N = Ny U N, com Ny compacta, N,
difeomorfa a R™\ Bp para algum R > 0 e o difeomorfismo fornece um sistema de coordenadas

{z'} sobre N tal que
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Gi; =0 +0(pT), Ohgij=0(p ™), OhOgy =0(p ™2,
para p = |z| — 00. As coordenadas {2’} sao chamadas de coordenadas assintoticas.
Teorema 7.2. Considere a variedade M = M \ {P} com a métrica § = GP2¢. Entao

(a) M é assintoticamete plana de ordem (n—2) se n = 3, ou M é localmente plana proxima

a P. Mais ainda, g admite a seguinte expressao
gi; = (14 (p—2)A)b; + 0" (p'™™) (7.20)
em algum sistema de coordenadas assintoticas, onde A é a constante do Teorema

(b) M é assintoticamete plana de ordem 2 paran > 4.

Demonstragao. Seja (2, ®) uma carta de um sistema de coordenadas normais conforme {z'}

em P, onde consideramos {2 como sendo uma bola geodésica e, portanto, {2 é difeomorfo a

)

2

= r~2z" sobre  \ { P}. Esse novo sistema

Bp, para algum R > 0 pequeno. Defina 2 = BE
x

de coordenadas {2’} é chamado de coordenadas normais conformes invertidas. Tomando ]\/4\0 =
M\ Q, My é compacta e no sistema de coordenadas {z'} temos evidentemente que M, = 2 é
difeomorfa a R™ \ B. Assim, vale a decomposi¢ao M = M, U M., da definicio acima. Agora

vamos calcular as componentes da métrica § no sistema de coordenadas {z'}.

0 0
Seja p = |z| = |z|~' = r~!. Sendo {8_} e {5_} bases do espaco tangente, temos
z 2

0
— = Q; —+—|—am—
oz’ 192! ozn
Aplicando a expressio acima a fungao coordenada i/ : M—R que associa cada () €

Q2 \ {P} a sua j-ésima coordenada no sistema {2}, obtemos

o, . 0z Or2ad
= 7y = =
oxt () oxt oxt

oy = =203 ) 49720y = vy — 2rtatad

= 0251']' — ZZZZ]
Note que a matriz (b;;) dada por b;; = p~20;; — 2p 227 é a inversa de (a;;). De fato,
Z birag; = Z (p_Q(Si,€ — 2p_4zizk) (p25kj — QZkzj)
k

k
= Z 0ikOrj — 2 Z p’zéikzkzj -2 Z p725kaizk +4 Z p’4zizkzkzj
k k k k

= 0y —2p 22" = 2p7%" ) + 4p 22 = 6y
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Portanto,

i D
= =200y =2 ) g

Escreva v = p*> "G, dai GP 2 = 7p72p e

o 0 o 0
-~ — p—2 I — AP 2 4 .

= ~P72 Z (6 — 2p722°2%) (650 — 2p72272") gra(p™22)
o

= P2 Z (Oirdjs — 20p 22721 = 2057 22" 2" + 4p™ 12" 272 gu(p~22)
o

= P2 <gij -2 Z p 22 gy — 2 Z p 22 2 g 44 Z ,0_4Zi2k2jzl9kz> (p%2).
! k k.l

Se M é localmente plana proximo a P, temos g;; = J;; e a expressao acima reduz-se a
9(z) = "% (7.21)

No caso geral, de sabemos que g;;(z) = d;; + O”(r?). Se substituimos z = p~?z em
obtemos g;;(p2z) = &;; + O”(p~?). Dai,

:C]\(Z) = AP 2<5zg+0”( —2 _QZP 2,7, 5 —i—O”( —2 _ZZP 2, k(5 —i—O”( ))
+4Zp 42k (G + 0" (p~ )))
= (@j +0"<p*2>). (7.22)

Sen = 3,4,5, ou M é localmente plana proximo a P, temos do Teoremal7.1](b) que

= Tn_QG — rn—? (,,J—n + A + O//(T)) -1 + APQ—n + O//(pl—n)‘

Usando a expansao de Taylor da funcao  — 2P~2? em torno de z = 1, obtemos

§z) = [L+ AP+ 0" (] (6 + 0" )
_ [1 +(p—2) (4> "+ 0" (0" ™) + O ((ApH + o"(plfn))Q)] (@j + o"(,f?)).

Notemos que Ap*>™" + O"(p'™™) = O"(p*™™), pois O"(p*™™) C O"(p*™). Também, como
2(2 —n) < 1 —n, temos (O”(p2™™))* = 0" (p* ™), dai

92 =[1+@=2) (A" "+ 0" (') + O"(p' )] (&-j + O”(p”)) : (7.23)
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a) Se M ¢ localmente plana proximo a P, de (7.21), edo fatode O"(p'™™) C O"(p*™™),

temos

g(z) = [T+ (@=2) (4" +0"(p'™) +0"(p"™)] &;
= (1+(p—2A40"")0; +0"(p'™) (7.24)
dij +O"(p*™"). (7.25)

Assim, de l) concluimos que (]\7 ,g) € assintoticamente plana de ordem (n — 2) e ()
prova (7.20).

De e (7.23), temos
9(z) = (1+(p—=2)Ap"") 5 + O"(p' ") + O"(p™*) + O"(p™") + O"(p~'7").  (7.26)
Assim, se n = 3,

9(z) = (1+(p—=2)Ap"") 5+ 0" (p™2) + 0" (p™) + O"(p™")
= (1+(@-2)A4p7") 0, +0"(p™?)
= 5z'j -+ O”(,O_l).
Concluindo a prova do item (a).
(b)Sen >4, temos —1 —n < —n < 1 —n < —2. Assim, usando (7.26),

§(z) = (1+(—2)4p"") 5 +0"(p"™") + 0" (p™) + O"(p™") + O"(p~"7")
5ij + O”(piQ).

O que mostra que M é assintoticamente plana de ordem 2. [

7.2 Os Teoremas de Massa Positiva e A Solucao Completa

Sempre que nao citarmos explicitamente, estaremos supondo que A\(M) > 0 para poder-

mos usar os resultados da se¢ao anterior.

Definicao 7.3. Dada uma variedade Riemanniana assintoticamente plana (V, g) com coorde-

nadas assintoticas {z'}, definimos a massa da variedade como sendo o limite

m(g) = lim ! /Sz'(H)dz,

R—o0 Wn—l

se o limite existe, onde i(H)dz denota o produto interior do campo
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pela forma de volume dz.

De acordo com BARTNIK [4], a definigao de m(g) depende apenas de g quando a ordem
T>(n—2)/2.

Como vimos no Teorema (]\//_7 ,g) sempre € uma variedade assintoticamente plana.

Lema 7.3. Seja (]\/4\, g) a projecao estereografica de M a partir de P € M. Sen = 3,4,5, ou

M é localmente conformemente plana proximo a P, entao m(g) = 4(n — 1) A.
Demonstragao. Ver LEE-PARKER [17] pp. 68 e 79. O

A conjectura a seguir € a generalizacao do Teorema de Massa Positiva de Schoen-Yau:

Conjectura de Massa Positiva: Se (N, g) € uma variedade Riemanniana assintotica-
mente plana de ordem 7 > (n—2)/2 com curvatura escalar S nao-negativae S € L'(NV),

entdo m(g) > 0 e m(g) = 0 se, e somente se, (N, g) € isométrica ao espago euclidiano

R™.

De fato, sabe-se hoje que a conjectura acima esta provada para dimensoes 3 < n < 7.

Mais ainda, temos:

Teorema 7.3. (Schoen-Yau) Valem as seguintes afirmacoes:

(a) Se (M, g) uma variedade Riemanniana compacta (conexa) localmente conformemente
plana de dimensao n > 3 entao a massa de M satisfaz m(g) > 0. Mais ainda m(g) = 0

se, e somente se, (M, g) € conformemente equivalente a esfera (5", 7).

(b) (Teorema de Massa Positiva) Supondo 3 < n < 7 e seja (N, g) uma variedade Ri-
emanniana assintoticamente plana de ordem 7 > (n — 2)/2 com curvatura escalar S
nao-negativa e S € L'(N). Entao m(g) > 0 e m(g) = O se, e somente se, (N, g) é

isomeétrica ao espaco Euclidiano R".

Demonstragao. Para o item (a) ver SCHOEN-YAU [26]. Para o item (b) ver SCHOEN-YAU [25]
e SCHOEN [224]. Ver também WITTEN [30] e AMMANN-HUMBERT [2]. O

Usando o teorema acima e em vista do obtido na secao anterior, temos
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Corolario 7.1. Sen = 3,4, 5, ou (M, g) € localmente conformemente plana em uma vizinhanga
de P, entao a constante A na expansao de GG no Teorema[7.1](b) é ndo-negativa. Mais ainda,
A = 0 se, e somente se, M é isométrica ao espaco Euclidiano R”. Em particular, se M nao é

conformemente equivalente a S™, entao A > 0.

Demonstracao. Se M é localmente conformemente plana, o resultado segue do item (a) do
teorema acima e do lema anterior. Nos outros casos, considere a variedade (]/\/[\ , g) estudada na
secdo anterior, onde M = M \ {P} eg = GP2g.Sendo G = 0 sobre M, temos de que
]\/4\ tem curvatura escalar § =0e, consequentemente, S e Ll(]\/i ) Pelo Teoremasabemos
que M & assintoticamente plana de ordem 7 = 1,2 ou 2, se n = 3,4, ou 5, respectivamente.
Assim, nessas dimensoes temos 7 > (n—2)/2 e podemos aplicar o Teorema de Massa Positiva,

o qual implica que A > 0 e A = 0 se, e somente se, M é isométrica ao espaco R".
N

Note que o corolario acima nao se aplica a variedades arbitrarias de dimensoes n > 6, visto
que o Teorema(b) diz que a ordem de M sera 7 = 2 paran > 4, daindo vale 7 > (n—2)/2
paran > 6.

A partir do resultado acima, Schoen conseguiu definir uma funcao teste que garante que
A(M) < A(S™) paran = 3,4,5, ou M localmente plana, dai o problema de Yamabe tem
solucdo nesses casos. Juntando com a solugdo parcial obtida no capitulo [6] concluimos a

solucao completa do problema.

Teorema 7.4. (Schoen) Se n = 3,4,5, ou M é localmente conformemente plana, entao
A(M) < A(S™), exceto se M é conforme a esfera. Consequentemente, o problema de Yamabe

tem solucao.

Demonstragao. Dado um ponto P € M, seja {z'} um sistema de coordenadas normais con-
formes em P. Pelo Teorema [7.1|(b) temos que G = 7" + A + «, onde @ = O”(r). Vamos
supor que M nao é conformemente equivalente a esfera S™, visto que nesse caso ja sabemos

resolver o problema. Assim, pelo Corolario (7.1 teremos A > 0.
Usaremos nessa demonstracao argumentos similares da demostracao da Proposicao
Considere 1 uma funcao radial em R” com 0 < n < 1,n = 1 sobre B, = B,(0) e

identicamente nula fora de B,,. Defina a seguinte funcao teste

us(x), se 7 <p,
b(a) = { o(Ga) — n()a(w), se p<r<2p
e0G(7) se 1> 2p.
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(n—2)/2
Lembrando que u.(z) = (ﬁ) , para € > 0. Também, tomamos ¢y < p com
€ x
n—2
(P "+ A) = _c ) (7.27)
€olp =\=7 7 . .

A igualdade acima garante que ¢ é continua, e sendo cada subfungao diferenciavel no dominio
de definicao, temos que ¢ é uma funcao Lipschitz, dai ¢ € L¥(M), Vk (ver AUBIN [3] p. 81),

em particular ¢ € L%(M) e podemos toma-la como uma funcio teste, pois pela Observacao

sabemos que inf Qu(p) = inf Q4(p).
cpELl

peC>®
P#0 ®>0

Vamos verficiar que Q(¢) < A(S™). Dividimos a demonstracdo em dois casos:
Caso (1): n = 3,4, ou 5.

Sabemos que em coordenadas normais conformes temos
detg=1 e S=0@?) em O, (7.28)
Tambem, da Proposi¢ao 7.1/ (P2) e (P3), temos
G| < Cir*™ e |VG| < Cor'™ em (. (7.29)
Pela definicao de ¢ e usando e (7.29), temos

/ (alVo|* + S¢?) dV, = gg/ (a|lVG]? + SG?) dV, +ag/ alVG|?
M\QP M\Q2p Q

2P\QP
—2a(VG,V(na)) + a|V(na)® + (G* = 2naG + n*a®) S dV,
ag/ (alVG? + SG?) av, + ag/ 24|V G|V (50)|
M\Q, Q2,\Qp
+alV(na)* + (2lnallG| + [n*a?|) S| dV,,
e / (alVG)* + SG?) dV, + &} / 2aCyr' " C3,,
M\Qp QQp\Qp
—i—an,pZ + (2047PC5T01T277L + <C47PC5T>2) 067’2 d‘/g

IA

IN

<& @ver+se) v, eicn, [ ()
M\$2p Bap\B),

< 6(2)/ (alVG|* 4+ SG?) dV, + Cs ,pep. (7.30)
M\Q,

Usando integragao por partes e o fato de aAG + SG = 0 sobre M \ { P}, temos

/ (alVG]* + SG?) dV, = / aGAGdV, —/ aG(VGQG, U)da—l—/ SG2dV,
M\Q, M\Q, 09,

M\Q,

= —/ aG(VG,v)do
09,
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= —/ aGQ(TQ_"+A)d0—/ aG{a,v)do
00, ar

09,

< —/ CLGQ(TQ_n—i—A)dO'—}—Cg/ PP "do
o, 87‘

89,

= — / aGQ(TQ_” + A)do + Cipp”.
0B, 87"

onde v € um campo vetorial normal apontando para o interior ao longo de JS2,. Assim, jun-

tando com (7.30),

/ (alVo|* + S¢?) AV, < —&5 / aaaﬁ(ﬂ—” + A)do + Chy ,pep. (7.31)
M\Q, o0, (s

Por outro lado, de , e o fato de u.(r) ser uma funcdo decrescente, temos
/ (a|ng§|2 + S¢2) v, = / (a|Vu€|2 + Su52) dv,
Q, Q,

< /a|Vua|2dV;,+Clg/ r*uldx
Qp

By

2
S / a|VuE|2dVg + 012[)2 |:€0(p27n + A)i| / dx
Q B,

P

= / a|Vu.|*dV, + Cize) [p6_” +2Ap* + A2p2+”]
QP

= / a|Vu. > dV, + 20(p" ™). (7.32)
Qp

Onde a ultima igualdade segue do fatode 0 < 6 —n < 4 < 24 n, para3 < n < 5. Como
também 1 < 6 — n, temos p°~" < p. Assim, de (7.31) e (7.32),

| @vop+setyav, < [ i

8—(7"2_” + A)do + £5Chy pp- (7.33)
Q, r

a|Vu.|*dV, — 5(2)/ aG
20,

Da Observagéo [4.2 sabemos que

£

uAu. =n(n —2)u? e / alVu.|*dz = n(n — 2)/ au? dz = X(S™)||uc]|2,

disso e integracao por partes, obtemos

/a|Vu€]2dVg = /ausAuEdV;,—i-/ us%da
Q Q 0, or

p p
Ou,

= nn—2/au§dv+/ Ue——do
( ) o 9 09, or

14

ou,
< )\(S")H¢H§+/m u.——do.

or

Usando (7.27), sobre r = p, temos
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2
1—5—2>
p

2
= —(n—2)g [p"*" +24p" " + A%p ] (1 - %)

= —(n—=2)g [P +24p " + A%+ O(p7 )],

onde acima usamos a desigualdade (1> + 1)™' > 1 — ¢? parat = ¢/p e o fato de ¢ < p.

Por outro lado, sendo G = 7>~ + A + O"(r), temos para r = p,

8?)0%(02‘” +A) = [P +A+O0"(p)] [(2-n)p' "+ O(1)]
= —(n=2)g [P+ A"+ 0" )],

segue que

/ ug%da —/ 53@G§(r2_" +A)de < —(n— 2)5(2)/ Ap' "+ O(p* ) do
9, r oQ, r o9,

= —(n—2)e3Aw,_1 +20(p).

Assim, torna-se
B0) = [ (alVo? + 567) vy < ASM1; — (1= 2134 +<3Ch
M
dividindo por ||¢||2, obtemos

Q(¢) < A(S™) — CreegA + £5Clhz pp. (7.34)

Sendo A > 0, temos de (7.27),
go(p* "+ A) < gm=222n g < D2 g

Assim, escolhido p arbitrariamente pequeno, fica definida a constante C'7 , e em seguida esco-

lhemos ¢ arbitrariamente pequeno. Como ¢, < ¢ e p é pequeno, temos que £2p decresce mais

rapido do que €2. Dai, sendo A > 0, de temos que Q(¢) < A(S™).

Caso (2): M é localmente conformemente plana.
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Nesse caso podemos assumir que g;; = 0;; em {)y,. Em particular S = 0 em )y, e as
estimativas acima sao simplificadas. Mais ainda, no caso anterior usamos o fatode 3 < n <5
apenas em para obter . Mas, sendo S = 0 em (2y,, nao ha o fator £20(p°™") em
, implicando que continua valido. Com isso, todas as demais estimativas continuam

validas e temos novamente Q(¢) < A(S™).

Em resumo obtemos A\(AM) < A(S™), o que implica pelo Teorema [4.3|que o problema de

Yamabe tem solucao.



96

8 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos como o problema de Yamabe, inicialmente geométrico, foi transformado num pro-
blema da teoria de operadores elipticos. O estudo das mudancas conformes de elementos da
variedade fora crucial para essa observacgao, principalmente a mudanca conforme de curvatura
escalar. Apesar de Yamabe nao ter conseguido resolver seu problema usando apenas a teoria
linear nesses operadores, ele deixou essa importante contribuicao que serviu de base para a

busca de solucoes.

Aubin e Trundiger complementaram o trabalho e introduziram o conceito de invariante
de Yamabe da variedade e precisaram encontrar a forma otima da desigualdade de Sololev, ou
seja, obtiveram novos resultados para atacar o problema. Dai em diante o problema se resumia

a encontrar condicOes para que A\(M) < A(S™).

A solucao na esfera foi importante por dois motivos principais: primeiro que os resultados
que vinham sendo desenvolvidos nao se aplicavam a esfera, pois assumimos que A\(M) <
A(S™); segundo que com a solucgdo na esfera conseguimos calcular explicitamente o valor de

A(S™). O Teorema de Obata foi fundamental para este ultimo.

No capitulo 6 vimos dois resultados fundamentais devido a Aubin: para toda variedade Rie-
manniana compacta vale A(M) < A(S™); e se a variedade é nao-localmente conformemente
plana, entao A\(M) < A(S™) e o problema tinha solu¢do. Note que o uso de coordenadas

normais conformes foi fundamental, em vista da expansao da meétrica.

Por fim Schoen conclui a conjectura de que A(M) < A(S™) e, portanto, o problema sempre
tem solucéo. E fato notar que a inspiragao de Schoen vem da solugao na esfera, pois muda-
mos as contas para uma variedade com curvatura identicamente zero. Uma teoria nova foi a

conjectura de massa positiva, a qual € um problema resolvido para dimensoes 3 < n < 7.

O problema de Yamabe tem sido uma area de interesse, principalmente outras generali-
zacoes como em variedades nao-compactas. Um resultado belissimo provado recentemente
garante que o conjunto de solugoes do problema de Yamabe tem estrutura de uma variedade
compacta. Outra linha de pesquisa é a busca de resultados para operadores do tipo A + ¢, os

quais aparecem com certa frequéncia em varios problemas de analise geomeétrica.
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APENDICE

Teorema 8.1. (Mudanca de Variaveis) Seja h : U — V um difeomorfismo de classe C*
entre abertos de R”. Dado £ um subconjunto compacto mensuravel de U, entao para toda

f: h(E) — R integravel
/ f(y)dy = / (f o h)()|detJ (h)(x)|d.
h(E) E

Ver LIMA [19], p. 179.

Teorema 8.2. (Unicidade das Métricas de Curvatura Constante) Seja V" uma variedade
Riemanniana completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante K. Entao
M™ é isométrica a:

1
a) Sﬁ,seK:ﬁ>0,

b) R%, se K = 0,

1
c) H%,seK:—ﬁ<O.

Onde R", ST e H}, sao os chamados espacos modelo de curvatura constante: R" com a
metrica Euclidiana (com a qual X' = 0); S com a métrica induzida da métrica Euclidiana
sobre R"*! (K = 1/R?); e o espaco hiperbolico H? de raio R, o qual é o semi-espago {x €
R"; 2" > 0} com a métrica hy := R*(2")"%Y (dz")? (K = —1/R?).

Demonstragao. Ver [16]], p. 204. O

Expansao da Métrica e Elemento de Volume

Proposicao 8.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Em coordenadas normais de g, a

funcao det(g;;) tem a expansao

det(g;;) = 1— gRijx’w] - éRijvkxzx%k
1 1 1 i okl 5
— %Rij,kl -+ %Rpiijpklm — 1—8Rinkl rr'xtxr + O(r ),

onde todas as curvaturas e suas derivadas sao avaliadas em P.

Demonstragao. Seja {z'} o sistema de coordenadas normais para g sobre uma vizinhanga U
de p e usemos essas coordenadas para identificar U com um aberto de R" e p como sendo a

origem. Assim, basta realizarmos a expansao sobre a origem.
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Fixados 7,& € R™, considere a aplicagao v : R x R — R" dada por 74(t) = t(7 + s&),
a qual determina uma familia a um pardmetro de geodésicas radiais e seja T' = 7.(t). Vamos

escolher f = 51, s 7571 tal ue §Z Oe = 1. Notemos que o0 campo
q #0elr
J =t

satisfaz a equacao de Jacobi V34J = Ry(X), onde Ry é o endomorfismo R(T),-)T. De fato,

sendo 7s(f) uma geodésica, vale V1" = 0. Também como [%, %] = 0, temos que 0 =
[%Z’ %} = [T, J] = VJ — V,T. Com esses dois fatos concluimos o afirmado:

0=V,VeT = VoV,T VT — R(T,J)T
= VyVed — R(T, J)T.

Defina agora f(t) = (J,J)(10(t)) = (t&, t&)(t7). Vamos expandir a fun¢do f em torno da
origem. Obviamente, f(0) = 0, J(0) = 0e (V2.J)(0) = R(T, J)T(0) = 0. Assim,

ff=2VrJ,J) = [f(0)=0,
[r=2(V3J,J)+2(VyJ, Vo) = f"(0)

= (£.6)(0),
" =2(V4J,J)+6(V3J,VyJ) = f"(0)=0.

Derivando novamente, obtemos
FO =2(ViJ, J) +8(ViJ, VrJ) +6(V3J V7J),

onde podemos calcular V3..J usando a equacao de Jacobi e a definicdo de derivada covariante

sobre End(T'M) :
Vid = Ve(Vid) = Ve(Rr(J)) = (VeRr)(J) + Re(VrJ),

dai,
F4(0) = 8(Rr(€),£)(0).
Em seguida, como V4.J = V4(Rr(J)) = (VAR7)(J)+2(VrRr)(VrJ )+ Rr(Rr(J)), temos

FO = 2(V5J, J) + 10(VAT, Vi) + 20(V3.J, V2.T)

- fP(0) = 20{(VrRr)(€),£)(0).

Analogamente, V3.J = (V3Rr)(J) + 3(V2Rr)(V7J) + 3(VrRr)(VEJ) + Rp(V3.J), dai
V3(0) = 3(VER)(€) + Re(Re(E)). Como

O =2(V5J, J) +12(V5.J,VJ) + 30{V1J, V7] ) + 20{V3.J, V3] )



e R é autoadjunto, obtemos

FO0) = 36((V7Rr)(¢
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), €)(0) + 32(Rr(€), Rr(£))(0).

Com isso, tomando a expansao de Taylor de f em torno da origem e dividindo por 2,

obtemos:

(€,6)0r) = (£6)(0)+
t4

= (Br(£), ) (0) +

3

o ((VrRr)(€).€) (0)
2t4

+2 ((VBR2)(€),€) (0) + 5 (Re(€), Br(€)) (0) + O()

45

Substituindo & = ¢7, obtemos T' = 7 = (z'/t)d;. Como também { = £P0),, temos

(€.€)(47) = (€0, 80,)(x) = g
(€,6)(0) = <§p8p>§qaq>(0) = 0pg&PEY,
ClRe©.00) = LRETOTO0) = L (R(H0,09,) 50,0,) 0)

1 . 1
= S T W EPERT gy = - BT EPE Ry,

3

3 t3

S U(VaR)(€),6) (0) =

3

5 (VrR(T, 6T, &) (0) = = <x OpR(x'0;, £P0,)27 0;,£79,) (0)

1 1
= GV EEO (R) gmg = 20 2 Rjip

t4

2t4

= (Re(©), Fr(€) (0)

57 ((VERD)(€).€) (0)

Jwp

1
%@clmkaﬁk (2'0;, £P0,)27 0 £8q>
1,

T 2 2 EPETR i s

2t4

45< (1,8, R(T, §)T) (0)

E (R(2'0;, £0,)270;, R(x" 0y, £90,)2' D))

2 .
Exzmjmkmlfpfq <R§?p3m, lean>
9
Exzxjxkxlfpﬁqujiplekq

Se |x| = r, temos r = |t7| = t. Portanto, substituindo essa e as expressdes acima na

expansio de f dividida por ¢2,
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Gpg(T) = Opg+ %Rpijqxixj + éRpijq,kCEil’jxk
+ (%sz’jq,m + %Rpiijqklm) ikt 4 O(r?), (8.1)
onde o termos com curvatura estao avaliados na origem. Podemos escrever g,, = exp A4,,,
onde
Apg(a) = ngz‘qu’ixj + éRpijq,kxixj 2"
+ (%Rpijq,kl - %Rpiijqklm> daizhal 4+ O).

De fato, vimos que g = [ + G5 + G3 + G4 + O(r®) e escrevendo A = Ay + Az + Ay + O(r9),

onde os indices correspondem ao grau do termo. Dado que r € pequeno, temos

1 1
exp(A) = [+A+ 5A2 +0(r°) =1+ Gy + G5 + (A4 + §A§> +O(r®)
= I+Gy+G3+Gy+O(r).

Por fim, pela formula de Jacobi concluimos que

detg = det(exp A) = exp(tr(A4)) = exp (" Ap)
1 (] 1 i gk
= &Xpy — ng'jSB = ERij,kx vz

1 1 w
— <%Rij»kl + %Rpiijpklm> w'al ikl + 0(7"5)}

1 | o 1 1 o
= 1+ { - §Rijﬂ3zxj - gRij,kﬂflﬂﬂj-Tk - (z—oRij,kl + %Rpiijpklm) fl?lﬂf]l"kxl}

11, 5\
+= (——Rijx’xj) +O(r®)

2 3
= 1- §Rl]l' [ éRij’kx )z
1 1 1 L | 5
— %Ri]’,kl + %Rpiijpklm — 1—8Rinkl rx’rtr + O(T’ )

O]

Corolario 8.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Em coordenadas normais de g, tem-

se a seguinte expansao

1 o
9(x) = 8 = g Rup(P)a'a’ £ O(r).

Demonstrag¢ao. Dada uma matriz A e ¢ > 0 suficientemente pequeno, entao usando a expansao
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de Taylor da fungdo B — B~! em torno de B = I, obtemos

(I+eA) ' =T1—cA+0(e?).

De podemos escrever ¢ = I + A + O(r?), onde A é a matriz dada por A,, =

3 Ryijqv'z? . Visto que |A| = O(r?) e r é pequeno, aplicamos a expansio acima, obtendo

g =T —(A+00%) +00% =1 - A+ 0().

A expressao acima conclui o corolario. Poderiamos continuar o processo, usando a ex-

pansao de Taylor, obtendo uma expressao do tipo (8.1).

]

Corolario 8.2. O elemento de volume em coordenadas normais de uma variedade Riemanni-

ana (M, g) tem a expansao

1 o 1 o
detg = 1— BRUQ:W — ERij,kxzx]mk
1 1 1 i gkl 5
— 4_0Rij,kl + meiijpklm — ERURM rr'xtxr + O(’I" )

Demonstragdo. Como a expansao de Taylor da fun¢ao ,/y em torno de y = 1 é dada por

Vi=14 5l =1) = Sy =17+ Oy 1),

para |y| — 1, basta aplica-la a formula obtida na proposicao acima. O]
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