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Resumo

Neste trabalho demonstramos o teorema de Aleksandrov obtido por Anténio Ros em
[18] e uma generalizagao obtida por Choe & Park em [4] para hipersuperficies compactas
mergulhadas com alguma curvatura média alta constante. Mais precisamente, mostramos
0s seguintes teoremas:

1) “Uma hipersuperficie compacta mergulhada no Espago Fuclidiano com H, cons-
tante para algum r =1,....,n € uma esfera.”

2) “Se S C R" ¢ uma hipersuperficie compacta mergulhada com alguma H, cons-
tante em um cone convexro suave por partes C' e perpendicular a OC, entdo S € parte de
uma hiperesfera redonda.”

Palavras chave: curvaturas médias altas, desigualdade de Heintze-Karcher-Ros,
teorema de Aleksandrov.



Abstract

In this work we show the Aleksandrov’s Theorem due to Anténio Ros in [18] and a
generalization obtained by Choe & Park in [4] for compact embedded hypersurfaces with
some constant higher mean curvature. More precisely, we show the following theorems:

1) “The sphere is the only embedded compact hypersurface in the Euclidean space with
Hr constant for somer =1,...,n"

2) “If S C R 4s a compact embedded hypersurface with constant higher order mean
curvature in a convex piecewise smooth cone C' which is perpendicular to OC, then S is
part of a round hypersphere.”

Keywords: higher order mean curvatures, Heintze-Karcher-Ros inequality,
Aleksandrov’s theorem.
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Introducao

Uma questao fundamental sobre hipersuperficies no espacgo euclidiano é decidir se
uma hipersuperficie compacta(imersa ou mergulhada) com curvatura média H,, de ordem
superior, para algum r = 1,...,n é uma esfera.

Seja ¢ : M™ — R™*! uma hipersuperficie compacta, orientavel e denote por Ai,..., \,
as curvaturas principais de ¢. Se 0, é o r-ésimo polinémio simétrico elementar, entao a
r-ésima curvatura média de H, de ¢ em um ponto p € M é definida por

Ho=— 3 Ao

(7') 1< < <ir<n

Neste caso Hy =1 e H, = 0 sempre que r > n. Nocasoem que r =1, Hy = H é a
curvatura média de o, para r = 2, Hy é a curvatura escalar de ¢ e no caso em que r = n,
H, é a curvatura de Gauss-Kronecker de ¢.

Em 1954, Hsiung mostrou em [9] que se M™ é uma hipersuperficie estritamente con-
vexa ou estrelada com H, constante para todo r =1,...,n entao M"™ é necessariamente
uma esfera. Em particular se a curvatura de Gauss-Kronecker H,, é constante e M"™ é
mergulhada no espaco euclidiano, entao pelo Teorema de Hadamard para hipersuperficies
convexas, M™ é uma esfera. O caso convexo foi estudado previamente por Liebmann[13]
e Siis[23], sendo que o primeiro mostrou em 1899 que as esferas sdo as unicas superficies
compactas em R? com curvatura Gaussiana constante. Ele também mostrou que as
esferas sao as tnicas superficies ovais com curvatura média H constante.

Em 1958, Aleksandrov em [1] estendeu o resultado de Liebmann mostrando que a
Unica hipersuperficie compacta e mergulhada no espago euclidiano com curvatura média
H, constante é uma esfera. No caso de hipersuperficies compactas imersas, Hsiang, Teng
e Yu[10] e Wente[24] foram capazes de construir exemplos nao esféricos em R?" e em R3,
respectivamente.

Em 1988, Ros provou em [19] que se a curvatura escalar Hy é constante e a hipersu-
perficie é mergulhada entdo ela deve ser uma esfera. Entretanto, em 1987, Ros em [18]
estendera este resultado para qualquer H,. Em linhas gerais, ele provou o seguinte

Teorema 0.1. Uma hipersuperficie compacta mergulhada no Espaco FEuclidiano com H,
constante para algum r =1,....,n € uma esfera.

Nesta dissertacdo provaremos o resultado acima e assim como em [19], usaremos o
método de Reilly[16] como principal suporte. Em 1991, Ros e Montiel em [14] obtiveram
uma prova diferente do teorema acima. Outra prova foi publicada por N. Korevaar
em [25]. Recentemente, Choe & Park no artigo [4] estenderam o Teorema acima para
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hipersuperficies compactas mergulhadas em um cone convexo, mais precisamente eles
provaram o

Teorema 0.2. Se S C R" € uma hipersuperficie compacta mergulhada com alguma Hy
constante em um cone convexo suave por partes C e perpendicular a OC, entao S € parte
de uma hiperesfera redonda.

Para provar este teorema, estenderemos uma formula integral de Minkowski obtida
em [9] e uma desigualdade integral inspirada no trabalho de Heintze & Karcher [6] e
obtida por Ros em [18], ambas enunciadas e demonstradas nesta dissertacdo em ambas
as versoes. Dito isto, apresentamos o principal objetivo desta dissertagao, que é provar os
dois teoremas supracitados e para isso subdividimos este trabalho em quatro capitulos,
os quais sao descritos a seguir. No primeiro capitulo estabelecemos a notacao e apre-
sentamos os resultados e defini¢oes relacionados a Geometria Riemanniana, além disso
introduzimos as Transformacoes de Newton e as curvaturas médias de ordem superior,
os quais desempenham papel fundamental no decorrer de todo o trabalho.

No segundo capitulo enunciamos e demonstramos a Formula de Minkowski, a Férmula
de Reilly e a Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros, que sao os principais resultados que
formam a base necessaria para a demonstracao dos Teoremas principais.

Como aplicacoes destes resultados, no terceiro capitulo, enunciamos e demonstramos
o Teorema de Aleksandrov, bem como uma extensao do mesmo ao considerar um dominio
compacto que é um ponto critico do funcional isoperimétrico.

Por fim, no quarto capitulo abordamos as hipersuperficies compactas mergulhadas
em um cone convexo suave por partes e feito isto, estendemos o resultado obtido por Ros
apresentado no capitulo anterior.

As principais fontes que inspiraram este trabalho foram os artigos de Ros [18] e de

Choe & Park [4].
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Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Ao longo deste capitulo, apresentaremos as defini¢oes e os resultados bésicos no to-
cante a Geometria Riemanniana, que servirao como base para a compreensao e desenvol-
vimento dos capitulos seguintes. A maior parte deste capitulo encontra-se em [3], sendo
assim, a prova dos resultados omitidos estarao claramente referenciados. Denotaremos
por M™(ou simplesmente por M) uma variedade Riemanniana de dimensao n e classe
C*, (, ) denotard sua métrica Riemanniana e V a sua conexao Riemanniana, sendo que
em alguns momentos este mesmo V denotard o gradiente de uma func¢ao, no entanto,
nestes casos ficara claro no contexto tal diferenga, excluindo assim qualquer possibilidade
de confusao.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* e por D(M)
o anel das fungoes reais de classe C*° definidas em M. Dado p € M, T,M denotard o
plano tangente a variedade M no ponto p.

1.1 Gradiente, Divergente, Laplaciano e Hessiano

Definigao 1. Seja f € D(M). O gradiente de f é o campo vetorial suave V f, definido
sobre M da sequinte maneira :

X(f) =V, X)
para todo X € X(M).

E imediato da definicdo que, se f,g € D(M) entao:
L V(f+9)=Vf+Vy;

2. V(fg) = fVg+gVf.

Proposigao 1.1. Seja f € D(M). Dadosp € M ev € T,M, seja~: (—e€,€) = M uma
curva suave tal que v(0) = p e v'(0) = v. Entao

(V1. 0)y = 4 (F o)1)

t=0

Em particular, se p € ponto de mdzimo ou minimo local para f, entao V f(p) = 0.
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Demonstragao. Para provarmos a primeira parte basta observar que, sendo X uma
extensao local de 4/, entao

(V1,0)y = (X)) = S (F o))

t=0

Agora, suponha que p é ponto de méximo local para f(o outro caso é andlogo). Entao
existe U C M vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(¢) para todo ¢ € U. Se v € T,M
ey :(—€€) = U é como no enunciado, entdo f o~y : (—¢,¢) — R tem um méximo local
em 0, donde
= 0.

t=0

(V1. 0)y = S (F o)1)

Como a relagao acima ¢é valida para todo v € T,M, segue que V f(p) = 0.

Definigao 2. Seja X € X(M). A divergéncia de X € a fung¢ao suave divX : M — R,
definida por
div X (p) = tr[Y (p) — (Vv X)(p)],

onde tr significa o trago da aplicagio VX : T,M — T,M.
Decorre diretamente da defini¢ao que, se X,Y € X(M) e f € D(M) entéao:
1L div(X+Y)=divX +divY;
2. div(f.X) = f.divX +(Vf, X).

Teorema 1.1 (Teorema da Divergéncia). Seja M uma variedade Riemanniana compacta
com bordo e X € X(M). Entao

/ divXdM = | (X,)dS,
M

oM

onde v € um campo unitdario normal a OM apontando para fora de M.

O Teorema da Divergéncia ¢ uma consequéncia direta do Teorema de Stokes(o Teo-
rema de Stokes pode ser visto, por exemplo, em [21], capitulo 5). Uma prova do Teorema
da Divergéncia pode ser encontrada em [12], pagina 206.

Corolario 1.1. Seja M uma variedade Riemanniana sem bordo e X € X(M). Entdo:
/ div XdM = 0.
M
Observacao 1. Diz-se que um referencial ortornomal {E1, ..., E,} em um aberto U C

M, é geodésico em p , se (Vg E;)(p) = 0 para todos 1 < i,j < n.

14



Sejam X um campo diferenciavel de vetores em M

e {F1,..., E,} um referencial

geodésico em p. Escrevendo X = >""  x,E), em p € M, temos que

divX = Z<VE1-X7Ej><Ei7Ej>
ij 1

= Z VE ZxkEk,

1,j=1
n

Y(Ei, Ej)

= Z (Ei(xx) By, E;)(Ei, Ej)

Proposicao 1.2. Seja f € D(M) e {61, ..., en} um referencial geodésico em M, entao

n

Vi=)alfe

=1

Demonstracao. Ao escrever
n
E :ajej,
j=1

temos que

e(f) Vfael Za’]€]7el ==

Logo

Defini¢ao 3. Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) — D(M),

definido por
Af =div(Vf)

Tomando, em p € M, o referencial geodésico {Ey, ...,

Laplaciano de f por
Af(p) = divVf(p)

= diV(Z fiEs) (p)

= Zfiz‘(p)

E,} é possivel expressar o

Segue das propriedades do gradiente e do divergente que, se f,g € D(M), entao:

15



L A(f+g) = A(f) + Alg);
2. A(f.g) = fAg+ g Af+2(Vf Vyg);
3. div(h(Vf)) = h(Af) + (Vf,Vh).

Vejamos a prova de (b):
De fato, fixe p € M e escolha, em p € M, um referencial ortonormal {E1, ..., E,} em
uma vizinhanca de p. Entao,

A(fg)p) = > EvEx(f9)(p)

= Y Ew(gEwf + fErg)(p)

k=1

= ZgEkEkf +ZEkgEkf —|—ZEkgEkf +ZfEkEkg )

= [A(9)(p) + 9A(f)(p) +2 Z 9B fiEx(p)

k=1

= fA(g) +gA(f) +2(V [, Vg)(p).

Em particular, Af? = 2fAf + 2|V f].
A prova de (c) segue diretamente da propriedade (b) da divergéncia.

Definicao 4. Seja f € D(M). Definimos o hessiano de f no ponto p, para v € T,M,
como o operador linear Hess f, : T,M — T,M, dado por

Hess f,(v) = V, V.

Segue das propriedades de conexao Riemanniana que, se X é uma extensao local de

v entao Hess f,(v) = (VxVf)(p).

Proposicao 1.3. Se f € D(M), entdo o hessiano de f no ponto p € um operador linear
auto-adjunto.

Demonstracao. Dados z,y € T,M, sejam X,Y extensoes de x,y respectivamente a
campos definidos em uma vizinhanca de p em M. Entao,

(Hess fy(x),y) = (VxVf,Y),
= X(V£,Y), —(Vf,VxY),
XY () — (VL VyX +[X,Y]),
Y(X())p + (X YI()p — (V. Vv X))y — (X Y())y
vafa X)p
Hess f,(y), ).

o~ N N/
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Proposicao 1.4. Se f € D(M), entao para todo p em M wvale a igualdade

Af(p) = tr(Hess f,).

Demonstracao. Seja {4, ...,1,} uma base ortonormal de T, M, entao

n

tr(Hess f,) = Z((Hessf)p(ui),yi>

= Z(vulva Vi>p

=1

= divVf(p)
= Af(p).

Seja f € D(M). Como Hess f, ¢ um operador auto-adjunto, este operador induz de
modo natural, uma forma bilinear simétrica em 7),M chamada forma hessiana de f em
p. Abusando da notacao, também denotaremos a forma hessiana de f em p por Hess f,,.
Dados z,y € T,M, a forma hessiana de f em p é definida da seguinte maneira:

Hess f,(z,y) = (Hess f,(2), y)

1.2 Aplicacao Exponencial

Definicao 5. Sejam M uma variedade Riemanniana e I C R um intervalo aberto. Uma

d
curva parametrizada v : I — M é uma geodésica se, para todo t € I, T (d—Z) =
Neste caso, se v(t) = /(7' (t),7'(t)) é a velocidade de v, temos que
d 2 d / !
— t = — t t
SWD) = A0
D
— 2( =A(t), Y (t
(7o)
= 0.

Concluimos, portanto, que se v é geodésica, entao o vetor velocidade de  possui
norma constante.

Dizemos que uma geodésica vy é normalizada ou que esta parametrizada pelo compri-
mento de arco quando |y/(t)| =1, para todo t € I.

Como uma consequéncia do teorema de existéncia e unicidade das solucoes de equagoes
diferenciais ordindarias, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana. Dadosp € M ev € T,M, existe
uma dnica geodésica v : I — M tal que v(0) =p e 4'(0) = v.

17



Denotaremos por 7, a unica geodésica que no instante ¢ = 0 passa por p com veloci-
dade v € T),M.

Definicao 6. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. A aplicacdo exponencial
exp, : T,M — M ¢ a aplicagao diferencidvel

v
exp,(v) = 7(L pyv) = 7 (|v|,p, m) |

onde y(t) = v(t,p,v) € a unica geodésica satisfazendo v(0) =p e 4'(0) = v.

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo-se um comprimento

. - ) v
|v|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade ﬂ
v

E possivel aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu intervalo de
definicao e vice-versa. Isso segue de uma propriedade conhecida, chamada homogeneidade
das geodésicas. Precisamente, expressamos isso da seguinte maneira: Vv € T,M e VAt €
R, temos

To(t) = Yo (A)

Proposicao 1.6. Para todo p € M, existem uma vizinhanca V' da origem de T,M e
uma vizinhanga U de p, tais que exp, : V — U € um difeomorfismo.

Demonstracgao. De fato,

dlexp,)o(v) = 5 (exp )]

= 200

7,(0)

t=0

t=0

Logo, d(expp)o ¢ a identidade de T,M, entao, pelo Teorema da Aplicagao Inversa,
exp,, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0 em T, M.

[
O aberto U dado pela proposicao anterior é chamado vizinhan¢a normal de p.
Definicao 7. Dados p,q € M, a distancia d de p a q € definida por
d(p,q) = inf{l(epg); 0pg € uma curva diferencidvel por partes ligando p a g},
onde l(«) indica o comprimento da curva «.

Podemos ver uma demonstragao em [3|, pagina 161, por exemplo, que munido da
distancia d, M é um espago métrico.

18



1.3 Curvaturas

A seguir apresentaremos a definicao de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto
uma variedade Riemanniana deixa de ser Fuclidiana.

Definicao 8. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma atribuicdao que
associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyvZ + V[Xy]Z, Z € %(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes
propriedades:

1. R ¢ bilinear em X (M) x X(M), isto é

R(fX +¢Y.Z) = fR(X,Z)+gR(Y,Z)
R(X,fZ+gW) = [fR(X,Z)+gR(X,W),

com f,g e D(M) e X,Y,Z, W € X(M);

2. Para cada X,Y € X(M) o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,
ou seja

RIX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X,Y)W
R(X,Y)(fZ) = [R(X.Y)Z,

com f € D(M) e Z,W € X(M);,
3. (Primeira identidade de Bianchi) Para quaisquer X,Y,Z € X(M) vale:

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0

Demonstracao. A prova destas propriedades pode ser vista em [3], pdg. 100.

Reescrevendo as propriedades acima, obtemos o seguinte corolario

Corolério 1.2. (a) (R(X,Y)Z,T)+ (R(Y,Z)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;
(b) (R(X,Y)Z,T) = =(R(Y, X)Z,T);

(¢) (R(X,Y)Z,T) = =(R(X,Y)T, Z);

(d) (R(X,Y)Z,T)=(R(Z,T)X,Y).

R
R

Relacionado com o operador curvatura estd a curvatura seccional(ou Riemanniana),
que passamos a definir.
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Proposicao 1.8. Seja o C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,,M
e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)z,y)

Kp(0> = Kp(xuy> = ’I‘ A y|2

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Definicao 9. Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,,M , o nimero
real Ky(0) = K,(z,y), onde {x,y} € uma base qualquer de o, € chamado curvatura
secctonal de o em p.

A proposi¢ao seguinte mostra que, em uma variedade Riemanniana de curvatura
seccional constante, a curvatura pode ser escrita de uma forma mais simples.

Proposicao 1.9. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina
uma aplicagao trilinear R X(M) x X(M) x X(M) — X (M) por

(R(X,Y)Z,T)=(X,Z\Y,T) — (Y, Z)(X, T),

para todos X,Y,Z, T € X(M). Entao M tem curvatura seccional constante igual a K
se, e somente se, R = KoR', onde R € a curvatura de M.

Eis agora a curvatura de Ricci, objeto muito importante nos principais resultados
desta dissertacao.

Sejam p € M e x um vetor unitario de 7, M. Definimos a curvatura de Ricci no ponto
p na direcao de x da seguinte maneira:

Se {e1,...,e,—1} ¢ uma base ortonormal do hiperplano de 7,M ortogonal a x, entao
1 n—1 1 n—1
Ric,(x) = — Z(R(m, €;)x, e;) = — ZK(m,ei).

i=1 =1

Portanto, se M é uma variedade Riemanniana com curvatura seccional nao-negativa
em todos os pontos, entao o mesmo acontece com a curvatura de Ricci, isto é, Ric(M) > 0.

Observagao 2. Algumas vezes usaremos a notagao de Einsten, ou seja, omitiremos o
sinal do somatdério em somas que aparecem indices repetidos, por exemplo

k k
> TEX =TEX.
k

Seja {ej,...,e,} uma base ortonormal de campos de vetores em torno de um ponto
p € M. Os coeficientes Rﬁjk, definidos por

_ !
R(ei, ej)er = E R;er
l
_ i
= Rijkel
sao denominados componentes do tensor curvatura.
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Temos ainda que

(R(ei,ej)ex, es) = <ZR§jkel,es>
ZR]k(SlS

S
ijk

= Rjjks

Os coeficientes R;;s sao denominados coeficientes de Ricci.
Nao ¢ dificil verificar que a fungao Ric : T,M — R ¢ uma forma quadrética associada
a forma bilinear simétrica

Ric, : T,M x T,M — R
(x,y) — tr(z+— R(z,2)y).

Ao variar p sobre M obtemos uma aplica¢ao bilinear Ric : X(M) x X(M) — D(M),
também chamada tensor Ric de ordem 2, dado por

Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, Z),Y)

Notemos que, se M tem dimensao 2, entao Ric, ¢ a curvatura Gaussiana de M em p.
Além disso 1
Ric,(x) = 1 Ric(X, X)(p)
n —

Exemplo 1.1. Se M ¢é conexa e tem curvatura seccional constante igual a K, entao

n—1 n—1
1

= — K =K.
=1 =1

Ric,(x) =

-1

1.4 Imersoes Isométricas

1.4.1 A segunda forma fundamental

.~ . =k . . . L
Definicao 10. Sejam M™, M"Y variedades Riemannianas. Uma aplicacao suave

f: M — M é uma imersao se df, : T,M — TPM ¢ injetiva para todo p € M.
—n+m=k

Sejam (M ,{, ), V) uma variedade Riemanniana, M™ uma variedade n-dimensional

=k . ~ .~ s, . . - .
ef: M"™ — M uma imersao. Nestas condicoes, a métrica Riemanniana de M induz de
maneira natural uma métrica Riemanniana em M através da definicao

(u,v)p = (dfp(u),df,(V)) pp), Vo € M, Vu,v € T,M.

Dessa forma, a aplicacao f é uma imersao isométrica.
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Dado p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma
subvariedade de M. Portanto existem uma vizinhanca U de f(p) e um difeomorfismo
®:U — V C R¥ em um aberto V do R*, tais que ® aplica difeomorficamente f(U) N U
em um aberto do subespago R" C R¥. Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T, M,
q € U, com o vetor df,(v) € Tf(q)M. Assim, para cada p € M, o produto interno em TPM
decompde T, M na soma direta

TPM = TpM D (TpM)J_a

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em TPW. Sev e TPM, p € M, podemos
escrever
v=vl+vt v eT,M, v*te (T,M)"

T 1

Denominamos por v* a componente tangencial de v e v a componente normal de v.
Se X,Y sao campos locais de vetores em M e X,Y sao extensoes locais a M, definimos

VyY = (VyY)
Verifica-se(cf. Cap. II de [3]) que esta é a conexdo Riemanniana relativa a métrica

induzida de M por f.

Definicao 11. Sejam f: M — M wma imersao isométrica, U C M uma vizinhanga de
p € M tal que f(U) C M ¢é uma subvariedade de M e N € X(U) um campo local de M,
comU C M aberto e f(U) CU. O campo N diz-se normal a M se X (p) = X, € (T,M)*,
para todo p € U.

Assim, segue da defini¢do acima que, 0(X,Y) := V¢Y — VxY é um campo local em
M normal & M. Prova-se que (X, Y) estd bem definida, isto é, o(X,Y’) ndo depende das
extensoes X e Y. Indicaremos por X(U)* o espaco dos campos de vetores diferencidveis
em U normais a f(U) = U.

Proposigao 1.10. Se X,Y € X(U), a aplicagdo o : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
o(X,Y)=VxY - VxY
¢ bilinear e simétrica.

A demonstracao desta proposicao pode ser vista em [3] com mais detalhes, apenas
indicaremos o principal fato usado, a saber: exprimindo ¢ em um sistema de coordenadas,
verifica-se que o valor de o(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e de Y(p).

Definiremos agora a segunda forma fundamental: Sejam p € M e n € (T,M)*+. A
aplicagao H,, : T,M x T,M — R dada por

Hn(x,y) = <O-('r7y>777>7 1’7?J€TpM7
é, pela proposicao anterior, uma forma bilinear e simétrica.

Defini¢ao 12. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por II,(zx) = H,(z,xz) =
(o(x,x),n), € denominada a seqgunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor nor-
mal 7.
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As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar
a aplicacao o que em cada p € M ¢é uma aplicacao bilinear, simétrica, tomando valores
m (T,M)=*.
Associada a aplicagao H, temos uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M,
definida por
<A77(x)7 y) = H77<x7 y) = <O'(l', y)7 77>

Definigao 13. A curvatura média H de M em p com relagdo an € dada por

Z?:l HU(Eiv El)

Y

H =

n
onde {E;}?_, é uma base qualquer de T,M.

Proposigao 1.11. Sejam p € M, x € T,M en € (I,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao

Ay(a) = ~(V.N)".

Demonstracao. Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de x,y respectivamente. Entao
(N,Y) =0, donde concluimos que

(Ag(@),y) = (o(X,Y)(p),N)

= (VxY = VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p)

= <_vaa y>>
para todo y € T,M. Donde obtemos que A, (r) = —(V,N)T.
[

Consideremos, por exemplo, o caso particular em que a codimensao da imersao é 1,
ou seja, f : M" — M 6 uma imersdo isométrica. Neste caso, f(M) C M é entdo
denominada uma hipersuperficie.

Sejam f(M) C M uma hipersuperficie, p € M e n € (T, M)+, |n| = 1. Segue do Teo-
rema Espectral que, como A, : T,M — T,M ¢é auto-adjunta existe uma base ortonormal

{e1,...,e,} de T, M formada por autovetores com autovalores associados Aq, ..., A, isto
é, Ap(e;) = Nie;, 1 <i < n. Supondo que M e M s@o orientéveis e estdo orientadas
entdo o vetor n fica univocamente determinado se exigirmos que sendo {ey, ..., e,} uma
base na orientacdo de M, {ey,...,e,,n} seja uma base na orientacio de M. Neste caso,

chamamos os e; de direcoes principais e os \; := k; de curvaturas principais da imersao
f. A aplicagio A = A, é denominada o operador de Weingarten associado a segunda
forma fundamental. Nesse caso, vale a igualdade A(X) = —(VxN)T = —VxN.

Relacionaremos agora as curvaturas seccionais de M e M. Se z,y € T,M C T,M sao

linearmente independentes, indicaremos por K(z,y) e K(z,y) as curvaturas seccionais
de M e M, respectivamente, segundo o plano gerado por x e y.
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Teorema 1.2. (Equagio de Gauss) Sejam f : M™ — M uma imersio 1sométrica,
p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(z,y) — K(z,y) = (o(x,z),0(y,y)) — |o(z,y)[*.

Demonstracao. Vide [3], pag. 144.

[ |

No caso de uma hipersuperficie f : M" — WH, a Equacao de Gauss admite uma
expressao mais simples. Sejam p € M, n € (T,M)* (com |n| = 1) e {e1,...,€,} uma
base ortonormal de T,M para a qual A = A, é diagonal, isto é, A(e;) = ke; para

todo ¢ = 1,...,n. Entao H(e;, e;) = (A(e;), i) = ki e H(ej,e;) = 0, se i # j. Assim,
o(e;,e;) =0e o(e;,e;) = kin. Portanto a Equacao de Gauss escreve-se da seguinte forma

K(ei,ej) —F(ei, ej) = klkj

1.4.2 As Transformacoes de Newton P.

Definicao 14. Uma funcao f : R™ — R € dita simétrica se f € invariante por permutac¢ao
de suas varidveis independentes, isto €,

f($1: o 7xn) = f(xp(l)a cee 7xp(n))7
para todas as bijecoes p: {1,...,n} —{1,...,n}.

Definicao 15. Um polinomio o, com coeficientes em um corpo ou em um anel associativo
e comutativo K com unidade, é simétrico, se o for uma funcao simétrica.

Definicao 16. Definimos o k-ésimo polinomio simétrico elementar oy, : R™ — R por

]-7 ]{?:0
07 k>n

Proposicao 1.12. Se g, : R" — R € 0 k-ésimo polinomio simétrico elementar, entao

0 ~
1. a—ij'k(.fCl, c. ,.flj’n) = O'kfl(l'l, ey Ty ,xn),
2. op(z1,. . Ziy o) =021, Ty ) = (=)0t (T4, Ty Ty, )

n 0
3. Zj:l Ij%(fk(l'l, c. ,In) = k.O’k(.fl, c. ,Ll'n),
J

onde x; indica que o elemento x; foi omitido.
Demonstracao. Usando indugao, os itens (1.) e (2.) decorrem diretamente da definigao.
].

A prova do item (3.) pode ser consultada em [2 -
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Definicao 17. Seja ¢ : M"™ — M uma imersdo isométrica entre duas variedades Ri-
emannianas e seja A : T,M — T,M o operador linear auto-adjunto associado a seqgunda
forma fundamental da imersio ¢ em cada ponto p € M. Associado a A, tem-se os n
invariantes S, (A), 1 <r < n, dados pela igualdade

det(t] — A) = i(—ws,(A)tw,

r=0
onde Sy(A) = 1 por definicao.

Quando {ey,...,e,} é uma base de T,M formada por autovetores de A, com autova-
lores respectivamente {1, ..., A, }, vé-se que

Sr(A) =0 ( M,y A,

onde o, é o r-ésimo polinomio simétrico elementar.
As transformacoes P,(A) : T,M — T, M conhecidas também como o r-ésimo Tensor
de Newton, sdo definidas, para cada r € {0,...,n — 1}, por

PyA) = I
Pi(A) = Si(A)]—A

PT‘(A> : ST(A)I_APT—I(A)7

onde I é a identidade. De maneira mais geral,

1, r=20
P.(A) = Z;ZO(—l)jST_j(A)Aj, ref{l,...,n—1}
0, r>mn,

onde 0 denota a transformagao linear identicamente nula.

Observagao 3. Por simplicidade, doravante, escreveremos P, e S, ao invés de P.(A) e
Sr(A), respectivamente.

Note que sendo P, um polinomio em A, para todo r, ele é também auto-adjunto e
comuta com A. Entao toda base que diagonaliza A em p € M também diagonaliza todos
os P.em p € M. Sendo {ey,...,e,} uma tal base, com A(e;) = \;e;, e denotando por A;
a restricdo de A a (e;)* C T,M, definimos

S(A) =" Y N A =LA )
S

. ~ . —n—+1 . ~ . S .
Proposicao 1.13. Seja p: M" — M uma 1mersao isométrica entre duas variedades
Riemannianas e seja A o operador linear associado a sua sequnda forma fundamental.
O r-ésimo Tensor de Newton associado a A satisfaz:
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1. tr[P,] = (n—1r)S,;
2. trlAP,] = (r+1)S,41.
Demonstracao. Se {ej,...,e,} é uma base que diagonaliza A, vejamos que
P.(e;) = Sy (Aj)e;.
Usaremos inducao sobre r. Para r = 1, temos: P, = 511 — A. Portanto,
Pi(e;) = Sie; — A(e;) = (S1 — Ny)ei = S1(Ay)e;.
Suponha que a sentenca é valida para » — 1. Entao
P.(e;) = Sye; — AP._1(e;) = Spe; — A(Sr—1(Ai)e) = (S, — Sr—1(A)N)ei = Si(Aj)e;.

Usando a proposicao 1.12 e pelo que vimos acima segue que

n

tr[P,] = Z<Pr(ez->, )

i=1

= > (S = NS (4))

=1

= nS, — Z AiSrA(Az')
i=1
= (n—r1)S,,

o que prova o item (1.).
Para provar o item (2.), observemos que a igualdade P, = S,;11 — AP, implica

APT = 7“+1[ - Pr+1-
Logo,
tr[AP.] = tr[S, 1] —tr[Pyq] =nSip1 — (n—1r —1)S,41 = (r +1)S,41.
[ |

Associado a cada operador P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem
L, :D(M) — D(M), que passamos a definir.

Definicao 18. Dada uma funcao diferencidvel f : M™ - R er € N, com0<r <n-—1,
definimos o operador diferencial de sequnda ordem L, em M"™ por:

L.(f)(p) = tr{(P, Hess f)(p)].
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Note que para r = 0, Lo(f) = tr[Hess f] = Af é o Laplaciano. Conforme vemos em

—n+1 , . . . .
[20], fora provado que, se M ¢ uma variedade Riemanniana de curvatura seccional
constante, entao L, pode ser escrito na forma divergente, mais precisamente

Lr(f) = leM(Prvf)v

onde divy; denota o divergente de um campo vetorial sobre M™. Segue do teorema 1.1
que, se M é compacta entao [, L,(f)dM = 0.

1.4.3 As r-ésimas curvaturas médias H,

. ——n+1 . ~ . s . . . .
Seja ¢ : M™ — M~ uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas. As
curvaturas médias de ordem superior H, de ¢, sao definidas, para 0 < r <n por

Sr UT<)\17"‘7)\R)
H, =& = 2t o)
()

n

(7)

A seguir provaremos uma proposicao, onde estaremos estabelecendo algumas desi-

gualdades algébricas sobre as r-ésimas curvaturas médias H,., que sao denominadas De-
sigualdades de Newton.

Lema 1.1. Se um polinomio f € R[X] possui n > 1 raizes reais, entao sua derivada f'
possui ao menos n — 1 raizes reats. Em particular, se todas as raizes de f forem reais
entao todas as raizes de ' também serao reais.

Demonstracao. Sem perda, supomos n > 1. Sejam x1 < --- < x}, raizes reais de f, com
multiplicidades respectivamente my, ..., my tais que m; +...my = n. Entao cada z; é
raiz de f’ com multiplicidade m; — 1, se m; > 2. Por outro lado, entre z; e ;4 hé, pelo
teorema de Rolle, a0 menos uma outra raiz de f’, de modo que contabilizamos ao menos

(mi—1)+-4+mp—1)+(k-1)=n-1
rafzes reais para f’. O resultado segue.
[ |

Proposicao 1.14. Sejam n > 1 inteiro e Ay, ..., \, numeros reais. Defina, para 0 <
r<n, S, =a.(\) e H = H.(\) = (") o,(\).

1. Para 1 < r < n, tem-se Hf > H, 1.H,..1. Além disso, se a igualdade ocorrer

para v = 1 ou para algum 1 < r < n, com H,.1 # 0 neste ultimo caso, entao
A==\
2. Se Hi,H,y,...,H._1 sao nao negativas e H, € positivo para algum 1 < r < n,

1 1 1
entao Hy > Hy > Hy > --- > Hy. Além disso, se a igualdade ocorrer para algum
1<j<r entio \y =--- = \,.
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Demonstragao. Usaremos indugao no item (1.) sobre a quantidade de ntimeros reais.
Para n = 2, veja que H? > H, é equivalente a (A} — X\2)? > 0, com a igualdade se e s6 se
A= Ao

Suponhamos agora que para quaisquer n — 1 niimeros reais as desigualdades valham,
com a igualdade ocorrendo para H,,1 # 0 se e s6 se os n — 1 niimeros forem todos iguais.
Dados n > 3 ntimeros reais A, ..., A\, seja

F@) =@+ M) ... (z+ M) = Z <”> H,(\)z"".

,
r=0
Entao .
n L
) = 3= (1) it
r=0
Pelo lema anterior, existem reais vi,...,v,_1 tais que

fll@) = nlz+m)...(+ %)
_ nz ST(,.)/i)xnflfr
r=0
— Z n<n ; 1> H,(y)z" .
r=0

Usando que (n —r)(") = n(";l), por comparacao, obtemos H,.(\;) = H,(7;) para
0 <r <n—1. Portanto, segue da hipétese de inducao que, para 1 <r <n — 2,

HX(N) = H(vi) > Hooy () - Hra (i) = Heoa(N) Hrega (V).

Por outro lado, se tivermos igualdade para os A;, com H,1();) # 0, entdo também
teremos igualdade para os 7;, com H,.1(7;) # 0. Novamente pela hipdtese de indugao,
segue que y; = -+ = Y1, € dai A\ = --- = \,. Para concluir a prova, é suficiente
provarmos que H2 ;()\;) > H,_o(\;).H,()\;), com igualdade para H,, # 0 se e s6 se todos
os A; forem iguais. Se algum \; = 0 o resultado segue. Caso contrario, H, # 0 e

1 2 -1

H n H

2> o . n n > n
H, ,>H,2H, & [(n _ 1) ZZ \; ] - [(n — 2) oy )\ZAj] e

2
1 1

_ — > .
& (=1 (Z /\i) 2205

Se denotarmos 3; = %, entao a ultima desigualdade acima é equivalente a
T

(n—1) <Z @') 2 2712@'5]'-

1<j
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Fazendo T(5;) = (n— 1) (X1, £;)* — 203", Bif3;, obtemos

(3 - n z@) —(2&) Y 5,
=1 =1 1<J

1<j

n n 2
= nZﬁf—(Z@) > 0.
=1 =1

Neste caso, concluimos que a igualdade ocorre se e s6 se todos os f3;(e portanto os \;)
forem iguais.

Agora, como T(\;)) = n*(n — 1)[H?(\;) — Ho(\;)], vemos que o argumento acima
também prova que H? = H, se e s6 se todos os ); forem iguais.

No item (2), como consequéncia do item (1), observe que H; > HQ% . Entao suponha a
desigualdade valida para algum 2 < k < r. Assim, podemos assumir Hq, Hy, ..., H;, > 0
e Hyy1 > 0 donde, pelo item (1), Hy > 0. De fato, H, = 0= 0> Hy_1.Hp11 = Hp_1 =
0= H?=0=0.Hyyy = Hy_1.Hy,1, isto é, H? = H;,_1.Hy, com Hy, i # 0, entao, pelo
item (1), A\ =Xy =+~ = \,,, daf \* = H}, =0, isto é, A = 0 e, portanto, Hy,1 = 0, o que

1 1
¢ um absurdo. Consequéntemente, H; > Hy > --- > H}', e entao
) k1
H;>Hp 1Hypn > H " Hppa,

1 1
ou ainda H} > H;f;. Agora, segue imediatamente das desigualdades acima que, caso

1 1
HF = H[ para algum 1 < k < n, entdo H} = Hy_1.Hpy1. Logo, o item (1) garante
que \y = -+ = A\,.

Teorema 1.3. Seja ¢ : M"™ — M wma imersio isométrica entre duas variedades
Riemannianas(M™ conexa). Suponha que exista um ponto de M"™ onde todas as curva-
turas principais Ay, ..., A\, sao positivas. Entao, se H, € sempre maior que zero em M",
temos que o mesmo vale para Hy, k=1,...,r — 1. Além disso,

k-1 1

H* <H,, e H <H, k=1,...,r
Se k > 2, a igualdade nas desigualdades acima ocorre somente nos pontos umbilicos.

Demonstracao. As desigualdades e a tultima linha sdao consequéncia imediata da Pro-
posicao 1.14. Portanto, devemos mostrar que Hj é sempre positivo em M qualquer que
sejak=1,...,r—1.

Por hipdtese, existe um ponto p € M onde as curvaturas principais sao todas positivas.
Entao, por verificacao direta, em p € M, H, > 0. Como as func¢oes Hj sao continuas,
existe uma bola aberta B(p) C M com centro em p € M tal que as Hy, > 0 em B(p).
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Pela conexidade de M, dado ¢ € M, existe um caminho v : [0, 1] — M ligando p e q
com ¥(0) =pe (1) = q. Defina A = {t € [0,1}; H, >0 em ~lpg, k=1,...,r =1}
Seja tg = supA. Note que Hr > 0 em B(p) implica t; > 0. Por continuidade, em f,

1
H; > 0, entao, pela Proposicao 1.14, H; > HQ% > ... > H - > H; > 0 em tg e,
portanto, tg € A. Afirmamos que ¢ty = 1. De fato, se nao, entao ty < 1, e por continuidade
existiria uma bola B((ty)) C M com centro em 7(to) tal que Hy > 0 em B(vy(ty)) C M,
o que contradiz a nossa escolha de ty = sup A. Dai, tg = 1.
Desta forma, H, > 0em g € M paratodok =1,...,r—1e, como g € M é arbitrario,
o resultado esta provado.

A seguir, mostraremos que toda imersao isométrica ¢ : M™ — R"*! de uma hiper-
superficie compacta possui um ponto onde todas as curvaturas principais sao positivas.
Fixaremos as seguintes notagoes e relembraremos alguns fatos.

Seja d : R™™ — R a fungao distancia para um ponto fixo py € R™™! isto é, d(p) =
d(p,po). Sabemos que d é suave em R"™ — {py} e ||Vd|| = 1.

Seja agora uma hiperesfera de centro py e raio r, de R"*!, a saber:

S"(r) = {p € R : d(p) = r}.

T
Entao o campo unitdrio normal(interior) a S"(r) é N(z) = ——, onde = é o vetor

posicao em S". Por outro lado, o operador A : T,M — T,M ¢é dado por A = —dN.

Portanto,
Av = —dN.v = —lim N(@ +tv) = N(z) = lv,
t—0 t r

isto é Av = —w.
r
Ou seja, todas as curvaturas principais de S™(r) sdo constantes e iguais a %

Proposigao 1.15. Seja ¢ : M™ — R uma imersao isométrica de uma hipersuperficie
compacta, entao M™ possut um ponto onde todas as curvaturas principais sao positivas.

Demonstracao. Denotaremos por ¢y a origem de R"*!. Seja p € M™ o ponto onde a
fungao d(q) = d(q, qo) atinge o maximo. No ponto p, a hipersuperficie M" tem curvatura
maior do que a da esfera S™(r), entdao \; > X > 0.

Daqui em diante, admitiremos que as imersoes mencionadas sao isométricas e quando
for conveniente vamos denominar a imersao ¢ : M™ — R"*! de hipersuperficie, enten-
dendo que ¢ é um mergulho e que estamos nos referindo a subvariedade M ~ p(M") de
R+

Vejamos agora um resultado que nos auxiliard na demonstragao da Desigualdade de
Heintze-Karcher-Ros.

Proposicao 1.16. Seja ¢ : M™ — R hipersuperficie compacta. Entdo existe um
ponto xg € M tal que a sequnda forma fundamental A € positiva definida.
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Demonstragao. Consideremos a funcdo f : M — R dada por f(z) = £[|¢(x)|?, que ¢
claramente diferencidvel, e note que ¢(z) pode ser vista como um vetor posicao em R™*1.
Assim, dado p € M e X € T,M temos que Vxp = X (p(r)), podemos identificar com
X, onde V é a conexfo riemanniana de R**1.

Como M é compacta, existe um xg € M, tal que f assume um valor maximo. Assim,
para todo X € T, M temos

0= X()(wo) = X (50, 9))(0) = (X, g(x0).

Por conseguinte, segue que ¢(xg) é normal a M em x.
Por outro lado, sendo ¢ a segunda forma fundamental de ¢ temos que

0> X(X(f))(z0) = X(X,p)(z0) = (VxX,p(x0)) + (X, X) =
(Vx X, p(@0)) + IX]I* = (o(X, X), p(w0)) + | X%

Agora, tomando & = —¢(z9) € (T, M)+, obtemos (0(X, X),&) > || X|? ou seja
(AcX, X) > || X2, VX € TM e o resultado segue.
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Capitulo 2

Resultados importantes

2.1 Formula de Minkowski

Nos préximos resultados denotaremos por V a conexao Riemanniana de R™*! e por
V a conexao Riemanniana de qualquer hipersuperficie M™ de R™*!. Para provarmos a
formula de Minkowski precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.1. Seja ¢ : M™ — R™"! wma hipersuperficie orientdvel imersa no espago eucli-
diano R"™ e N um campo normal unitdrio interior de vetores sobre M™. Entdo, para
r=0,...,n—1, temos

Lo(lpl*) = 2[(n = 1)S; + (1 + 1)S,41{p, N)].

Demonstracao. Dado p € M", seja {e1(p),...,e,(p)} uma base ortonormal em 7, M
que diagonaliza o operador A em p e denotemos por {e,...,e,} o referencial geodésico
que estende a base acima a uma vizinhanga de p em M". Sejam )\, ..., \, os autovalores
de A associados a e1(p), ..., e,(p), respectivamente.

Veja que Vee(p) =0, Vi=1,... n, implica que existe a; € R tal que V,.e; = a; N.
E, como {(e;, N) = 0 temos (V,,e;, N) = —{e;, V.. N) = (e;, =V, N) = \;. Entdo, V., e; =
AiN.

Qualquer que seja o X € X(M™") temos X |¢|*> = 2(X, ¢), 0 que acarreta

XX|pl? = 21X +2(p, Vx X). (2.1)
Veja que

n

L(l¢") = tr[P Hess|p[’] = Y (P Hess|p[*)es, ;)

i=1
n n

= D UR(VLVIpR) ) = Y (VL VIl Alen)

= D AUVVIele) =) N (VD ellelel e)
i=1 i=1

j=1
n
= ) Neielpl,
=1
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em que A, é o autovalor de P, associado a e;(p). Portanto,

Ly (Jol)( Z Neieil ol (p (2:2)

Finalmente, substituindo a Igualdade (2.1) na Igualdade (2.2) obtemos

Li(leP) = ) Neeilel®
=1

= Y N(2leil® + 2(p, Veer))

i=1

= 22n:/\§+22n:)\§(90,/\i]\f>
= 22X‘+2gp, Z)\/\T

= 2tr[PT] + 2tr[APT]< ,N>
= 2(n—71)S, +2(r +1)S,11{(p, N),
isto é,
L(ll*) = 2[(n = 7)8; + (r + 1)S,s1(p, N)]. (2.3)
[ |
Como uma consequéncia direta temos o seguinte:

Teorema 2.1 (Férmula de Minkowski). Seja ¢ : M™ — R™™! uma imersio de uma
hipersuperficie compacta orientdvel M™ no espaco euclidiano R™™ e N um campo de

vetores normal unitdrio sobre M™. Entao, para todor =0,...,n— 1, vale
/ (H.+ H,41(p, N))dA = 0. (2.4)
M
Demonstragao. Inicialmente, ao multiplicar ambos os membros da igualdade (2.3) por
W, onde r =0,...,n — 1, obtemos
ri(n—r—1)!
TLr(VPF) = 2[H, + H,y1(p, N)].
Integrando sobre M™, obtemos, via o Teorema da Divergéncia que
rl(n —r—1)!
/ (H, + Hofp. Npaa = Z0— 121 / LellF)dA
M 2(n!) M
rl(n —r—1)!

_ T/MdiVM[PT(VIwIZ)]dA
= 0.

Logo
/ (H,+ Hy11{(p,N))dA =0, Vr=0,...,n—1.
M
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2.2 Foérmula de Reilly

Doravante denotaremos por Q"*! uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional,
compacta com fronteira suave 92 = M", por dV o elemento de volume de €2 e por dA o
elemento de area de M.

Para provarmos a férmula de Reilly precisaremos da conhecida formula de Bochner-
Lichnerowicz, introduzamos, portanto, as famosas féormulas de Green que serao tteis em
sua prova.

Lema 2.2 (Férmulas de Green). Sejam h e f fung¢ées diferencidveis em . Entao valem

/ (WA + (Vf, VR YV = / (hV £, m)dA (2.5)
Q 6]

Q

/Q{hAf — fAh}dV = 8Q{th, n — f{Vh,n)}dA (2.6)

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema da Divergéncia fazendo X = AV f e
usando a propriedade (c) do Laplaciano.

Lema 2.3 (Férmula de Bochner-Lichnerowicz). Seja Q" uma variedade Riemanniana
(n + 1)-dimensional, compacta e f € C*(Q). Entdo, em cada ponto de Q tem-se

S = [Hess(f) + (V(AS), Vf) + Ric(V/, V) 2.7

Demonstragao. Sejam p € e {E;}/! um referencial geodésico em p, isto é, existe uma
vizinhanga V' de p tal que {E;}71]' sdo ortonormais em cada ponto de V e (Vg E;)(p) =

0, Vi,j=1...,n+ 1. Usando que {E; ?;11 é geodésico, escrevemos

n+1

Af(p) = > (Ve Vf E)(p)

i=1

S <v (Z Ej(f)Eg) E> )

=1

n+l /n+l
= Z <Z Ej(f)VElEJ + Ez(Ej(f))E]7 Ez> (p)
= ZZEi(Ej(f))<Ej’Ei>(p)

= Y EED).

J=1
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Dai, obtemos

n+1

SAUVIP) = 53 BBV YD)

n+1

= ) E(VEVf,Vf)
=1

n+1 n+1

= Y AV VeVEVA+Y (Ve VEVEVS).
i=1 i=1
Reescreveremos Y1 (V. Vi, Vf, Vf) da seguinte maneira

n+1

j=1
n+1

= > Ei(/){VEVEVf E)
j=1
n+1

= > (V£ ENVEVEVS E),

em que (Vg Vg, V[, E;) pode ser escrito assim

(Ve Ve V[ E;) = E(VEeVf, Ej))

Assim, a equacao (2.8) é equivalente a

n+1 n+1

SAVSP) = S(VEENVeVe VL E)+ 3 (V5 VI, Vi),

ij=1 i=1
Usando a definicao de curvatura temos:
(R(Es, E;)Vf,E) = (Vg Vg, Vf—-VgVpVf—Vg eV E).
Do fato de que {F;}""]' é um referencial geodésico em p, temos
[E:i, Ej](p) = Ve, Ej(p) — Vg, Ei(p) = 0

donde
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Como, por propriedades de curvatura, vale
implica que (2.9) é equivalente a

1 n+1
FAUVIF) = > (Vf E})(R(E;, E)E;, V)
ij=1
’ n+1
+ > (Y, E))(VE,VE VI E) (2.10)
o
+> VeV VEVS).
=1

Em Zn—l—l (Vf, E;)(R(E;, E;)E;, V f) podemos reescrever

ij=1

n+1 n+1 n+1
> AV ENR(E;, E)E, V) = Z<R (ZWLE»EJ-,EZ») Ei,Vf>
n+1
= Y (R(V[,E)E, V)

= Ric(Vf,Vf).

J=1

Reescrevendo Zf;;ll(Vf, E;) (Vg Vi V[, E;) em (2.10) de maneira conveniente, veja
que

n+1 n+1

S VEENVEVEVEE) = > Ej(f)(Ve VeV E)

= > (Vs VeV E)
ij=1
n+1

= > (Vu;VEe VS E)
=1
n+1

= ) _Vf((VV/f. E))

i=1
Por outro lado,

n+1

Z VI(VEV E)) = VIAf) = (VEV(AL).
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Por tltimo, na equacio (2.10), vamos reescrever S 1 (V. V f, ViV f), da seguinte
maneira:

n+1 n+1

Z<VEin, Ve Vf) = Z (Ve Ei(f)E;, Vi Ey(f)Ey)
i—1 i gk=1
n+1

— Z<inEj(f)Ej;inEj<f)Ej>
ij=1
n+1

= S (BB D)E; BE()E)

n+1

= Y IBEDP

= Y |E(VS B

i,5=1
Agora, como

n+1 n+1

S IE(VEEN = > (VeVf E)P

i,j=1 t,j=1
n+1

= ) |Hess(f)(E:, Ej)?
ij=1

= |Hess(f)I*,

obtemos finalmente que
SAVSP) = Ric(V£, V) + (Vf, V(AS) +| Hess()

e o resultado segue.

Dada f € C*™(9), e fixado um ponto p € €2, utilizaremos a seguinte notagao:
fij = Hess(f)(Ei, Ej),

onde {E;}?_, é uma base ortonormal definida em uma vizinhanca de p. Além disso, V f,
Af e Hess f denotam o gradiente, Laplaciano e o Hessiano de f em (, Ric a curvatura
de Ricci de Q, enquanto Vz e Az denotam o gradiente e o Laplaciano de z = f| .

A prova do teorema 2.2 consiste basicamente em integrar a férmula de Bochner-
Lichnerowicz (2.7).
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Teorema 2.2 (Reilly). Seja Q uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n+1
com bordo M = 0. Suponha que f é uma funcao definida em §2 satisfazendo Af = g
em Q e fly = z. Entao

/[92 — | Hess f|* — Ric(Vf, Vf)|dV = / [2(Az)u + nHu? + H,(Vz,Vz)|dA,
Q M

onde H e H,(Vz,Vz) denotam, respectivamente, a curvatura média e a sequnda foima
fundamental de M em relagao ao normal exterior unitdrio n, u = 0f/0n e Ric(V f, Vf)
¢ a curvatura de Ricci de €.

Demonstragao. Integrando a férmula (2.7), temos

1— — [ —
[ SB(VPav = [ [Hess(P)F + (V0.¥1) + Rie(VA TV (21)
Q Q
Seja {E1, ..., En41} uma base ortonormal definida numa vizinhanga do bordo de Q2
tal que em q € 092, {E1, ..., E,} sdo tangentes a M e E, 1 = n é o vetor unitario normal

exterior a M.
Usando a férmula de Green (2.5) na equagao (2.11), obtemos

/QVng /g+/gu

Sendo g = Af = Z"H fii, escrevemos

9= fnting1 + Z frck-
k=1

/QVf Vg) = /9 +/ (fn+1N+1+kak) (2.12)

Pelo Teorema (1.1), temos

3 [ BUVR) = 5 [ aw@vsyav
| @V

Entao,

1
5[V V%), mydA
M

Além disso,

(VI = 5n(VFP)

= SI(VS V) (213

= (VyVIL V).
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Na equagao (2.13), escrevendo convenientemente

n+1

Vf= Z<Vf, E)E;,

acarreta que

n+1
S V(9110 = <van,Z<Vf’Ei>Ei>
=1
n+1
= Y (V. E)V, VI E)
>
= Zfifn-f—lai
=1
= Ufn+1,n+1+szfn+l’k'
k=1

Portanto, escrevemos

%/QZ(!VfF) = /M (Ufn+1,n+1 +;fkfn+l,k> .

Agora, ao subtrair (2.12) de (2.14) obtemos
1 R —
5 [B0ViP) — [ (94.99) -
Q Q
= Wnirner + ) Jifusn, +/92
/M< +1n+1 ; kJn+1 k) ;
_/ u (fn+1,n+1 +kak)
M k=1

= /M <;fkfn+l,k_u;fkk> +/092-

Observe que

fn—l-l,k = fk,n+1 - <kavfa En+1>
= Ew(V/f, Ent1) = (Vf, Vi Eni1)
= Ep(u) —(Vz+ubny1, Vg Eog)
= FEyp(u) —(V2,Vg Eni1) — w(Eni1, Vi, Eng).

Lembrando que |F, 1| = 1, segue que

Ey(|Enal*) =0,
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donde .
<En+17kaEn+1> = §Ek(|En+1|2) =0

Logo, o terceiro termo da direita da equagao (2.15) é igual a zero. Por conseguinte

fk,n+1 = VZ VEk n+1

= <Z Ei(2)E), kaEn+1>

= < 2By, ka n+1>

n

= E(u) — Z 2(E, Vg Eni)
=1

e, desta forma, escrevemos

ka:fkm—i—l = sz (Ek(u) - Zl<El7kaEn+1>)
k=1 z

= 2B () = > zez(Ey, Vi, Ea), (2.16)

uma vez que, para k =1,...,n, temos que

fk = <Vf, En+1>
= <VZ + uEn+1, Ek>
= <VZ, Ek>

= Zk-

Em (2.16), reescreveremos » ., _; z;Ex(u) como:

szEk(u) = sz(Vu,Ek>
k=1 k=1

k=1
= (Vu,Vz).
A parcela 22,1:1 zk21(E, Vg, Enp1) em (2.16), escrevemos da seguinte forma
Z 22(E, Vg Enn) = Z (fiB, V5. Eni1)
k=1 k=1

= <VZ, VVzEn—l-l)

— —(VVZVZ, En+1>

= (0(Vz,Vz),n)

= H,(Vz,Vz). (2.18)
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Agora, substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), temos

kafk,n+1 = (Vu,Vz) — H,(Vz,Vz).
k=1

Precisamos mostrar agora que:

u (Z fkk> =u(Az+nuH)

k=1

Inicialmente, decompomos Vg, ), da seguinte maneira:

Ve By = (VEkEk)N + (kaEk)T:

onde ( )V é a componente de Vg, Ey normal a TM ()T
tangente a T'M.

Observe que

¢ a componente de Vg, Fj,

n

> e =

k=1

n

Ek<vf7 Ek) - <Vf7 VEkEk>
k=1

bl -
Il 3l 3
= —

Na igualdade anterior, somando e subtraindo >_;_ (V f, (Vg E;)"), obtemos

n

Yofue = Y (EVLEY) = (VS (Ve E)")

= > (V£ VEE) — (VS (VE)")) . (2.19)

k=1
Além disso, veja que

n

Az = kZ(VEsz,Ek)
— ]i(Esz, Ey) — (Vz, Vi, Ep))
— kzn:(Ek<Vf —uEpy1, By — (Vf —uFE, 1, Vi, Ey))
_ i(Ekw [ Ex) = (Vf — uEu41, Vi Ep)).

k=1
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Por outro lado, escrevemos

n

Z<Vf — uBn1, Vg Ep) =

k=1
n

= Y (VS —uBu, (VE,E)Y + (Vi E)T)
k=1

= S VLV E)Y) + (VI (Ve E))

k=1

— W(Epi, (Vu,Ep)") — ulBoir, (Ve E)'))

n

= D (B, (Ve B)Y) + (V[ (Ve E)")
k=1
- U<En+1v (kaEk)N> - U<En+17 (kaEk)T>)

n

k=1

Assim,
n

k=1

Portanto, a equagao (2.19) é equivalente a

> fu = Az=> (VI Vg E— (Vi E)")
k=1 k=1
n n+l

= Az=> ) ((Vf E)E; (Vi E)")
k=1 i=1
n n+l

= Az - Z Z(Vﬂ E;) (Ei, (Ve E)Y) .

k=1 i=1
Como E,.1 =1, o produto (E;, (Vg, E,)") # 0 somente se i =n + 1.
Logo,

n

Z fre = Az— Z(Vf, Eni1)(Eni1, Ve Er)
k=1

k=1
= Az+4u (Z —~(Bps1, kaEk>>
k=1
= Az+nu i H,(Ey, Ey)
= Az+ nulf[:l
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Portanto, podemos escrever

5[50~ @150 - [ ¢

+ / [(Vu,Vz) — H(Vz,Vz) — u(Az + nuH)]. (2.20)
Voltando a (2.11), vemos que
3 [ SV~ [ (9190 = [[Re(VATH + [Hess(DFL (220

e agora, substituindo (2.20) em (2.21) temos

/MKVU,VZ)—HU(VZ,Vz) — u(Az_|_nuH)]+/Qg2:

— | Re(TL97) + [ Hess P2,
isto é,
/[g2 — | Hess f|*> = Ric(Vf,Vf)] = / (w(Az+nuH) - (Vu,Vz)+ H,(Vz,Vz)] (2.22)
Q M

Finalmente, note que pela férmula de Green (2.5) e usando o fato de que |, onuVz,m) =

0, obtemos
/(Vu, Vz) = —/ ulz.
M M

Substituindo na igualdade (2.22), segue que

/9[92 — |Hess f|> — Ric(Vf,Vf)] = /M[Z(Az)u +nHu?* + H,(Vz,V2)]

e concluimos a demonstragao.

2.3 Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros

A Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros, que passaremos a apresentar, consiste ba-
sicamente em aplicarmos a Férmula de Reilly em sua demonstragao. Esta desigualdade
nos auxiliard na demonstracao do Teorema de Aleksandrov.

Antes, precisamos de dois teoremas. Para provar o segundo deles, precisaremos de
um lema.

Teorema 2.3. Seja ¢ : M — R™ uma hipersuperficie compacta tal que Q € o dominio
compacto limitado por M. Entao existe uma unica funcao diferencidvel f : 2 — R que é
a solugcao do sequinte problema de Dirichlet:

A(f) =1, em )
z=fly=0, em M = 0.
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Demonstracao. Uma prova deste resultado pode ser vista em [7].
[ |

Lema 2.4 (Identidade de Ricci). Dada f € C3(M), para quaisquer 1 < i, j, k < n, vale
a igualdade:

firt = fur + Rrisi fs, (2.23)

onde Ry sao os coeficientes de Ricci.
Demonstracao. Uma prova deste fato pode ser vista em [22], pdgina 214.

Teorema 2.4. Suponha que ) admite uma funcao f : Q — R e uma constante L # 0
tal que

1. Hess(f) = L, );
2. z = f|lm € constante.
Entao Q) é isométrica a uma bola euclidiana.

Demonstracao. Considere ( , ) = g. Sem perda de generalidade podemos assumir que
L =1 e que o valor médximo de f em €2 é 0, isto é

maxqf =0

Usando o item (a), temos que

A(f) = trHess(f) = trg = Z gijgij = 25“' =n>0
i=1

ij=1

logo f é uma funcao subharmonica, portanto pelo principio do maximo para fungoes
subharmonicas, f nao pode assumir esse maximo em um ponto de Q \ M. Combinando
este fato com o item (b), isto implica que z =0 e que f < 0 em Q\ M. Assim, f assume
um valor minimo negativo, digamos —R?/2, em algum ponto ¢ € Q \ M, uma vez que )
¢é variedade Riemanniana compacta.

Seja agora y(s) uma geodésica qualquer parametrizada pelo comprimento de arco, tal
que ¥(0) = ¢, e ponha h(s) = f(y(s)). O item (a) juntamente com L = 1 implica que

H(s) = 5 (F o )(5) = (V(3(5)),7/(5)), donde

h//(s) —

D
posto que Hess(f) =g e d—(y’(s)) = 0. Assim, h(s) deve ser um polinémio quadratico
s

da forma s?/2+as+b em s. Usando o fato de que f(q) = —R?/2 e Vf(q) = 0 temos que
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h(0) = f(v(0)) = f(q) = —R?*/2 e com isso, b = —R?/2. Por outro lado, h'(s) = s + a,
dai h'(0) = a, ou seja, h'(0) = (Vf(q),7(0)) = a, isto implica que a = 0, donde
h(s) = (s* — R?)/2.
Sabemos que v pode ser estendida, pelo menos, até a fronteira M = f~1(0) e f <0
em (2, isso significa que cada geodésica é definida para 0 < s < R mas nao para s > R.
Segue-se da Proposigao 1.6 que a aplicagao exponencial exp, : 7o) — Q ¢ um difeo-
morfismo de B(0,€) C T, sobre um aberto de €2 e que

f(p) = (d(p,q)* — R*)/2,

pois s é o préprio comprimento de arco, onde p € €2 e d é a distancia Riemanniana
em (2. Para finalizar a prova, devemos mostrar que a métrica em €2 é plana. Para tal,
introduziremos coordenadas locais em €2 e usaremos a notacao padrao da andlise tensorial
classica. Desta forma, o item (a) toma a seguinte forma:

frij = Gij- (2.24)
A expressao (2.23) no Lema 2.4 fica assim:
7Z]k azk] Z fal R - 7l R (225)

Sabemos de [3], pégina 103, que R,fj w9t = Rijie e multiplicando ambos os membros

desta igualdade por ¢** & direita, obtemos ka 81s = Rijke-g™, donde

Rl kT g lekt — 9 Rktzg — 9 Rtlk‘j (226)

Substituindo (2.26) em (2.25) e levando em conta que [,k = (gij)x = (9ji)k = (grj)i =
(git); = [,ik; obtemos
0= f?ijk _faikj = fal glthikj (227)

Diferenciando a expressao (2.27) uma vez mais, vemos que
O_f ltR"+f It R+f ltR“
=Jliurg tikyj G sr Lk g tikjor s

consequéentemente
0= Ryikj + [0 9" ik (2.28)

uma vez que fr = gir, "', =0 e 6,4 = 1 quando r = t. Permutando ¢ com r e j com k
m (2.28) e somando com (2.28) temos

0 = (Rirkj + Rrirg) + 9" 1 (Rerjiri +Reiejor ) (2.29)
e usando a simetria do tensor curvatura com a conhecida identidade de Bianchi
Riikjor +Roirjri +Rirkje = 0
m (2.29) vem que

0 = 2Ryir; + 6" fu (Rirjisi — Rethgri — Rirkjot )
= 2Rikj + 9" fo (Rirjiri +Rirkjri — Rirkjot )
2R ikj + 6" fu Ryikjot - (2.30)
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Agora, usando o fato de que Vf(¢) = 0, de (2.30) implica que R,;;(q) = 0.
A seguir, considere p € ), p # ¢. Existe, portanto, uma tnica geodésica y(s), 0 <
s < d = d(p,q), ligando g a p. Escolhendo coordenadas de Fermi ao longo de ~(isto é,
09
69’1 = 0 nos pontos de 7, mais detalhes em [5]).
T
Por (2.24), temos f,is=1e f,;;=0, j # s, donde f,;= s usando que f,, (q) =0, Vz.
Como cada fungao h(s) = (Rux; 0 7)(s) € tal que h'(s) = Ryikj,s (7(s)) entdo, em v(s), a
expressao (2.30) pode ser reescrita como

0 = 2h S) + 5lsfyl Rm‘kjas

(
= 20(s) + f.s Rrikjys
_ Qh(S) +Sh/(8) (2.31)

coordenadas para as quais g;; = 0;; €

Sabemos que toda solugao da EDO (2.31) é da forma C's™2, onde C é constante; em
particular, a unica solugao que é continua em s = 0 é h = 0. Segue-se daf que R,;; = 0
em cada ponto de 2, donde concluimos que a métrica é plana em {2, o que prova o
resultado.

Agora estamos em condigoes de enunciar e provar a Desigualdade de Heintze-Karcher-
Ros, principal resultado deste capitulo. De agora em diante, salvo menc¢ao explicita em
contrario, M denota uma hipersuperficie compacta mergulhada em R"*! e Q c R**!
representa um dominio compacto que tem M como fronteira.

Teorema 2.5 (Desigualdade de Heintze-Karcher-Ros). Seja Q"™ uma variedade Rie-
manniana compacta com fronteira suave M, curvatura de Ricci nao negativa e considere
sobre M a orientagcao dada pelo campo normal unitirio interior. Seja H a curvatura
média de M. Se H € positiva em todo ponto de M, entao

/M A (n 4+ 1)V (2.32)

A igualdade ocorre se, e somente se, ) € isométrica a uma bola Euclidiana.

Demonstragao. Seja f € C*°(€) solugao do problema de Dirichlet dada pelo Teorema
2.3, e considerando f|y; temos Vf(z) =0 e Af(z) = 0 para todo z € M.
Desta forma, usando o Teorema 2.2 obtemos

/(1 — | Hess f|> = Ric(Vf, Vf))dV = n/ Hu?dA (2.33)
Q M
Agora veja que, sendo {ey,...,e,41} a base canonica de R temos o seguinte
n+1 2 n+1
Af) = (Z Hess(f) (e, >) < (n+1) ) | Hess(f)(er en)”
' i=1
< (n+1) Z | Hess(f)(ei, e5)]* = (n+ 1)| Hess(f)|? (2.34)

ij=1
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onde a segunda relacao é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade vale nessa
relagdo se e somente se Hess(f)(ex, ex) = Hess(f)(e;, e;) para todo par de indices k e .
A terceira relacao de (2.34) é uma igualdade se e somente se Hess(f)(e;,e;) = 0 para
todo i # j. Portanto,(Af)? < (n 4 1)|Hess(f)|?, e a igualdade vale em algum x € € se
e somente se existe um escalar \(z) tal que Hess(f)(.,.) = A(z)(.,.). Mas, Af =1 e dai
A(z) deve ser —=. Por conseguinte, temos

1

H Sl p— 2.35
[Hess(f)F" > — = (2.35)
onde a igualdade ¢ valida em algum z € Q se e somente se Hess(f)(.,.) = =5 (.,.) neste
ponto.
Assim, substituindo (2.35) em (2.33) resulta que
n/ Hu?dA = /(1 — | Hess(f)]* — Ric(V £, Vf)) av,
M 0 L Jq
uma vez que 1 — |Hess(f)|? < Soe Ric(Vf,Vf) >0, isto é
1
/ Hu < . (2.36)
M n+1
Por outro lado, segue, via Teorema 1.1, que V = fQ AfdV = —fM udA, donde

aplicando a Desigualdade de Schwarz e (2.36) temos que

Vo= (/ udA)2:</ (\/_u)\/%dfl)

< / Hu?dA / —dA< dA,
M

/ Laa (2.37)

ou seja,

n—l—l

Observe que (2.37) é uma igualdade se e somente se (2.36) é uma igualdade. Mas
(2.36) ¢ uma igualdade se e somente se (2.35) o for, ou seja, se para todo z € €2 a funcao

f satisfaz a igualdade Hess(f)(.,.) = == (., .).

n+1
Pelo Teorema 2.4, usando o fato de que f|y = 0, segue que 2 é isométrica a uma
bola Euclidiana.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 O Teorema de Aleksandrov para r-curvatura média
constante

O tépico que estuda as hipersuperficies compactas ¢ : M™ — R que possuem
alguma r-curvatura média constante teve como principal suporte o método de Reilly [17].
O caso em que H é constante configura um teorema cléssico, provado por Aleksandrov
em [1]. Em 1988, Ros [19] pode estender o Teorema de Aleksandrov para o caso das
hipersuperficies compactas com curvatura escalar Hy constante. De maneira mais geral,
Ros [18] foi capaz de caracterizar as hiperesferas imersas ou mergulhadas no espago
euclidiano estendendo este resultado ao caso de hipersuperficies compactas com alguma
r-curvatura média constante. Mais precisamente, ele demonstrou o seguinte

Teorema 3.1. Seja ¢ : M™ — R™™ wuma hipersuperficie compacta e mergulhada no
espaco Fuclidiano R, Se H, é constante para algum r = 1,...,n, entdo M"™ é uma
esfera.

Demonstragao.
Por M™ ser compacta, segue da Proposicao 1.15, que existe um ponto onde todas as
curvaturas principais, em relagao ao normal interior, sao positivas.
1
Portanto, pelo Teorema 1.3, H, é uma constante positiva e além disso, H < H em
M. Utilizando o Teorema 2.5, temos que

1)V < /idAg/ a4
v H M Hr

Hy
_ 11/ A=A (3.1)
Hy /M Hy
ou seja, )
(n+ 1) HF.V < A, (3.2)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, M™ é umbilica. Mais uma vez pelo Teorema 1.3
temos

H,_.>H " . (3.3)
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Combinando esta desigualdade com a Férmula de Minkowski(Teorema 2.1) temos o
seguinte

[V
—
el
S
_|_
o2
s
g
=
I

Assim
/ (1+ Hy {p,N))dA <0. (3.4)
M

Se 2 € R*™! é 0 dominio compacto limitado por M™ com 092 = M"™ e x denota o
vetor posicao em R"*!, entao

Rlaf? = 3 0 =2(n+ 1),
=1 ¢

onde A representa o Laplaciano euclidiano.
Portanto, pelo Teorema 1.1, obtemos

- [ emaa = 3 [ @o-Naa
M 2 M
= 1/div(vm?)oﬂ/
2 Jg
L [ 2
— = [ BlzPav
2 Jg
= (n+1).V,
isto é,
—/X%NMA:quyu (3.5)
M

onde N ¢ escolhido sendo o campo normal interior em relagao a €.

1
Ao multiplicar a igualdade (3.5) por Hy e subrair A de ambos os membros conside-
rando que H, > 0, obtemos

1 1
A—Hr(n+1).V = A—l—/ Hy (p,N)dA

M

1

:(/Q+HM%NMM.
M
Por conseguinte, pela desigualdade (3.4), temos

A<HI (n+1).V.
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Decorre disto, juntamente com a desigualdade (3.2), que
1
A - (TL + 1)Hrr.‘/,

daf as desigualdades em (3.1) tornar-se-ao em igualdade, o que finaliza a prova.

3.2 Uma extensao do Teorema de Aleksandrov

Em linhas gerais, nesta se¢ao, queremos provar o seguinte resultado: Se {2 é um ponto
critico do funcional isoperimétrico

Q—

entao €2 é isométrica a uma bola euclidiana.

Com este intuito, vamos introduzir as seguintes definigoes e fixar as seguintes notacoes
e resultados como se seguem.

Dada uma variedade Riemanniana M™, n-dimensional, compacta, orientada e com
bordo, seja 2 C M um dominio compacto com bordo suave e ¢ : Q C M™ — N"*! uma
imersdo de M™ em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional N™**,

Uma variacao de ¢ é uma aplicacao diferenciavel

U:(—€€)xD— N,

tal que, para todo t € (—¢,€), a aplicagdo ¥y : D — N para p € D é definida por
U, (p) = ¥(t,p), com Ug =y e \Ijt’ag = | 5 Para todo t € (—¢,€).
O campo variacional associado a ¥ é o campo vetorial ao longo de ¢ dado por

X() = ()

t=0

0

—U
ot

e sua componente normal é f = < ,u> , onde v é um campo de vetores, normal
t=0

e unitario em M.

Uma variacao ¢ dita normal se o campo variacional X é normal a imersao em cada
ponto. Diremos que a variacao W tem suporte compacto se X o tiver. Nesse tipo de
variagao a valores pequenos de ¢, temos que W, : D — N é uma imersao.

Consequéntemente, podemos associar a VU o funcional drea A(t) = A(¥,;), o qual
é definido por A(t) = [, dA;, onde dA; denota o elemento de drea em M associado a
métrica induzida pela imersao ¥, e o funcional volume V(t) dado por

V(t) = / |JU|dV,
[0,t]x Q2

o qual mede o volume delimitado entre Vg = ¢ e ¥U; e dV é o elemento de volume em N.
Escreveremos A(0) = A para representar a drea de €.
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Definicao 19. Seja 2 um dominio limitado em M™. Dizemos que ) € um ponto critico
do funcional isoperimétrico se, para qualquer familia a I1-parametro de difeomorfismos

Uy Q — Uy(Q) = Q vale
=0.

t=0

d
SAW(09)

A primeira variagao da drea de € ao longo do campo variacional X é definido por

—o0 o dt

Por outro lado, conforme vemos em [15], pag. 193, se uma funcao f : Q@ — R, entdo
podemos escrever a igualdade acima da seguinte maneira:

d

- 0 dAt
o At Jq

d
%A(t)

t=0

A(0) = —n /Q FHAA o V(0)=— /Q fdA (3.6)

onde H ¢é a curvatura média de ¢ com relagao ao campo normal exterior v.

Agora, como consequéncia direta de (3.6), temos que, uma hipersuperficie compacta
mergulhada no espaco euclidiano é um ponto critico do funcional isoperimétrico se, e
somente se, tem curvatura média constante (cf. [15], pdg. 197).

Vamos ao

. ——n+1 . . . L.
Teorema 3.2. Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci nao-
negativa e €2 um dominio compacto em M com bordo suave. Se £ € um ponto critico do
funcional isoperimétrico
_A(aQ)n—H
v

entao ) € isométrica a uma bola euclidiana.

Q—

Demonstracao. Dada uma funcao suave f em 0f2, consideremos a variacao normal de

0f) dada por

U, :00 — M
p +—— exp,(—tf(p)N(p)),

onde exp é a aplicacdo exponencial de M. Segue da compacidade de 2, que ¥, determina
uma variagao de €2 e Q; para |t| < e.

Por outro lado, colocando V(t) = V(£%) e A(t) = A(9;), a férmula da primeira
variagao da drea dos funcionais V(t) e A(t) sao dadas por

A’(O):n/medA e v’(0)=/6 FdA.

Q

Por hipétese, temos
d

dt

A(t)n

=0,
=0 V()"

o1



ou seja

An AnJrl
n + n dA — n. / dA =0,
)35 [ npid—nis | g

que é equivalente a

/f n+1)HY — AldA =0,

Vn-i—l
ou ainda
fl(n+1)HY — AldA =0, V.
a0
Logo,
(n+1)VH = A,
donde
B A
 (n+ 1)V

Portanto, temos a igualdade em (2.32) no Teorema 2.5 e o resultado segue.
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Capitulo 4

Aleksandrov Generalizado

Neste capitulo estaremos estendendo o Teorema 3.1 no seguinte sentido: Se S C R™*!
é uma hipersuperficie compacta mergulhada com alguma curvatura média alta constante
em um cone convexo suave por partes C' e perpendicular a 0C, entao S é parte de uma
hiperesfera redonda.

Em todos os resultados, seguiremos de perto o artigo de Choe & Park [4].

4.1 Hipersuperficies mergulhadas em um cone con-
vexo

A fim de provar o teorema supracitado, precisamos estender as formulas de Minkowski
e Reilly do capitulo 2. Facamos, entao, as seguintes consideragoes.

Definigcao 20. Seja Q C S™™! uma hipersuperficie compacta imersa em R"™! e A o seu
volume. Definimos o cone C := p x €2 sobre €} com vértice p como a uniao de todos os
segmetos de reta de p a ¢, sobre todos os pontos g € 2.

Sendo S C C' e mergulhada, a regiao delimitada entre S e 9C' é um dominio D cujo
o volume ¢é denotado por V.

Mesmo quando S possui auto-interseccoes e fronteira nao-vazia, pode-se definir o
volume V' delimitado por S com relacio a p € R™"! de modo natural como sendo o
volume de p x S.

0 0

Note que d(p x S) é a unido disjunta de d(C) com S, onde C:= p x 9S. Se 1 denota o
normal unitdrio exterior a S e X(q) := p(, entdo integrando A|X|? = 2(n+1) em p x S,
onde A é o Laplaciano em R"™! e levando em conta que (VzX, X) = 0 ao longo de X

0 0
em 0(C), onde 77 denota o normal exterior a 9(C), temos
1 1 [ o 1 i
m+1)V = -2n+1)V)=— A|X|7dV = - div(V|X|7)dV
2 2 ) s 2

pxS
1

1 _ _ 1 _
= 5[ wixpmaa=g [ axpaa=g [ o)
d(pxS) A(pxS) A(pxS)
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isto é,

Figura 4.1: Hipersuperficie S mergulhada no cone C.
Por outro lado, veja que, pelo Lema 2.1, temos, para r = 0, que
A[X[? = Lol X[* = 2[n — Si(X,n)] = 2[n — nH(X,n)] = 2n[l — H(X,n)],
ou seja,
%A|X|2 =1-H(X,n) (4.2)

em S, onde A é o Laplaciano em S.

A partir de (4.1) e (4.2) podemos estender a formula de Minkowski da seguinte ma-
neira. Assuma que 95 = ) e seja S, uma superficie paralela a S, isto é, o conjunto dos
pontos a distancia ¢t de .S, na diregao 7. Seguindo, neste ponto, os argumentos contidos
em [15], temos um difeomorfismo ¢; : S — S; para cada t, |t| < € e S; = ¢¢(5). Note que,
dados p € S e v € T,S, temos

(don)p(v) = v + Ay (v),

dai, para todo p € S, o espaco tangente a S em p coincide com o espaco tangente a Sy
em p; = p—tn(p), de tal modo que n,(p;) = n(p) define uma orientagao em S;. Por outro
lado, n; o ¢y = n. Desta forma, para cada p € S temos, usando a regra da cadeia, que

Ap = —dn, = _(dnt)qﬁt(p)(d(bt)p = (At)pz (d¢t)p-

Denotando (A;),, por Ay, seja v € T,,S um autovetor de A, associado a um autovalor
A. Assim, obtemos

v = A,(v) = A(ddr),p(v) = Ar(v +tA,(v)) = (1 4+ M) Ai(v).
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Agora, veja que, se 1 + At = 0 para algum ¢ € (—e¢, €), entao (d¢y),(v) = 0 com v # 0,
contradizendo o fato de ¢; ser um difeomorfismo. Portanto,

A
Ai(v) = v,

W=
e, . A .
isto é, v é um autovetor de A; associado ao autovalor T Em particular, se ey, ..., e, €
T,S sao diregdes principais de S com curvaturas principais ki(p), ..., k,(p), respecti-
vamente, entao eq,...,e, também sao direcoes principais de S; em p; com curvaturas
principais

ki(p)

ki(py) = — i=1,....n.

Como S; = ¢(S), usando o fato de que em uma base de 7},5 formada por diregoes
principais, vale

(dor), = I +tA, = diag((1 + tki(p), ..., 1+ tk,(p))),

entao, sendo o determinante invariante por mudanca de base, obtemos

n

det((dgr),) = [ [ (1 + thi(p)),

=1

e se dS denota o elemento de volume de S, entao o elemento de volume de S; é dado por

onde
n n
P.(t) =1 +kit)...(1+kut) =1+ (1)Hlt+---+ ( )Hnt”.
n
Sabemos que, sendo o k-ésimo polindmio simétrico elementar em ky, ..., k,, Hy é a

k-ésima curvatura média de S, onde H; = H. Além disso, denotando a curvatura média
H(p;) de S; no ponto p; por H(t), obtemos

n

H(t) = %Zkz(pt) = %Z b _ Lall)

1+ kit nP(t)

Consequéntemente, integrando (4.2) em S; para t suficientemente pequeno e usando
(4.3) obtemos

OZLt(1_H(t)<X+tn,n>) = L(l_%()(ﬂmm)

_ /S <nPn(t) - ip(t()t()X +tn, n>> |
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Assim, usando mais uma vez (4.3) e lembrando que (X + tn,n) = (X,n) + ¢, temos

o= [ (no - - Lro), (4.4

donde
0= [ 0= HOx + ) = | (A= 20 x) - L)
Por outro lado,
P.(t) = ﬁ(l +kit) = zn: (?)Ht e Pt)= 'n z(:‘) Hit ™.

Assim, obtemos

P (t t " /n ;o t n 1 1 (n i
Pt = 00 = Lo = vy (D)= 23 0i(M) a2y (7 ) )
i=1 i=1 i=1
n—1ui(n i (n
=1 Hit' — — Hi{(X, it !
(e (e

Il
—
+
M
—N
3
3
<
<. 3
N——
=
k.
|
| =
VR
~
N———
=
I
=
A
L
—

Agora, veja que

n:(?) - n;i@'!(nnii)!
n(i+ 1)il(n — (z +1))!

B 1+ 1 n
oon \i+1)

assim, a soma dos termos ¢ e ¢ + 1 no 1ltimo somatério acima, com ¢ = 1,...,n — 1 nos
da
n—i/n oy i(n Hi(X >ti_1+n_<i+1) no\ g g i+1/ n Hyo (X )t =
n \i) ' n\a ) n i+1) n \i41) et =
i (n 1 n—0G+1)/ n 4 i+1( n ,
=—- Hy(X gyt ———— Hi ! H; — Hi (X, m) "
n(z) (X,n) + n (i—l—l) +1 + n Vit { +1(X,m)}
Portanto,
Pl(t) t —i+1l/ n }
P, (t) — ——=(X, —P(t) = , H;, — H; 1(X,n)}t".
() LX) = 2Py = S (N = Haa (X))



Substituindo esta igualdade em (4.4), temos

i—1 .
1+1 n |
H, — H. X i _
; n (Z+1) /S{ ? z+1< 777>}td5 0,

para todo t € (—e¢, €). Por fim, usando igualdade de polinémios, segue que

/{Hk_Hk+1<X7n>}:Oa ]{:1,,?7/—1, (45)
S

com Hy=1.
A seguir, obtemos a férmula de Minkowski para hipersuperficies imersas com bordo
nao-vazio na seguinte

Proposicao 4.1. Seja C um dominio em R™™!, o qual é um cone com bordo suave por
partes e vértice na origem. Seja S uma hipersuperficie imersa em R"1 com 9S C oC
tal que prozimo a 0S, S estd contida em C' e € perpendicular a OC. Entdo:

/S(Hk_l—Hk<X,n>):O, k=1,...,n (4.6)

Demonstracao. Inicialmente, integrando (4.2) em S;, aplicando o Teorema da Di-
vergéncia e considerando que (V|X + tn|%,v) = v(|X + tn]?) = 2|X + tnlv(|X + tn])
obtemos

[ =200~ e -
1 2
= 5 StA]X—i—tn[

1
= — [ div(V|X + tn|?
3 [, AVVIX + el

1
= —— [ (VX +tnP,
(VX )

1 0
= [ el
n Jas, ov

portanto

_ A0 P :
0= [ = 2R~ L)+ [ X enl @)

onde v ¢é o vetor normal unitario exterior a 9S; em S;. Note que v é perpendicular a 1,0C
e que X (q) + tn é paralelo a T,0C uma vez que S é perpendicular a C' e X(q) +tn € S,
para t suficientemente pequeno.

Assim, 8_|X + tn| = 0 e por conseguinte a segunda integral em (4.7) é igual a zero.
v

Entao, para t suficientemente pequeno, a primeira integral em (4.7) é nula, logo

57



/(Hkl—Hk<X,77>)IO, ]{Z:L...,n,
S

como queriamos demonstrar.
[ |

Seja agora o uma 1-forma em uma variedade Riemanniana M com curvatura R, entao
a identidade de Ricci é dada por

(VxVy = VyVx)a)(Z) = a(R(X,Y)Z).

Dada uma funcao suave f em M, podemos obter a formula de Bochner aplicando a
identidade de Ricci a df e tomando o traco, assim

1
(Adf,df) = |V df|? + EA| df |? + Ric(Vf, V).

Note que, em um dominio D em M"*! do Teorema 2.2, temos

((2atnmfy ) 50+ (VETD),

/D((Zf)2 — |Hessf |* — Ric(V f,Vf)) = / an ) o

oD
onde Af, Hessf, V f sdo o Laplaciano, Hessiano e o gradiente de f em M, respectivamente
e Af, VI, H, n, e H, sao o Laplaciano de f em 0D, gradiente de f em 0D, curvatura
média, normal unitario exterior e a segunda forma fundamental de 9D, respectivamente.

Vimos que Ros usou a férmula de Reilly para provar que |, s % > (n+ 1)V para uma
hipersuperficie compacta mergulhada S C R"*!. Estendemos este resultado na seguinte

Proposicao 4.2. Seja C um dominio em R, o qual é um cone convexo com bordo
suave por partes e vértice na origem. Seja S C C uma hipersuperficie mergulhada com
0S C OC tal que S € perpendicular a OC ao longo de 0S. Seja H a curvatura média de
S eV o wvolume do dominio D delimitado entre S e OC. Se H > 0 em S, entdo

/s% > (n+1)V, (4.8)

e a iqualdade ocorre se, e somente se, S € uma calota esférica.

Demonstracao. Para aplicarmos a férmula de Reilly é necessario suavizarmos o bordo
de D, 9D. Seja D, C D, € > 0, um dominio com bordo suave, obtido & partir de D,
“retirando” os pontos p, cuja distancia d(p,dS U C') < €, onde

C = {q € 9C;0C nao possui plano tangente em ¢}.

Defina f € C*°(D,), uma solucao do seguinte problema com condigdo de fronteira

combinado .
A(f)y=1, em D,
f=0, em 0D\ oC
0

— =0, em 0D.NIC.
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Note que 0D, = (0D, \ 0C) U (0D. N AC'), entao pela férmula de Reilly e do fato de
que esta uniao ¢ disjunta, obtemos

2
/((Zf)2—|Hessf|2) _ / nH (g) + / OAf (af)
D. (9DN\IC)U(D.NAC) 1 (9D\AC)U(DDNAC) o

¥ [ mwrn

(0D \OC)U(dDNAC)

= o) [ () [ (5

8DN\IC 9D.NOC 9DNIC
> >
of
+ 2Af an Hy(Vf,Vf)+ H,(Vf,Vf)
dDNOC 9DN\OC 8D.NAC
=0 =0
2
of
= nH (5-) + H,(V1,Vf) (4.9)
aDNIC 7 dD.NAC

A convexidade de C' implica que |, 9D.NOC H,(Vf,Vf)>0. Usando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz j& vimos que (Af)? < (n + 1)|Hess f|2, portanto

2
n/ H (g> g/ (1 — | Hess f|*) g/ n_o__n Vol(D,),
dDN\OC on D. p.nt+1l n+1l

consequéentemente,
0 1
/ ( f) < Vol(D,),
dDN\IC on n+1

posto que em D., 1 < (n + 1)| Hess f|? implica 1 — | Hess f|? < 1
n
Por outro lado, levando em conta as consideracoes acima e o Teorema da Divergéncia,

segue que

o~ (1) - ([ awen) ~([,, ¥00)
N (/8D \oC 37}) ( dDN\OC ( 3£) \/1_>2
= /BDe\ﬁC ( ) / i S vzlj'Dl) /BDE\ac % (4.10)

Assim, fazendo € — 0, temos
Ve L / =
n + 1 S H

n




donde

1
Hnv< [ —. 4.11
Ve [ o (a.11)
Agora, se a igualdade ocorre na desigualdade (4.11), voltando a igualdade (4.9), ob-
@fp_

servando que (Af)? — (Af)? e lembrando que, em D, Af = 1, temos

n+1 n+1

s (BfR B ) ) <a_f>
/6((Af) S ST s Z/aDe\acH )

separando as integrais do lado esquerdo, obtemos

n Vol(D)+/ <;—]Hessf|2>>/ nH(a—f)2
n+1 ‘ p. \n+1 -~ Japooc o)’

0 que é equivalente a

n

af\> , 1
— -1 > ——- | =2 0. .
n+1Vol(De) /BDE\(?CnH (877> _/6 (\Hessf| n+1> >0 (4.12)

Note que, fazendo € — 0, o lado esquerdo de (4.12) tende a zero, pois por (4.10),

lim(Vol(D,))? = lim Yollb) /a 7 = lmH (g_i) /a 1

e—0 e—0 n+1 D\OC H e—0 D\OC ]?7

e D, tende a D, consequéntemente

1
H - —— =0
[ (1mess s - ) =0,
1
entao |Hess f|? = ——, logo Hess f =
n

1 " (.,.).
Isso significa que f é solucao do sistema de equacoes de derivadas parciais

0 f
—0 . .
05610:6]- , i Z#]
| o
G = % imi= Lol

Integrando explicitamente a segunda equacao deste sistema, obtemos

1

:2n+2|x|2+<y,x>+c, onde yeR"™ e ceR.

f(x)

Note que, pelo sistema acima, o termo linear (y,z) = 0, logo

1

=3 +2|$\2+c, onde ceR.
n

f(z)
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Para finalizar, note que f(z) = 0 para cada x € 9D, \ 9C e por conseguinte, quando
e = 0, f(x) =0 para cada = € S, entdo

1
2n + 2

‘$|2 = =G

qualquer que seja o x € S, e portanto, o lado direito da igualdade acima deve ser positivo.
Logo, S é uma calota esférica centrada na origem de raio a := /—c(2n + 2).

De posse das proposicoes 4.1 e 4.2, estamos em condicoes de provar o Teorema de
Aleksandrov generalizado. Antes, porém, relembraremos alguns fatos e notacoes.

Se 8= (Bi,.--,Bur1) ¢ um multi-indice em R™ ™ isto é, uma (n + 1)-upla de inteiros
nao-negativos fi, ..., Bni1, a ordem de [ é o inteiro nao-negativo |G| = B + -+ + Bpy1-
Para k > 0 inteitro e f € C*¥(Q), denotamos por O°f a derivada parcial
o\Bl
Pf = /

x .. oz
Se Q for aberto e f € C¥(Q) for tal que 9°f € C%(Q) para todo multi-indice 3 de
ordem k, dizemos que f é de classe C*® em Q e escrevemos f € C**(Q).

Teorema 4.1. Seja C' um dominio em R™, o qual é um cone convexo com bordo suave
por partes e vértice na origem. Seja S C C' uma hipersuperficie mergulhada com (-ésima
curvatura média constante e S C AC tal que S é C**(i.é., o : S — R™™ é um mergulho
C?%) e perpendicular a OC ao longo de OS. Entdo S é uma calota esférica.

Demonstragao. Vimos no Teorema 1.3 que se H,, > 0 e m < n entao H,, > 0. Pelo
mesmo Teorema, temos que
k—1 k
Hk S Hk:—la

desde que H; > 0 para algum j > k, onde a igualdade ocorre somente nos pontos
umbilicos de S.

Note que no ponto de S mais distante da origem, S tem curvatura principal positiva
e consequéntemente H, = cte > 0 e

0< H ' < Hf |, k=1,...,0 (4.13)

Além disso,
1
0<Hf <H. (4.14)
Segue da Proposicao 4.1 e da relagao (4.1) que

0_/Hg1—/H5<X,77>_/H51—<n+1)[‘[g‘/.
S S S

Por outro lado, lembrando que V' denota o volume do dominio delimitado entre S e
0C, (4.13) implica

1 1
(n—l—l)HgV:/SHg_l Z/SH/ — H, T Vol(S). (4.15)
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Combinando a Proposi¢ao 4.2 com (4.14) obtemos

(n+1 v</ / 1/42 H, Vol(S).

Portanto,
=1
(n+ 1)VH, < H,~ Vol(S). (4.16)
De (4.15) e (4.16) temos
(n+ 1)V = H, " Vol(5).

Logo,
1

que ¢é equivalente a igualdade na proposicao 4.2, e o resultado segue.
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