UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
MESTRADO EM MATEMATICA

JONATHAS DOUGLAS SANTOS DE OLIVEIRA

SEMIGRUPOS ANALITICOS E DERIVADA FRACIONARIA

Maceid

2014



JONATHAS DOUGLAS SANTOS DE OLIVEIRA

INTEGRACAO E DERIVACAO FRACIONARIA E APLICACOES

Dissertacao de mestrado na area de concentracao
de Analise apresentada ao Programa de Pés- Gra-
duacao em Matematica da Universidade Federal de
Alagoas, como parte dos requisitos necessarios a

obtencao do grau de mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Julio César Souza Almeida

Maceid

2014



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Maria Auxiliadora G. da Cunha

048s Oliveira, Jonathas Douglas Santos de.
Semigrupos analiticos e derivada fracionaria /Jonathas Douglas Santos
de Oliveira. — 2014.
54 1.

Orientador: Julio César Souza Almeida.
Dissertacao (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matematica. Maceio, 2014.

Bibliografia: f. 53-54.

1. Célculo fraciondrio . 2. Semigrupos analiticos. 3. Equacdo diferencial de
ordem fraciondria. I. Titulo.

CDU: 514.745.8




SEMIGRUPOS ANALITICOS E DERIVADA FRACIONARIA

JONATHAS DOUGLAS SANTOS DE OLIVEIRA

Dissertacao de mestrado na area de concen-
tragao de Analise apresentada ao Programa
de Pos- Graduagao em Matematica da Uni-
versidade Federal de Alagoas, como parte dos
requisitos necessarios a obtengao do grau de

mestre em Matematica.

Banca Examinadora:

/ Prof. Dr. Airton Temistocles Gongalves de Castro

e
o C

xLéiM Souza Almeida (Orientador)

S— ~

Proﬁ/Dr. Maércio Henrique Batista da Silva

rof. Dr.




AGRADECIMENTOS

Primeiramente quero agradecer a Deus, pois sem ele eu nao teria chegado até aqui, ele que
tem me sustentado e dado forgas para prosseguir nessa caminhada.

Agradecer também a mulher maravilhosa que Deus colocou em minha vida, minha grande
incentivadora, companheira, que sempre me apoiou e me incentivou a prosseguir com meus
sonhos, por sempre acreditar em mim, pelo apoio, pela amizade pela convivéncia e pelo amor
e carinho que sempre me dedicou, sempre aturou meus choros e stress durante esse periodo,
agradeco a Deus por ter te colocado em minha vida e que quero te-la para sempre: te amo
Elisama Oliveira.

A meus pais pela forca e pela criacao e educacao que me deram, pelo amor incondicional.

A meu professor orientador Dr. Julio César, que sempre me deu apoio, desde o periodo da
graduagao.

A meus amigos de turma, Nayane, Rodrigo, Tiago, Diego, Thiago de Jesus, Vanessa, Alane,
Diego Chicuta, Ana Paula, pelas discussoes produtivas, amizade, unidao e companheirismo. A
nosso amigo Abraao que sempre esteve nos ajudando nas matérias com sua mente brilhante.
Nao poderia de citar nosso amigo Joas, esse cara que contribuiu muito para todos nés da
turma, Deus sabe o porqué que o colocou em nossa turma.

A um amigo em especial devo um agradecimento que merece destaque, eu sozinho nao teria
conseguido chegar até aqui, como ja citei a minha turma foi muito unida e isso fortalece, mas
teve uma pessoa que me ajudou muito e foi minha for¢a aqui no mestrado, meu amigo Tiago
Novello, obrigado pela paciéncia, incentivo, as varias horas de discussoes sempre produtivas,
seja pelo telefone, pessoalmente, as minhas dividas que levastes pra casa, e as varias horas que
dispusesses a me ajudar, continue sempre sendo essa pessoa incrivel e com esse jeito humilde
ajudou a muitos aqui dentro, vou levar isso para o resto de minha vida e boa parte da minha
formagao eu devo a vocé, aprendi muita matematica com voce.

A todos meus professores pelos ensinamentos.

A todos meus amigos que direta ou indiretamente contribuiram para que eu pudesse chegar
aqui.

A Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pela bolsa de

mestrado.



RESUMO

Um Semigrupo Analitico é uma extensao de um Semigrupo Fortemente Continuio de Operado-
res Limitados em um setor do plano complexo. Se um operador linear fechado e densamente
definido é o gerador de um Grupo Fortemente Continuio de Operadores Limitados, entao o
quadrado desse operador é o gerador de um Semigrupo Analitico de angulo medindo a metade
de m. Isso é uma condicao suficiente para garantir a equivaléncia entre uma especifica equagao

diferencial parcial de ordem inteira e uma equagao diferencial de ordem fracionaria.

Palavras-chave: Calculo Fracionario, Semigrupos Analitico, Equacao Diferencial de Or-

dem Fracionaria.



ABSTRACT

An Analytic Semigroup is an extension of a Strongly Continuos Semigroup of Limited Operators
in a sector of the complex plane. If a linear operator closed and densely defined is the generator
of a strongly Continuos Group of Operators Limited, then the square of this operator is the
generator of an analytical semigroup of angle measuring 7. This is sufficient to ensure the
equivalence of a specific partial differential equation of integer order and fractional order

differential equation condition.

Keywords: Fractional Calculus, Analytic Semigroups, Differential Equation of Fractional

Order
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INTRODUCAO

No estudo da Mecancica dos Fluidos a equagao do momento é dada por

OF(y,t) _ 0*F(y.1)

ot oy D (1)

Onde F'(y,t) é, por exemplo, a velocidade do fluido no caso em que a pressao é desprezada,
t ¢ o tempo, v é a viscosidade, e y é a coordenada normal a placa e com origem no plano.

Fazendo uma mudanga de varidveis adequadas chegaremos que a equagao (1) é equivalente a
1
DEF(y,t) = AyF(y,t) (2)

2
Onde A?QJ = g—yg.
Durante toda a dissertacao desenvolvemos uma Teoria para a demonstracao do seguinte
resultado: Seja X um espago de Banach e A um operador linear fechado em X. Suponha que

Yz C p(A?). Para f € D(A), entdo os dois problemas abaixo sao equivalentes

V(t) = A%(t) + 5Af >0
v(0) = f

D ?u(t) = Au(t) t>0
u(0) = f

Feito isso encontraremos a solugao do problema descrito em 5.30 e com isso teremos uma

(4)

solucao para Equacao do Momento.

A dissertagao aqui apresentada esta estruturada da seguinte maneira. O capitulo 1 é
dedicado a definicao e algumas propriedades da Integracao em espacos de Banach, esse capitulo
serd utilizado no desenvolvimento da teoria do capitulo 4.

O Capitulo 2 sera dedicado a teoria do Calculo fracionario. O Calculo Fracionario surgiu

~ . n . . . A A~ .
com a notagao da derivada fﬁg criada por Leibniz em uma carta do Marqués de L’Hospital



"Sua notacao... caro amigo Leibniz, para derivadas agradou-me muito, porém tenho uma
divida. Qual € a interpretacao matemdtica quando n for 1/2, 1/3, 2/5, etc.”

A resposta de Leibniz a L’Hospital é a seguinte:

7...Sua pergunta é um paradoxo. No entanto, estou certo de que, mais dias, menos dias,
alguém encontrard um interpretacao e consequentemente aplicard as derivadas fraciondrias!...”

Brilhantes matematicos, tais como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside,
Liouville, entre outros, estudaram o assunto levando as primeiras defini¢coes de derivadas e
integrais de ordens nao-inteiras e que no final do século XIX, devido as defini¢coes propostas
por Riemann e Liouville, pareciam estar completas.

Nesse Capitulo, definiremos a Integral e Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville e da
Derivada de Caputo, além disso apresentaremos algumas propriedades dessas.

No Capitulo 3 serao apresentados, sem muitos detalhes, algumas defini¢oes e resultados
classicos da Andlise Complexa, o desenvolvimento desse Capitulo servird de base para o estudo
de Semigrupos Analiticos .

O Capitulo 4 trata do desenvolvemente de fragmentos da Teoria de Semigrupos. Esse
Capitulo é o mais importante do trabalho, pois é a ferramente mais importante para a
demonstracoes dos resultados principais. Na primeira parte definiremos o que vem a ser
Semigrupos de Operadores Lineares Limitados; na segunda parte, no intuito de estender a
nogao de Semigrupos para o plano complexo, na verdade para um setor desse plano, definiremos
Semigrupos Analiticos e apresentaremos alguns resultados que nds garantird que se um Operador
Linear A gera um Grupo, entdo A% gera um Semigrupo Analitico. Esse resultado é a ferramenta
usada para a construcao de uma solucao do problema 3.

Por fim, no Capitulo 5, mostraremos a equivaléncia entre os problemas 3 e 4 e construiremos
uma soluc¢ao para (3). Para concluir estudaremos a Equagao do Momento descrita em 1,

utilizando a teoria de Semigrupos e Derivada Fracionaria.
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]. INTEGRACAO EM ESPACOS DE BANACH

Nesse Capitulo introduziremos o conceito de integragao em espacos de Banach, para maiores
detalhes sobre os conceitos e resultados ver Capitulo 1 de [1].

Seja X um espaco de Banach e I um intervalo em R. Uma funcao f : [ — X é dita simples
se f(t) = "_, z.Xq,, para algum n € N*, onde 2, C I é mensurdvel a Lebesgue, com medida
finita m(Q2) e Xq denota a fungao caracteristica de €2. Note que na representacao de f sempre
podemos rearranjar os €2, de modo que fiquem disjuntos.

Uma funcao f : I — X é dita mensurdvel se existe uma sequéncia de fungoes simples tais
que g,(t) — f(t) gt.p, t € I.

Para uma fungao simples g : I — X, g = > " 2, X, vamos definir:

/I 0t = > (@) (15)

A definicao acima independe da representacao de g e a integral assim definida é linear.
Uma funcao f : I — X é dita integrdvel a Bochner se existe uma sequéncia de funcoes
simples g, : [ — X tal que g,(t) — f(t) ¢.t.p e lim /||f(t) — gn(t)||dt = 0. Se f é integravel
n—oo I

a Bochner, entao a integral de f em [ é:

n—oo

/f(t)dt = lim [ g,(t)dt. (1.6)

Esse limite existe e independe da sequéncia g,.
Algumas propriedades que valem para integral no espaco euclidiano valem também para

integral de Bochner, provemos alguns desses.
Proposicao 1.1.1. Se f: I — X ¢é mensurdvel, entao ||f|| : I — R é mensurdvel.

Demonstragao. Sendo f mensuravel, entao existe uma sequéncia de fungdes simples g, (t) =
f;l zinXq,, (podemos supor (), ,, disjuntos) tais que g,(t) — f(t) ¢.t.p, t € I. Como, para
t € I a sequéncia g,(t) converge para f(t) em q.t.p, entao ||g,(t)|| — || f(¥)|| ¢.t.p, pois:

Hgn @I = IF DI < llga(t) = FO
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Além disso, ||g,(t)|| é uma funcao simples, pois:

kn
=1

onde a segunda igualdade segue do fato de que se x € €y, entdo x ¢ Q,,, para k # j, visto

Fon
lgn (B = = ||z Xa,, (O = laill = Y vl Xea,, (¢),

=1

que estamos supondo os conjuntos disjuntos.
Com isso temos que a funcao ||g,(t)|| é uma funcao simples tal que ||g.(t)|| = || f ()|l ¢-t-p,

isso nos diz que || f|| é mensuravel. O

Teorema 1.1.1. (Bochner) A funcao f: I — X € integravel a Bochner <= [ é mensurdvel

e || f|| € integrdavel. Além disso, se f é integrdvel entao:

/ f(t)dtH < [Ishar

Demonstracao. Se f ¢é integravel a Bochner entao existe uma sequéncia de fungoes simples

tal que g, — f(t) ¢.t.p e [;|lgn(t) — f(t)||dt — 0. Pela Proposi¢ao 1.1.1 temos que || f] é

mensuravel e que ||g,(t)|| é uma funcdo simples tal que ||g,(t)|| — || f(¢)]] ¢.t.p. Note que:

/ lgn (Ol — 17 D)l < / lgn(t) — F(D)lldt

Logo, [; [llgn(®)| = [If(¢)]||dt = 0, e com isso, || f|| é integravel.

Além disso,

[ s = pm

Por outro lado, suponha que f seja mensuravel e || f|| é integravel. Sendo f mensurével

[auar] < i [ 1ot = [ Ustoa

entdo existe uma sequéncia de fungoes simples tal que h,(t) — f(t) pontualmente em I — €,

com m(£y) = 0. Seja t € [ — Q) tal que f(t) # 0; entdo W <eparan >ny € N. Com

isso,

1B (O] = LF DN < el F@]-

Defina
hn(t) se [[hn(®)]| < (1 + )|l F()]]
0 se [[an (] > (X + ) f@)]-
Setel— Qe f(t)#0, entdo para n > ng

lgn (@) = F@O = [[ha(t) = FO)]

o que nos diz que ||g,(t) — f(¢)|| — 0 pontualmente em q.t.p .
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Por outro lado, ||g.(t)|| < (1 +¢)||f(t)|] =

lgn (@) = FOI < llgn@ + [ F O < @+ )[f(@)]]

O resultado segue do Teorema da Convergéncia Dominada, usando o fato que ||f]| é

integravel. O]

Proposicao 1.1.2. Seja T : X — Y um operador linear limitado entre espacos de Banach X e
Y e f:1— X integrdvel a Bochner. Entio T(f(t)) € integrdvel a Bochner e T ([, f(t)dt) dt =

JrT(f(8))dt

Demonstracao. Sendo f integravel a Bochner, entao existe uma sequéncia de fungoes simples
gn = [ atp, [ lgn(t) — f(O)]|dt = 0 e [, f()dt =lim, o [, gn(t)dt. Sendo g, simples, temos

que

kn
/ Gn(t)dt = wimm ()
i=1

Entao, usando a continuidade de T’

T(/If(t)dt> it — T(Ji_)rgo/[gn(t)dt)
_ 7 ( Iim ixm(Q))

kn

Por outro lado, sendo T limitado, temos que T'(f(t)) é integravel, pois

/ IT(G®) - T(g) @l < 171 / I LB 0

Logo,

/ T(f()dt = lm [ T(ga(1))

I n—o0 I

kn

O préximo resultado é uma generalizacao da proposicao anterior.
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Proposicao 1.1.3. Seja A um operador linear fechado em X e f : I — X integravel a

Bochner. Suponha que f(t) € D(A) para todo ¥Vt € I e A(f) : I — X integrdvel a Bochner.
Entao [, f(t)dt € D(A) e A [, f(t)dt = [, A(f(t))dt.

Demonstragao. Considere o espaco de Banach X x X com a norma ||(z,y)|| = ||z|| + ||y||. Se
denotamos por G(A) o gréafico do operador A, temos que G(A) é um subespago fechado de
X x X. Defina g: I — G(A) C X x X por g(t) := (f(t), A(f(t))). Portanto, g é mensuravel
(pois cada uma de suas coordenadas o sao) e, como f e A(f(t)) sdo integraveis a Bochner,

temos

[www=[WWW+[MMWW<m

Logo g é integravel a Bochner. Considere agora os operadores projecgoes, que sao operadores

limitados, P; : X x X — X definidos por P;(z1,x2) = z;, para i = 1,2. Da Proposi¢ao 1.1.2,

/Ig(t)dt _ <P1 (/Ig(t)dt) P </Ig(t)dt>)
- ([ nwna. [ risoa)
= ([ e, [ acrioner)

Além disso, [, g(t)dt € G(A) pois é limite de pontos de G(A). Portanto, [, f(t)dt € D(A) e
A [, ft)dt = [, A(F(t))dt.

obtemos

1.2 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nessa secao definiremos a transformada de Laplace e estabeleceremos condigoes para

existéncia de tal. Para isso, em toda secao considere X um espaco de Banach, A € C e
feL,. R X):={f:R"— X: féintegrdvel a Bochner em [0,T] e T > 0}

Defini¢ao 1.2.1. (Transformada de Laplace) Seja f € Lj,.(RT, X), entdo a transformada de

Laplace de f é definida por

FO) = L{HN) = / TN pdt = Tim [ e M ()t (1.7)

0 T—00 0
Definigao 1.2.2. (Fung¢do exponencialmente limitada) Uma fungao f : I — X é dita exponen-

cialmente limitada se existem M,w > 0 tais que
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()] < Met, Wt e 1.

A pergunta que surge é: Quando é que a integral de Laplace existe para uma funcao
exponencialmente limitada? Ora, sabemos que f é integravel se, e somente se, || f|| é integrével,

entao

/ ||€—)\tf(t) ||dt < / ”e—AtHMewtdt _ M/ ||6(—Re)\)t+(—im)\)t||ewtdt
0 0 0
- M / He(—Re)\)tH ”e(—im)\)t”ewtdt
0
- M / 6(—Re)\)tewtdt
0

T

= M lim [ eReMwigy
T—00 0

Tal limite existe < —Re) +w < 0, isto é, Re\ > w. Com isso provamos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.1. Se Re\ > w, entao a integral de Laplace de uma funcdao exponencialmente

limitada existe.

Em certas condicoes podemos inverter a transformada de Laplace, para isso, seja f €

L} (R, X) entdo definimos
abs(f) = inf{ReX : L{f}(N\) existe}
Assim, ¢é possivel mostrar o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Seja f,g € L}, .(RT, X), com abs(f) < oo, abs(g) < oo e seja A\g >

loc

max(abs(f),abs(g)). Suponha que L{f}(X) = L{g}(A) YA > Xg. Entio f(t) = g(t)q.t.p

Demonstrac¢ao. Veja a demonstragao no Teorema 1.7.3 de [1] 0
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2 A DERIVADA E A INTEGRAL DE ORDEM FRACIONARIA

Este capitulo apresenta as definigoes da integral fracionaria de Riemann-Louville e da
derivada de ordem fracionaria de Riemann-Louville e de Caputo, além de mostrar algumas
propriedades e resultados importantes relacionados a esses operadores e que serao ultilizados

posteriormente.

2.1 MOTIVACAO

O principal objetivo do céalculo fracionario é ampliar a idéia de integragao e derivagao de
ordem natural e manter, num sentido mais geral a relacao entre os operadores diferencial e
operadores integrais dada pelo Teorema Fundamental do Céalculo. Para tanto, facamos algumas
definicoes e resultados, afim de obter uma motivacao para a definicao de derivada e integral

fracionéria.

Definicao 2.1.1. Denotemos por D o operador que associa a cada funcao diferencidvel a sua

derivada, isto €

Definicao 2.1.2. Denotemos por I, o operador que corresponde uma func¢dao f, assumindo ser

integravel d Riemann no intervalo compacto |a,b], a sua primitiva centrada em a, isto é
Lf = / F(t)dt,
para a < x < b.

Definicao 2.1.3. Para a € N, usaremos o simbolo D* e I para denotar a iteragao de D e

1, respectivamente, isto €

D':=D e I!:=1,
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DY := DD e [®:=11° «>2.

Portanto, com essas notacoes, o Teorema Fundamental do Célculo pode ser reescrito como

DI.f = J,
o que implica
DI = .
Logo, D é a inversa & esquerda de I, num espaco adequado de fungoes. O que queremos
agora ¢ estender num certo sentido a definicao 2.1.3, para o € R.

Antes de definirmos os operadores D e I& para a € R, fagamos alguns resultados validos

para a € N.

Lema 2.1.1. Seja f uma funcdo integravel & Riemann em [a,b]. Entdo para a < x < b e

a € N, temos

19f(x) = ﬁ / “— 0 (o)

Demonstracao. A prova sera feita por indugao. Para o = 1, obtém-se da prépria definicao que

_ /:f(t)dt - é/@x(x—t)llf(t)dt

Desse modo a afirmacao valida para a = 1, suponhamos que a afirmacao seja valida para

a = k € N. Entao para a = k + 1 teremos que:
I f(x) = LIjf(x)
= /x IFf(t)dt
= /: ﬁ[(t — )" fy)dydt
— i 1w [y

:_1/fx_

S

Portanto, a afirmacao é valida para a = k + 1. Por inducao, a expressao é valida para todo

o € N. O

O Lema a seguir é uma consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo.
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Lema 2.1.2. Sejam m,a € N tais que m > «. Seja f uma funcao continua com m-ésima

derivada no intervalo [a,b]. Entao,

DO{f — Dm]‘mfaf

2.1.1 FUNCAO GAMA

Existe uma funcao que generaliza a nocao de fatorial para o € N. A essa generalizacao,

definida a seguir, e é chamada de Fugao Gama.

Definigao 2.1.4. A func¢ao Gama € a fung¢ao T': R — {0,—1,—2,...} — R, definida por

r(t) = /0 T emrstls, (2.8)

Note que a Fun¢ao Gama tem a propriedade de que se t > 0, entao I'(t + 1) = tI'(¢). De

fato, usando integracao por partes temos:

re+1) = / e ®stds = lim [ e *s'ds
0

a—r 00 0
= lim (—stes|g+t/ esstlds)
a—r0o0 0
= tI'(¢)

Além disso, note que
ra = / e *s%ds
0

= / e °ds
0

b

= lim e °ds
b—oo 0

= lim —e~°}
b—oo

= lim—e*+e' =1
b—oo

Com isso, temos o seguinte resultado

Corolério 2.1.1. T'(n+1) =n!
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Demonstracao. Pelas observacoes feitas anteriormente

ro+1) = ra=1

I(1+1) = T(2)=1I(1)
I(2+1) = I(3)=2I(2)
I'3+1) = I'(4)=3I(3)

I'n+1) = I'(n+1)=nl'(n)
Multiplicando todos os termos membro a membro

D(D()0(3) - T(n+1) = 10(1)20(2)30(3) - nl(n)

2.1.2 FUNCAO BETA

Em certos casos, é mais adequado o uso da funcao chamada Beta, no lugar de certas

combinacoes de valores da funcao Gama.

Definigao 2.1.5. A funcao Beta é a fung¢ao B : RT x Rt — R, definida por

1
B(z,y) = / s N1 —s)ds, x>0, y > 0. (2.9)
0
Se x > 0 e y > 0 temos as seguinte relacao:
L(2)C(y)
B(x,y) =
#9) Iz +y)

2.2 A INTEGRAL E A DERIVADA DE RIEMMAN-LOUVILLE

Nessa se¢ao usaremos a notagao I* e D* para denotar a integral e a derivada fracionéria

de Riemman-Louville.

Definigao 2.2.1. Sejam f € L'[a,b]. A integral fraciondria de ordem « da fungdo f é denotada
por I* e ¢ definida por

o) = —— /ﬂc(x — (et (2.10)
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para o pertencente ao intervalo (0,00). Para a = 0, definimos I° := I, onde I representa o

operador identidade.

Observemos que a definicao acima é uma generalizacao do Lema 2.1.1, isto é, quando o € N
a definicao acima coincide com a a-ésima integral. Além disso, note que no caso a > 1 a
integral I* existe para todo x € [a,b], visto que o integrando é o produto de uma funcao
continua (z — ¢)*~! por uma fungao integravel f. O caso 0 < a < 1 é justificado do Lema

abaixo e segue da Desigualdade de Young para convolucao.

Lema 2.2.1. Sejam f € L'[a,b] e o > 0. Entdo, a integral I*f(x) eriste para quase todo

ponto x € [a,b]. Além disso, a fungdo I® pertence a L'[a,b.

Demonstracao. Note que

/ (o — 10 (b dt = /_ " bu — Da(t)dt = (61 % o) (1)

onde
u*t para 0 <u<b-—a
¢1(u) = (2.11)
0, c.c.
e
f(u), para a <u<b
do(u) = (2.12)
0, c.c

observe que, por construcao, ¢; € L'(R) para j € {1,2}. Portanto segue da Desigualdade de

Young para convolugio que I°f existe em quase todo ponto e I*f € L'[a, b]. O

Para ilustrar a definicao acima, encontremos a integral fracionaria de ordem « da funcao

t—a
—a)

f(z) = (x — a)*, para u > —1. Usando a defini¢ao e fazendo a mudanca de varidveis s =

8

chegmos que:

@) = ﬁ / (o= 10t — a)dt
= o [ 0= 9@ =@ s = o) (e s
= %/{) (1 —s)* 'stds
_ B(O‘?N'f’l)( — q)tH
= T
= M(ﬂc_a)aﬂz
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Definicao 2.2.2. Sejam o € RT e [a] = n o menor inteiro maior que o . A derivada
fraciondria do tipo Riemman-Louville e de ordem o da funcdo f € denotada por D e é definida
por

D%f(z) = ! >D” /x(x — )" f(t)dt, o > 0, (2.13)

I'(n—«
onde I~ f(x) € C™[a,b] e D™ representa a derivada inteira de ordem n com relacao a varidvel
x.

Note que a a expressao acima pode ser reescrita como:
D f(x) = D"I"“f(x)], a > 0. (2.14)

Além disso, a derivada fracionaria para casos inteiros coincide com a derivada usual ou

cléssica, pois se @ = n, entao [n] =n + 1, com isso:

Df@) = P [ e
1 et l z
= mD+ /a f(t)dt.

= D! /x f(t)dt.

_ DD (/ f(t)dt)

= D"f(t),

Onde a ultima igualdade decorre do Teorema Fundamental do Calculo.
Ja vimos anteriormente que para a = 0, temos que
Iaxy, — F(/‘L + 1) anﬂu
MNoa+p+1)

Entao,

D%t = D"k
_ F(;L + 1) ann—a—&-u
'n—a+p+1)

I(p+1)
I'p—a+1)

Al

Com a mesma notacao das secoes anteriores, definimos a derivada de Caputo, e denotaremos

por D¢, como:

D% = " (D" f(x)) = ﬁ / "o — e ). (2.15)
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comn—1<a<ne f*(t) € C"a,b.

Veremos nos préximos capitulos a relagao da derivada de Caputo com a de Riemman-

Liouville.

2.2.1 PROPRIEDADES DA INTEGRAL E DERIVADA FRACIONARIA

Definigao 2.2.3. Seja X um espago de Banach e f,g:[0,00] = X. A convolucio entre duas

funcaoes f, g, as quais sao iguais a 0 para x < 0, € definida por
(f * 9)( / fle—y)gly)dy = / fW)g(z —y)da. (2.16)
0
desde que esta expressao faca sentido, por exemplo, se f e g sao integraveis.

No restante do texto consideramos fungoes de forma que a convolucao tenha sentido, caso
nao seja mencionado.

Segue da definicao que a convolucao é associativa e comutativa.

Proposicao 2.2.1. (Transformada de Laplace da convolugao)Sejam f, g : [0,00] — X fungdes

tais que a transformada de Laplace existe. Entdo

L{f =g} =L{f} L{g}

Demonstracao. Usando a definicao de transformada de Laplace, Teorema de Fubini e a mudanca

de variaveis x =t —y
() = [ et

_ / / F(t = y)g(y)dydt
- [Can ([ f(t—y)e‘”dt) ay
_ / o) ( / N f(a;)eM”y)dx) dy
= / e Ndy / fz)e ™ dx

= L{f}N) - L{g}(A
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Consideremos agora, a fungao ®,(t) = F( 3 = definida para todo t > 0. Fazendo a convolugao

com a fungao f obtemos :

(@5 f)(1) = / Do(t — 5)f(s)ds

1 t o—1
- / (t — )" f(s)ds
— ()

Teorema 2.2.1. Se o, 8 > 0, temos que I°I? = I°tP. Em particular, vale a propriedade

comutativa 1°I° = I°1~.
Demonstracao. Por definicao temos

FP@) = g | @0

_ W/x(x—t) (/t(t—u)ﬁlf(umu) dt
_ a)lr / / — )P f () dudt

usando o Teorema de Fubini e fazendo a mudanca de variavel s = ;_TZ chegamos que

FII@] = | @0 = 0 i

= ; ' w)(z — u)* P du 1 —5)* 1P 1ds
= Fr [ e = [
= —B<a’5 /f(u)(:c—u)‘”ﬁldu

— i ﬂ / f o a+,3*1du
Oé
— Ia-i-/jf

Teorema 2.2.2. D*[* =1, onde I é o Operador Identidade.
Demonstragao. De fato, pois DI f(t) = D"I"~*1*f(t) = D"I" f(t) = f(¢)

A Penultima igualdade decorre da lei dos expoentes e a tultima, do Teorema fundamental

do calculo.
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Terminamos essa secao apresentando alguns resultados que relacionam derivada e integral

fracionaria com a transformada de Laplace. O

Lema 2.2.2. A transformada de Laplace da integral fraciondria satisfaz L{I*f}(N) = A\"*L{f}(N).

Demonstracao. Considere a fungao ®,(t) = tFa(;; , definida anteriormente.

L{O(\) = /Ooo lfczal)e”dt

1 b
_ : u, a—1
- tin (e |, )
r
)
C(a)\

Por outro lado, usando a propriedade da transformada de Laplace do produto convolucao

LA = L{P}(A) * f(t)
= L{P@}N) - L{f}(N)
= AL{SFN).

Lema 2.2.3. (Transformada de Laplace da derivada)
Sejam f e [ integrdveis em [0,b], para todo b > 0 . se f for de ordem exponencial, entdo

existe a transformada de Laplace e vale L{f }(\) = AC{f}(\) — £(0).

m

No caso geral se f,f ..., f™ sio integrdveis em [0,b], para todo b > 0, e f for de ordem

exponencial, entio existe L{f"}N) = NL{fYN) — St fR(0) A1+
Para provar a primeira igualdade usaremos a definicao, fazendo uma integracao por partes

Demonstracao.

L{0) = / TN ()t

— bl;& ( /0 be—”f f’(t)dt)
= Jim (e—M FO5+ A /0 ’ e M f(t)dt)
= AAFHA) = f(0).
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Para provamos o caso geral, usamos indugao sobre m, isto é, suponhamos que a afirmacao seja

valida para m = n, e vamos mostrar que a afirmacao vale para m = n + 1. De fato:

LLMHN) = L{(f) I\ = )\L{f”}( ) — f™(0) (pelo caso anterior)
= M| AL{f}A Z PO — f(0)

_ )\n+1L{f} -\ Z f(k An—l—k . fn(())

_ )\n+1£{f} Zf k) )\n k

Com isso, a afirmacao é valida para m = n + 1 e por indugao provamos o desejado. O

Teorema 2.2.3. A transformada de Laplace da derivada de Caputo de ordem o € dada por:

—_

L{DEfIN) = AL{f}N) =y fropa! (2.17)

0

3

B
Il

Demonstra¢ao. A demonstracao segue da definigao e dos lemas 2.2.2 e 2.2.3, usados na segunda

e terceira igualdade, respectivamente.
L{DefHA) = L{I" D™ fIHA) = A" L{D™ fH(A)

m—1

= )\ mta <)\mL{f} Z f )\mlk>
k=0

m—1

= AL - (AW f(’“’(O)Am““)

k=0

m—1
= AL{HN) = Y fP A
k=0

2.3 APLICACAO DE DERIVADA FRACIONARIA

O nosso problema é determinar a curva na qual o tempo gasto por um objeto para deslizar,
sem atrito, em gravidade uniforme até seu ponto de minimo é independente de seu ponto de
partida. Em outras palavras queremos determinar a forma de uma curva, sem atrito, no plano
vertical tal que um objeto posto na curva, escorregue para o ponto mais baixo no mesmo tempo
7, independente de onde o objeto foi colocado inicialmente.

Nessa segdo obteremos uma descri¢ao de tal curva (curva tautécrona) usando técnicas

provenientes do calculo fracionario..
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2.3.1 O PROBLEMA DA TAUTOCRONA

Para determinar a curva tautécrona, suponhamos que uma conta estd vinculada a mover-se

num fio sem atrito que jaz num plano vertical, conforme a figura abaixo.

Yy
A(zo,%0)

P(z,y)

Para isso, suponhamos que a particula de massa m parte do repouso num ponto qualquer
A(zg,yo) do fio e cai sob influéncia da gravidade e P(x,y) é um ponto intermedidrio no
movimento e, para facilitar os calculos, suponhamos que o ponto mais baixo do fio seja a

origem O, entao sendo s o comprimento do arco OP, pelo principio da conservac¢ao de energia

temos que:
Lo
mgyo +0 = mgy + §mv
1 ds\ >
mgyo +0 = mgy + gm\ &
1 ds\” ( )
-m| — = m —
9 di 9\Yo — Y
ds _
i 2 _
= +v29(y0 — )
_ d
dt = _|_—S
29(y0 — y)

1 1 dS
dt = F—=wo—y) 2| — |d
gy (dy) ’

Onde s(y) é a distancia remanescente na curva em termos da altura. Como a distancia e

altura diminuem a medida em que o tempo passa, devemos tomar apenas o sinal negativo.

1 [ ds
dt = == (yo — y) 72 (§—y> dy

Integrando ambos os lados de yy a zero temos :

1 0 1(d8>
T = ——=[ W—y) | |dy
V29 y0<0 ) dy



Onde 7 é o tempo de descida.
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1

Observe que a integral acima, a menos de um fator multiplicativo \/L; = — (Comprovar o

I(3)

célculo na pagina 29) é exatamente a defini¢ao de integral fracionaria de ordem % de Z—Z.

Lembremos que pelo Teorema 2.2.2 a derivada fracionaria de Riemman-Liouville é o operador

inverso a esquerda da integral fracionaria. Entao aplicando a derivada fracionaria de ordem

1
2

em ambos os lados e usando o fato que D2 (1) = (/7y)"2, temos:

T

VTY
ds

dy

ds =

s(y) =

% (@)

V29 \dy

V% 1

VE i

™29l

R

T 29/ 1
—d

T VY Y

27\/@y%

™

Além disso, sabemos que o comprimento do arco de uma curva regular plana com parame-

trizagao a(t) = (z(t),y(t)) é dada por

s(t) = / o (1)t =

/ N oETne

Como a curva em questao tem parametrizacao a(y) = (z(y),y), temos

s(y) = /Oy \ (@ (1)” + 1dt = ey,

N

2729 . ~ - .
onde ¢ = ==, Derivando ambos os lados da equagao com relagao a y e depois elevando ao

quadrado, obteremos que:
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Figura 2.1: Esboco da cicléide.

Fazendo a substituicio y = ksin? § = dy = 2k sin f cos @, teremos:

J— 1 2

r(y) = / LSQHIQQk:SiHQCOSQdQ—I—C
ksin® 0
/1 _

r(y) = Qk/ S 081n90089d9+0

z(y) = /COS 0do + C

1
z(y) = 2k/ 5 (14 cos20)df + C
z(y) = k <0 + % sin 29) +C

Usando o fato da curva passar pelo ponto (0,0), obtemos que C' = 0. Com isso a curva

pedida tem parametrizagao

2
z(0) = % 20 + sin 26
Ty

gr
y(0) = Py [1 — cos 26]

que sao as equacoes paramétricas da cicloide.
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3 TOPICOS DE ANALISE COMPLEXA

Nesse capitulo nosso principal objetivo é encontrar a transformada de Laplace da Funcao

o1(t) = J%’ para isso faremos alguns resultados e algumas defini¢oes referentes a andlise
2

complexa, resultados esses que nos auxiliarao, também no desenvolvimento da teoria de

semigrupos. Para maiores detalhes sobre as defini¢oes e resultados desse capitulo ver [10].

Definigao 3.1.1. Sejam 7 : [a,b] — Q uma curva suave e f : Q — C uma fungao continua. A

integral de linha de f sobre a curva v é definida por:

b
/ f(2)dz = / FO/ ()Y (.

Definigao 3.1.2. Se 7 : [a,b] — R é um caminho formado pela justaposi¢ao de curvas suaves

V1,Y2s s Yn € f 1 £ — C é uma fungao continua, definimos

/f(z)dz = Z .f(z)dz.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Cauchy) Se f € uma fun¢do analitica numa regigo simplesmente

conexa D entao, para cada curva de Jordan vy contida em D € valido que

l £(=)dz = 0.

Teorema 3.1.2. (Férmula integral de Cauchy) Sejam D € C um dominio simplesmente con-
zezxo, f: D — C uma fungao analitica em D e vy uma curva de Jordan orientada positivamente

em D. Se zy é um ponto qualquer no interior de v entao

f = L [0

2T ), 2 — 2o

dz.

Lema 3.1.1.

/_Jrooerdx = Jr (3.18)
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Demonstracao. Veja que

Usando coordenadas polares temos:

+o00 ) 2 21 +o0 )
(/ e dx ) = / / e " drdf
—00 0 0

]

Sendo a Gaussiana uma func¢ao par, entao como consequéncia do que foi provado temos

que f0+°° e dy = ‘/7;

Teorema 3.1.3. Seja qb%(t) entdo L{qzﬁ%}()\) =L,

- L
— Vrt? AZ

Demonstracdo. Primeiro note que F(%) = /7, onde 7 é a fungao gama definida no capitulo
anterior. De fato,

1 oo _ o0 o0
I'(5) = / tret = / rle " 2rdr = 2/ e dr = 2? = /.
0 0 0

Onde na segunda igualdade foi usada a mudanca de varidvel t = r? e na quarta igualdade
foi usado o lema anterior.

Agora, considere a regiao fechada delimitada pelas curvas complexas :

5 {(,0), 0 <t < K = [T}
By = {Ke", 0<t<arg\}

Bs = {th, 0<t<T}



AT

o B2

B k= |\T|

Observe que, por definicao

L argA 1 i )
/ r2e "dr = / (Ke”) 2 e K Ketdt
2 0

Donde segue

1 \argM 1 2 3
|/ r-2e "dr| §/ K z2e X Kdr = gKie_K|arg/\|
2 0

que converge para zero quando K — oo. Logo, pelo teorema de Cauchy,

O:/ rieTdr = /réerdr—i-/ rée’"dr—/ r e dr
B1UB2U(—P3) 1 2 3

K 1 1 T 1
= / t‘?e_tdt—i—/ 7’_2€_TdT—/ (tA)"2e P Adt
0 2 0

Com isso quando T, K — oo, temos que
1 RN I R R
(=)= t72e"dt = \2 t72edt.
2 0 0

Logo,

|
o
!
—~
N | =
~—
!
—~
N |+
~—
o\
8
™
[SIE
Cb‘
>
o~
QU
~
I
>
| —

30



31

4: SEMIGRUPOS

Nesse capitulo introduziremos o conceito de semigrupos e apresentaremos algumas proprie-

dades e resultados que serao necessarios nos capitulos seguintes.

4.1 SEMIGRUPOS FORTEMENTE CONTINUO DE OPERADORES LIMI-

TADOS

Definicao 4.1.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia a um parametro ¢ com {7T°(¢);t >
0} de operadores limitados de X em X ¢é dita semigrupo se:

1)T(0) =1 (Onde I é o operador identidade em X).

W)T'(t+s)=Tt)T(s), Vt,s > 0.

Definicao 4.1.2. Um semigrupo {7'(t);t > 0} de operadores lineares é chamado fortemente

continuo ou Cy-semigrupo se

lim ||T(t)(x) —z||x =0, Vo € X.

t—0t
Teorema 4.1.1. Seja {T'(t);t > 0} um Cy-semigrupo em X. Entao existem constantes w > 0
e M > 1 tais que:

1T < Me*t, para 0 <t < oc.

Demonstragao. Primeiro vejamos que existe um § > 0 tal que ||7°(¢)]| ¢ limitado em [0, §]. Para
isso, suponhamos por contradigao que nao existe tal 0, entao existe uma sequéncia (t,,), t,, — 07

tal que
1T (t,)[| > n. (4.19)

Sendo T'(t) um Cy-semigrupo, para cada z, temos que T'(t,)x — z, logo ||T(t,)z| < C,.

Do Teorema da Limita¢ao Uniforme ||7(,)|| é limitado, contradizendo (4.19).
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Logo, existem 6 > 0 e M tais que para todo t € [0, J]:
[T@)|| < M

Note que M > ||T(0)|| = ||I|| = 1. Por outro lado, para t > 0 escrevamos t = nd + r,

neZ ere|0,0]; logo nd <t.
[T = 1T (nd + )| = [T OIT ()| = ITEIIT ()] < MM,
O resultado segue chamando Ms =e' = w=In (%) [

Corolario 4.1.1. Se {T'(t);t > 0} € um Cy-semigrupo, entao, para para cada x fixzado em X,

f it T(t)x é uma funcao continua de RY em X.

Demonstracao. Sejam t, h > 0 ,entao:

IT(t+h)e =Tzl = [T@T(h)z —T(t)z|

IT@)(T(h)z — )|
< [[TONT(h)z —«|

< Me"||T(h)x — ||

Onde as desigualdades anteriores seguem do fatos de os operadores T'(t) serem limitados
e do Teorema anterior. Com isso, pelo fato de T'(h)x — = (pela defini¢ao de Cy-semigrupo),
temos que hlim+ T(t+ h)x =T(t)x. Logo, || f(t+ h) — f(t)]| — 0 quando h — 0.
—0

Por outro lado, sendo 0 < h <t

1F(&) = fE=ml = [Ttz =T - h)z|

= |T(t+h—h)x—T(t— h)z|
(
(

= TMT({t = h)x = T(t = h)z||
< [Tt = WINIT(h)x — x|

< MV|T(h)x — x|

< MeP||T(h)x — z||.

Pela mesma justificativa dada anteriormente, || f(s) — f(t — h)|| — 0, quando h — 0. Com

isso, mostramos que f é continua a direita e a esquerda, logo f é continua. O
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Definigao 4.1.3. Seja {T'(t); }+>0 um Cy-semigrupo em X. Seu gerador infinitesimal do
semigrupo é o operador linear A : D(A) C X — X, definido por

DA)={ue X: li]gl+ T(t)u = uemste} (4.20)
t—
Au = Tim U= ), (4.21)
t—0+ t

Para ilustrar, mostremos um exemplo de Cy-semigrupo e encontremos seu gerador infinite-

simal.
Exemplo 4.1.1. Consideremos o espaco

X =Ci([0,00)) ={f : [0,00) — C; f é continua em [0,00) e lim f(x) existe }.

T—r00

munido da norma || ||« = sup |f(z)|. Entdao X com essa norma é um espago de Banach.
[0,00)

Para cada t € [0, 00), definamos o operador 7'(t) por

T : X > X
f—=T@)f:[0,00) = C
(T@)f)(x) = flz+1)

Entao mostremos que {7T'(t)}; >0 é um Cy-semigrupo e encontremos seu gerador infinitesimal.

Demonstragdo. Mostremos primeiro que T'(t),., é um Cy-semigrupo.
1. A familia {7'(t),t > 0} é um semigrupo
Dados fe X ex >0

i) [T(0)f](z) = f(z+0) = f(z) YV = 0; logo T(0)f = f Vf € X e T(0) = 1.

ii) Dados t1,ts € [0, 0], temos
[Tt +t2) fl(x) = fla+ (b +12) = f(z+t) +12) = (T(2) )z +t) = T(t)(T(E2) f)(2)

Logo, a familia T'(t),t > 0 é um semigrupo.

2. A familia {T'(t),t > 0} é um Cy-semigrupo

Mostremos que ||T(t)f — fllco = 0 quando t — 0.
De fato, |T'(t)f — flloo = SUDsejo.00) (T(1)f — f)(x)]. Como f € X, segue xl;rg@ flz)=aeC.
Logo, dado £ > 0 existe M(e) tal que Vo > M, tem-se:

[f(x) —al <3
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Em particular, se x > M,t > 0, entao z +t > M e consequentemente

£

7~ °

’f(x"‘t)_f(t)‘S\f(fl’+t)—a\+|f(x)—a\<§+

Com 850, SUP,e(a.00) |f (T +1) — f(2)| < €,VE > 0.

A funcao f|oa+1) : [0, M + 1] — C é continua, portanto uniformemente continua, assim
Ve > 0 existe 0 = §(M(g)) com 0 < § < 1 tal que:

|f(x+1t)— f(x)| <eVzel0,M].

Com isso, juntando as informagoes anteriores, temos

sup |f(z+1) = f(z)] < sup [f(z+1) = f(z)|+ sup [flz+1)—flz) <2
z€[0,00) x€[0,M] z€[M,00)

Logo, quando t — 0% temos que ||[T(t)f — f|lco — 0.
Sendo um Cy-semigrupo, encontremos seu gerador infinitesimal. Para todo s > 0, temos:

o TOFE) = f) | f(E+5) — (5)
t

t—0+ t t—0+

= D7 f(s)

Onde D% é a derivada & direita de f, quando tal limite existe. Logo, para que f € D(A),
teremos que ter que DT f € X, pois A: D(A) C X — X. Observamos ainda que:

flx+1t)— f(x) = D" f(x)t — r(t) com @ —0,t— 07
Chamando x = s — t e usando a continuidade de DT f, temos

f(s) = f(s —1)

D™ f(s) = limy_yo+ n

= D" f(s)

O que nos diz que a derivada & esquerda D~ f(s) existe em todo ponto e DV f = D~ f, logo f

é derivavel em todo ponto. Assim:

D(A) ={f € X, f'existe em todo ponto e f' € X} e Af = f.

]

No restante desta secao apresentamos alguns resultados classicos que relacionam um

Cy-semigrupo e seu gerador infinitesimal.
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Teorema 4.1.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0}. Entao
a)Para u € X

1 t+h
}335 7 /t T(s)uds = T'(t)u.
b)Para u € X temos que [, T(s)uds € D(A) e A <f(f T(s)uds) =TH)u—u

c)Para uw € D(A) temos que T(t)u € D(A) e

d
aT(t)u = AT (t)u = T(t)Au.

d)Para u € D(A)

t t
T(t)u—T(s)u = / T(7)Audr = / AT (T)udr.
Demonstracao. a)Pelo Corolédrio 4.1.1, temos que lirr% T(s)u=T(t)u paratodou e X et >0
s—
Isto é, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para

[t —s] <6 = ||T(s)u—T(t)u|] <e.

Consequetemente, para u € X e 0 < |h| < §

LR (g — T(t)udsH < L [T (s)u — T(t)ul < e

b) Note que para u € X

TO=L([rus) = 1 [@wren-16mas

_ %/0 (T(h + s)u — T(s)u)ds

1 t+h 1 h
- - T |
h/t (s)uds h/o (s)uds

Pelo item a) temos que %ftHh T(s)uds — T(t)u e %foh T(s)uds — u quando h — 0T, logo o

lado direito da expressao acima tende a T'(t)u — u quando h — 0% e o lado esquerdo tende ao

A ( /0 t T(s)uds) T

c) Sejau € D(A) e h > 0. Entao:

operador A, portanto

T(h)u —u

h Ttu =

= T(t) (TT(O)) u — T(t)Au quando h — 0

Logo, T(t)u € D(A) e DT (t) = AT (t)u = T(t)Au.
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Para concluir a prova desse item basta provarmos que para t > 0 a derivada a esquerda de
T'(t)u existe e é igual a T'(t) Au.
De fato, pois:

lim T(t)u—T(t— h)u
h—0 h

. T(t)Au} = lim 7t — h) {W - Au} + lim (7t — ) Au — T(t) Au)

Note que os termos do lado direito se anulam, pois no primeiro termo u € D(A) e ||T(t — h)||
¢ limitado em 0 < h <t e no segundo, segue do fato que o semigrupo é fortemente continuo.
Com isso temos que

ﬂT(t)av = d—_T(t)IL‘ =AT(t)x =T(t)Ax = iT(t)an

dt dt dt
O que conclui a prova do item c.

d)A prova desse item segue do Teorema Fundamental do Célculo (Ver versao para espagos

de Banach na Proposigao 1.2.3 em [1]) , integrando a expressao obtida em c). O

Proposicao 4.1.1. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} em X,

entdo A € fechado e densamente definido.

Demonstracao. 1. Densamente definido
Para cada u € X, defina u; = %f(f T'(s)uds. Pelo item b) da proposigao anterior u; € D(A)

para t > 0, e pelo item a) da mesma proposigao,

0+t

lim — T(s)uds =T(0)u = u.

h=0t Jq

Portanto, u; — u quando ¢t — 0, e com isso D(A) = X, isto é, D(A) é denso.
2. A é um operador linear fechado
Tome u,, € D(A) tal que u,, - u e Au, =y

Pela parte b) da proposigao anterior

Ty — 1y, = ( /0 t T(T)AundT) £>0

A continuidade da aplicagao u — T'(7)u nos diz que T(7)Au,, — T(7)y quando n — co.

Com isso, fazendo n — 0o na expressao acima, temos que

Tty —u= /0 T(T)ydr

Pelo item a) da mesma proposi¢ao

T — 1 [
lim TMu—u =lim - [ T(r)ydr =T0)y =y

t—0t t t—0t ¢ 0

Com isso u € D(A) e A(u) = y. Portanto, A é fechado. O
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Teorema 4.1.3. Seja (T'(t)),5, um semigrupo fortemente continuo num espago de Banach X

e sejam constantes w € R e M > 1 tais que
T ()| < Me** t>0.

O gerador (A, D(A)) de (T(t)),s, satisfaz as sequintes propriedades:

i)Se X € C tal que R(\)x = [~ e T (s)xds existe Vx € X, entao X € p(A) e R(\, A) = R()).
ii)Se Re\ > w, entdo X € p(A), e o resolvente é dado pela integral da expressao (7).

iii)||[ R(\, A)|| < 7235, para ReX > w.

Demonstragao. Se A € C tal que R(\)z = fo e T (s)xds existe Vo € X entdo, para v € X
eh>0

T(h) — I T(h)—1 [
(2) RNz = L/ e T (s)xds
h h 0
1 o
= E/ e (T(s + h)x — T(s)z)ds
0
1 = —As 1 - —As
= — e T(s+ h)xds — — e T (s)xds
h Jo h Jo
1 [ 1 [
= —/ e_’\(t_h)T(t)xdt——/ e MT(s)xds
h Jh h Jo
1 00 h 00
= —eAh/ e M (t)xds e’\h/ e ’\tT(t)xdt——/ e T (s)xds
hJo hJo h Jo
M —1 [ Ak oY
= e MT(t)xdt — —e e MT(t)xdt
h 0 0

e —1

1 h
= R(A x——e’w/ e MT () adt.
B = e [T

Donde na terceira igualdade fizemos a mudanca de varidvel t = s + h. Quando h — 0 o lado
direito da expressao converge para AR(A)z — x (no segundo termo do lado direito usamos o

Teorema 4.1.2, item a). Com isso, para todo z € X temos que R(A)z € D(A) e

AR(N) = AR(\) — 1
ou seja,

(M — AR\ =1 (4.22)
Por outro lado, para todo z € D(A) temos

R()\)Aa:—/ e MT(s)Axds = / e M AT (s)xds
0 0

= A ( /0 h e‘AsT(s):Eds) = AR(\)x
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Com isso, temos que :
R(N)Ax = AR(\)z (4.23)

Onde usamos 4.1.2 (¢) e, fato de A ser um operador fechado e a Proposi¢ao 1.1.3 . Entao de

(4.22) e (4.23)
R(A) (M — A)x =x para x € D(A). (4.24)

Logo, R(\) = (\[ — A)~' = R(\, A)
ii)Se Re(\) > w, entdao R(\)z = [~ e T (s)xds existe Va , pois é a integral de Laplace de
uma funcao exponencialmente limitada, logo resultado segue do item (i)

iii)Como Re\ > w, entdo vale que R(\, A) = [ e™*T(s)xzds, por ii). Dai:

t ¢
||/ e_’\ST(s)xdsH < M/ |e_>‘sews|ds||x||
0 0
¢
< M/ e(wfRe()\))st.
0

Quando t — oo o lado direito converge para , com isso obtemos a desigualdade

M
Re(A\)—w

desejada.

4.2 SEMIGRUPOS ANALITICOS

A nossa intencao agora é considerar semigrupos cujo dominio do parametro ¢ pode ser
estendido ao plano complexo.
O conceito de semigrupo analitico envolve o conceito de funcao analitica, entao lembremos

a seguinte definicao.

Definicao 4.2.1. Seja X um espaco de Banach, 2 um subsconjunto aberto de Ce g: Q C

C — X. Dizemos que g é uma funcao analitica se existir, para todo z € €2, o limite

9(z+h) —g(2)

lim
h—0

Onde h — 0 denota o limite em C quando h tende a origem, ou seja, pode ser interpretado

como |h| — 0.

Feito isso, estamos prontos para introduzir os conceitos que nos levarao a definir semigrupos

analiticos.
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Definigao 4.2.2. Um operador linear fechado com dominio denso D(A) em um espaco de

Banach X ¢é chamado setorial (de angulo ) se existe 0 < § < 7 tal que o setor

Yaysi={A€C:larg\ < 5+ 4} — {0}
estd contido no conjunto resolvente p(A) e, se para cada € € (0,9), existe M. > 0 tal que

M. =
[|R(AA)|| < I paratodo 0 # X € Xz 5 . (4.25)

Definicao 4.2.3. Seja (A, D(A)) um operador setorial de angulo § . Defina T'(0) :== I e o

operador T'(z), para z € X5 por

1
T(z) := —/e“zR(,u,A)d,u, (4.26)
27 J,
onde 7 ¢ qualquer curva suave por partes em Xz s indo desde ooe” U310 até 0oz 1) para

algum o’ € (|argz|,d).

Proposicao 4.2.1. Seja (A, D(A)) um operador setorial de angulo 6. Entdo para todo z € ¥,
as fungoes T'(z) sao operadores lineares em X satisfazendo as sequintes propriedades

1) ||T(2)|| € uniformemente limitada para z € 3y, se 0 < 0" < 4.

1) A funcao z — T(2) € analitica em ;.

198)T (21 + 22) = T(21)T (22), para z1, z2 € Xs.

w)A fungao z — T(z) € fortemente continua em Xg U0, se 0 < § < 4.

Demonstragao. Vamos primeiro verificar que para z € Yy, com ¢ € (0,0) fixado, a integral
em (4.26) converge uniformemente no espaco das transformagoes lineares de X em X com
respeito a norma operador. Sendo o integrando uma funcao analitica em p € Yz.y, aintegral,
se existir, pelo Teorema de Cauchy em 3.1.1, é independente da curva ~.

Dessa forma podemos escolher v =, da seguinte forma.

Yr1: = {—peﬂ'(%ﬂs*s) r—o00o<p< —r}
Yo i = {re: —(g—%—é—a) <a< (g+(5—6>}

{pei(g-‘r&—a) < P < OO}

71”,3 :




Imz

™M

Yr,3 0 —

Yr,2

Rez

K

’Yr,l

Figura 4.2: Traco de v = ~,, parar =1
Entao, para p1 € v,3 € z € Xy temos que

pz = |pllz] [cos(argu + argz) + isin(argu + argz)]
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Note que, se p € 7,3 entao, argu = 5 +6 — € e, como z € Yy, segue que —0' < argz < ¢,

donde
™ ! ™ /
§—s+5—5 < argu+argz§§—|—5—5—|—5
T e42 < argutargz< s —e4o4+d <t eyl
2 = WORTATE =5 =79 2 2
s 3T
5—1—5 < argu—l—argzg—ir?—g
Com isso, cos(argu + argz) < cos(§ +¢) = —sine. Assim, chamando 6 = argu + argz

|€,uz| — |6|,u||z\ cos(argutargz)+i sin(arg,u+argz)|
_ |e|u||z\ cos 6 ’ ’ei|u||z\ sin9|

— e|uz|cos¢9 < €—|uz\sina

A mesma afirmacao vale para 1 € v,3 € 2 € Xy

Logo, para todo z € ¥y e ft € v,.1 U 7,3, sendo A um operador setorial,

M.
e R, A)|| < e lwelsine Z2 (4.27)

|l
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Agora se z € Xy e 1 € 7,2, temos que
’e,uz‘ _ 61"|z|(cos€+z sin 6)

— |€(cos 0+isin 6) |

< ecosﬁ S e

visto que —1 < cosf < 1.
Logo, para todo z € Xy e pt € 7,2

eM. eM.

e R(p, A)|| < =
[le"* R(p, A)|| ] "

= eM,|z|

Usando as estimativas encontradas chegamos que para todo z € Yy

‘ / e“ZRw,A)duH < g

Yr

/ e R(p, A)dp
Yr,k

IA

2M€/ —e”|z|smsd,0—|—/ eM.|z|dp
i Ir,2

=]

= 2M. / ZeplElsine g, 4 one M,
1P
[z]

= 2M£/ —e PMEdp + 2me M,
1 P

Com isso mostramos que a integral da definigdo de T'(z) converge uniformemente, pois o
lado direito independe de z, o que prova ).

Além disso, a partir das consideragoes feitas anteriormente segue-se que a aplicagao z — T'(z)
é analitica para z € 35 = Upcgr<s2sy O que prova ii).

Para provar #ii), lembremos que para A, u € p(A)
RO\ A) — R(s, A) = (1 — \RO\, A)R(s, A)

Entdo, tome constantes ¢ > 0 tal que YN~y =, N (71 +¢) = 0, onde ; é como na figura

anterior com r = 1.

Imz

<) A"

A -

Note que como 0 < § < § < 5, 8€ 21,29 € Mg entdo —0 < —8 < argz,argz <6 <0.
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Logo, para z1, 29 € My

1
O / / 512 (1, AR(\, A)ddp

ewem 1, A) — RO\, A)|dAd
e )~ RO\ A)ldrdy

1 e’“’le’\z2 1 et#1er2
= A)dAdp — — A, A)dAd
27?2/7/7 270 — A R, a 27?2// 270 — A R\ A)dAdy

S /e"le( A) i/ ) d / =R\ A) [ / g dx
Co2mi \J, o 210 ) = A a y 2mi J u— A a

Analisemos as integrais abaixo

1 e>\22

210 Jyopp— A

dX

1 [ e

d
omi ) =\

. / , .
Para isso vamos fechar as curvas A\, A com circulos de raio crescente.
No entanto, antes de analisarmos isoladamente cada integral, mostremos que quando

R — o0, temos que | fﬁﬂ

» e I' é parametrizada da seguinte forma:
P 3m
'={Re®”: —+6<p<— -0}
2 2
De fato, sendo z € Xy temos que —0 < =0 < argz =60 < § < 6.
Assim, se p € I' e z € By, entdo pz = |z||u|e’¥T0 = |2|Re!#+9) e

|euz| |€‘ z|R[cos(¢+0)+i sin(p+0)] | R\z| cos(p+0)

Como § < p+0 < 3?”, entao cos(p + #) < 0. Por outro lado, note que quando R — oo
temos que |\ — Re™?| — oo.

Portanto,
37“-1—5 eR|z|cos(<p+6)

/‘327T +6 R\Z|cos(g0+9)
= v
T+6 A — Re! |

< 311'_"_6 1 R d
= Jiis A= Reie| e—Risleos(or0) ¥
2

eH?

rA— W

dﬂ‘ =

IA

que converge para 0 quando R — oc.



43

Analisemos a integral descrita em b). Note que a fungao p — % ¢é analitica em ~, visto
que p € ye X €, logo A — pu #0.

Considerando a curva fechada A = v UT', o Teorema de Cauchy nos diz que

elu“zl eﬂzl e,u'Zl
0:/ d :/ d +/ du
A= o= v A=

e“zl
dp =0
LA—M

Ja na expressao (a), usando o fato de que 7y estd a esquerda de 7' e que entdo p é um ponto

Logo,

interior a curva A =+’ UT', pelo Teorema 3.1.2

1 fiz2 1 piz2 1 122
o L ) W 6dH—J6 d\
21 Ja AN — 1 2w Jrp A —p 21 Sy A —

Logo,

1 Hnz2
o [ = e
210 Sy A —

Com isso, temos que

1
T(z21)T(22) = 5— / G2 R(p, A)dp = T(z1 + 22)

21 .

para todo z1, 29 € X5, 0 que prova iii).

A prova do item iv) encontra-se na pagina 98 de [2]. O

Note que se fizermos a restrigao da aplica¢do definida em (4.2.3) a t € [0, 00) temos, pela
Proposigao (4.2.1) que a aplicagao {7T'(t) }+>0 assim definida é um semigrupo fortemente continuo.

Para essa restricao temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.2.2. O gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo definido em

(4.26) € o operador setorial (A, D(A)).

Demonstragio. Seja (B, D(B)) o gerador de (T'(t));=0. E suficiente mostrar que
R(M\, A) = R(\, B), para algum .

Defina

wo = wp(T) = inf{w € R : existe M, > 1 tal que ||T(t)]] < M,e*" para todo t > 0 }.
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Em particular podemos tomar A = |wg| + 2. Pelo Teorema 4.2.3
R(\, B)x = / e MT(t)xdt Va € X.
0

Tomando ty > 0, escolhendo v = ; como na prova da Proposicao 4.2.1 e usando o Teorema de

Fubini teremos:

to 1 to
/ e NT(adt = — e M (/ e“tR(,u,A)xd;z) dt
0

2 J .
1 to
= o (/ e(“_’\)tdt) R(u, A)xdu
0% 0
1 e(ﬂ_)‘)to _ 1
= omi ) o e Adp
2!
1 eln=Ato 1 R(u, A)x
= — R(p, A)xdy — — | ———d
2mi ), p— A (n, A)wdpy QWiL [w— A\ a
B A+ - [ i Ay
= T+ — x
Onde foi usado a férmula fy %xdu = —2miR(\, A)x, que pode ser obtida usando a férmula

de Cauchy fechando v com circulos de diametro convergindo para o infinito.

Como p € 7y entao Rep < 1. Com isso Re(u — A) = Rep — |wol —2 < 1 — |wp| —2 < —1

M.

5+6’
2 |l ?

ee = . Além disso, sendo A um operador setorial, entao ||[R(\, A)| < e com isso,

obtemos que:

e(u=XNto M
R(M,A)xduH < e o)) / e
LM—A o [ = Allul

Portanto, quando ty — oo a expressdo acima vai a 0 e com isso chegamos que, para A\ = |wo| + 2,
R(\, A) = R(\, B)
0

Definicao 4.2.4. Uma familia de operadores (7'(2)).ex,uoy limitados é chamado de semigrupo
analitico( de angulo § € (0,3)), se

i)T(0) =1 eT(z1+ 22) =T(21)T(22), para todo z1, 21 € ¥s.

ii)A fungao z — T'(z) é analitica em .

iii)lim, o T'(z)x = x para todo z € X, z € X5 e 0 < ¢ < 0.

Se além disso ocorre
w)||T'(2)]| é limitado em Y5, para todo 0 < ¢’ < 9, dizemos que (T(2)).ex,uf0y € UM semigrupo

analitico limitado.



45

Como consequéncia da Proposicao anterior temos o seguinte resultado

Corolario 4.2.1. Se (A, D(A)) é um operador setorial, entao A € gera um semigrupo analitico,

a saber, o semigrupo definido em 4.2.3.

4.3 GRUPOS

Nessa segao apresentamos a nogoes Cy-grupo sem muitos detalhes.

Definigao 4.3.1. Uma familia (7'(t))_so<t<oo, de operadores lineares limitados em um espago
de Banach X é um Cj-grupo de operadores limitados se satisfaz:

1)T(0) =1 (Onde I é o operador identidade em X).

)T (t+s)=T(t)T(s),V—o00 <t s<oo.

iii)limy_o+ || T(t)(z) — z||x = 0 Vz € X.

Definigao 4.3.2. O gerador infinitesimal A de um grupo 7'(¢) é definido por

T(t)u —
D(A)={ue X: limt_,o#emste} (4.28)
T(t)u —
Au = limtﬁow, u € D(A). (4.29)

Note que, sendo T'(t) um Cy-grupo de operadores limitados, segue da defini¢do que para
t >0, T(t) é um Cy-semigrupo de operadores limitados com gerador infinitesimal A. Além disso,
para t <0, S(t) = T(—t) é também um Cy-semigrupo de operadores limitados com gerador
-A. Assim, se T'(t) é um Cy-grupo de operadores lineares em X, entdao A e —A sdo geradores
de Cy-semigrupos que sao denotados por T (t) e T_(t), respectivamente. Reciprocamente,
se A e —A sao geradores infinitesimais dos Cy-semigrupos 77 (¢) e T_(t), entao A é gerador

infinitesimal de um Cy-grupo 7'(¢) definido por:

T,(t),se t>0
T (t),se t<0.

T(t) =

O Teorema abaixo pode ser encontrado em [2].

Teorema 4.3.1. (Geracao de semigrupos) Seja (A, D(A)) um operador linear em um espago de

Banach X e sejamw € R, M > 1 constantes. Entao as sequintes propriedades sao equivalentes.

a) (A, D(A)) gera um semigrupo fortemente continuo satisfazendo

IT)|| < Me** t>0.
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b) (A, D(A)) € fechado, densamente definido, e, para todo A € C, com Re\ > w, entao
AEp(A) e

n M

O préximo resultado serd de fundamental importancia no proximo capitulo.

Corolario 4.3.1. Seja A um gerador de um grupo fortemente continuo. Entdo A? gera um

semigrupo analitico de angulo 3.

Demonstragdo. Vamos considerar o caso em que A gera um grupo limitado, isto é ||T(¢)|| < M.
Pela Proposicao 4.2.2 basta mostrar que A? é um operador setorial de angulo 5
Sendo A um gerador de um grupo limitado, entdao A e —A sao geradores de semigrupos

fortemente continuos limitados.

Seja 0 < ¢ < S ele€ Yzyy, entao existe uma rafz quadrada re’ de A comr > 0 e
248

o] < 25

<z

2

Como acontece a condigao a) do Teorema 4.3.1 e r > 0, entao vale a condigao b) do mesmo,
isto é, re’ € p(A) e re® € p(—A). Com isso, temos (A — A?) = (re’ — A)(re’ + A). Logo
A€ p(A?) e

R(\, A%) = R(re™, A)R(re', —A).

Além disso, sendo A um gerador de um grupo limitado, pelo Teorema 4.2.3., existe M > 1

tal que

|R(X, £4)|| < 2%, para todo A € Yx

R

e consequentemente

2

MAY < —— < = | ——~
HR( ’ )” — (TCOSO[)Q — T2 oS (g_l_(g/)

2

2
para todo A € Xz, 5, onde M = (ﬁ) . Logo A% é um operador setorial. O

T s
T4s
cos (27
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5 RESULTADOS PRINCIPAIS

5.1 EQUIVALENCIA

Teorema 5.1.1. Seja X um espaco de Banach e A um operador linear fechado em X . Suponha
que Xx C p(A?). Para f € D(A), considere os dois problemas:
V(t) = A(t) + 5Af >0

v(0) = f

(5.30)

DPu(t) = Au(t) t>0
u(0) = f

Se v(.) € uma solu¢ao exponencialmente limitada de (5.30), entao é também solucao de (5.31).

(5.31)

Reciprocamente, uma solugcao exponencialmente limitada u(.) de (5.31) é também solucao de

(5.50).

Demonstragao. Seja u solugao exponencialmente limitada de (5.31), digamos ||u(t)|| < Me*t, t >
0, w > 0, entdo a transformda de Laplace de u(t) existe para todo ReA > w.
Aplicando a transformada de Laplace na equagao do problema (5.31), usando o Teorema 2.2.3

e a Proposicio 1.1.3, temos que:
S{Dzu}(N) = £{Au}())
A L{u}(N) —u(0)AT = AL{u}(N)
ML{u}(N) = fAT = AL{u}(V)
()\% — A) L{u}(\) = AT f
Entdo, aplicando em ambos os lados o operador (A% n A),
(M +a) (N —a) efuby) = (M +A)ATS
AC{ul(\) — A2L{u}(\) = f+ A 2Af



48

Usando mais uma vez a Proposicao 1.1.3 e o Lema 2.2.3, temos

AC{ul(N) — f = AZAf + A2L{u}())
L'}
Ll = L{A%}(A)M{%}mw

L) = L{A2u+%Af}(>\)

Aplicando a transformada de Laplace inversa teremos que:

A 2Af + A2L{u}(N)

/ _ A2 L
u'(N) = A%u(N) + \/ﬁAf

Por outro lado, seja v(t) solugdo exponencialmente limitada de (5.30). Aplicando a

transformada de Laplace em ambos os lados e usando fato de que Xz C p(A?) | temos:

SN = AL+ L{=AF)

AC{UY(\) — f = AZL{v}(\) + A 2Af

(A= AL{}(\) = f+A2Af
LL0YA) = (A=A YT+ A 2A)f
(AF — AL} = (\F—A)A— AT+ ATFA)f
(A2 = L) = A= AT 4 AR = AT TATRAS A = AT - A A7) A
(A2 — A)L{o}(\) = Az(A—AY)THf - AT AR\ - AY)7f
(A7 = AL{v}A) = A 2(A— AN = A)f
(A2 = A)L{v}(\) = A 3f
ML\ = AT f = AL{v}(N)

Aplicando a transformada de Laplace inversa e usando o Teorema 2.2.3, chegamos que

D2o(t) = Au(t)

1

Note que usamos o fato de que os operadores A e (A — A?)~! comutam em D(A). De fato,

chamando A\ — A?)™! =T, temos
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A=ANT = (A—AHAN - A
= A\ — A\ - AH)7?
= A
= AN — AT\ - AY)
= T(A— 4%

Logo, o operador T' comuta com o operador (A — A?%), usando esse fato temos

AN-AH = T

A—AY)'A = T

Isto é, os operadores A e (A — A?)~! Comutam em D(A).
[l

Agora, suponha que A gera um grupo fortemente continuo (U(t)) em X, entao pelo
Corolério 4.3.1, B = A? gera um semigrupo analitico fortemente continuo (7(¢)). Baseado

nessas consideracoes temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.2. A equacao

v(t):T(t)f+/0tT(t—s)Af\j%

t>0 (5.32)
é solugdao de (5.50)

Demonstra¢ao. Primeiro verifiquemos que v(t) é exponencialmente limitada. Com efeito, do

Teorema 4.1.1 temos que ||T'(t)|| < Me“!, onde M > 0 e w > 0. Logo,

@I < -7\4HfH€“’t+/0 IIT(t—S)HHAfII\;l—

s
TS
ds
NLTS
ds
TS

NLTS

t
< Mifle + [ M)A
0

IN

t
Milfle + Meag [
0

t
Mifet + Y aretag

N3

IA

Me*!

IA
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Observe que,

Aplicando a transformada de Laplace, e considerando
S(\) = /0 b e MT(t)dt, ReX > w,
temos
L{vY(A) = SO f + S(ANAZASf (5.33)
Mas, pelo Teorema 4.23
S(\) = /0 N e MT(t)dt = (A — AP~ (5.34)
Logo, de 5.33 e 5.34, segue

L{o}A) = (A=A 4 (A= A INEAf
(A= AL{o}(\) = f+A2Af

AL{v () — f A2L{u}(\) + A2 Af

Tomando a transformada de Laplace inversa,

1
e

V() = A*o(t) +

5.2 UMA APLICACAO DO CALCULO FRACIONARIO NA FiSICA

Consideremos o problema de difusao viscosa unidimensional, dependente do tempo, de
um fluido semifinito delimitado por uma placa plana. Assumindo constante e uniforme a

viscosidade e desprezando os efeitos da inércia, a equacao do momento é dada por

OF(y:.t)  F(y.1)

o 37 =" (5.35)

Onde F(y,t) é, por exemplo, a velocidade do fluido no caso em que a pressao é desprezada, t é

o tempo, v é a viscosidade, e y é a coordenada normal a placa e com origem no plano.
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Assuma que o fluido esteja inicialmente no estado de equilibrio, de modo que F(y,t < 0) =
Fy, onde Fy é uma constante. Além disso, a condi¢ao longe da placa permanece F(oo,t) = Fj.
A fronteira do fluido de interface com o plano é exposta a uma excitacao dependente do tempo

F(0,t) = F*(t), causado pelo movimento da placa. Fazendo a mudanca de varidveis £ = yv~2

e G(&,t) = F(y,t) — Fy, a equacao (5.35) se transforma em

0G(§t) DG t)
o oe =0 (5.36)

Assim, as condigoes de fronteiras agora sao: G(£,0) =0, G(oo,t) =0e G(0,t) = F(t) —
Fy = G*(t). Tomando a transformada de Laplace em (5.36) com relagdo 4 variavel ¢, chegamos

D?°G* (&, s)

g sG*(&,5) =0 (5.37)

Onde L{G}(s) = G*(&,s). Além disso, como G(00,t) = 0, temos G*(00, s) = 0. A solugao da
equagao (5.37) é dada por

GH (€, 5) = Ci(5)e5 + C(s)e e (5.38)

Onde C; e Cy s@o fungdes arbitrarias de s. Como G*(o0,s) = 0, segue que C1(s) =0 e a

equagao (5.38) se transforma em

G (€, 5) = Co(s)e & (5.39)
Diferenciando (5.39) temos que
%ﬁs) = /5Cy(s)e V" (5.40)
Juntando (5.39) e (5.40) temos
0G&9) _ rigr(e,s) (5.41)
73
Usando o fato de que
IG*(&, s)

IR - LG )

e o Lema 2.2.2, concluimos

1

L{D2GY(,5) = s 2L{G}(E, 5) = s2G* (€, 5), (5.42)

valida pois G(£,0) = 0. Assim

= —DaG(£, 1) (5.43)
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Voltando a variavel original, chegamos que

Vi Pl.t) = ~DHF(.0) - )

reescrevendo

é?FX%t):—ﬂ)%DéF@hﬂ——Odv)5Fb (5.44)
)

Observe que (5.35) e (5.44) podem ser escritos como

0
—F(y,t) = A2F(y,t 5.45
6,y(y,) (1) (5.45)
D2F(y,t) = (wt)2 Fy + A, F(y. 1) (5.46)
respectivamente, onde A, := —\/Ed% ¢ o gerador do grupo de translacao abordado no exemplo
1
(4.1.1). Observe ainda que Dz[g(t) — g(0)] = D2g(t) e que, além disso, Dz(1) = \/% Portanto
1 1
D:F(y,t) — ——F(y,0) = DZF(y.t) (5.47)

Vit
Onde F(y,0) = Fy.
Como A, Fj =0, a equagao (5.46) se transforma em
1
DEF(y,1) = A,F(y.1) (5.48)
Pelo Corolério 4.3.1, Az = ;—; gera um semigrupo analitico T'(t) de angulo 7 e, pelo Teorema

5.1.2, a equacao

U@ZT@R+AEw—@%%§% (5.49)

¢ uma solu¢ao exponencialmente limitada de (5.36). Observe que o mesmo resultado foi

estudado na dissertagao [6] para o caso em que ;—;2 e L*(R).
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