Universidade Federal de Alagoas
Instituto de Matematica

Programa de P6s-Graduagao em Matemaéatica

Ana Paula Dantas de Souza

Equacoes Integro-Diferenciais de Ordem Fracionéaria

Maceid
2013



Ana Paula Dantas de Souza

Equacgoes Integro-Diferenciais de Ordem Fracionéaria

Dissertagao de mestrado na area de concen-
tragao de Analise submetida em 18 de se-
tembro de 2013 a Banca Examinadora, de-
signada pelo Colegiado do Programa de Pos-
Graduacao em Matemaética da Universidade
Federal de Alagoas, como parte dos requisi-
tos necessérios a obtenc¢ao do grau de mestre
em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Julio Cesar de Souza
Almeida

Maceid
2013



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Fabiana Camargo dos Santos

S729%¢

Souza, Ana Paula Dantas de.
Equacdes integro-diferenciais de ordem fraciondria / Ana Paula Dantas de

Souza. — 2013.
67 f. .1l

Orientador: Julio Cesar de Souza Almeida.
Dissertacao (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.

Instituto de Matematica. Maceio, 2013.
Bibliografia: f. 66-67.

1. Semigrupos de operadores lineares limitados. 2. Semigrupos analiticos.
3. Equagoes integro-diferenciais de ordem fraciondria. I. Titulo.

CDU: 517.98




Fquagoes Integro-Diferenciais de Ordem Fracionaria

Ana Paula Dantas de Souza

Dissertacao de mestrado na area de con-
centracgao de Anélise submetida em 18 de se-
tembro de 2013 4 Banca Examinadora, de-
signada pelo Colegiado do Programa de Pos-
Graduagio em Matematica da Universidade
Federal de Alagoas, como parte dos requisi-
tos necessarios a obtengao do grau de mestre
em Matematica.

Banca Examinadora:

Jdo. e < M\AL

Prof. ﬂ Julio Cesar de Souza Almmda (Orientador)

Kby (R

Prof. Dr. Krerley Irraciel Martins Oliveira (UFAL)

%

Prof. Dr. Adan Jose Corcho Fernandez (UFRJ)




AGRADECIMENTOS

A Deus por me proteger nos momentos dificeis, me dar forca interior para vencer
as dificuldades e mostrar os caminho nas horas incertas. A minha familia pelo apoio
incondicional em todos os momentos deste mestrado.

Em especial, agradeco a minha mae Marlene que sempre esteve ao meu lado me apoi-
ando e dando forcas para que eu conseguisse meus objetivos. Ao meu pai Candido, que
com sua responsabilidade e honestidade, me ensinou a escolher sempre o melhor caminho.

Ao meu namorado Allan que esteve comigo durante toda a minha vida académica e
sempre me incentivou com seus valiosos conselhos.

Ao meu orientador Prof. Julio Cesar, pela liberdade e confianca referente ao presente
trabalho, além da compreensao em todos os momentos necessarios. Agradeco aos membros
da banca examinadora, Professores Krerley Oliveira e Adan Corcho, pela disponibilidade
de participar e pelas contribuicoes acerca da dissertagao. Agradeco também a todos os
professores do Instituto de Matematica, os quais se mostram grandes mestres.

Meus agradecimentos aos colegas de turma e com certeza futuros excelentes profissio-

nais: Allan, Felipe, Marcos e Max, pelo convivio, troca de ideias e crescimento mituo.
A FAPEAL, pelo apoio financeiro.



RESUMO

Nesta dissertacao apresentaremos a demonstracao de um Teorema obtido por C. Cue-
vas e J.C. de Souza, o qual estabelece a existéncia e unicidade de solugao branda S-
assintoticamente w-peridédica para uma equagao semilinear fracionaria. Além disso, abor-
daremos uma aplicagao deste problema para uma equacao diferencial parcial de ordem
fracionaria. Este artigo foi publicado em 2008 no Applied Mathematics Letters, com
o titulo S-asymptotically w-periodic solutions of semilinear fractional integro-differential
equations.

Palavras-chave: Semigrupos fortemente continuos de operadores limitados. Semigru-
pos Analiticos. Equacoes integro-diferenciais de ordem fracionaria.



ABSTRACT

In this work we demonstrate a theorem obtained by C. Cuevas e J.C. de Souza, which
establishes the existence and uniqueness of mild solution S-asymptotically w-periodic for
a semilinear fractional equation. In addition, we discuss an application of this problem
for a partial differential equation of fractional order. This article was published in 2008
in Applied Mathematics Letters, as the title S-asymptotically w-periodic solutions of se-
milinear fractional integro-differential equations.

Keywords: Strongly continuous semigroups of bounded operators. Analytic semigroups.
Integro-differential equations of fractional order.
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INTRODUCAO

Esta dissertacao esta baseada no artigo S-asymptotically w-periodic solutions of semi-
linear fractional integro-differential equations de 2008. Neste artigo Cuevas e Souza pro-
varam a existéncia e a unicidade de solucoes brandas S-assintoticamente w-periddicas
da equacao de evolugao semilinear do tipo fracionaria

v (t) = /O%Av(s)ds—i—f(t,v(t)) t>0, (1)

v(0) = wy € X, (2)

onde 1 <a <2 A:D(A) C X - X éum operador linear densamente definido do tipo
setorial num espago de Banach complexo X e f : [0,00) x X — X & uma fun¢ao continua
satisfazendo uma condicao tipo Lipschitz.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o resultado citado acima obtido por Cuevas
e Souza. Com esse intuito, na primeira secao do Capitulo 1, abordamos o conceito de
Integracao de Bochner, que estende o conceito de integral de Lebesgue para fungoes com
valores em um espaco de Banach. Ao longo desta dissertacao, salvo mencao contréaria, X
munido da norma || - || x representara um espago de Banach.

Na segao 1.2, apresentamos uma breve exposicao de Medidas de Nao-compacidade
e enunciamos um Teorema de Ponto Fixo, sendo este, ferramenta fundamental para a
demonstracao do principal resultado deste trabalho.

A segao 1.3 trata do estudo do célculo fracionéario. De acordo com a abordagem feita
neste capitulo, a integral do tipo convolu¢ao em (??) é conhecida como a integral de
Riemann-Liouville de ordem o« — 1 > 0, ou seja,

C(t—s)? a—1
/0 mz‘lv(s)ds = J* Au(t).

O estudo das fungoes continuas e limitadas f : [0, 00) — X, para as quais existe w > 0
tal que lim; oo (f(t+w) — f(t)) = 0, & apresentado no Capitulo 2 e retomado no Capitulo
4. No decorrer do segundo capitulo, chamaremos estas fungoes de S-assintoticamente w-
periddicas e estudaremos as principais propriedades desta classe de fung¢oes. Ja no quarto
capitulo, verificamos a existéncia de solugoes brandas S-assintoticamente w-perioédica para
o problema (?77)-(?7).

Os Semigrupos Lineares Limitados sao abordados no Capitulo 3. Nas secoes 3.1, 3.2 e
3.4, nos dedicamos ao estudo qualitativo dos Semigrupos Uniformemente Continuos, dos
Co-semigrupos e dos Semigrupos Analiticos, respectivamente. Na secao 3.3, estabelecemos
varios resultados com a finalidade de demonstrar o Teorema de Hille-Yosida. Por fim,



na segao 3.5, apresentamos um exemplo de semigrupo analitico, a saber, o Semigrupo
Gaussiano, o qual serd novamente citado no tltimo resultado deste trabalho.

O ultimo capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira, introduzimos algumas
defini¢oes relevantes para o entendimento da segunda se¢ao. Por exemplo, veremos a
importante definicao de operador linear setorial tipo pu.

Definigao 0.1. Um operador linear A : D(A) C X — X fechado é dito setorial do tipo
p se exvistem p € R, 0 <60 < 7 e M >0 lais que seu resolvente existe fora do setor

p+So={pn+ A€eC,|arg(=A) |< 0}

AT =A) < A ¢+ Sp.

(A —=p |

Na se¢ao final, definimos o conceito de solugao branda S-assintoticamente w-periddica
para o problema (?7)-(77).

Definigao 0.0.1. Suponha que A é o gerador de um operador solugao integravel S, (t).
Uma fungao u € Cy([0,00), X) € dita uma solugao branda S-assintoticamente w-
periodica do problema (77)-(7?) se uw : Ry — X for uma fung¢io S-assintoticamente
w-periodica e satisfaz

u(t) = Su(t)uo + /0 CSult— ) f(s,u(s))ds, Vit 0. (3)

Além disso, utilizamos os capitulos anteriores para mostrar alguns resultados impor-
tantes que garantem a existéncia e unicidade de solugao branda S-assintoticamente w-
periodica. Entre esses, destacamos o resultado abaixo:

Teorema 0.1. Sejam A um operador setorial do tipo p < 0, f:[0,00) x X — X uma
fungao continua tal que f(-,0) é integrdvel em [0,00) e L : [0,00) — R wma fun¢dio
continua e integravel tal que

|| f(t,l’) - f(t7y> ||S L<t> || r—y “7 para todo T,y € Xut 2 0.

Entao o problema (?7) e (??7) tem wma unica solu¢ao branda S-assintoticamente w-
periodica. Além disso, vale

I llo< Ol uo | + 11 £(-0) 1) exp(C || L 1),

onde C' € uma constante suave e positiva.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo fixamos notagoes e apresentamos os requisitos necessarios para a com-
preensao desta dissertacao.

1.1 Integracao de fungoes com valores vetoriais

Neste secao temos como objetivo apresentar uma breve introducao da integral de
Bochner. Abordaremos apenas o necessario para compreensao dos Capitulos 3 e 4. Para
um estudo mais detalhado consulte [?] e [?]. Como ja convencionamos, X representara
um espago de Banach com a norma || - ||x. Além disso, £(X) é o espago de Banach dos
operadores lineares limitados de X em X com a norma usual.

A integral de Bochner estende a definicao de integral de Lebesgue para fungoes com
valores em um espaco de Banach, como o limite de integrais de fungoes simples. Para
isto, consideremos f uma fungao

f:J—=-X
definida em algum intervalo J C R.

Definicao 1.1.1. Uma funcao vetorial f : J C R — X € dita simples se [ pode ser
representada por

F=>wou (L1)
k=1

para algum n € N, onde x € X e Ji sao subconjuntos mensurdveis de J com medida de
Lebesgue finita p(Jy).

Se f é uma fungao simples, definimos sua integral por

/Jf(s)ds = Zxku(Jk),

a qual independe da representagao em (?77).

Definicao 1.1.2. Se f pode ser aproximada pontualmente por funcoes simples, ou seja,
se existe uma sequéncia (f)nen de fungoes simples em J tal que

T [|£(s) = fa(s) =0 pi—gtp. (12)

entao f é dita (fortemente) mensurdvel.

Com esta definicao, o conjunto das fungoes mensuraveis ¢ um espaco vetorial.
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Definigao 1.1.3. Se f é mensurdvel e existe uma sequéncia (f,)nen de fungoes simples
em J, tal que

tim [ 156) = (o) =0, (13)

entio dizemos que f € (Bochner) integravel. A integral acima € uma integral de Lebesgue.

Se f é integravel, definimos sua integral por

/Jf(s)ds = lim [ f.(s)ds,

n—oo J

a qual independe da sequéncia (f,),en na definigdo acima.
No que se segue, listaremos algumas propriedades elementares das fungoes mensura-
veis. As demonstragoes podem ser encontradas em |?].

Proposicao 1.1. Seja [ : J — X uma funcao vetorial, entao

1. Se (fn)nen € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis definidas em J que converge
para f no sentido (77), entao f também é mensurdvel.

2. Se [ é mensurdvel e F' : J — L(X) € fortemente continua, entio a composi¢ao
Fof:J— X também € mensurdvel.

Proposicao 1.2. Se f € mensurdvel, entao as afirmagoes sao equivalentes:

(i) f € integrdvel.
(ii) [;1f(s)llds < oc.

Como consequéncia imediata das Proposicoes 77 e 7?7, podemos observar que se f :
J — X é uma fungao integravel e F': J — L(X) é fortemente continua, entao a composta
Fof:J— X étambém integravel. Além disso, as seguintes propriedades sao vélidas
para a integral de Bochner.

@) 1[5 f(s)ds (1< [5 1I f(s) || ds;

(ii) (Teorema de Fubini) Seja I = I; x I, um retangulo em R?. Seja f : I — X mensurével
e suponha que

/ | f(s,t)||dtds < oc.
Iy JIa

Entao f é Bochner integravel e

/ f(s,t)dtds e / f(s,t)dsdt

existem e sdo iguais. Além disso as integrais acima coincidem com [ f(s,t)d(s,t).

(iii) (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam f, : I — X, com n € N, fun¢oes
Bochner integréaveis. Se f(t) := lim,,_, fn(t) existe em p-q.t.p. e existe uma fungao
integravel g : I — R tal que ||f,(t)|| < g(t) em p-q.t.p. para todo n € N, entao f é
Bochner integréavel e

/I (0= lim [ g0y

n—o0

Além disso, [, [|f(t) — fu(t)||dt — 0, quando n — oco.
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A proposigao 77?7 sera utilizada no capitulo 3 e sua demonstragao segue diretamente
do proximo resultado.

Teorema 1.1. Sejam T : X — Y um operador linear limitado entre os espagos de Banach
X eY e f:I— X Bochner integravel. Entiao T o f:tw— T(f(t)) € Bochner integrdvel e

7( [ s6)as) = [ Tr)as

Demonstragao.  Sabemos que fl f(t)dt = lim,,_,. f[ gn(t)dt, onde g, : I — X sao

fungoes simples. Assim
kn
1 i=1
Com isso, temos

(g 0m) = (i Yt

kn
=t 37 ()
Por outro lado,

J I ©) =T @nlde < T [ 156 = gne) e — o
Logo
/ T(f))dt = lim [ T(gn(t))dt

I n—oo I

kn

= gggo;T(xm)u(Jm)-

OJ

O resultado a seguir nos garante, sob algumas hipdteses, que podemos comutar inte-
gracao com aplicagoes de operadores fechados.

Proposicao 1.3. Sejam X,Y espagos de Banach e A : D(A) C X — Y um operador
fechado. Se f:J — X € uma funcao integravel, f(s) € D(A) pam quase todo s € J e
Af:J =Y dado por (Af)(s) := Af(s) € integrdavel, entio [, f(s)ds € D(A) e

A(/Jf(s)ds) :/JAf(s)ds

Demonstracao. Consideremos o espa¢o de Banach X x X com a norma ||(z,y)|| =
|lz|| + |ly||. Se denotamos por G(A) o grafico de A, por defini¢ao G(A) é um subespago
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fechado de X x X. Defina g: I — G(A) C X x X por g(t) :== (f(t), A(f(t))). Portanto,

g € mensuravel e, como f e Ao f sao integraveis, temos

[awiae= 1w+ [1acoa <o

Logo ¢ é Bochner integravel. Considere os operadores limitados P; : X x X — X
definidos por P;(z1,x9) = x;, para i = 1,2. Do teorema (?7), obtemos

/I sy = (A ( /19<t>dt)’P2( /19“)‘”))
= ([Pron / (Pyo g)(0)a)
_ / F(t)dt / A(f

Além disso, [, g(t)dt € G(A), pois [, g(t)dt é limite de pontos de G(A). Portanto,

/If(t)dte D(A) o A(/If(t)dt) :/IA(f(t))dt.

1.2 Um Pouco de Topologia

Nesta segunda secao, apresentaremos um Teorema de Ponto Fixo e a no¢ao de medidas
de nao-compacidade, os quais sao requisitos necessarios para a compreensao dos principais
resultados desta dissertagao, a saber, os Teoremas 77 e 77.

1.2.1 Teorema de Ponto Fixo

O proximo teorema é uma consequéncia do Teorema do ponto fixo de Banach e sua
demonstragao pode ser encontrada em [?].

Sejam Y e Z espagos de Banach com normas || - ||y e || - | z, respectivamente. Suponha
a existéncia de uma relacao de ordem parcial < em Z e uma aplicagago m : Y — 7
satisfazendo as condigoes abaixo:

(i) Paratodoy €Y, 0 <Xm(y);

(ii) a norma || - ||z € mondtona com respeito a ordem parcial <, ou seja, se 0 < 21 < 29,
entdo ||z1]|z < |22l z;

(iii) Existem constantes Cp, Cy > 0, tais que

lylly < Cillm()llz e [m(y)llz < Callylly, para todoy €Y.
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Nestas condigoes, enunciamos o seguinte Teorema:

Teorema 1.2. Sejam S C Y um conjunto fechado e nao vazio e P : S — S uma aplica¢ao
continua. Suponha que existe um operador linear e limitado B : Z — Z tal que:

(I) O raio espectral r(B) < 1;

(IT) O operador B é crescente com relagao a ordem parcial <, ou seja, se 0 = 23 = 2o,
entao Bz X Bz,

(IIT) Para todo y1,ys € S, tem-se que m(Py; — Pys) = Bm(y; — y2).
Entao, P tem um unico ponto fixo.

A seguir mostraremos um exemplo de uma aplicacao m : Y — Z, a qual satisfaz as
hipoteses (i), (ii) e (iii). Este exemplo sera utilizado na demonstra¢ao do Teorema ?7.

Exemplo 1.1. Seja Cy([0,00), X) o espago das fungoes continuas e limitadas munido
da norma da convergéncia uniforme. Considere os espagos Y = Cy(]0,00),X) e Z =
Cy([0,00),R).  Considere Z com a ordem pontual, isto é, se uy,uy € Z, dizemos que
uy = U, quando uy(t) < ug(t) para todo t > 0. Para cada u € Cy(]0,00), X), defina

m(u)(t) = sup [lu(s)[, ¢=0.
s€[0,t]

Entao, m é uma aplicagao m : Cy([0,00), X) — Cy([0,00),R) que satisfaz as hipdteses
(i), (i) e (ii3).

Primeiramente mostraremos que m toma valores em Cy([0, 00), R). Seja u uma fungao
no espago Cp([0,00), X). Entao, temos que

[ m(u)(t) |< sup [lu(s)]| = [luflo, >0,

s€[0,00)

o que mostra que m(u) é limitada. Além disso, dados € > 0 et > 0, tome h = h(e,t) >0
tal que se 0,0 € [t,t + h], entdo ||u(f) —u(#')|| < e. Se SUDseo,+n) |[u(s)]| for atingido no
intervalo [0, ], entao

[m(u)(t+h) —m@)(t)| = | sup [u(s)| — sup [u(s)| |[=0<e.
s€[0,t+h] s€[0,t]

Suponha agora que sup,(o .4 [|u(s)[| seja atingido no intervalo (¢, + h] e seja s’ o menor

valor em (f,% + h] tal que sup e iy [[u(s)|| = [Ju(s)]|. Seja também s” o maior valor
em [0, ] tal que supyepo ) [|u(s)]| = [lu(s”)||. Sabemos que [ju(s")[ < [lu(s")]| e [Ju(s")[| €
[lu(sM)]l, [Ju(s)]|]]. Segue do Teorema do Valor Intermediario que existe § € [s”, s'] tal que
|w(8)|| = |Ju(s")]]. Da escolha de s’ e s” temos que § € [t,s'] C [t,t + h]. Logo,
| m(u)(t+h) =m(u)(t) [ = | sup lu(s)]] = sup [ju(s)] |
s€[0,t+h] s€[0,t]
= u(sH = llu(s")l

= [lu) = llu(3)]

< lu(s) —u(E)] <e.
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Com um processo analogo, mostra-se a desigualdade acima, para h < 0 com t+h > 0.
Com isso, mostramos que m(u) é continua e, portanto, m(u) € Cy([0, 00),R). As hipoteses
(i) e (ii) sao obviamente satisfeitas. Se u € C,([0,00), X), temos

lm(w) @)z = tes[ggo)lm(U)(t)!

= sw (s o))

tel0,00) N s€[0,t]
= sup Jlu(®)| = llully,
€[0,00

o que mostra que vale (iii), com C} = Cy = 1.

1.2.2 Medidas de Nao-Compacidade

A defini¢gao de medida de nao compacidade de subconjuntos limitados mostra-se bas-
tante 1util na teoria de equacgoes diferenciais em espacos de Banach. A seguir, definiremos
medidas de nao compacidade e abordaremos algumas propriedades que serao utilizadas
nas proximas secoes.

Definicao 1.1. Sejam E um espaco de Banach, B um subconjunto limitado de E e e > 0.
Uma cobertura {V;} de B é uma e-cobertura se diam(V;) < € para todo i. A medida de
nao compacidade de B ¢ definida por

Yr(B) = inf{e > 0; eziste uma e-cobertura finita de B}.

Uma cobertura {B;} de B por bolas de raio < ¢ ¢ chamada de e-cobertura restrita de
B. Assim, a medida restrita de nao compacidade é definida por

Yr(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de B}.

A proposigao a seguir apresenta varias propriedades das medidas de nao compacidade
que serao utilizadas no capitulo 4, cujas demonstragoes podem ser encontradas em |[?].

Proposicao 1.4. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espa¢o de Banach E. Entao
(a) ¥p(A) =0 se, e somente se, A é compacto;
(b) Ye(A) = ¥p(A);
(¢) v(AA) =[ A Yp(A);
(d) Se A C B, entdo Vp(A) < vp(B);
(e) Yu(A+ B) < vp(A) +Yu(B).
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1.3 Calculo Fracionario

O principal objetivo do calculo fracionario € manter, num sentido generalizado, a rela-
¢ao entre operadores diferenciais e operadores integrais dada pelo Teorema Fundamental
do Célculo. A seguir, serao introduzidas algumas notagoes convenientes para o operador
diferencial e para o operador integral.

Definicao 1.2. Denotemos por D o operador que corresponde uma fun¢ao diferencidvel
a sua derivada, 1sto €

Df(a) == f (x).

Definicao 1.3. Denotemos por J, o operador que correponde uma func¢ao f, assumindo
ser (Riemann) integrdvel no intervalo compacto [a,b] a sua primitiva centrada em a, isto

-

é
Lfta) = [ (o
para a < x < b.

Definicao 1.4. Paran € N, usaremos o simbolo D" e J' para denotar a n-ésima iteragao
de D e J,, respectivamente, isto é

D':=D e J!:==J,
D":=DD" ' e J':=J,J"" paran > 2.

Com estas notacoes o Teorema Fundamental do Calculo pode ser reescrito como

DJ.f=f

o que implica
D"J'f=f, paranecN.

Ou seja, D" é a inversa a esquerda de J', num espaco adequado de fungoes. Nosso
objetivo sera estender num certo sentido a definicao 7?7, para n € R. Para isto, deseja-
mos preservar esta propriedade. Existem varias generalizagoes possiveis, em nosso caso,
estamos interessados na generalizacao de Riemann-Liouville.

Antes de definirmos os operadores D™ e J', para n € R, lembraremos algumas propri-
edades ja conhecidas para o caso n € N. O resultado a seguir pode ser demonstrado por

inducao e tem como utilidade reduzir o calculo de J' a uma tnica integral tipo convolucao.

Lema 1.1. Seja f uma fungdo Riemann integravel em |a,b]. Entao, para a < z < b e
n € N, temos

Rf) = o [ @0 o

(n -

O lema abaixo é uma consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo.
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Lema 1.2. Sejam m,n € N tais que m > n. Seja f uma func¢ao continua com n-ésima
derivada no intervalo |a,b]. Entao,

D"f=D"J .

O lema 7?7 nos mostra que sera ttil generalizar a nocao de fatorial para n € R. A esta
generalizacao, que definiremos a seguir, denominaremos de Fun¢ao Gamma.

Definigao 1.5. A funcio I' : (0,00) — R, definida por

[(x):= / t" e tdt,
0

¢ chamada Fun¢ao Gamma de Fuler.

O resultado a seguir prova, num certo sentido, a generalidade que propomos a Funcao
Gamma ter:

Teorema 1.3. Para n € N, vale que
I'(n)=(n—1)!

Demonstracao. A demonstragao seré feita por inducao. Para n = 1, temos

00 k
') = / e 'dt = lim eldt = lim (1 — e %) = 1.
0

k—o0 0 k—o0

Agora, suponha que o teorema valha para n = x e verifiquemos para n = x + 1, isto é

[e'S) k
[(z+1) = / tYetdt =  lim / tYe~tdt
0 Y

k—o0,y—01

k
= lim <e’yyz — e FET + x/ tmfle’tdt)
Yy

k—00,y—0*1

= x/ t" e tdt = o (z).
0

Portanto,
Nrx+1)=al(z) =2(x—1)! =2!

Definicao 1.6. Para o, 5 € Ry, a integral de Beta de Euler é definida por
1
B(a, B) :/ (1 — )P .
0

Uma propriedade importante que relaciona a integral beta e a integral gama ¢ dada

pela relacao
INCINE)

Blah) =terp)
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1.3.1 Operador Integral
Definigao 1.7. Seja n € (0,00). O operador J", definido em L'[a,b] por

I () = ﬁ / 0 (),

para a < x < b, € chamado de Operador Integral de Riemann-Liouville de ordem
n. Paran =0, definimos JO f(x) := I, onde I representa o operador identidade.

Segue do lema 7?7 e do Teorema 7?7 que a integral fracionaria de Riemann-Liouville
coincide com a definicao classica de J', para n € N, exceto pelo fato de estendemos o
dominio de Riemann integravel para Lebesgue integravel. Além disso, podemos observar
que no caso n > 1, a integral J! f(x) existe para todo = € [a,b], pois o integrando é o
produto de uma fungao integravel f com uma fungao continua g(t) = (z — )" '.

No caso em que 0 < n < 1, a situagao nao é tao clara, mas é justificada pelo proximo
resultado.

Lema 1.3. Sejam f € L'a,b] e n > 0. Entdo, a integral J" f(x) existe em quase todo
ponto x € [a,b]. Além disso, a funcio J"f pertence a L'[a,b].

Demonstragao. Basta observar que

[ =it = [ oo - 060t = 615 02)0)

onde
u" !, para0<u<b—a
¢1(u) =
0, caso contrario.
e
f(u), paraa<u<b
Pa(u) =

0, caso contrario.

Por construgao ¢; € L*(R) para j € {1,2}. Portanto segue da Desigualdade de Young
que J"f existe em q.t.p. e J*f € L'[a,b].

O

A seguir, abordaremos um exemplo que serd utilizado posteriormente.

Exemplo 1.2. Considere f(x) = (x — a)?, onde 8,n € R sdo tais que f > —1 e n > 0.

Entao
F(ﬂ + 1) (l’ B a)n—kﬁ'

Jo f(x) = TntB+1)
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De fato, temos

1

@) = g [ =@ o

_ L lsx—a Ale—a—s(x—a)"Hz—a)ds
- T | = (¢ =)z — a)d

= Laz—a"Jr 135 — s)" s
=m0 [P

= (@ =B+ 1)

A G

I(n+p+1)

Outra propriedade importante dos operadores integrais de ordem inteira também sera
preservada pela nossa generalizagao:

Teorema 1.4. Sejam m,n >0 e ¢ € L'[a,b]. Entio
JI i = TG,

em quase todo ponto em [a,b]. Além disso, se ¢ € Cla,b] oum+n > 1, entdo a igualdade
vale em todo |a, b].

Demonstracao. Temos que
560 = ot [t [ -t
mIlo(x = T /. x ’ T T)dTdt.

Do lema 77, segue que a integral existe. Além do mais, pelo Teorema de Fubini,
podemos comutar a ordem de integracao, obtendo

JrJre(z) = m / x / x(x—t)m_l(t—T)”_lqb(T)dth

1 ! m—1 _Tn—l e
_ W/ gb(T)/T(J:—t) (t — 7)™ dtdr.

Fazendo a substitui¢ao t = 7 + s(x — 7), temos

I Jre(s) = W / ") / (@ — )1 — )" s(z — )" — 7)dsdr

_ m / " o(r)(w — 7y /0 (1= syl dsdr
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Como fol(l —s)™ 1" lds = B(n,m) = Fr((mnzig), teremos que

TR 0) = s [ ol = oyt = ),

em quase todo [a,b]. Além disso, se ¢ € Cla,b], entao J'¢ € Cla,b] e, portanto, J"JI'¢ €
Cla,b] e J"t"¢p € Cla,b]. Assim, utilizando que duas fungoes continuas que coincidem
em quase todo ponto, coincidem em todo [a, b].Segue que, J™J"¢(x) = J""¢(x), para
todo = € [a, b].

Finalmente, se ¢ € L'[a,b] e m +n > 1, segue do resultado acima que

T Te =T e = T e,

em ¢.t.p. Como J!¢ é continua, temos que J™ "¢ = J™ "1 Jlp ¢ continua. Utilizando
novamente que duas func¢oes continuas que coincidem quase todo ponto devem coincidir
em todo intervalo [a, b], o resultado segue.

O

Para finalizar esta subsecao, enunciaremos um corolario que é uma consequencia direta
do teorema anterior.

Corolério 1.1. Sejam ¢ € L'[a,b] e m,n € R, tais que m,n > 0. Entao
S Ji o = I3 .

1.3.2 Operador Diferencial

Definigao 1.8. Sejam n € Ry e m = [n]. O operador D, definido por
Dlf.=Dm"jr"f

¢ chamado Operador Diferencial de Riemann-Liouville de ordem fraciondria n.
Paran =0, definimos D° := I, onde I ¢ o operador identidade.

Em consequéncia do lema ?7, o operador D! coincide com a definicao cléssica para
n € N. O lema ?? também pode ser estendido para o caso onde n € R, como veremos a
seguir.

Lema 1.4. Sejamn € Ry e m € N, tal que m > n. Entao
D= Dmyrn,
Demonstragdo. Como m > [n] e m, [n] € N, temos D™~ "1 Jm=I"l = [ e assim,

D™ J(;n—n _ D[?ﬂ DM [n] Jm— [n] J[n] -n _ D[n] Jaﬁﬂ = Dg

Teorema 1.5. Sejam ny,ne >0 e ¢ € L'a,b]. Se f = J" ¢, entio

D;“ Dng — DglJrnzf_
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Demonstracao. Pela defini¢ao de derivada de ordem fracionéria e pelo teorema funda-
mental do calculo para o caso natural, temos que

DpDgf = DI Dl g g
= D(mut[nﬂ*mD[ngua[nz1+n1¢
— plml glml=n pina] Jl"”ngqs
= DM11JC["1FTL1J§1¢

= D(nﬂjafnﬂ(b = ¢.

Analogamente, podemos ver que D2 f = ¢,
O

Com tudo que foi visto até aqui, sera possivel estender o Teorema Fundamental do
Calculo.

Teorema 1.6. Sejan > 0. Se f € L'[a,b], entdio
Dy Jif =T,
em quase todo ponto.

Demonstracao. Paran = 0, temos por definicao que os operadores D] e J!' sao iguais
ao operador identidade. Assim nao ha nada o que ser demonstrado.
Para n > 0, basta considerar m = [n] € N, para assim obter que

Doy f =D J "I f = D f =T
0J

Para finalizar esta subsecao, introduziremos a nocao de transformada de Laplace, com
a finalidade de obter uma relagao entre esta e a integral de ordem fracionéria, a qual seré
utilizada na demonstragao da Proposi¢ao ?77.

Definicao 1.9. Sejam X um espaco de Banach e f: R, — X wuma funcao mensurdvel,
exponencialmente limitada com expoente w € R. Entao, definimos a transformada de
Laplace Lf : {\ € C; Re\ > w} — X por

L)) := /Oo e Mf(t)dt.

0

Com isso, pode-se demonstrar que

LIf)(z) = 0 s,
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2 FUNCOES S-ASSINTOTICAMENTE w-PERIODICAS

Consideremos Cy([0,00), X) o espago das fungoes continuas e limitadas definidas em
[0, 00) com valores em X, dotado da norma da convergéncia uniforme, a qual denotaremos
por || - ||oo. Além disso, Cy([0,00), X) e C,([0,00), X), para w > 0, serdo subespagos de
Cy([0, 00), X) definidos por

Co([0,0), X) = {f € Cy([0, 00), X); Jim || £(2) ||= 0},

Co([0,00), X) = {f € Cp([0,00),X); f éw-periddica }.

Agora, introduziremos algumas defini¢oes importantes que serao utilizadas no decorrer
deste capitulo e do capitulo 4.

Definicao 2.1. Sejam P C R um conjunto de nimeros reais e | > 0. Dizemos que P €
lI-denso em R, se [a,a+ 1| NP # O para todo a € R.

Alternativamente, dizemos que o conjunto P é relativamente denso em R.

Defini¢ao 2.2. Uma funcao f € Cy(R, X) é chamada quase periddica se, para cada
e > 0, eziste um subconjunto de R relativamente denso, denotado por H(e, f), tal que

| fE+&) — f(t)||<e,VteR eVE e He, f).

Definicao 2.3. Uma funcao f € Cy([0,00),X) € chamada assintoticamente quase
periddica se existe uma fungao quase periddica g e uma fungao ¢ € Cy([0,00), X), tais
que f =g+ ¢. Se g é w-periddica, f é dita assintoticamente w-periddica.

Vale ressaltar que a Proposi¢ao 1.12 em [?]|, garante a unicidade da decomposi¢ao
f = g + ¢ na defini¢ao acima.

No restante desta secao, por simplicidade, fixaremos algumas notagoes. Para um
numero positivo fixado w e para cada t > 0, consideremos a decomposicao

t=E&(t) + 7(t)w, (2.1)

com £(t) € [0,w) e 7(t) € NU{0}. Além disso, para h > 0 e f € Cy([0,00), X),
denotaremos por f;, a funcao fj, : [0,00) — X definida por f,(t) = f(t + h).

Agora, veremos algumas propriedades qualitativas das fung¢oes continuas e limitadas
f :]0,00) — X, para as quais existe w > 0 tal que lim; ,o(f(t + w) — f(t)) = 0
(estas fungoes serao chamadas fungoes S-assintoticamente w-periddicas). Comegaremos
estabelecendo algumas terminologias.
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Definicao 2.4. Uma funcao f € Cy([0,00), X) € dita S-assintoticamente periddica
se existe w > 0 tal que
lim (f(t +w) — /(1)) = 0.

Neste caso, dizemos que w € um periodo assintotico de f e que f € S-assintoticamente
w-periodica.

Observe que dadas duas fungoes S-assintoticamente w-periddicas , a dizer f e g, e a €
F (R ou C), entao a fungao F' := f + ag também é S-assintoticamente w-peridédica. Com
isso, usaremos a notagao SAP, (X) para denotar o subespago de Cy([0,00), X) formado
pelo conjunto das fungoes S-assintoticamente w-periddicas.

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata das defini¢goes anteriores.

Lema 2.1. Sejam f :[0,00) — X uma fung¢ao S-assintoticamente w-periddica e (t,)nen
uma sequéncia tal que t, — 0o, quando n — oo. Se f;, — F uniformemente em compac-
tos de [0,00), entao F' € C,([0,00), X).

Demonstracao. Como F' ¢ limite uniforme em subconjuntos compactos de [0,00) de
fungoes continuas e limitadas, entao F' € Cy([0,00), X). Para ¢t > 0 e € > 0, podemos
escolher ng € N, tal que

1 F(s) = fen(s) || = | F(s) = f{tn + ) || <

| flp+tn+w) = flp+t) || <

para todo n > ng. Assim, para n > ng, temos que

[ Ft+w)=F@) | < [[Flt+w)=flt+wttn) [+ fE+w+tn) = f(E+1) |
+ fE+tn) = F@) ||
< e
Portanto F(t + w) = F(t).
0

E importante notar que nem toda fungao S-assintoticamente p-periddica é assintoti-
camente p-periddica. Daremos um exemplo disso a seguir.

Exemplo 2.1. Seja X = {(x,)nen; z, € R e lim,, o 2, = 0}, munido da norma

| (Zn)nen ||= sup |z,].
neN
) : 2nt B .
Consideremos f : [0,00) — X definida por f(t) = ( ) . A funcdo f assim
t2 + n? neN

definida € limitada, uniformemente continua e S-assintoticamente p-periddica para cada
1> 0. No entanto, f nao € assintoticamente j-periodica.
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De fato, sabemos que (¢t —n)? > 0 para todo t > 0 e n € N. Logo,

2nt
| £(2) 1= sup | 5| < 1. Vi € [0,00). (2.2)

Agora, sejam s,t € [0, 00), temos que

fes) =10 = () o () o

B <(t2 +n?)(2nt + 2ns) — 2nt(n* + 12 + s* + 2t3)>
B [(t + 5)2 + n?|(t? + n?) neN

2sn(n? — st — t?)
B ([(t +5)% + n2]t(t2 j— n2))neN'

Logo,

B 2sn(n? — st — t?)
I+ 5) = ol = sup| AT

- 2sn | n? — st —t* |
su
= s [+ 82+ (1 n?)

< 2s.

Desta desigualdade e de (??7), f ¢é limitada e uniformemente continua. Além disso,
para ;>0 et > 1 temos

2
7 +m) = SO < swp s

<

~I=

Portanto f é S-assintoticamente p-peridédica para todo g > 0. No entanto, f nao
é assintoticamente p-periddica. Para mostrar esta afirmagao, suponha que existem g €
C.([0,00),X) e ¢ € Cp(]0,00),X) tal que f = g+ ¢. Se f = (fn)nen , entao cada
coordenada f,, é assintoticamente p-periodica e f,(t+ku) = gn(t) + pn(t+ku), para cada
k,neNet>0. Como limy_, fn(t+ kp) =0, entdo g,(t) = 0, para todon € Net > 0.
Consequentemente, a funcao g é identicamente nula e f = ¢, o que nao pode ocorrer, pois
|f(n)|| = 1 para cada n € N. Isto prova que f nao é assintoticamente p-periodica.

Proposigao 2.1. Seja f : [0,00) — X wma fungao S-assintoticamente w-periddica e
assintoticamente quase periodica. Entdo, f € assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Podemos decompor f como f = g+ ¢, onde g é uma funcao quase
periodica e ¢ € Cy([0,00), X). Como f é assintoticamente quase periddica, existe uma
sequéncia de namero reais (t,)ncr tal que t,, — 0o e ¢g;, — g uniformemente em [0, co).
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Portanto fi, = gi, + 1, — ¢ uniformemente em [0,00). Segue do Lema (??) que
g € C,([0,00),X) o que, por sua vez, implica que a funcao f ¢é assintoticamente w-
periodica.

O

A definicao que se segue sera crucial para a compreensao dos préximos resultados:

Definigao 2.5. Definimos o espago F(R', X)), como sendo o espago das fungoes continuas
h:[0,00) = X que satisfazem a sequinte propriedade:

I) Dado e >0, existe T =T(c) > 0 tal que o conjunto de nimeros reais

Tix(h,e):={7 > 0;sup||h(t + 1) — h(t)]] < e}
t>T

¢ relativamente denso em [0,00). Desta forma, podemos encontrar L(e) tal que
Tir(h,e)Na,a+ L(e)] # 0, para todo a > 0.

Assim, se f é uma fungdo assintoticamente quase periodica, entdo f € F(RT, X).
Mais geralmente, vale o préoximo Teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em

171

Teorema 2.1. Uma fungao [ € assintoticamente quase periodica se, e somente se, f €

F(R*, X).

O seguinte corolario do Teorema acima nos dara um bom método para saber se uma
dada funcao é assintoticamente w-periddica.

Corolario 2.1. Seja ¢ € Cy([0,00), X). Suponha que existe uma sequéncia (n;)jen C N,
comny =1 en; — oo quando j — oo, tal que

a=sup(n;+1 —n;) <oo e lim(e(t+njw)—pt) =0

jEN t—o00
uniformemente para j € N, entao ¢ € assintoticamente w-periodica.

Demonstragao. Tomando j = 1, no limite posto no enunciado, obtemos

I (ot +w) = () = lim (ot +nw) = ¢(t)) = 0.
Portanto, ¢ é S-assintoticamente w-periddica. Agora, mostremos que ¢ é assintotica-
mente quase periédica. Dado € > 0, existe N = N(e) > 0, tal que

sup [I£(t +njw) — f(t)| <2, jeEN.
>N

Tome L(e) = aw+e. Paraa > 0, existe j, € N tal que n;,w € [a,a+ L(e)]. Além disso, se
definimos 7, = {njw, j € N;sup,~y || f(t+n;w)— f(¢)|| < e}, podemos ver que n;,w € T,.
Assim, [a,a + L(e)] N T, # 0. Além do mais, como a > 0 foi tomado arbitrariamente,
segue que o conjunto T, é relativamente denso em [0, o0). Mas,

To € Tex(fre) = {7 2 Ossup || f(t +7) — f(O < e}
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Dai, T: r(f,e) também é relativamente denso em [0, 00). Com isso, temos que f €
F(R*, X) , utilizando o Teorema ?7?, segue que f é assintoticamente quase periodica.

O

Concluiremos esta se¢do com alguns conceitos e propriedades do espago SAP,(X).
Teorema 2.2. O subespaco SAP,(X) C Cy([0,00), X) € um espago de Banach.

Demonstracao.  Seja (f,)neny uma sequéncia em SAP,(X) que converge para f €
Cy([0,00), X). A decomposi¢ao

nos mostra que lim; ., f(w +1t) — f(t) = 0. Portanto, f € SAP,(X).
O

Definigao 2.6. Seja f : [0,00) x X — X wma fun¢ao continua. Dizemos que f €
uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados se, para todo K C
X limitado, o conjunto {f(t,z);t > 0,2 € K} € limitado e, além disso,

tlim(f(t+w,x) — f(t,x)) =0,
—00
uniformemente em K.

Definigao 2.7. Seja f : [0,00) x X — X wuma fungao continua. Dizemos que [ €
assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados se, para todo € > 0 e
K C X limitado, existem Le g > 0 e 0. ¢ > 0 tais que ||f(t,x) — f(t,y)|| < e, para todo
t>Leg ex,y € K, com ||z —vy| <dck.

Teorema 2.3. Sejam X, Y espagos de Banach, u : [0,00) — X uma fun¢do S-assintotica-
mente w-periddica e [ :[0,00) x X — Y uniformemente S-assintoticamente w-periddica
em conjuntos limitados e uniformemente continua em conjuntos limitados. Entao, v(t) =
f(t,u(t)) € uma funcao S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Como u € ([0, 00), X), a imagem de u ¢ um subconjunto limitado

de X. Da defini¢ao ??, temos que o conjunto {v(t) = f(¢,u(t));t > 0} ¢ limitado, ou seja,

v ¢ uma fungao limitada. Assim, como u e f sdo continuas segue que v € ([0, 00), X).
Das Definigoes ?? e 7?7, temos que para todo € > 0, existem L! >0 e § > 0 tais que

max{||f(t +w,z) = (&, 2, [, 2) = [t )]} <e,

para todo t > L!, x,y,2 € Z(u), com ||z —y| < e. Além disso, como u € SAP,(X), existe
L? > 0 tal que |Ju(t +w) — u(t)|| < J, para todo t > L?. Assim, para t > max{L! L2},
temos que

[o(t +w) —o®)| = [[f(t+w,ult+w)) = [t ult))]
< U+ wult+w)) = fEult+w) |+ 1 ult +w)) = f(E )]l

< 2e.

Portanto v € SAP,(X).



26

3 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

3.1 Semigrupos Uniformemente Continuos

Como ja convencionamos, ao longo desta se¢ao, consideremos X como sendo um espaco
de Banach com norma | - || e £(X) como sendo o conjunto dos operadores lineares
limitados de X em X, com a norma

L0 exazo 2
Por simplicidade, denotaremos ambas as normas citadas anteriormente por || - ||. O

operador identidade em X serd denotado por 1.

Definicao 3.1. Seja X um espag¢o de Banach. Uma familia {T(t)}+>o de operadores

lineares limitados de X em X € um semigrupo de operadores lineares limitados em
X se

(i) T(0) =1,
(i) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Além do mais, diremos que um semigrupo de operadores lineares limitados {T'(t)}i>0
em X € uniformemente continuo se

li T(t)—1||=0.
Jim | T(0) -1 |

E possivel demonstrar diretamente da definicio que se {T(t)};>0 ¢ um semigrupo
uniformemente continuo de operadores lineares limitados, entao

lim || T(s) — T(t) ||= 0.

s—t
Definigao 3.2. Denotaremos por D(A) C X o conjunto dado por

t—0t

D(A) = {m € X; lim M emste}.

O operador linear A definido por

T(#)r — +
Az = lim Tz -z = d—T(t)x
t—0+ t dt

para x € D(A).
t=0

¢ chamado gerador infinitesimal do semigrupo T(t) e D(A) € o dominio de A.
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O teorema a seguir nos dard uma condigao necessaria e suficiente para que um operador
linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo. Para provar
este resultado, antes enunciaremos e demonstraremos um lema de Anélise Funcional.

Lema 3.1. Seja T € L(X), com || T ||< 1. Entao I —T € inversivel e pertence a L(X).

Demonstracao. Defina o operador linear

S = iTj.
=0

Logo,
SI-T)=(I-T)S = S-T.8=) T/-Y T/"

:J+iﬂ—iw
j=1 j=1

= I
Portanto S = (I —T)~!. Tomando x € X, temos que

| Sz || = HZT%‘
=0

[\
1
=
=

IN

EA DN e
j=0

Como || T ||< 1, temos que

1T = =K
Z HN

Assim, para todo x € X, existe K > 0, tal que || Sz [|[< K || = ||. Portanto S = (I —T)~!
eSeL(X).
U

Teorema 3.1. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstracao. Seja A: X — X um operador linear limitado. Defina

T(t) = et = i (t4)" (3.1)

n!
n=0
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Vé-se facilmente que o lado direito da equagao (?7) converge em norma para cada
t > 0 e, além disso, define um operador linear limitado 7'(t). Além do mais, 7'(0) = [
e T(s+t) = T(s)I'(t), para todo t,s > 0. Portanto, {T'(t)};>o ¢ um semigrupo de
operadores lineares limitados em X. Mas

FURTTIE hacs

St A
<2

n=1

e tn—l H A Hn—l
= apagy A
n=1 ’

Hn—l

= 1) 4
LAY s
—~ (n—1)

— | A e,

IA

Logo,
lim || T()—1|=0
t—0t+

Assim, {T'(t) }+>0 é um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limita-
dos em X. Além disso, A é o gerador infinitesimal deste semigrupo, pois

| =541 - Ht(nom )4

tnl
- 125

N |t|” ' n
> A

<
n=2
etlal — 1
=
Dai,
Tt) -1
o | ZO =Ly H —0.
t—0+

Reciprocamente, considere {T'(¢)};>0 um semigrupo uniformemente continuo de ope-
radores lineares limitados em X. Como || T'(t) — I ||— 0, quando ¢t — 0T, entao existe
0 > 0 tal que

| T(t)—I|<1, sempreque( <t <.

Assim, fixado 0 < p < ¢, temos que
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HI— %/OpT(s)dsH - H% [/Op(I—T(s))ds]H < %/Op |1 —T(s) | ds < 1.

Utilizando o lema ?7?, temos que fop T'(s)ds ¢ inversivel e sua inversa ¢ um operador
linear limitado. Agora, seja h € (0, p). Entao

Assim,

% _ %( / " (s — /0 hT(s)ds) ( /O pT(s)ds)l. (3.2)

Lembrando que, para todo t > 0, vale

1 t+h
lim - /t T(s)ds = T(1),
se fizermos h — 0™ na igualdade (?7?), concluimos que h='(T'(h) — I) converge em norma
e, portanto, fortemente para o operador linear limitado (7'(p) — I)(fop T(s)ds)™, o qual &

por definigao o gerador de 7T'(t).
]

3.2 Semigrupos Fortemente Continuos

Nesta secao, definiremos a nogao de semigrupo fortemente continuo. Veremos que
o gerador de um semigrupo fortemente continuo é linear, mas em geral nao é limitado.
Também mostraremos que o dominio do gerador é um subconjunto denso de X.

Definigao 3.3. Um semigrupo T'(t), 0 <t < oo de operadores lineares limitados em X €
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados, se

lm T (t)x =z, para cada x € X. (3.3)

t—0

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X € chamado de
semigrupo de classe Cy ou simplesmente de Cy-semigrupo.
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No Teorema a seguir, veremos que todo Cp-semigrupo possui uma limitagao exponen-
cial.

Teorema 3.2. Considere T(t) um Cy-semigrupo. Existem constantes w > 0 e M > 1,
tais que
IT(t)| < Me“* para 0 <t < cc. (3.4)

Demonstracao. Primeiramente, mostremos que existe n > 0 tal que ||7°(¢)|| é limitado

para t € [0,n]. De fato, supondo o contrario, para cada n € N, tomando n = %, existiria

0 < t, <= com |T(t,)| > n. Logo, existiria uma sequéncia {t,}nen, com &, > 0,

satisfazendo lim,, . t, = 0 e || T(t,)|| > n. Assim, pelo Principio da Limitagao Uniforme,
deve existir x € X tal que T'(t,)z — oo quando n — oo, contrariando (??). Desta forma,
existem constantes n > 0 e M > 0 tais que ||T(t)|| < M para todo t € [0,7]. E como
|T(0)|| =1, temos M > 1.

Seja t > 0, existem constantes k € N e ¢ € [0,n] tais que ¢t = kn + . Portanto, pelas
propriedades de semigrupos, temos

| T(0) 1=l Tk + 8) | <] T(n) [l T(6) || < MM,

Tomando w := 1~ log M, temos
| T(t) ||< Me™, parat > 0.

O

Corolério 3.1. Se T'(t) é um Cy-semigrupo, entio para cada v € X, a fungio f, : Ry —
X definida por f.(t) := T(t)x é continua definida Ry (a reta real nao negativa) e tomando
valores em X.

Demonstracao. Para todo ¢ > 0, mostraremos que limg_,; f,(s) = f.(f) (observe que
para t = 0, este limite s6 faz sentido quando s > 0, ou seja, quando s — t*). De fato,
quando s — tT, tomando h := s —t > 0, temos

[ fals) = L) || = [[T(t+h)x=T)x |

< T Il T(h)xr —x ||— 0, quando h — 0.

Logo,
lim f.(s) = fu(1).

st
Além disso, quando s — t~, para 0 < h < t, tomando h :=t — s, temos
I fa(s) = fo(®) [ = [Tt =h)x =T (t)x |
< T =h) [l 2 =T(h)x |

< Me#M || T(h)z —x ||— 0, quando h — 0F,



Portanto,
lirr% fz(s) = f.(t), para todo t > 0.
S5—
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Teorema 3.3. Seja T'(t) um Cy-semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal. Entao

(a) Para cada z € X,
t+h

o1
]lzlil(l) n T(s)xds = T(t)x.

(b) Para cada x € X ,temos que fot T(s)xds € D(A) e
t
A(/ T(t)xds) =T(t)r — x.
0
(c) Para cada x € D(A), temos que T'(t)x € D(A) e
%T(t)x = AT (t)xr =T(t)Ax.

(d) Para cada x € D(A), vale

Tt)r —T(s)x = /: T(r)Axdr = /St AT (7)xdr.

Demonstragao.
a) Seja z € X. Como f,(t) =T (t)x é continua, entao
1 t+h
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 h t

b) Sejam z € X e h > 0, temos

% /Ot T(s)xds = %/Ot T(h+ s)xds — %/OtT(s)xds

1 h+t 1 t
= E/h T(s)xds—ﬁ/o T(s)xds

1 t 1 h+t 1 h
= E/h T(s)xds%—ﬁ/t T(s)xds—ﬁ/o T(s)xds

1 t
s
h /h (s)xds

1 h+t 1 h
= E/t T(s)a:ds—ﬁ/o T(s)xds.

(3.5)
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Da letra (a) deste Teorema, sabemos que

lim % < /Ot T(s)xds) =T(t)xr — .

h—0t

Portanto,
/OtT(S)xds € D(A) e A(/OtT(t):r:ds> =T(t)r — .

c) Seja x € D(A) e h > 0. Entao

Logo,

lim M(T(t)x) ~ lim T(t)(w>(x) — T(t) Az (3.6)

t—0t

Portanto, T'(t)x € D(A), AT (t)x = T(t)Ax e (??7) implica que

d+
ET(t)x = AT (t)xr =T(t)Ax.

Assim, a derivada a direita de T'(t)x é T'(t)Az. Para provar (?77?), temos que mostrar
que para t > 0, a derivada a esquerda de T'(t)x existe e coincide com T'(t) Az. Mas, lembre
que

T(t)x —T(t—h)x
h

W — Az) + T(t - h)Aw — T(t) Az,

~T() Az = T(t — h)(

Ambos os termos do lado direito vao para zero, quando h — 07. De fato, x € D(A) e
| T(t — h) || & limitado em 0 < h < ¢, entao

T(h)x x

_ T(Wx —
HT(t - h)(Tx - A:v) H < |7t - h)uu% - AmH —40, quando h — 07,

Por outro lado, como T'(t) é fortemente continua, temos que

lim T'(t — h)Az = T(t)Ax.

h—0t

Portanto,
d- . T =Tt —h)x
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d) Seja x € D(A). Segue da identidade (?7) que

T(#)e — T(s) — / t %T(T)m _ / AT (s — / ") Awds
O

Corolario 3.2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo T(t), entao D(A), o
dominio de A, € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstracao. Seja xz € X. Para cada t > 0, defina

1 t

T = —/ T(s)xds.
t Jo

Segue do item (b) do Teorema ?? que z; € D(A) e do item (a) do mesmo Teorema,

temos que
lim z; = T(0)z = x.

t—0+

Assim, D(A) = X.

Sabemos que o gerador de um semigrupo é um operador linear. Agora mostremos que
A é um operador fechado. Com efeito, seja {x,}neny € D(A) com z,, — x e Az, — y.
Segue do item (d) do Teorema (??) que, para cada n € N, temos

Tz, — x, = /OtT(s)Axnds. (3.7)

O integrando do lado direito de (??) converge uniformemente em intervalos compactos
para T'(s)y . Assim, fazendo n — oo em (77?), temos

Tt)r —x= /0 T(s)yds.

Desta forma, para t > 0, temos

T(t)x — 1
lim Mz -z = lim — [ T(s)yds
t—0+ t t—0t T Jo
= T(O)y=y.

Portanto, x € D(A) e Ax = y. Desta forma concluimos que A é um operador linear
fechado.

O

Lema 3.2. Seja H : I — X, onde I := [a,b] C R e X ¢ um espa¢o normado. Se H é

R
diferencidvel e %H(t) =0, Vt eI, entao H(t) =C.
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Demonstracao. Com efeito, fixado A € X*, consideremos a funcao f : I — C definida
por f(t) = AN(H(t)). Observe que f é deferenciavel, pois

f{t+h) = f(1) ACH(t+h)) — A(H(t))

i h = h
H —H
= A(Jim (t+h) (t))
h—0

= X0) =0.
Logo, f(t) = ¢, para todo t € I. Em particular para ty, € I, temos
AH(t) = f(t) = f(to) = MH(to)), Viel.
0

Teorema 3.4. Sejam T(t) e S(t) Co-semigrupos de operadores lineares limitados com
geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entio T(t) = S(t), para
t>0.

Demonstragao. Primeiramente, observe que para ¢ = 0, temos 7°(0) = I = S(0).
Agora, sejam © € D(A) = D(B) et > 0. Do item (c) do Teorema ?7?, segue que a fungao
fu(s) :=T(t — s)S(s)z, definida em [0,¢] com valores em X, ¢ diferenciavel e que

d d
%fx(s) = £T(t —5)S(s)x

= —AT(t—s)S(s)z+T(t—s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)x+T(t — s)BS(s)x = 0.

Assim, f,(s) é constante e, em particular, temos

T(H)e = folt) = fo(0) = S(Da, V€ D(A).

Portanto, S(t) e T'(t) coincidem em D(A). Como D(A) é denso em X, dado = € X,
existe uma sequéncia {x,}neny € D(A) com z, — x. Logo, T(t)x = S(t)xz para todo
x € X, pois S(t) e T'(t) sao operadores continuos.

O

3.3 O Teorema de Hille-Yosida

Seja T'(t) um Cy-semigrupo. Ja vimos, no Teorema ?7, que existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que || T(t) ||< Me*t, para cada t > 0. Se w = 0, T'(¢) é dito uniformemente
limitado e se M =1, T(t) é dito Cy-semigrupo de contragoes. Esta segao ¢ voltada
para a caracterizacao do gerador infinitesimal de Cy-semigrupos de contragoes. Condicoes
serao dadas sobre o resolvente de um operador A, as quais sao necessarias e suficientes
para que A seja o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragoes.



35

Teorema 3.5. Se um operador linear A (nao limitado) € o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes {T(t) }1>0, entao valem:

(i) A é fechado e D(A) = X;

ii) O conjunto resolvente de A, p(A), contém RT e para cada X\ > 0, temos
) P

IR A) < (3.8)

>

Demonstracgao. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Segue do Corolério
?? que A é fechado e D(A) é denso em X, logo vale (i). Agora, para A > 0 e x € X,
defina

RNz = /000 e MT(t)xdt. (3.9)

Como t — T(t)x é continua e uniformemente limitada, a integral em (?7) existe e
define um operador linear limitado R(\) satisfazendo

o0 o0 1
| B < [ e [ Toade <o) [ e M {el. @)
0 0

Além disso, para h > 0, temos

N
T(h)R(\)z = lim e MT(t + h)adt

N—o0 0

N-+h h
= lim </ e‘A(t_h)T(t)xdt—i-/ e‘A(t_h)T(t)xdt>
h 0

N—o0

h
—/ e AT () adt
0
N—o0

N+h h
= (lim / e_’\(t_h)T(t)xdt> — / e ANEMT (1) adt
0 0

[ h
= e)‘h/ e_’\tT(t)a:dt—e’\h/ e MT(t)adt.
0 0

Logo,
T(h)—1 T(h)R(A\)x — R(\)x
n RNz = h

A oo A h 1 [
= —/ e NT(axdt — — | e NT(t)adt — —/ e M (t)zdt
hJo hJo h Jo

M M ph

1 [ee)
= / e MT(t)zdt — c e MT(t)adt.
hJo hJo
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Quando h — 07, o lado direito da igualdade acima converge para AR(\)x — x. Isto
implica que, para cada x € X e A > 0, R(A)x € D(A) e AR(\) = AR(\) — I, ou

(M — A)R(\) = I. (3.11)

Para x € D(A), pela Proposi¢ao 77, temos
ROVAz = / e NT(t) Azt
0
= / e MAT (t)xdt
0

- A( / h e’”T(t)xdt)

= AR(\)z. (3.12)
De (?7) e (?7), segue que

RN — A)x =z para x € D(A).

Portanto, R(\) é a inversa de A\l — A e existe para todo A > 0, ou seja, RT C p(A).
Segue de 7?7 que, para todo x # 0, temos
1
<L RN = suw

[RCGYER 9 BNz |

<
| | cex i<t |l 7|l

1
Y
UJ

Para mostrar que as condigoes (i) e (ii) sao de fato suficientes para que A seja o gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contragoes precisamos de mais alguns lemas.

Lema 3.3. Seja A um operador satisfazendo (i) e (ii) do Teorema 7?7 e seja R(\: A) =
(M — A)~'. Entao
lim AR(A: A)z =2, para cada x € X.

A—00

Demonstragao. Suponha que x € D(A). Entao

| ARA: Az —z || = || ARA:A) =1z ||
= [[AR(A: A)z ||
= [[R(\: A)Az ||< 5 || Az [|— 0, quando A — oo.

Portanto,
/\lim AR(A: A)x =z, Vo e D(A).
—00

Como D(A) é denso em X e || AR(A : A) ||< 1 entdo, para cada x € X, existe
(Tn)neny C D(A) tal que z,, » z e

| ARA: Az —z || = || ARA: A)x — AR\ : Az, || + || AR(A - A)xy, — ||

+ [ 2n — ||

AR A) [ 2 — o ||+ | AR : Ay — 2 || + | 20— 2|
!x_&jxn!_‘" [ AR : Az — 2y || 4[| @ — 2 ||

§+§+§:€.

A CINIA
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Portanto, para cada x € X, temos que AR(\ : A)x — x, quando A — oo.

A aproximacao de Yosida de um operador A é definido por

Ay = AAR\N: A) = N*R(\: A) — AL

Observe que desta ultima igualdade temos que, se [0,00) C p(A), entao A\ € L(X),
pois neste caso sabemos que R(\: A) € L(X).

Lema 3.4. Seja A um operador satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do Teorema ??7. Se
A\ € a aproximacao Yosida de A, entao
/\lim Ayx = Ax, para cada x € D(A).
—00
Demonstracao. Com efeito, para todo x € D(A), tem-se que Az € X. Logo do lema
7?7, temos que
lim Ayz = lim AR(\ : A)Ax = Ax.

A—00 A—00

O

Lema 3.5. Considere A um operador satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do Teorema ?7.
Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entao Ay € o gerador infinitesimal do semigrupo
uniformemente continuo de contracoes etA>. Além disso, para cada v € X, A\, > 0,
temos

| e — ety ||<t || Axe — Auz ||

Demonstragao. Como ja observamos que A, € L(X), segue do Teorema 7?7 que A, é
o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo e!** de operadores lineares

limitados. Além disso,

LAy || || eft/\let)?R()\:A) ||
et H etAQR(/\:A) ||
ot A IAR(NA)

e Petr =1,

e

IAINA

Portanto e'* ¢ um semigrupo de contragoes. Agora, como para qualquer A\, > 0, (e
t > 0) os operadores etAA, etA“, Ay e Au comutam, temos que

1
I otArg _ otAug | = H/ di<et5A*6t(1_S)A“x>dsH
o ds

1
= [t (e — ) | ds
0
1
< t/ | Axz — A,z || ds

0
= t]| Ax—Aux|.
0

Teorema 3.6. (Hille-Yosida).
Um operador linear A (nao limitado) € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contragoes T(t), t > 0 se, e somente se, valem:
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(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente de A, p(A), contém RT e para cada \ > 0, temos

1
| RA:A)[I< T (3.13)
Demonstracao. Se A é o gerador de um Cy-semigrupo de contragoes T'(t), segue do
Teorema 7?7 que valem (i) e (ii). Reciprocamente, consideremos um operador linear A
satisfazendo (i) e (ii) e sejam A\, u > 0 e t € [0, %], para ty > 0 fixado. Do Lema ?7?, segue
que para x € D(A) vale

| e — et |

t|| Az — A,z ||
to || Ane — Az ||+ to || Ayr — Az || .

Do Lema ??, segue que

|| ety — etAug ||_> 0, quando A, p — o0.

Portanto, para x € D(A), ez converge quando A — oo e a convergéncia é uniforme
em intervalos limitados. Assim, para todo z € D(A) e t € [0,%], dado ¢ > 0 existe
N; € N tal que

| e — ety || < %’ para todo A, u > Nj. (3.14)

Agora consideremos x € X. Como D(A) é denso em X, existe (x,)neny C D(A), onde,
para todo € > 0, existe N, € N tal que

|z, —x ||< g, para todo n > Na. (3.15)

Assim, parax € X et € [0, 1], dado € > 0 podemos tomar N suficientemente grande,
de forma que

| e —etdig || < |l e — ey || + || ey — eray || + || eer — ety |
< el —ay || + || ePay —etray ||+ || e ||| 2 — ||
< 2|lany —x || + || e ay — ettuay |
- 2e ¢ .
3 3 7

Portanto, et 2 ¢ uma sequéncia de Cauchy. Logo e***z converge quando A — 0o, para
todo z € X et € (0,10, isto &, e a converge uniformemente em intervalos limitados.
Assim, mostraremos que, para todo t > 0 e x € X, se definimos T'(t)x := limy_,., ez,
entao {7T'(t) >0 C L£(X) é um semigrupo fortemente continuo de contragdes. Primeira-
mente, observe que {T'(t)};>0 C L£(X), pois como || e* ||[< 1 para todo t > 0, temos
que

| T(t)x ||= lim || e ||< Tim || > [[]| 2 [|<[| 2 ||, para todo z € X,
A—00 A—00

Agora, mostremos que {7'(t)};>0 ¢ um semigrupo de contragbes. Com efeito, pela
defini¢do de T'(t) e por {e'*},5¢ ser um semigrupo uniformemente continuo de contragoes,
valem
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(i) 7(0) = I, pois para todo x € X, temos

T(0)x = lim x = z.
A—00

(ii) Para todo t,s > 0, temos T'(t)T'(s) = T'(t + s), pois para todo z € X vé-se que

THT(s)z = T(t)( imy e e ) = limy o ety

= limy_yoo ety = T(t + 5)2.

(iii) Por fim, temos || T'(¢) ||< 1, pois para todo = € X, ja vimos que | T(¢)z| <|| = | e,

dai,
T(t
|76 = sup 0T
zeX,x#£0 || T ||

Portanto, {T'(t) }+>o € um semigrupo de contragcoes. Também sabemos que t — T'(¢)z,
definida para t > 0, é continua, pois ¢ limite uniforme das funcées continuas t — ez,
logo limy_,o+ T'(t)z = T(0)x = x, ou seja, {T'(t)}+>0 ¢ um semigrupo fortemente con-
tinuo de contracoes. Para concluir a demonstracao, basta mostrar que A é o gerador
infinitesimal de T'(¢). Se x € D(A), temos

t

d
Tt)r —z = lim ("2 —2)= lim [ —(e*M2)ds
A—00 A—00 0 ds
t t

= lim eSAAA,\xds:/ lim e*** A, xds

A—00 0 0 A—00
t

- /O T(s) Awds.

Na terceira igualdade utizamos a letra (c) do Teorema 77 e a quarta e quinta igualdades
valem porque e* Az — T(t)Az, quando A — oo, onde a convergéncia é uniforme em
intarvalos limitados. Sejam B o gerador infinitesimal de 7'(t) e z € D(A). Para t > 0,
segue do item (a) do Teorema ?? que
T(t)x — I
lim Ttz = lim - [ T(t)Azds = T(0)Ax = Ax.

t—0+ t t—0t T Jy

Portanto x € D(B) e Bx = Az. Como tomamos x arbitrariamente em D(A), temos
que D(A) C D(B) e B|py = A, ou seja, o operador B é uma extensao do operador A.
Assim

(I —B)D(A) = (I — A)D(A). (3.16)

Do Teorema ?7 temos que 1 € p(B), pois B é o gerador de um Cy-semigrupo de
contragdes e por hipotese temos 1 € p(A). Desta forma (I — A)~' e (I — B)™! sdo
densamente definidos, ou seja, (I — A)D(A) =X = (I — B)D(B). Como [ —Ael - B

sao operadores fechados, segue que

(I - B)D(B) = X = (I — A)D(A). (3.17)

De (7?) e (?7), segue que D(A) = D(B) e, portanto, A = B.
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3.4 Semigrupos Analiticos

Nessa secao, generalizamos a ideia de Cy-semigrupos. Iniciaremos com algumas propri-
edades acerca de fungoes definidas em subconjuntos do corpo complexo C tomando valores
num espac¢o de Banach X. Em seguida, definiremos a no¢ao de semigrupos holomorfos.

Definicao 3.4. Sejam X um espago de Banach e € um subconjunto aberto de C. Uma
funcgao f: Q) — X € dita holomorfa em ) se, para cada zy € ), o limite

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h

existe. Neste caso, denotamos este limite por f (z) que é chamada a derivada de f em
20-

Se f é holomorfa é de facil demonstragao que f é continua e fracamente holomorfa (ou
seja, x* o f : Q@ — C é holomorfa, para todo z* € X* ). O proximo teorema nos diz que
vale a reciproca. Para demonstra-lo usaremos o lema dado a seguir, cuja a demonstracao
pode ser encontrada em [?], pagina 89.

Lema 3.6. Seja X um espaco de Banach. A sequéncia {x,} C X é de Cauchy se, e
somente se, {x*(x,)} € uniformemente de Cauchy para x* € X* com ||z*|| < 1.

Teorema 3.7. Sejam X wum espac¢o de Banach, Q@ C C aberto e f : Q2 — X. Se f €
fracamente holomorfa, entao f é holomorfa.

Demonstragao. Sejam f : ) — X fracamente holomortfa, zo € e I' = 0D(zg, r) uma
esfera em €, onde D(zp,r) C Q. Se z* € X*, entdo z* o f : 2 — C & holomorfa e

o (f(ZO + h]z - f(zo)> (2" 0 ) (=)

- % r [%(2 - (210 +h) z—lzo> (2 —120)2}1;*“(2))612'

Como z* o f & continua em I' e I € um conjunto compacto, entao | (z* o f)(z) |< Cp,
para todo z € I'. Se olharmos f(z) como sendo uma familia de aplicagoes f(z) : X* — C,
temos que f(z) é pontualmente limitada para cada z* € X*. Entao, pelo Teorema da
Limitacao Uniforme, temos que sup,p || f(2)]] < C < oco. Logo

(Lt D=1 e iy

< ol (s |

A estimativa mostra que x*[(f(zo + h) — f(20))/h] ¢ uniformemente de Cauchy para
"] < 1.

1 1
— dz.

(z—=(20+h)(z—20) (22— 20)?
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Do lema anterior concluimos que [f(zo + h) — f(20)]/h converge em X, logo f(:) é
fortemente holomorfa.

O

Sejam 7 : [a,b] — C uma curva finita e parcialmente suave, 2 C C aberto e I' o trago
da curva . Consideremos I' C Q e f : 2 — X uma fun¢ao continua ao longo de I'. A
integral de linha de f ao longo da curva ~ é definida por

b
/ (f o )(s) (5)ds,

/F F(2)dz.

Teorema 3.8. Sejam X e Y espagos de Banach em C, T € L(X,Y) e~ uma curva como
na definicao acima. Se f: € — X € uma funcao continua ao longo de I', entao

7 /F f(2)dz) = /F T(F(2))d=. (3.18)

e denotada por

Demonstragao. Sabemos do Teorema 7?7 que se fo~y : [a,b] — X é Bochner integravel,
entdo T'(f o) : [a,b] — Y & Bochner integravel e vale

(| (Fon(e)ds) - / T((f o) (s))ds.

O Teorema de Hahn-Banach junto com o Teorema 7?7 nos permite, sem muito esforgo
adicional, estender uma parte significativa da teoria de fungoes de variaveis complexas
para fungoes com valores vetoriais. Um exemplo importante é a formula de Cauchy

w) = L RICN
flo) =5 [ . |

21 Z—wW

onde f é holomorfa em Q, B(zp,7) C Q e w € B(zy,r). Com efeito, para todo z* € X*
temos que z*(f) é holomorfa, logo

2 (f(w)) = — CUED g, - (L /| - JE 4.

2m0 J o= W 2mi z—w

Lema 3.7. Sejam Y um subespaco fechado de um espago de Banach X e YY := {y* €
X*(y,y*) =0,Vy € Y}. Sey € X satisfaz (y*,y) =0, para todo y* € Y°, entaoy € Y.

Demonstracao. Caso contrario, pelo Teorema de Hahn-Banach, existiriay € X —Y, tal
que (y*,y) = 0, para todo y* € YY. Assim, existe z* € X* tal que 2*(y) = dist(y,Y) # 0
e z* =0, para todo y € Y. (Ver lema 4.6-7 de [?]).

O
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Teorema 3.9. Sejam Y um subespaco fechado de um espago de Banach X e ) C C aberto
e conezo. Se f:Q — X € holomorfa e existe uma sequéncia convergente {2z, fnen C Q tal
que lim z, € Q e f(z,) € Y, para todo n € N, entao f(z) € Y, para todo z € Q.

Demonstragao. Se z* € Y, entdo (z* o f)(2,) = 0 para todo n € N. Como z* o f :
2 — C ¢ holomorfa e lim 2z, também é um zero de z* o f, segue do Teorema 6.20 de |?]
que (z* o f)(z) = 0, para todo z € Q. Portanto f(z) € X com (z*, f(2)) = 0, para todo
¥ € YY" e todo 2z € Q. Assim, o resultado segue do lema anterior.

OJ

Agora, generalizemos a ideia de semigrupo abordada na segao 3.2.

Definigao 3.5. Uma aplicacao T : (0,00) — L(X) fortemente continua € dita semigrupo
se satisfaz:

(a) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0;
(b) Euxiste ¢ > 0, tal que | T'(t) ||< ¢, para todo t € (0, 1];
(c) SeT(t)x =0, para todo t > 0, entao x = 0.
O proximo teorema, cuja a demonstra¢ao pode ser encontrada em [?], seré utilizado

para garantir a existéncia de um operador A que é o gerador de um semigrupo, no
sentido da defini¢ao ?7.

Teorema 3.10. Seja S : RT — L(X) uma fungao fortemente continua satisfazendo
t
H/ S(s)dsH < Me*',  t>0,
0

para M,w > 0. Sek € N e R(\) := \F fooo e MS(t)dt, para X > w, entdo sdo equivalentes:
i) FExiste um operador A tal que (w,00) C p(A) e R(A) = (A — A)~! para X\ > w;

ii) Para s,t > 0, valem

SWS(s) = = 1)!(/t S(s—irt—r)k1S(7’)dr—/os(s+t—7")k1S(r)dr>
S(t)r =0, Vt>0 =z=0.

Pela Defini¢ao 77 é facil ver que || T(t) ||< Me**, para todo t > 0. Dessa forma, faz
sentido definir

Escolhendo & = 1 no Teorema ?? observamos que S(-) : RT — L£(X) satisfaz a
condicao (ii) deste teorema. Com efeito, para s,t > 0, temos
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S(s)S(t) = /0 ) / T

_ /0 S /OtT(r)T(w)dwdr

_ /OS/OtT(rer)dwdr

_ /0 S / () duwdr

= [ e [ )i
_ /OSS(r+t)dr—/OsS(r)dr

_ /t " Sy - /0 S(r)dr.

Portanto, existe um operador A : D(A) C X — X tal que (w,00) C p(A) e, para
A > w, vale que

R(MA) = A / Ooe*”S(t)dt
= / Ooe’“T(t)dt.

Tal operador A é chamado gerador do semigrupo 7. Do Corolario 3.3.11 de [?],
podemos observar que um semigrupo é um Cy-semigrupo se, e somente se, seu gerador
for densamente definido.

Nos proximos resultados, consideraremos ¥y := {z € C — {0}; |argz| < 6} o setor no
plano complexo de angulo 6 € (0, 7].

Definigao 3.6. Considere 0 € (0,5]. Um semigrupo T em X € chamado holoformo
de dngulo 0 se T’ admite uma extensao holomorfa definida em g a qual € limitada em

Yo N{z € C;|z| < 1}, para todo &' € (0,0).

No que segue ao restante desta secao, quando nao houver confusao, a extensao de T
em Yy também sera denotada por 7.

Lema 3.8. Sejam 0 <0 <m e f:3¥9g— X uma funcao holomorfa tal que

sup || f(z) [[< oo,

ZGEO/
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para todo 0" € (0,60). Seja v € X.

a) Se tlim f(t) =z, entao  lim  f(z) =z, para todo 0" € (0,0);
—o0

\z|—>oo,z629,

b) Se lim f(t) =z, entao lim  f(z) =z, para todo 0" € (0,0).

t—0+ |z|—=0,2€X 4,

Demonstragao.

a) Seja fr(z) = f(kz). Segue do Teorema de Vitali, (ver [?], Teorema A.5, pag. 467), que
limy o fx(2) = z, uniformemente nos subconjuntos compactos de ¥,,. Se 0 < § < «
e e > 0, existe kg € N tal que ||fi(2) — z|| < e, para todo z € X3, 1 <| 2z [< 2 e
k > ko. Para z € ¥5 e | 2z |> ko, escolha k € N tal que k <| z |[< k + 1, entao

1) =all = [ #e() = 4| <=

b) Utilizar o item (a) para a fungio z — f(z71).

Proposigao 3.1. Sejam 6 € (0,5] e T um semigrupo em X com gerador A. Se T ¢

holomorfa de dngulo 0, entao valem:
(a) T(z+2") =T((2)T(Z), para todo z, 7' € Xy;

(b) Para todo 0" € (0,0), existem M >0 ew > 0 tais que || T(2) [|[< Me*Re, para todo
ARSI

(c) Seja a € (—0,0). Denote por T, o semigrupo dado por T,(t) := T(e*t), para t > 0.
Entio €A € o gerador de T),;

(d) SeT ¢é um Cy-semigrupo e z € Xy, entdo

lg% T(2)r =z,

para todo x € X e para todo 0" € (0,0).
Demonstragao.

(a) Para 2’ € (0,00) fixado, considere as fun¢oes holomorfas S(z) = T(z + 2) e R(z) =
T(2)T(2') definidas em ¥, tomando valores no espago de Banach £(X). Considere
Y = {0} C L(X), Q := %y e defina f := R— S. Considere {z,}nen C ¥y uma
sequéncia dada por z, ;== 1+ % Assim, lim z,, € Yy e, como S e T coincidem em
(0,00), temos que f(z,) =0, para todo n € N, ou seja, f(z,) € Y para todo n € N.
Assim, pelo teorema 7?7, concluimos que f(z) = 0 para todo z € ¥y e, portanto,

T(z+2)=T()T(Z), V2€%y e 2 €(0,00).

Analogamente, fixando z € ¥y, as fungoes 2’ — T'(z+2') e 2/ — T'(2)T(Z") coincidem
para todo 2’ € (0,00). Utilizando o Teorema ?7, o resultado segue.
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(b) Seja b’ € (0,0). Como a extensao T : ¥y — L(X) ¢ limitada em XpN{z € C; |z| < 1},
podemos definir

M:= sup ||T(2)] e w':=max{logM,0}.

z€Xgr,]2|<1

Seja z = te® € Sp, onde t = |z| e || < @'. Escreva t = n + s, onde n é o maior
natural menor do que ou igual a t e s € [0,1). Defina Ts(t) := T(te?). Assim,

temos que
TG = 1 Ts) |
= [ Ts(n+s) |l
< ([ T) " 1] Ts(s) ||
< M.M"
< Me™
< Mel#',
Como |z] < % para todo z € Y4, tomando w := %ly, obtemos

I T(2) |< Me<te.

(c) Seja a € (—0,0). Denote por T,(t) := T(te'®), onde t > 0. Primeiramente, verifique-
mos que, de fato, T, ¢ um semigrupo. Com efeito, valem:

(i) Para todo s,t > 0, segue do item (a) deste Teorema que T, (t + s) = T, (t)Ta(s).
(ii) Cmo para todo t > 0, temos que T,(t)z = 0, entdo T, (t)T,(t)z = 0. Mas

T )T, (t)x = T(te™™)T(te')x
= T(t(e™™ + ez
= T(t(2cosa))x

= T(s)x,

onde s :=t(2cosa) > 0, pois o € (%ﬂ, g) et > 0. Como T restrito a (0, c0)

¢ um semigrupo, segue que r = 0.
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(iii) Set € (0,1], temos que T,(t) = T(te'™). Seja z := te'®*, com t = || € (0,1] e
a € (—0,0). Entao z € Xy N{z € C;|z| < 1}, para algum ¢ € (0,60). Logo,
existe C' > 0 tal que

I Ta2) =] T(te®) II=] T(z) I< C, V.

Assim, concluimos que T, é um semigrupo. Agora basta mostrar que seu gerador
é e A, onde A é o gerador de T

De fato, para R > 0, consideremos as curvas I', = {y1(t) = ;0 < ¢t < R},
% = {y(t) = R0 <t < a} el = {p(t) = te*;0 <t < R}. Defina
I'p = TR UT% U-T% (o sinal de menos na ultima integral, significa que a curva
coincide com I'}, mas tem dire¢ao oposta) e seja A > 0. Pelo Teorema ?7?, temos
que f(z) := exp(—Ae z)T(z) é holoforma em ¥ e T'gr — {0} C Xy é uma curva
fechada e suave por partes. Logo do Teorema de Cauchy para fungoes com valores
vetoriais, temos que

(z)xdz =0, Ve X.
Ir

Mas
f(z)zdz = f(z)zdz + f(z)xdz — f(z)zdz
Tk I Tk

Ir

_ / Fon ()7 ()dt + /Oafwg(t)w;(t)dt— / S ()bt
_ / exp(— et T(t)adt + / () (B)dt

/R
—e' / e M, (t)xdt.
0

Fazendo R — oo, obtemos

i / N (1)t / exp(— e ) T(1)dt. (3.19)
0 0
Com efeito,
| [ st = | [ esl-irrieostt - a) + isent ~ o)
0 0
T(Re“)Rie“mdtH

< /Oa | exp[—AR(cos(t — «) + isen(t — «))] |

Me*Beost R\ x| dt
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IN

/ G—ARcos(t—a)RMeRwcostHdet

0

< ||l'||M/ ReR(wcost—)\cos(t_a))dt
0

= ||93||M/ ReRleostw-Acosa) gy
0

A ultima desigualdade segue da identidade — cost cos & = — cos(t — «) + sent.sena.
Dai, escolhendo A > ——, temos

H / f(%(ﬂ)v;(t)dt” — 0, quando R — 0.
0

Seja A, o gerador de T,,. Assim, utilizando (??), temos que, para todo = € X,
RN, Ao)z = € [ e MT, (t)adt
= Jo T exp(=Ae )T (t)xdt

= R(Ae ™ A)x.

Portanto,
e\ — Ay)™ = (Ae7 ol — A)7!
= At = ATl

= A, = e“A.

(d) Sejam z € X e 0 € (0,0). Considere a fungao holomorfa f : 3y — X dada por

f(z) =e“*T(2)x.

Do item (b) deste teorema segue que existem M > 0 e w > 0 tais que
FfG) I < e[ [ TC) [l = |
= e[ TC) ] = |

< MHZL’H, VZEEG’-
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Portanto,

sup || f(z) [[< oo, VO €(0,0).

Z€EX g1

Como T é um Cy-semigrupo, temos

li t) = li T (e = .
Jim f(t) = lim e T(t)z = =

Logo, utilizando o Lema ??, concluimos que

o -
oam e T()e = lm  f(z) ==z

O

Note que, na Proposigao 77, T, é um Cy-semigrupo para cada a € (—6,6) quando
T é um Cy-semigrupo, isto é, se D(A) é denso. Em seguida, definiremos semigrupos
holomorfos limitados.

Definigao 3.7. Seja 6 € (0, g] Um semigrupo T € dito semigrupo holomorfo limitado
de dngulo 0 se T admite uma extencao holomorfa limitada em ¢ para cada 6" € (0,0).

E necessaria uma certa prudéncia sobre esta terminologia. De fato, se 7' é um semi-
grupo limitado que é holomorfo, entao ele nao é necessariamente um semigrupo holomorfo
limitado, pois é apenas limitado em R, e, assim, pode nao ser limitado num setor. Um
exemplo em que ocorre isto é com o espago X = C e com a funcao T'(t) = e, t > 0. A
proposicao a seguir segue diretamente do Teorema 77.

Proposicao 3.2. Um operador A € gerador de um semigrupo holomorfo T se, e somente

se, existe w > 0 tal que A — wl € gerador de um semigrupo holomorfo limitado S.

3.5 O Semigrupo Gaussiano

Da teoria de Fourier, sabemos que
~Af=F'MFFf, VfeL*R". (3.20)

Aqui, F : L*(R") — L*(R") é transformada de Fourier e M ¢é o operador multiplicagao
definido em
D(M) = {g € L*(R",d¢);| £ |* g € L*(R", d§)}

por

(Mg) (&) =[ £ I* 9(9).

Pela identidade de Parseval, temos que

<‘Ffafg>L2 = <fag>L27 vag € L2(Rn)

Para maiores detalhes acerca destes conceitos veja |?|, capitulo IX.
Observamos que a igualdade (?7?) acima é uma caracteristica dos operadores autoad-
juntos, como pode ser visto no Teorema abaixo.
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Teorema 3.11. Seja A um operador auto-adjunto num espago de Hilbert separdvel H
com dominio D(A). Ezistem um espago de medida (M, ), onde p € uma medida finita,
um operador unitdrio U : H — L*(M,du) e uma fungdo com valores reais f definida em
M a qual € finita em quase toda parte, tais que

1. ¢ € D(A) se, e somente se, f(-)(UY)(-) € L*(M,dpu).
2. Se o € U(D(A)), entao (UAU Y¢)(m) = f(m)p(m).

Demonstragao. Ver [?], pag.261.

O operador M é um operador densamente definido e fechado.

Com efeito, considere ¢ € L*(R", d¢). Para cada n € N, defina a fungao 1, por
Un(z) = (), se | g(z) |< n e ,(xr) = 0 caso contrario. Assim, para cada n € N,
¥, € D(M). Além disso, ¥, — ¥ na norma L*(R™,d€), pois | ¥, |<| ¥ | qt.p. e
| gt |[< n| 9| Conclui-se que v, € L*(R",d¢). Também, temos que v, — 1 em q.t.p.
e, utilizando o teorema da convergéncia dominada, vemos que 1, — 1 em L*(R", d¢).
Portanto, M é um operador densamente definido. Agora mostremos que M é um operador
linear fechado. Para isso, suponha que {¢,} é uma sequéncia em L*(R", d¢), tal que
U — ¥ e M), — ¢ ambas as convergéncias em L*(R" d¢). Tomando subsequéncias,
se necessario, podemos supor que ¥, — ¥ em q.t.p. e g(¢,) — ¢ em q.t.p.. Logo,
g(,) — g(10) em q.t.p. e portanto g(v)) = ¢ em q.t.p. Assim, concluimos que ¢» € D(M)
e My = ¢. Como é facil verificar que D(M) é um espago vetorial e que M ¢ linear neste
dominio, concluimos que M é um operador densamente definido e fechado. Também é
possivel mostrar que M é um operador nao limitado.

Dando continuidade ao estudo do Laplaciano, considere { f,,} uma sequéncia em D(A),
tal que

fo—=f e Af,—g em L%

Assim, Ff, — Ff em L2, ja que F é unitario. Além disso, como FMFf, — g, segue
que MFf, — Fg. Logo Ff € D(A) e MFf = Fg. Dai, pelo Teorema ??, temos que
feDA)e Af =F 'MFf=g. Com isso, concluimos que A ¢ operador fechado.

A seguir, daremos um exemplo de semigrupo holomorfo.
Exemplo 3.1. (Semigrupo Gaussiano) Sejam t >0, f € X := L*(R") e z € R". Entao

2
_ iyl

(GGHX@FZMWY%HWﬂx—wejf@

define um Cy-semigrupo holomorfo limitado de dngulo 3 em L*(R"). Seu gerador € o
Laplacioano Ax em X com dominio mazximal, ou seja,

D(Ax) = {feX;AfeX}

Axf = Af,

onde X ¢ identificado como um subespago de D(R™) e Af = > i Dif.
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Com efeito, seja k; € S(R™) dado por

1 o||?
ki(x) = ﬂe_u , t>0,x€R".
(4mt)2

Entao G(t)f = k= f € X. Note que Fky; = hy, onde hy(z) := e~tlel? o hivs = hihs.
Como F é um isomorfismo de S(R")" em S(R")', tal que F(¢ x f) = Fy.F f, para todo
Y e SR e fe SR, entdo F(G(t)f) = hy. Ff. Assim,

F(G(t+ s)f) = hys Ff = hehF f = F(G()G(s)f).

Logo G(t + s) = G(t)G(s), para t,s > 0. Como {k;t > 0} é uma aproximacao da
identidade, segue do Lema 1.3.3 de [?]| que ||G(t)f — f|| = ||k = f — f|| — 0, quando
t — 0", para todo f € X. Portanto G' é um Cy-semigrupo.

Agora observe que k, também é definida para Rez > 0 e a fungao z — k., : C, —
L'(R™) ¢ um holomorfismo satisfazendo supes, [|x||1mn) < 0o, para cada 0 < 6 < 3.
De fato,

13 B
kg = ‘ sl
el (47 2) /n R
_ 1 ] / e_\lz\\4|\zz‘\§osedx
(4r|z|)2 Jgn
1 / ,um(ccz;sl)%\\?d
= - e : x
(4r|z|)2 Jgn
B 1
"~ (cosf)E
Assim, G(z) := k, % f define uma extensdo de G para C, com valores em L(X) e

supey, [|G(2)[| < oo, para cada 0 < 6 < 7.
Desta forma, basta mostrar que o gerador de G é o Operador Laplaciano. Primeira-
mente, observe que, se f € X com Af € X e m(x) = — |z |?, entao

F(A(G() ) = mF(G(t)f) = mhF [ = hmFf = hF(Af) = F(G{)A).

Portanto A(G(t)f) = G(t)(Af).
Agora observe que se 1) € S(R™) e G; é um semigrupo gaussiano em L'(R"), entao

f(/ot G1(8)A¢ds> (x) = /Otf(Gl(S)A¢)(x>ds

- / e (| 2 2(Fi) (x)ds

= (7'M —1)(Fy)(x)
= (F(Gi(t)y —¥))(@).
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Segue da unicidade da transformada de Fourier que
/0 () Abds — G (1) —
Agora, seja f € X, t > 0. Mostremos que
A/OtG(s)fds —GWf - f

Se ¢ € S(R™), temos que

<¢,A/OtG(s)fds> _ <Az/),/0tG(s)fds>

- / (A%, G(s) f)ds

- /0 (Gh(s) A0, f)ds

- /0 t G1(s)Avds, f)

= (Gi(O)Y =9, f)
= (,GQO)f - [)
Dalf,

t—0+ t t—0+

onde B é o gerador de G(t) e f € D(B). Mas, do Teorema ?7?, item (a), temos

lim A(l /OtG(s)fds> — lim % — B(f),

lim ! tG(s)fds = f.

t—0+ ¢ 0
Usando o fato de A ser um operador fechado, concluimos que
D(B)Cc D(A) e Bf=Af, VYfeD(B). (3.21)

Para finalizar, fagcamos duas observagoes:

Observacao 3.1. Suponha que exista uw € C([0, 7], X) tal que

/Otu(s)ds €D(A) e A(/Otu(s)ds> = u(t) — .
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Defina v(t) = fot(u(s) —G(s)x)ds. Por hipdtese e pelo item (b) do Teorema 77, temos
que v(t) € D(A). Assim, se

Sty = /OtG(S)yds,

entao AS(t)y = G(t)y — y, para todo y € X. Por fim, se definimos w(s) = S(t — s)v(s),
0<s<t, temos que

w(s) = =Gt —s)o(s) + S(t = s)'(s)
= —G(t—s)v(s) + S(t — s) Av(s)

= —G(t—s)v(s) + AS(t — s)v(s)

Portanto,

Observagao 3.2. Sabemos pelo Teorema 77, que existem w >0 e M < 1, tais que
IG(t)]| < Me*', ¥t >0.
Entao para A > w, temos

A=AYX=B)'f=f (3.22)

Na identidade anterior foi utilizada a identidade (?7) e o fato de Ry C p(B) que seque
do Teorema ?7.

Vamos mostrar que (\—A) € um operador injetivo. Se (A—A)f = 0, entdo u(t) := e f
satisfaz

éu@%GD@)e A(Au@weD@D:u@—f
Segue da observagao ?? que u(t) = G(t)f. Mas,

Mfl =N fll = lu®)] = IGOFII < Me| f]].

Isso s6 é possivel se f = 0.

Da observacao 77 e (77), temos que A = B.
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4 SOLUCOES S-ASSINTOTICAMENTE w-PERIODICAS DE EQUACOES
DE EVOLUCAO FRACIONARIA

4.1 Operador Solugao

Consideremos o setor u + Sy = {pn+ A\ A € C,| arg(—A) |< 0}, como podemos ver
abaixo:

Deste modo, dizemos que um operador linear A : D(A) € X — X fechado, com
D(A) = X ¢ um operador setorial do tipo p se existem p € R, 0 <60 < 5 e M >0,
tais que seu resolvente existe fora do setor u + Sy e além disso

M
A=A < ——— A¢nu+S
A=

Definigao 4.1.1. Sejam X um espago de Banach, k € C(R,) e a € L} (R,). Dizemos

loc
que um operador linear fechado A : D(A) C X — X, com D(A) = X € o gerador de
uma familia (a, k)-regularizada, {S(t)}i>0 C L(X), se as sequintes condigoes sao
satisfeitas:

(i) S(t) € fortemente continua, para todo t > 0. Além disso S(0) = k(0)I, onde I € o
operador identidade.

(ii) S(t)x € D(A), para todot >0 e x € D(A). Além disso, vale

A(S(t)z) = S(t)(Ax).
(iii) Vale a equagao resolvente (a, k)-reqularizada
¢
S(t)r = k(t)z + / a(t — 5)AS(s)zds,
0

para todo x € D(A) et > 0.
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Definicao 4.1.2. Um operador linear fechado A, com dominio D(A) C X, € dito o
gerador de um operador solucao se existem i > 0 e uma fungio S, : Ry — L(X)
fortemente continua tais que:

(i) {A% Red > u} C p(A);
(i) X*t(\e = A)" e = / e MSy(t)xdt, Red>p z € X.
0

Neste caso, S, € o operador solugao gerado por A.
Proposicao 4.1. Se A € o gerador de uma familia (a, k)-reqularizada e exponencialmente

a1
limitada {S(t)}+>0, onde a(t) = ;‘(a)

um operador solugcao S,, com S, = S.

ek(t)=1, com1 < a <2, entio A € o gerador de

Demonstracao. Como a familia {S(¢)}:>o ¢ exponencialmente limitada, entao existem
constantes M e w > 0, tais que

I S(t) |< Me™, ¥t >0.

Assim, para cada A € C, com Re\ > w e z € X, temos

| [ estwad] < [~ e sa e a
0 0

IN

oo
/ e—ReAtMewt || T || dt
0

< M| x| / @ RN gt < o0,
0
Deste modo, podemos definir o operador H(\) : X — X pondo
H(MNz = / e MS(t)xdt,
0

Por hipotese, para x € D(A), temos que

S(t)r = :C—I—/O %AS(s)xdéz

= x4+ JYAS(t)x.

Usando as propriedades de integracao fracionaria e aplicando a transformada de La-
place, temos

HMNz = /U h e M(x + JYAS(t)z)dt
=z /OO e Mdt + L(J*AS(t)z)

= 5+ LI AS ()

_x L(AS(t)x)
ST T e
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Deste modo, temos que L£(AS(t)x) = AX*(H (\)x—z). Portanto Ae=*S(t)z ¢ integravel.
Segue da Proposi¢ao 7?7 que H(\)z € D(A) e que

A( /0 N e‘“S(t)xdt) - / e MAS (1wt

0
Dai, obtemos que

Portanto,
M7\ — A)H(N)x =z, VYo € D(A).
Como D(A) = X, temos que H(\) é a inversa a direita de A\!=*(\* — A). Além disso, por
(i) da definigao de familia (a, k )-regularizada, temos que H()) ¢ a inversa de A'=*(\*—A).
Assim,
A\ = AP =H\) = (A\*—A) = \"H()\).
Logo A\* € p(A), para todo A € C, com Re\ > w, ou seja,

{A"; ReX > w} C p(A).

MY — A) e = / e MS(t)adt.
0

Portanto, S(t) é um operador solugao gerado por A.

O

Sendo assim, uma forma de garantir que A seja gerador de uma operador solugao S, (t)

¢ determinar que A é o gerador de uma familia (%, 1)—regularizada. Condigdes para

que isso ocorra podem ser encontradas em [??]|. No entanto, tais possibilidades ainda nao
foram estudadas.

De qualquer forma, faremos uma outra abordagem: Usaremos, sem detalhes, os resul-
tados obtidos na referéncia [??]. Tais sao apresentados a seguir:

(8]

Lema 4.1. Se A ¢ um operador setorial do tipo p, com 0 < 0 < w(1 — ), entdo A € o

gerador de um operador solu¢ao dado por

Sult) == — / ANTLNE — A) L,

2mi ),
onde v € um caminho suave no exterior do setor p+ Sy
A seguir apresentamos um esbog¢o da demonstragao deste Lema.

Demonstragao. A convergéncia absoluta de S,(t) é dada pelo Teorema ?? a seguir.
Observe agora que

oo 1 [e.9]
—At - = a—1 a_ 9 —1/ —()\—n)tdtd
[ e = o [amoe—a [ :
1 a—1l/\ya _ A —1
- 5 7 O\ ) dn
2 J, n—A

— )\O‘_l()\o‘—A>_1,
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onde acima estamos usando o teorema de Fubini e a Formula de Cauchy.
A condigao {\*;ReX > pu} C p(A) pode ser encontrada na prova do Teorema 1 de |?7]

Teorema 4.1. Se A é um operador setorial tipo p < 0, para algum M > 0 e 0 < 0 <

(1 —§), entao existe C' > 0, tal que

CM
< > 0. .
|| Sa(t> ||— 1+|M|ta7 t 0 (41)

Observe que

= 1 —1
/ dt:‘u‘ ﬂﬂ, I<a<2
o Lt[p[te" ~ asen(%)

Assim, de fato S,(t) é integravel.

4.2 Solugoes brandas S-assintoticamente w-periédica

Nesta se¢ao consideremos a existéncia e unicidade de solu¢oes brandas S-assintoticamen-
te w-periddicas para o problema

; Pt — s)22
v(t) = /0 m%lv(s)ds + f(t,v(t)) t>0, (4.2)
v(0) = wu € X, (4.3)

onde 1 < a <2, A: D(A) C X — X & um operador linear densamente definido do tipo
setorial definido num espago de Banach complexo X e f:[0,00) x X — X é uma fungao
continua satisfazendo uma condicao tipo Lipschitz.

Podemos observar que a integral tipo convolugdo em (?7?) é a integral fracionaria de
Riemann-Liouville de ordem o« — 1, denotada por J* 'Av(t). Seja A é gerador de um
operador solu¢do integravel S,(t). Aplicando o operador J* em (?7), obtemos

v(t) = J*Av(t) + JUf(t, v(t)) + vo.

Aplicando a transformada de Laplace e considerando suas propriedades citadas na
secao 1.3, temos que

L) =24 L) + 15 £(A0) ().

Uma vez que \* € p(A), para todo A € C com Re\ > p, temos que

(A" =A)L)(A) = Al + A IL(F)(N)
= L)) = AT — A)log + AT — A)TLL(F)(N).

Da Definicao ??, sabemos que

A0 Ayt = / T e (Bt = L(S)(N).
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Assim,
L0)(A) = L(Sa)(AN)vo + L(Sa)(A) - L(f)(N)
= L(Sa)(Nvo + L(Sa * f)(A).

Da unicidade da transformada de Laplace, obtemos

v(t) = Sa(t)ve + /0 Sa(t —s)f(s)ds.

Motivados por isso, definimos solu¢ao branda para o problema (?77)-(?7).

Definigao 4.2.1. Suponha que A é o gerador de um operador solugao integrdavel S, (t).
Uma fungio u € Cy([0,00), X) € dita uma solugao branda S-assintoticamente w-
periddica do problema (77)-(?7) se uw : Ry — X for uma func¢ao S-assintoticamente
w-periodica e satisfaz

u(t) = Sa(t)ug + /Ot So(t —8)f(s,u(s))ds, Vt>0. (4.4)

Teorema 4.2. Sejam A um operador setorial do tipo p < 0, com 0 < 0 < w(1 - §
f:]0,00) x X — X wma funcdo continua tal que f(-,0) € integrdvel em [0,00) e L
[0,00) — R uma func¢ao continua e integrdvel tal que

),

It z) = f(ty) IS LE) [le—yll,  para todo z,y € X, > 0.

Entao o problema (77 )-(77) tem uma inica solug¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.
Além disso, vale

I llo< Ol uo | + 11 f(-0) 1) exp(C || L 1),

onde C' € uma constante suave e positiva.

Demonstragao. Seja S, o operador do lema (?7?), defina o operador I', no espago
SAP,(X) por

(To)u(t) :== Sa(t)up + /0 Sa(t —s)f(s,u(s))ds = Sa(t)ug + v, (t). (4.5)

Mostremos que I', é um operador com valores em SAP,(X). Seja z € X. Como
Se i Ry — L(X) é fortemente continua, temos que S,(-)z é continua. Além disso,

CM

Sot)zr|| < ————
IS:0 € T

|z|]| — 0, quando t — oo.

Portanto, S, (-)z € Cy([0,00), X). Para w > 0, temos que

CM . oM
I p| @ +w) 14 [ pfte

|90 (t + w)x + S, (t)x| < < >||x|| — 0, quando t — o0.

Assim, S,(-)r € SAP,(X) , para todo z € X. Com isso, o problema se reduz em
mostrar que v, € SAP,(X). Para isto, primeiramente, note que existe C,, > 0 tal que

sup [[Sa(t)z]| < Chpn, € X.

te(0,00)
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Dai segue pelo Principio da Limitacao Uniforme que existe uma constante C, > 0 tal
que SUPse(g.00) [[Sa(t)]| < Co. Sejam u € SAP,(X) e s > 0, da desigualdade

(s, u(s))l < N[f(s,uls)) = F(s, 0l + 1 £ (s, 0)]
< Ls)luls)] + 11/ (s, 0,

segue que a fungao s — f(s,u(s)) é integravel em [0, 00). Seja € > 0, fixemos a > 0 tal

que
€

| It < 5o

a

Também sabemos que, como a fun¢ao s — f(s,u(s)) é continua, o conjunto K, :=
{f(s,u(s));s € [0,a]} é compacto em X. Assim, para w > 0 e s € [0, a] existe T; g, > 0,

tal que
€

15a(t +w)f (s, u(s)) = Sa(t) f(s, uls)Il < 5,

para todo t > T e s € [0,a]. Para t > a, podemos fazer a seguinte decomposigao

lt+) = ualt) = [ Sult =) sulods = [ Sule— 901G, uts))ds
_ / (Salt+w = 5) = Salt — ) f(s, u(s))ds
# [ Sttt o= suods = [ Sult = o). u(e)s
Tomando ¢ > T + a, obtemos
ot +) = va® <[ USalt-+ 0= ) s = St )5 u(s)lds
#Ca [ Gt + Co [t uts) s

< [ gmas2c, [t

a

19 g
< = 2004_: )
= gtebags=¢

o que mostra que lim; o, (v,(t +w) — v,(t)) = 0. Mais ainda, da desigualdade

loa(®)] < /0 1St = $)I[11f (s, u(s))l|ds
< C, /000 | f(s,u(s))||ds < o0, t>0,

temos que v, ¢é limitada. Agora, mostremos a continuidade de v, e concluimos que
vy € SAP,(X).
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Parat > 0e h > 0, vale
t+h t
Ua(t+h) —u,(t) = / Sa(t+h—3s)f(s,u(s))ds — / Sa(t —s)f(s,u(s))ds
Oh t-?—h
= /0 Sa(t+h—3)f(s,u(s))ds + /h Sa(t+h—3)f(s,u(s))ds
—/0 Sult — )£ (s, u(s))ds
= /0 Sa(t = $)[f(s+ h,u(s+h)) — f(s,u(s))]ds
+/0 Sa(t+h—3)f(s,u(s))ds.

Para ¢ > 0, existe §; > 0 tal que para todo 0 < h < ¢,

1f(s+ hyuls + ) = fs,u(s)] < m sef0,t+1),
| Istsatslas < 5o

Assim, para todo 0 < h < J;, obtemos
t
[va(t +h) —va(B)]| < Ca/ 1 (s + h,u(s + h)) — f(s,u(s))|lds
0

c, / (s, u(s)) 1 ds

9 19
< C,t C,
= Sy T,
- 92 92 7

o que implica que v, é continua a direita.
Do que foi visto até aqui, concluimos que ', : SAP,(X) — SAP,(X). Agora, sejam
uy,us € SAP,(X), a desigualdade

ICata() — Twun()]| < / 1t — )15y ua(s)) — £ (5, ua(s)) | ds
< c, / L(s)llus(s) — us(s)]ds

< (Ja/ L(s)ds|u — ua)]uc,
0

mostra que I', ¢ continua. Defina o operador linear B, : Cy(]0,00),R) — Cy([0,00),R)
por

(Bag)(t) = C. /0 "L(s)g(s)ds, parat >0,

B, ¢é continua e além disso, B, é completamente continua. Para mostrar que B, é
completamente continua, observe que dado € > 0, podemos escolher a > 0, tal que

C’a/ L(s)ds < e.
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Para cada g € Cy([0,0)), defina as seguintes fungoes

p

Co /tL(s)g(s)ds, 0<t<a
GPIDES S
C’a/o L(s)g(s)ds, t>a.
) (0, 0<t<a
(F2g)(t) = a
Oa/o L(s)g(s)ds, t>a

Seja R = {I'1¢9;||gllc < 1}. Se s,t > a, temos | I'1g(s) — T'1g(t) |= 0. Se 0 < s,t < a,
para qualquer € > 0, tome § = % Logo, para | s —t |< ¢, temos

[(Tig)(s) — Tg)) | = | Ca / " L(u)g(u)du — C, / Lw)g(u)du |

IN

C., /0 " L(u)g(u)du — /0 tL(u)g(u)du’

t
ca/

< Cysup |L(u)g(u)|ls —t] < e.
u<a

IN

L(u)g(u) ‘du

Analogomente, se s < a et > a, para € > 0, tome § = &, assim para |s — t| < J, temos
la — s| < 0, logo

[(Tig)(s) — Tg)®) | = | Ca / " L(w)g(u)du — Co / " L(wg(u)du |

gca/

Portanto a familia R. = {I"1(9); [|9]lcc < 1} € equicontinua. Também podemos observar
que R, é uniformemente limitada, pois se 0 <t < a, temos

L(u)g(u)‘du < e.

| Tig) () [< Ca/o IL(w)[[lg(w)lldu < o0,

do mesmo modo, para t > a, temos

| T1g)(8) |< Ca / "I L()lllg(w)du < oo.

Do Teorema de Arzela-Ascoli concluimos que R. é relativamente compacto. No en-

tanto, observe que
Bag(t) =T1g(t) + Tag(t), VYt >0.
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Portanto
By = {Bag;llg|l <1} C R+ {B; 8 € C4([0,00)),[|Blloc < €} = Re + D
Pela Proposicao ?7, ¢, (j0,00)) (Re) = 0, pois R. é compacto. Logo
bay0.00)(B) < bay(o,00) (Be) + Dy 0,00)) (De)
Yy (0,000 (De) < €. Ve > 0.

Portanto, ¢c,(0,00))(Ba) = 0. Assim, B, ¢ um operador completamente continuo. Segue
da Teoria espectral para Operadores Compactos que 0 € o(B,) e que o(B,) — {0} =
0,(B,) — {0}, onde o(B,) e 0,(B,) sao o espectro de B, e o espectro pontual de B,,
respectivamente. Observe que se A # 0 é autovalor de B,, associado ao autovetor g, por
definicao temos que

| (Bag)(t
| g(t) |= < IL | g(s) | ds, t>0.
IAI IAI

Pela Desigualdade de Gronwall, segue que | g(¢) |= 0, para todo t > 0, ou seja,

= 0. Logo, A # 0 nao pode ser autovalor de B,. Assim, o(B,) = {0} e o raio
espectral de B, 7(Bs) = Supyeo(p,) | A |= 0 < 1. Considere Cy([0,00),R) com a
relagao de ordem pontual e deﬁna uma aplicagao m, como no Exemplo 77, a saber,
m : Cy([0,00), X) — Cp([0, 00),R) onde

(mu)(t) = sup [lu(s)], >0,
s€[0,t]

Dados t > 0, 0 € [0,t] e uy,us € SAP,(X), temos que

T (6) — Toun(0)]] < c/ $)lur — sl ds
< c, / | L(s) s () = (6 s
9 ~ ~
< c, / | L(s) | sup () = (6 s

= Bym(u; — us)(t).
Com isso,

m(Tour — Taug)(t) = sup [|[Taui(l) — Toua(0)|| < Bam(ug — us)(t), ¢ >0,
0€[0,t]

o que mostra que m(I'yuy — Tyug) < Bym(uy — ug). Dai, segue que I'y,, B, e m verificam
as condigoes do Teorema ?7, portanto I', tem um tnico fixo u € SAP,(X). Ainda temos
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que

(L ) @l = (14 [uft?)

Sa(t)ug + /0 Sal(t —8)f(s,u(s))ds

IA
=
_I_
=
5

) [[uoll + (1 + |pf) / 1Sa(t = $)II1lf (s, u(s))llds

M
1+ |pfte

(1 + [puft®)
(L4 |pl(t —5))

(1 + [ult?)

(1 + [pl(t = s)*)

IN

caful + 0 [ (s, u(s))ds

IN

ol + 0 [ L(s)uls)]ds

(1 + [plt)
+OM/ T )||f(s,0)||ds.

Mas, para s < t, temos
(1 + [p]t)

(1 + [l (t = 5))

< 2%(1+ |pa|s%).

Portanto,

(T [pt) lu@ < CMHUoH+2“CM/O(1+|u!8“)L(8)HU(S)HdS

120N / (L+ s £ (s,0) | ds

< CMlfugl| +2°CM (1 + [ult*)[[£(-, 0)[1

+2aC'M/O (14 |p|s®)L(s)||u(s)||ds.

Da desigualdade de Gronwall, concluimos
[u(®)llee < Clluoll + (- 0)[l1) exp(ClIL]I1)
onde C' = 2°C'M.
O

Teorema 4.3. Sejam A um operador setorial tipo p < 0 e f :[0,00) x X — X uma
fungao uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados que satisfaz
a condicao de Lipschitz

1f(tz) = fEyll < Lz -yl Vo,y e X, =0 (4.6)

Se CM | |2 7L < asen (L), onde C' e M sdo constantes dadas por (77), entdo o
problema (7?7) e (7?7) tem uma solu¢io branda S-assintoticamente w-periddica.
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Demonstragao. Como no Teorema (?7), defina a aplicagao I', no espago SAP,(X)
por

(Toau)(t) := Sa(t)up + /o Sa(t — ) f(s,u(s))ds = Sa(t)up + va(t).

Mostraremos que I',, estd bem definida e em seguida mostraremos que I'(a)) é uma
contracao. De fato, seja u € SAP,(X). Sabemos que S, (t)ug — 0, quando ¢ — oo, logo
Sa(-)ug € SAP,(X). Além disso, v, € Cy([0,00), X), pois f(-,u(-)) ¢ limitada e temos

CM || = S Coul )l

<
Ialloe < asen(g)

Do Teorema ?7, segue que para todo € > 0, existe L. > 0 tal que || f(t + w,u(t + w)) —
f(t,u(t))|| < e, para todo t > L.. Portanto, para todo t > L., temos

[va(t +w) —va(@)] < /Ow [Sa(t +w —s)f(s, u(s))|lds

Le
-
0
t
-
L

o 1 o 1
< Ml [t 2 [ s
e f Tt 2 |, T )

ds

Salt = 5)[ (s +w,uls +w)) = (s, u(s))]|

Salt = $)1f (s w,uls +w)) = f(s,u(s))] | ds

CM | p| = e

i asen (%)

Logo v, (t + w) — v4(t) — 0, quando t — oo e portanto I'zu € SAP,(X). Por outro
lado, para uy,us € SAP,(X), pois

CM | p| s nL
asen (T)

[(Taua)(t) = (Tauz) ()] <

||U1 —U2||oo-

Portanto, I',, ¢ uma contracao.
OJ

Corolario 4.1. Seja [ : [0,00) x C — C uma fungao S-assintoticamente w-periddica em

asen ©

conjuntos limitados que satisfaz a condigoes de Lipschitz (7?7). Se L < e entao o
problema (7?7) e (7?7) tem uma solu¢io branda S-assintoticamente w-periddica.

Teorema 4.4. Seja f(-,0) limitada e lim; o (f(t,x) — f(t + nw,z)) = 0 uniformemente
emx € K en € N, para todo K C X limitado. Suponha que CM- | p ]’é L <
asen (Z) e vale 7?7, entdo o problema (??) e (77) admite uma tnica solugio branda S-
assintoticamente w-periodica.
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Demonstragao. Seja S(X) das fungoes u € Cy([0, 00), X) tais que

lim (u(t) — u(t + nw)) = 0,

t—o00

uniformemente en n € N. Observe que se uy — g, com {uybren C S(X), ou seja, para
todo k, temos uy € Cy([0,00), X) e limy oo (ug(t) — ug(t + nw)) = 0, entao

[uo = uo(t +nw)l| < fluo(t) = ur(@) + [[un(t) — uk(t + nw)]]

+  |Jug(t + nw) — ug(t + nk)||.

Logo limy o (ug — uo(t + nw)) = 0, uniformemente em n € N. Portanto, S(X) é um
subespago fechado de ([0, 00), X). Assim, se u € S(X), entao

Jim (f (& 4 new, u(t +nw)) = f(t,u(t))) =0,
—00
uniformemente em n € N. Defina I, : S(X) — S(X) como em (??). Como

CM | |75 7 (Llulloe + 17 0) 1)

<
alloe < asen (I)
E - .
) w0 < M (Ul 17000 ([
[va(t +nw) —va(t)]| < [ | [£(0)]] Tyl
o0 1 M| |
+2/ —ds>+0 |’”L|,rm
o T AT arsen (F)

Portanto, I', € S(X). Assim, analogamente a demonstracao do Teorema (?7?), concluimos
que I',, tem um tnico ponto fixo em S(X), logo o resultado segue do Teorema (?7).

O

Para concluir este trabalho, analisemos a existéncia e unicidade de solucao branda
S-assintoticamente w-peridédica para a seguinte equagao fracionaria

Dfu(t,x) = D2u(t,z) — pu(t,x) + D ra(t) f(u(t,o0)), t>0,z€[0,7], (4.7)
u(t,0) = wu(t,m) t>0, (4.8)
u(O,x) = UO(‘I) x e [077T]a
onde ug : [0,7] = Rea, f:]0,00) = R sdo fun¢oes apropiadas.

Consideremos o problema (??) e (??) com X = L?*[0,7] e A definido em D(A) C X
por Au =" —vu, v > 0, com

D(A) = {u e L0, 7];u" € L*[0,n],u(0) = u(r) = 0}.

Sabemos que Au = u" é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico limitado
de angulo § em L?[0, 7], a saber, o semigrupo gaussiano, estudado no Exemplo ??. Do

Teorema 3.7.11 de [?], temos que ¥, C p(A) e
sup [[AMAI —A) M| < oo, Ve>0.

AEX e
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Seja Sz :={\ € C; |arg(—A)[ < 7}, entao
C—Sg :Eg C Xy Cp(A).

Deste modo, se A € C— Sz, entao A +v € p(A). Logo, (A —A)"' = (A +v)I —A)~!
existe, para todo A no exterior do setor Sxz. Além disso, temos que

1

I = A = (A + )T = A)7H < Pk

Portanto, A é setorial tipo —r < 0. Assim, assuma que a(-) ¢ uma funcao S-
assintoticamente w-periddica e que existe uma constante L > 0 tal que

| fx)=fy) IS L|z—yl|, Vr,yel0,00).

asen (%)
CM‘I/|_é7TL
assintoticamente w-periodica de (??) e (??7). Se além disso, lim;_,o(a(t +nw) —a(t)) = 0,
uniformente em n € N, entao a solugao é assintoticamente w-periédica.

Se [lafl < , entao pelo teorema (?7?), existe uma tunica solu¢ao branda S-
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