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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar o Teorema da esfera diferen-
ciavel, isto é, que toda variedade Riemanniana compacta e estritamente 1/4-pin¢ada no
sentido pontual é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Seguiremos as ideias relativas ao fluxo de Ricci de Hamilton. Primordialmente, abor-
daremos resultados melhorados devidos a R. Hamilton em superficies e variedades tridi-
mensionais. Apos isto, apresentaremos a solugao de S. Brendle e R. Schéen ([7]) para
dimensoes maiores que trés.

Palavras-chave: Fluxo de Ricci; Curvatura Isotropica Nao Negativa; Teorema da
Esfera Diferenciavel.



Abstract

This work has as main objective to demonstrate the differentiable sphere theorem,
that is, every compact Riemannian manifold and strictly 1/4-pinching in the pointwise
sense is diffeomorphic to spherical space form.

We will follow the ideas for the Hamilton’s Ricci flow. Primarily, discuss results
improved due to R. Hamilton about surfaces and three-dimensional varieties. After that,
we will present the solution of S. Brendle and R. Schoen ([7]) for dimensions greater than
three.

Keywords: Ricci Flow; Nonnegative Isotropic curvature; Differentiable Sphere The-
orem.
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Introducao

Em 1926, H. Hopf mostrou que uma n-variedade riemanniana compacta, simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a 1 é necessariamente isométrica a esfera
S™, munida de sua métrica padrao. Um sentido heuristico de continuidade, levou Hopf a
conjecturar quais as variedades riemannianas cujas curvaturas seccionais estao entre 1-¢
e 1 que sao homeomorfas a esfera. Este ficou conhecido como o Problema pincante de
Hopf, sendo formalizado por H. Hopf e H. Rauch com a nocao de curvatura pincante:

Definigao 1. Uma variedade Riemanniana (M, g) € dita ser fracamente d-pingada no
sentido global se as curvaturas seccionais de (M, g) satisfazem § < K < 1. Se a desi-
gualdade € estrita, diremos que (M, g) € estritamente §-pin¢ada no sentido global.

Defini¢ao 2. Uma variedade Riemanniana (M, qg) € dita ser fracamente d-pingada no
sentido pontual se 0 < 0K (1) < K(ms), para todos os pontos p € M e todos planos bidi-
mensionais w1, m C T,M. Se a desigualdade € estrita, diremos que (M, g) € estritamente
d-pin¢ada no sentido pontual.

O Problema pingante de Hopf foi primordialmente abordado por H. Rauch apoés visitar
Hopf em Ziirich nos anos 1948-1949. Rauch mostrou em seu artigo pioneiro ([29]) que
uma variedade riemanniana simplesmente conexa que é estritamente d-pingada no senso
global é homeomorfa a esfera, onde § ~ 0,75. A partir disto, Rauch levantou a questao de
quao Otima esta constante d poderia ser. Isto foi resolvido por M. Berger e W. Kligenberg
no conhecido Teorema da Esfera:

Teorema 1 (M. Berger [4]; W. Kligenberg [21]). Se (M, g) € uma n-variedade rieman-
niana compacta, simplesmente conexa e 1/4-pin¢ada no senso global entao (M, g) € ho-
meomorfa a esfera S™.

A prova classica deste teorema baseia-se em técnicas geométricas de comparagao e
pode ser vista, por exemplo, no Capitulo 6 de [11]. A constante 1/4 é 6tima visto que o
espago projetivo complexo CP™ admite uma métrica cujas curvaturas seccionais pertence
ao intervalo [1,4] (cf. [28], pagina 85).

A questao fundamental a se perguntar acerca do Teorema da Esfera é se podemos
substituir no enunciado o "homeomorfa"por "difeomorfa". Isto acontece porque o home-
omorfismo obtido na demonstracao do Teorema da Esfera é obtido "colando"dois discos
pelos bordos e uma tal construcao é compativel com qualquer estrutura diferenciavel
distinta da estrutura usual da esfera. Além disso, existem exemplos de estruturas que
sao homeomorfas a esfera mas nao sao difeomorfas a esfera. Sao as chamadas esferas



exoticas. Os primeiros exemplos de esferas exéticas foram construidos por J. Milnor em
1956, onde ele encontrou uma variedade suave que é homeomorfa, mas nao difeomorfa a
S(cf. [25]).

O primeiro resultado obtido nesta dire¢ao se deve a Gromoll ([15]) e Calabi (nédo
publicado) que provaram que uma variedade riemanniana simplesmente conexa e §(n)-
pingada no senso global é difeomorfa a S, onde §(n) depende da dimensao n da variedade
e converge para 1 quando n — oco. Em 1971, M. Sugimoto, K. Shiohama e H. Karcher
provaram um resultado analogo em [20] onde a constante pingante independe da dimensao
(0 =0,87). Em 1973, esta constante pingante foi melhorada por E. Ruh em [30](6 = 0, 80)
e, em 1974, por K. Grove, H. Karcher ¢ E. Ruh em [16](§ = 0,76). Ja em 1982, E.
Ruh obteve uma versao diferenciavel do Teorema da Esfera sob uma condi¢ao pingante
pontual, com uma contante pingante §(n) que convergia para 1 quando n — oo(cf. [31]).

Em 1982, R. Hamilton introduziu novas ideias fundamentais a solugao deste problema.
Em seu artigo [17], Hamilton fez evoluir a métrica de uma variedade compacta (M, go)
por uma equagao de evolucao

a (t) = —QRng(t).
Esta equacao de evolucao ficou conhecida como o Fluxo de Ricci e se comporta como
uma equagao do calor nao-linear. Neste mesmo artigo, Hamilton demonstrou um resul-

tado fundamental que generaliza o Teorema da esfera diferenciavel em dimensao trés:

Teorema 2 (R. Hamilton [17]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana compacta
tridimensional com curvatura de Ricci positiva. Entao M é difeomorfa a uma forma
espacial esférica S® /T. Em particular, se M € simplesmente conexa entao M € difeomorfa

aS3.

A demonstragao deste resultado seréa abordado no Capitulo 4. A chave da ideia para
a prova é evoluir a métrica inicial pelo fluxo de Ricci e mostrar que a evolugao da métrica
converge para uma métrica de curvatura seccional constante, apoés um rescalonamento.

Desde entao, muitas pesquisas tem sido voltadas ao fluxo de Ricci e algumas conjec-
turas tém sido solucionadas pela aplicacao dos métodos. Numas da diregoes de pesquisa,
G.Perelman demonstrou a Conjectura de Poincaré e a Conjectura da Geometrizagao de
Thurston.

Seguindo a técnica utilizada por Béhm e Wilking em [5] que classifica as varieda-
des com operador de curvatura 2-positivo, S. Brendle e R. Schoen provaram o célebre
Teorema da Esfera Diferenciavel com a constante 6tima (6 = 1/4). Este resultado foi
primordialmente demonstrado em [7]:

Teorema 3 (S. Brendle, R. Schéen [7]). Considere (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta de dimensao n > 4 e estritamente 1/4-pin¢ada no senso pontual. Entao M
¢ difeomorfa a uma forma espacial esférica S*/T'. Em particular, se M ¢é simplesmente
coneza entao M € difeomorfa a S™.

O objetivo maior desta dissertacao é a demonstragao deste teorema, bem como a
maquinaria necessaria a sua compreensao.



No Capitulo 1, estabeleceremos notagoes e defini¢coes importantes para o decorrer do
texto. Além disso, abordaremos resultados auxiliares as demonstragoes posteriores.

No Capitulo 2, definiremos o Fluxo de Ricci e demonstraremos sua existéncia e unici-
dade em tempos pequenos para variedades compactas. Veremos como os tensores associ-
ados & métrica evoluem sob o fluxo de Ricci e abordaremos estimativas para as derivadas
covariantes do tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci. Estas estimativas tem como
principal objetivo caracterizar as solugoes maximas do fluxo de Ricci.

No Capitulo 3, apresentaremos resultados referentes ao caso particular do fluxo de
Ricci em S?. Introduziremos a nogao do Funcional Entropia de Hamilton para demonstrar
que o fluxo de Ricci em S?, apés um rescalonamento das métricas, converge para uma
métrica de curvatura escalar constante igual a 1.

No Capitulo 4, abordaremos o Principio do Maximo de Hamilton para o Fluxo de
Ricci e discutiremos a nocao de conjunto pincante. Daremos um critério geral de conver-
géncia para o fluxo de Ricci que desempenhard um papel importante no estudo do fluxo.
Aplicaremos este critério na demonstracao do Teorema 2.

No Capitulo 5, introduziremos a nocao de curvatura isotropica nao negativa e veremos
que ela é preservada pelo fluxo de Ricci em dimensées maiores que 3. Abordaremos a
construgao dos cones C' de Brendle e Schoen, cruciais para desenvolvimentos posteriores.

O Capitulo 6 é dedicado a demonstracao do Teorema da Esfera Diferenciavel. Des-
creveremos uma, construgao de cones invariantes de Bohm e Wilking que sera aplicada
ao cone C' como forma de utilizar o critério geral do Capitulo 4.
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Capitulo 1

Preliminares e alguns resultados
auxiliares

Neste capitulo, fixaremos notagoes para o restante do trabalho e abordaremos alguns
resultados e definigoes suporte para o decorrer do texto. O bom entendimento da dis-
sertacao requer conhecimentos basicos de variedades riemannianas, fibrados vetoriais e
tensores.

1.1 Preludio & Geometria Riemanniana

Considere (M, g) uma variedade riemanniana. Definimos uma conexao livre de torgao
e simétrica, a conexao de Levi-Civita D, da variedade (M, g) pela formula de Koszul:

QQ(DXK Z) = X(g(Xv Y)) +Y(9(X7 Z)) - Z(g(X7 Y))
—|—g([X, Y],Z) - g([X, Z],Y) - g([Y, Z]aX)a

onde X,Y, Z sao campos de vetores em M.

A conexao de Levi-Civita estende-se naturalmente para tensores. Assim, se T é um
tensor de ordem k£ e X é um campo de vetores, DxT' é um tensor de ordem k definido
por

k
DxT(Yr,....Ys) = X(T(V1,....Y3) = > T(Yi,...,DxY;,.... V3).
i=1
Além disso, a derivada covariante de T' é o tensor DT de ordem k + 1 definido por
DT(Yh,...,Yeq1) = Dy, T(V1, ..., Yz).
A segunda derivada covariante de T é definida por
D%yT = DxDyT — DpyT.

Indutivamente, pode-se definir a m-ésima derivada covariante de um tensor.

11



O Laplaciano de um campo tensor T é dado por

€k,€k

AT—iDQ T,
k=1

onde {ey,...,e,} é um referencial ortonormal em M.
O tensor de curvatura de Riemann de (M, g) é definido por

EX)(JY;Zamy):ZSKZDYZ)X27_'l)Xl)Y27+_l)PQY}ZfM/)
onde X,Y, Z, W sao campos de vetores em M.

Observagao 1.1. Obtemos uma forma para comutar derivadas covariantes, observando
que

D%yZ —D%yZ = DxDyZ— DpwZ — DyDxZ + DpyxZ
= DxDyZ—DyDxZ — Dp.y_p,xZ
— DxDyZ — DyDxZ — Dixy\Z

= - ) R(X.)Y,Zep)ex.

k=1

para todos X, Y, Z W, T campos em M.
Raciocinado da mesma forma, se S € um (0,4)-tensor podemos ver que

(D% yS)(U, V., Z,W) — (D} xS)(U,V, Z,W)

=Y R(X,Y,U,e)S(ex, V,\W, Z) + > R(X,Y,V,ex)S(U, e, W, Z)

k=1 k=1

+ Y R(X,Y,W,ex)S(U,V,ex, Z) + Y R(X,Y, Z,ex)S(U,V, W, ex)
k=1 k=1

O

Dados quaisquer campos X,Y, Z W, T em M, o tensor de curvatura de Riemann
satisfaz as relagoes de simetria

R(X,)Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)=R(ZW,X,Y), (1.1)
e as identidades

R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) = 0. (1.2)

12



DrR(X,Y,Z, W)+ D;sR(X,Y,W,T) + DwR(X,Y,T,Z) =0 (1.3)

As demonstragoes de (1.1), (1.2) e (1.3) podem ser encontrads no Capitulo 2 de [28].
A identidade (1.2) ¢ conhecida como a 1* Identidade de Bianchi e (1.3) ¢ conhecida como
a 2% Identidade de Bianchi.

Em vista de (1.1), podemos ver R como uma forma bilinear simétrica no espago

das duas-formas. Basta definir, para cada ponto p € M, o operador de curvatura R :
NT,M x N*T,M — R por

RIXANY, ZANW)=R(X,Y,Z, W),
para todos campos X,Y,Z, W em T,M.

Definigao 1.1. Diremos que (M, g) tem operador de curvatura nao negativo se R(p, @) >
0 para todos os pontos p € M e todas duas-formas p € N*T,M.

Definigao 1.2. Diremos que (M, g) tem operador de curvatura duas vezes nao negativo
se R(p, )+ R(¢, 1) > 0 para todos os pontos p € M e todas duas-formas @, € N*T,M

tais que |@]* = [|* e (p,¥) = 0.

Dado p € M e um plano bidimensional 7 C T}, M, definimos a curvatura seccional de
T por

R(X,Y, X,Y)
CXPYP - (X Y)Y
onde {X,Y} é uma base de 7. A defini¢do de curvatura seccional independe da base
{X,Y} escolhida.
Fixado p € M, considere {ey, ..., e,} uma base ortonormal de T,M. A curvaura de
Ricci de (M, g) é a forma bilinear simétrica

K(r)

Ric(X,Y) =Y R(X, e, Y, ep),
k=1

e a curvatura escalar é definida por

scal = Z Ric(eg, ex).

k=1
Por fim, o tensor trago livre de Ricci de (M, g) é definido por

o 1
Ric (X,Y) = Ric(X,Y) — —scal - g(X,Y).
n

A proposicao que se segue é consequéncia da 2% Identidade de Bianchi.

Proposicao 1.1. Temos que

n

Z(DekRic)(X, e) = %X(scal) (1.4)
k=1
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- n—2

S (D, Ric)(X,ex) = =X (scal (1.5)

k=1

Demonstracao. Utilizando a definigao de scal e a 2* Identidade de Bianchi, teremos
que

n

X(scal) = Z(DXR)(Gk,€l7€k,€l)

k=1
= Z (DekR)(Xa €1, €k, 61) + Z (DezR)(ek’v X, eg, el)
kl=1 k=1
= ) (DeRic)(X,e) + Y _(DeRic)(X, ).
k=1 =1

Disto, concluimos (1.4). Utilizando a defini¢ao de Ric e (1.4), conclui-se (1.5).

O importante resultado que se segue foi descoberto por M. Berger:

Lema 1.1 (Lema de Berger). Considere (M, g) uma variedade riemanniana compacta e
p € M um ponto arbitrdrio. Suponha que k < K(m) < R, para todos planos bidimensio-
naws ™ C T,M. Entao

R<€17627€3762) S (E_E)v

DO | —

2
R<€17 €2, €3, 64) S g(E - E)?

para todos conjuntos ortonormais {ei, ez, e3,eq} C T,M.

Demonstracao. Seguem das simetrias do tensor de curvatura e da hipotese do Lema
que

(R<€1+636 €1+€36>_R(61—€36 61—636)>
\/5 y €25 \/5 ) €2 \/§ y €2, \/§ » €2

(R — K),

(NN

R(€1,€2,€3,€2) =

<

DO | —

para todos conjuntos ortonormais {ej, ez, e3} C T,M.

14



Utilizando novamente as simetrias do tensor curvatura, a 2 Identidade de Bianchi e
a 1% desigualde que obtivemos, teremos que

1 e1+e e1+e el —e ep—e
R(61762763764) = g(R( 1\/537627 1\@3’64) _R( 1\/5376% 1\/53764)>
1 €2+€3 €2+€3 ) ( €9 — €3 €92 — €3 )>
+- | R €1, ) ) € - R €1, ) ) €
5 (7 (0 g o) - o 5 2 e
2

(R — K),

<
-3

para todos conjuntos ortonormais {ey, e, e3,e4} C T,M.
O

Corolario 1.1. Considere (M,g) uma variedade riemanniana compacta e p € M um
ponto arbitrdario. Suponha que k < K(m) < R, para todos planos bidimensionais m C
T,M. Entao existem constantes C1,Cy > 0, que dependem apenas da dimensao, tais que

sup |R|* < C1(F — k)* + CoR?
M

Os teoremas de comparacao de volume, terao um papel importante no desenvolvi-
mento da teoria. A seguir, enunciaremos dois teoremas importantes neste sentido e
indicaremos referéncias para suas demonstracoes.

Teorema 1.1 (P. Giinther(1960); R.L. Bishop (1964)). Suponha que as curvatura secci-
onais de M sdao menores ou iguais a 0. Entdo, para todo x € M, temos que

Vi(x,r) > Vs(r),

para todos r > min {z’nj(x),ﬂ/\/g}, com a igualdade para algum r fizado ocorrendo

se, e somente se, B(x,r) € isométrica ao disco de raio r no espago de curvatura escalar
constante igual a 0.

Demonstracao.
Consultar [10], pagina 129.

O

Teorema 1.2 (O. Bonnet(1855); S. B. Myers (1941)). Considere M wuma variedade
riemanniana € 7y : [0, ] — M wuma geodésica de velocidade unitdria tal que existe k > 0
para o qual
Ric(v',v") > (n — 1)k > 0,
em ([0, 8]). Se 8 > w/\/k, entao ([0,0]) contém um ponto conjugado a v(0) ao
longo de .

15



Portanto, se M € uma variedade riemanniana completa, de dimensao n > 2, tal que
existe k > 0 para o qual

Ric(€,€) > (n — 1)xf¢f* > 0,
para todo & € TM, entao M é compacta com didgmetro < 7/\/k.

Demonstragao.
Consultar [10], pagina 84.

1.2 Convergéncia de Métricas

Considere (M, go) como sendo uma variedade riemanniana compacta e g(t), t € [0,7"),
uma familia a 1-pardmetro de métricas em M tal que g(0) = go e

0
—g(t) = w(t).
2 (1) = wlt
Considere ug : [0,7) — R a fun¢ao definida por
up(t) = sup |w(t)|g)-
M

Nesta se¢ao, encontraremos condigoes necessarias para que as métricas g(t) convirjam
para uma métrica suave quando t — T

Lema 1.2. Se fOT up(t)dt = K < oo, entdo existe uma constante C' > 0, tal que

1
~lolg0) < g < clvlgo),

para todos pontos (p,t) € M x [0,T) e todos vetores v € T,M.
Em outras palavras, as métricas g(t) sao uniformemente equivalentes.

Demonstragao. Observe que

= | S o))
W) lgylol2

uo (1) [0]% -

d o
’@ [0l
<
<
Assim,

d 2
Elog(h}’g(t)) < uo(l),

de onde concluimos que

16



2
[ 1og e | - /tiloguv;m)m (1.6)
1500 o d7

t
< / uo(T)dr < K (1.7)
0
Portanto,
2
K ~ ’U|g(t) < oK
— 2 [ )
150
para todo t € [0,7T). Disto, concluimos a demonstragao.
0

Lema 1.3. Considere (M, g) uma variedade riemanniana, D a conexdo de Levi-Civita
associada a g e D uma conexao simétrica em (M, g). Entdo, temos que

DxY = DyxY +T(X,Y),
onde X,Y sao campos em M el € definida por

29(F(X’ Y)7Z) = (DXQ)(Y7 Z) + (DY9>(X7 Z) - (DZQ)(Xa Y)

Demonstragao.
Por defini¢ao, temos que

(Dxg)(V,Z) = X(g(Y,2)) — g(DxY., Z) — g(Y, Dx Z). (1.8)

Segue das simetrias de D e D que

[X,Y] = DxY — DyX = DxY — Dy X. (1.9)

Portanto, fazendo uso da Férmula de Kozsul, de (1.8) e (1.9), concluiremos que

29(DxY,2) = X(g(Y,2))+Y(9(X,2)) - Z(9(X,Y))
+9([X, Y], Z2) — g([X, Z],Y) — g([Y, Z], X)
= XY, 2)) +Y(9(X,2)) = Z(9(X,Y))
+9(DxY,Z) — g(DyX,Z) — g(Dx Z,Y)
+9(DzX,Y) — g(DyZ,X) + g(DzY, X)
= (Dxg)(Y,2) +~(Dyg)(X ,Z) = (Dzg)(X,Y) +29(DxY, Z)
= 2g(F(X,Y)+DXY,Z).

Como Z é um campo arbitrario, conclui-se nossa demonstragao.
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O

Daqui por diante usaremos a seguinte notagao: dados dois tensores A, B, denotaremos
por A x B qualquer expressao bilinear em A e B. Além disso, se [ = (i1,...,4,) é um
multi-indice, denotaremos |I| =iy + ...+ iy e D! = D ... D,

Lema 1.4. Considere D a conexdo de Levi-Civita de g(t) e D wma conexio simétrica
em M. Considere I = (iy,...,1,) um multi-indice. Entdo

D™u(t) — D™w(t) = Z_ Z D!g(t) * D'w(t).

1=0 |I|=m—1

Demonstracao. A demonstracao deste fato sera feita por inducao sobre m.
Se m = 1, a assertiva segue do Lema 1.3.
Suponhamos, agora, que

D™ Yu(t) — D™ lw(t) = D!g(t) * D'w(t).

1=0 [I|l=m—1—1

Aplicando D em ambos os lados e usando a multilinearidade, temos que

m—2
D™w(t)—DD™ 'w > DD"g(t)*...xDD'g(t)D'w(t)+ D' g(t)» DD'w(t).
1=0 |I|l=m—I—1
(1.10)
Utilizando o Lema 1.3, teremos que

DD'w(t) = DD'w(t) + Dg(t) * D'w(t).

Substituindo em (1.10), concluiremos que

3

D™w(t) — Dw(t) — Dg(t) * D™ w(t)
DUt g(t) ... Diag(t)D'w(t)

p>

IIM

=1 |I|l=m—I—
m—2

+ Dg(t)D" % ... % Dlag(t)D'w(t)
I=1 |I|l=m—1-1
m—2

+) D!g(t)(D"*'w(t) + Dg(t)Dw(t))
I=1 |I|=m—1-1

Portanto, rearrumando os termos através das propriedades da operacao *, concluire-
mos que
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A partir de agora, consideraremos as sequéncias
n(t) = sup | D"w(t)lge) € dm(t) = sup[D"w(b)lyc0)-

Observagao 1.2. Da defini¢ao de g(t) e w(t), seque que

de onde obtemos

t
sup | D"9(0lyo < [ ()i
M 0
para todo t € [0,T).

O Lema a seguir serd de crucial importancia para a demonstracao do Teorema de
convergéncia para métricas.

Lema 1.5. Se fOT U (T)dT < 00, para todom = 0,1,2,..., entdo fOT U (T)dT < 00, para
todom=1,2,...

Demonstracao. Novamente, a demonstracao sera feita por inducao sobre m.

Se m = 1, a assertiva segue do Lema 1.3.

Supondo a afirmagao valida para l € {1,...,m — 1}, m > 1, segue da Observagao 1.2
que

T
sup sup | D'g(t)|,0) < / w(T)dr (1.11)
tel0,T) M 0
para todo I € {1,...,m — 1}. Utilizando o Lema 1.4 e a continuidade da operagao x,

garantimos a existéncia de uma constante C; > 0 tal que

m—1
D™ w(t)]g0) = [D"w(B)lg0) S CL Y D 1D g(0)lg0) - - - 1D g(1)|g(0)| D'w (t)]g(0)-

1=0 |I|=m—1

Pondo K = maxo<i<m-1 {fOT &l(T)dT} > 0, teremos que
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m—1

ID"w(t)lgoy < 1D w()lgo) + C1 Y K™ D'w(t)ly0) + C1|D™ g(t) (o)l (t)]g00)
=0

m—1

< D"w(®)lg) + Ca Y [D'w(t)lg0) + Co(l + D™ g(t)]g0) |0 ()lg(0),
=1

onde Cy > 0 depende apena da dimensao e de m. Utilizando o Lema 1.2, temos que
existe uma constante C3 > 0 tal que

m—1

|D™w(t)]g0) < Cs| D™ w(t)] gy + Ca Y [D'w(t)]g(0) + CoC(1 + [D™g(1)]g(0)) [ (t)g(1)-
=1

Dai, utilizando as definigoes de u,, € ,y,, ¢ a desigualdade (1.11), teremos

m—1

U () + i i (t) + (1 + /Ot am(T)dT) uo(t)] ,

=1

donde

(1)
L+ [y Gm(T)dr

Desta forma,

%log <1 +/Ot am(f)df) <U®), (1.12)

para todo t € [0,7).
Segue da hipotese do lema que [ uo(7)dr < 0o e [} u,(7)dr < co. Além disso, por
hipotese de inducao temos que fot (7)dT < oo para todo [ € {1,...,m — 1}. Assim,

/t U(r)dr < o0. (1.13)

Portanto, integrando a expressao (1.12) e utilizando a observagao (1.13), concluiremos
que

t
/ U (T)dT < 00,
0

o que completa nossa demonstracao.
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O resultado que se segue, também conhecido como Teorema de Convergéncia para
métricas, é de crucial importancia para o decorrer do texto:

Teorema 1.3. Se fOT um(t)dt < oo, para todo m > 0 inteiro, entao, quando t — T, as
métricas g(t) convergem em C™ para uma métrica suave g.

Demonstracao. Utilizando o Lema 1.5, vemos que

T
sup (supHDmgHg(o)) §/ U (T)dT < 00,
0

tel0,7) \ M
para todo m > 1. Assim, se definimos localmente g;;(p) = lim; 7 g;;(t)(p), a desi-
gualdade acima implica que as métricas ¢(t) convergem em C*° para uma forma bilinear
simétrica g. Além do mais, utilizando o Lema 1.2, temos que

_ T 2
g(X, X) = }LYT%HXHg(t) > CHXHQ(O) >0,

para todo campo X # 0. Dai concluimos que g é definida positiva e finalizamos a
demonstragao.

O

1.3 Um pouco de E.D.P.

Nesta secao, abordaremos dois teoremas importantes de E.D.P. que serao cruciais no
desenvolvimento de nosso texto: o Teorema de Existéncia e Unicidade para equacgoes
parabolicas e o Principio do Maximo escalar para equagoes parabdlicas.

Inicialmente, considere EF como sendo um fibrado vetorial sobre uma variedade rie-
manniana compacta M. Seja N : C*°(FE) — C*°(FE) um operador de ordem 2 dado em
coordenadas locais por N(u) = N(u,du,d*u). Aqui, C*(E), representa o espaco das
secoes suaves sobre o fibrado E.

A linearizacao de N em ug é o operador linear

L = DN (u) : C*(E) — C*(F),
definido por

d
L(v) := i

Localmente, podemos representar, para um aberto U C R", L : C*(U,R"™) —
C*(U,R™) por

N(ug + tv).

(Lu)¥(z) = agﬁ(x)ﬁiajuﬂ(at) + bgﬁ(x)@-uﬁ(:c) + cag(x)uﬁ(x),
onde 7,7 = 1,....,n, o, = 1,...,m, x € U e estamos utilizando a notacao de
Einstein. Além disso, aifﬁ, bgﬂ e cqp sao funcoes diferenciaveis em U. Isto caracteriza os
operadores lineares de ordem 2.
Com auxilio das duas proximas definicoes daremos uma condi¢ao necessaria para a
existéncia e unicidade de solugoes para operadores de segunda ordem.
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Definicao 1.3. Dado £ € R", o simbolo principal de um operador linear de ordem 2 L
na dire¢ao &, em x, € o endomorfismo linear o¢(L, z) : R™ — R™ definido por

[o¢(L, 2)(w)]* = asu’€E;,

ondet,j=1,....nea,f=1,...,m.

Definicao 1.4. O operador diferencial L serd dito elitico se, para todo v € U, existe
uma constante C' > 0 tal que

(oe(L, z) (), u) > clé*lul®,

para todo u € R™ e para todo £ € R™.
Diremos que a equag¢ao
0

ik N(u)

€ parabolica em uy € C®(E) se toda expressao local de L de DN (ug) € elitica.

O importante teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de solugoes para
equagoes parabdlicas. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [34]. Este teorema
também se aplica em equacoes sobre fibrados vetoriais. Na terminologia do teorema, se
M ¢é uma variedade compacta e sem bordo entao qualquer condicao inicial f suave em
M satisfaz as hipoteses do teorema.

Teorema 1.4 (Teorema de Existéncia e Unicidade para equagdes parabolicas). Sejam
M uma variedade sem bordo com dimM = m e L : F(M) — F(M) um operador
diferencial nao-linear de ordem 2. Se f € H*(M) com s > % +2 e L ¢ parabélico, entao
o problema:

{%u(t) = Lu
u@©) = f,

tem uma vnica solugao u € C°([0,T), H*(M))NC>®((0,T)x M). Além disso, u existe
tao longo quanto ||u(t)||cz+r < 00, dado r < occ.

O principio do maximo é uma propriedade crucial para as solucoes de algumas equa-
¢oes diferenciais elipticas e parabdlicas. Aqui apresentaremos apenas algumas.

Seja g(t), t € [0,7), uma familia a 1-parAmetro de métricas riemannianas numa
variedade compacta M. Considere um operador diferencial L da forma

0
Lu = au — Ag(t)u — <X(t), Vu)g(t) — F(u, t), (1.14)

onde X(t), t € [0,7), ¢ um campo de vetores que podem depender do tempo e
F :R x[0,7) — R é uma funcdo Lipschitz. O principio do maximo que veremos a
seguir serd de crucial importancia para o desenvolvimento do texto. Sua demonstragao
pode ser vista, por exemplo, na pagina 117 de [2].
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Teorema 1.5 (Principio do Maximo Escalar). Suponha que L é um operador como em
(1.14) ew : M x [0,T) — R € uma fungdo de classe C? que satisfaz Lu > 0. Seja c € R
tal que u(x,0) > ¢ para todo x € M. Entao, se (t), t € [0,T1), é a solugio da E.D.O.

{% () = F(¥()1)
(0) = ¢,

temos que

u(z,t) > (1),
para todo © € M, e para todo t € [0,T)N1[0,T7).

1.4 Alguns Resultados de Algebra Linear Complexa

Considere V' como sendo um espaco vetorial de dimensdo finita e V¢ = V @ C a
complexificagao de V. Assuma que V estd munido de um produto interno g : VxV — R
e estenda naturalmente g & forma bilinear simétrica ¢g© : VEx V® — C. Para enxugar as
notacoes, faremos g = ¢© sendo o significado de cada expressao entendido pelo contexto.

Lema 1.6. Temos que

19(2, 2)g(w, w) — g(z,w)*| < g(z, 2)g(w, @) — |g(z,@)|%,

para todos vetores z,w € VC.

Demonstragao. Se fizermos z A w = ¢ + ith, com ¢, € A’V teremos que

9(z, 2)g(w,w) — |g(z, @) = gz Aw,zA0)
= glp+ i, o —iv)
= Jol*+ [p%. (1.15)

Por outro lado,

2 gz ANw,z ANw)

= glp+iv,p+i)

= [l = [$I* + 2ig(p, ¥).

Unindo os fatos anteriores e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluire-
mos que

g(Z, Z)g(w’w) - g(z,w)

(lpl* = [¥1*)* + 4g(e, ¢)?
(Ipl* = [0)? + 4]’ 9]

= (lol +[9[*)?
(9(z, 2)g(w,w) — |g(z,)[*)*.

l9(2, 2)g(w,w) — g(z,w)*]* =



O

Lema 1.7. Considere 0 C V© um 2-plano complexo. Entao, existem vetores z,w € o
tais que g(z,z) = g(w,w) =1 e g(z,w) = g(z,w) = 0.

Demonstragao. Considere {¢,n} uma base ortonormal de o. Desta forma, temos que
9(¢,¢) =g(n,n7) =1eg(¢,7) =0. Se g(¢,n) =0, ndo ha nada que demonstrar.

Supondo ¢(¢,n) # 0, segue do Teorema do Valor Intermediario, que existe § € R tal
que

Im (e%g(C : Cg)}(;(;‘)”‘sg(n, n)) 0

Fixado este d, podemos encontrar 6 € R tal que

2

e2i9g(¢,0)—e~28g(n,n) \ |
Re ( 9(¢m) )

tan(260) =

Desta forma,

L onfomre (€190 —e P g(nm)\ _
2 <29)R( 9(¢;m) )_ (26).

Assim, se definimos

z = cos(0)e”¢ + sen(f)e 7

w = —sen(#)e( + cos(H)e ),

observa-se facilmente que g(z,2) = g(w,w) =1 e g(z,w) = 0. Além do mais,

9(z,w) = cos(20)g(¢,m) — %Sen(%)(emg(é, () —e *g(n,n) =0
0

Proposigao 1.2. Assuma que dimg(V) > 4 e que 0 C VC é um 2-plano complexo. Entio
existe um conjunto ortonormal {eq, e, e3,e4} CV e X\, u € [0,1] tais que e; +iues € o e
e3+iuey € 0.

Demonstracao. Pelo Lema 1.7, podemos encontrar vetores z,w € o tais que g(z, z) =
g(w,w) =1 e g(z,w) = g(z,w) = 0. Além do mais, é possivel encontrar um ndimero
a € R tal que Im(e*g(z, z)) = 0 e Re(e**g(z, z)) > 0. Similarmente, podemos encontrar
b € R tal que Im(e*®g(w,w) = 0 e Re(e**g(w,w)) > 0.

Se definimos os vetores vy, v9,v3,v4 € V por

ez = v +ivy e ePw = vs + vy,

24



podemos ver que

g(vy + ivg, v3 — ivy) = @ Vg(z,w) =0

e
g(v1 + ivg, v3 + ivy) = “Pg(z,w) = 0.
Além disso, como
g(e™z,e"2) = g(vy,v1) + 2ig(vy,vs) — g(ve, v2), (1.16)
teremos que
1 2ia
g(v1,v9) = §Im(e g9(z,2)) =0, (1.17)
e, similarmente,
1 2ib
g(vs,vg) = élm(e g(w,w)) = 0. (1.18)
Ainda mais, (1.16), também implica que
[v1]? — |v2]? = Re(e*@g(z, 2)) > 0 (1.19)
e
lus|? — |ug|* = Re(e*g(w,w)) >0 (1.20)
Como
g(ez,e7z) = g(v1,v1) + g(v2, v2),
segue que
or* + Joa* = g(2,2) = 1, (1.21)
e, similarmente,
o] + [va|* = g(w, @) = 1. (1.22)

Segue de (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21) e (1.22), que existe um conjunto orto-
normal {ej, ez, e3,e4} CV e A\ p € [0,1] tais que

1 1%
V1 = 1, 1= €2,
/1+Iu2 /1+M2
1 A
3 — 3, U4 = €4.
V1+ A2 V14 A2

Isto implica que
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e1 +ipes = /14 p2(vy +ivg) = /1 + p2e"( € o

ez +ides = V1 + A2(vs +ivy) = V1 + X2y € 0.
OJ

Corolario 1.2. Assuma que dimg(V) > 4. Além disso, considere dois vetores L.I.
¢,n € VC satisfazendo g(¢,()g(n,m) — g(¢,n)?> =0 e o C VE o plano complexo gerado
por ¢ en. Entao, existe um conjunto ortonormal {e1,eq,e3,e4} C V' e um nimero real
A € [0,1] tais que e; +ies € 0 e e3+iley € 0.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.2, existe um conjunto ortonormal {eg, eq, e3,e4} C
Ve A u € [0,1] tais que e + iues € 0 e eg + ipuey € 0. Fazendo z = ey + ipes € 0 e
w = e3 +i)ey € 0, e observando, da hipétese, que g(z,2)g(w,w) — g(z,w)? = 0, temos
que

0=g(z,2)9(w,w) — g(z,w)* = (1 = N*)(1 — p?),

donde concluimos que A =1 ou p = 1.
O

Corolario 1.3. Assuma que dimg(V) > 4. Além disso, considere dois vetores L.I.
¢,n € VC satisfazendo g(¢,¢) = g(n,n) = g(¢,n)> =0 e C VC o plano complexo gerado
por C en. Entao, existe um conjunto ortonormal {ey, es,e3,e4} CV tal que e; +iey € o
ee3+iey €0.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.2, existe um conjunto ortonormal {eg, e, e3,e4} C
Ve A € [0,1] tais que e + ipey € 0 e e3 + iuey € 0. Fazendo z = ey +iuey € o e
w = ez +iley € 0, e observando, da hipotese, que ¢(z, z) = g(w, w) = g(w,w = 0) temos
que A=p=1

O
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Capitulo 2

O Fluxo de Ricci de Hamilton

No artigo pioneiro de 1982 ([17]), R. Hamilton, baseado nas ideias de Eells e Sampson
([14]), introduziu uma equagao de evolugdo nao linear que se comportava como uma
equagao do calor nao linear. Esta equacao ficou conhecida como o Fluxo de Ricci:

Definigao 2.1. Considere uma variedade riemanniana compacta M e g(t), t € [0,T),
uma familia a 1-parametro de métricas riemannianas em M. Diremos que g(t) € uma
solugao do Fluxo de Ricci se

& (t) = —2Rng(t).

Este capitulo sera dedicado ao estudo das propriedades fundamentais do fluxo de
Ricci. Primordialmente, demonstraremos a existéncia e unicidade do fluxo de Ricci utili-
zando uma técnica conhecida como o truque de DeTurck ([13]). A seguir, veremos como
os tensores associados a métrica evoluem sob o fluxo de Ricci. Por fim, abordaremos
algumas estimativas devidas a W. X. Shi (|33]) para as derivadas covariantes do tensor
de curvatura que tem como principal objetivo caracterizar as solu¢goes maximas do fluxo

de Ricci.

2.1 Existéncia e Unicidade do Fluxo de Ricci em tem-
POS pequenos

No artigo [17], Hamilton demonstrou a existéncia e unicidade do fluxo de Ricci. E
possivel ver que o fluxo de Ricci é uma equagao nao parabdlica, o que nao permite aplicar
os resultados conhecidos sobre equagoes parabolicas(cf. Se¢cao 1.3). Contudo, Hamilton
contornou este problema utilizando uma técnica apurada que envolvia o Teorema da
funcao de Inversa de Nash e Moser.

No que segue esta secao, daremos uma demonstragao consideravelmente mais simples
que aquela que foi primordialmente dada por Hamilton e que se baseia nas ideias de D.
DeTurck ([13]). A ideia de DeTurck foi considerar uma nova equagao de evolugdo da
métrica que fosse parabdlica, e de forma que a partir das solu¢oes desta nova equacao
fosse possivel obter uma solucao do fluxo de Ricci. A nova equagao foi denominada de
Fluxo de Ricci-DeTurck.
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Comecaremos lembrando uma definicao.

Defini¢ao 2.2. Dada f : (M,g) — (N, h) uma aplica¢io suave entre duas variedades
riemannianas (M, g) e (N, h), definimos o campo laplaciano de f por

Al = (Dadf)(@)
= ¥ (Dlya))df(25) — df (D).

Definiremos agora a nova equagao de DeTurck:

Definicao 2.3. Considere M uma variedade compacta e h uma métrica riemanniana
em M. Uma familia a 1-pardmetro g(t), t € [0,T), € dita ser uma solug¢ao do fluzo de
Ricci-de Turck se

0 . _ -
ag(t) = —QR@Cg(t) - ,,?&g@),

onde & = Agy) pid.

Proposicao 2.1. Considere M uma variedade compacta e gy uma métrica riemanniana
em M. Entao existem T > 0 e uma solugao §(t), t € [0,T), do fluzo de Ricci-de Turck
tal que g(0) = go. Além do mais, g(t) € unica.

Demonstragao.
Inicialmente, escrevemos o tensor de Ricci de g em coordenadas locais

Ric; = Ricy(d4,0l)dr’ @ da'
= ngR(aj, @-, 81, 8k)dx3 & dZL‘l
= (3" 9(Do,(T;0) — Do, (T 0y), Op))da’ @ da’
~1 ~ 1 ~rm ~ ~ ~ ~ j
= 9 i g (59 (0i0Grj — 030-Gj1 — 0;01Gri + 0;0rGit) Om, ak) da? ® da'
+(termos de menor ordem)
~~ik~rm~

= 3979 Gt (0i01Grj — 0:OkGj1 — 0j01Gri + 0;0,Gir)dx’ ® da’

+(termos de menor ordem)
= 39 M(=0;0,Gjx + 0:0,3j1 + 0;0,Gi — 0;06G:)da? @ da
+(termos de menor ordem).

Como & = Aj,id, em coordenadas locais temos,

¢ = §™(Dpox— D} 0k)
= FE(OML — [D9)L)a,
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onde D" e I'* representam a conexiio de Levi-Civita e os simbolos de Christoffel da
métrica h e DI e I'Y representam a conexao de Levi-Civita e os simbolos de Christoffel
da métrica g.

Um calculo simples nos mostra que

1 ., .
£ = —iglkgﬂ(@gjk + OkGij — 0;Gir) + (termos de menor ordem).

Desta forma,

L = gik(&-@lf]jk + 0;0kGa — ajalgik)dxj ® da' + (termos de menor ordem).
Portanto,

—2Ric; — L = §*0;0kgdar’ @ da' + (termos de menor ordem).

Linearizando este operador diferencial, temos

d q i a ~in ~km ~ ~i
dt t—o(g +t0)* 00k (G + )i = —3"T" Vam OOk + 5 0i0wvj

= VGG 00kGj + Avji,

donde o seu simbolo principal é dado por

o¢(—2Ricg — Zeg)u(v) = [§]* - var.

Assim,

(o¢(—2Ric; — Zeg)(v), v) = [¢*v]*.

Isto significa que a equagao do Fluxo de Ricci-de Turck é parabolica. Desta forma,
pela existéncia e unicidade de solugbes para equagoes parabolicas (cf. Teorema 1.4),
segue nosso teorema.

O

Veremos que existe uma correspondéncia natural entre solucoes do Fluxo de Ricci-de
Turck e do Fluxo de Ricci.

Teorema 2.1 (Hamilton). Considere M como sendo uma variedade riemanniana com-
pacta munida de uma métrica Riemanniana gy. Entao, existem T' > 0 real e uma solugao
g(t), t €10,T), do Fluzo de Ricci em M tal que g(0) = go. A solugao g(t) € unica.

Demonstracao. Utilizando a Proposicao 2.1, podemos garantir a existéncia de uma
tnica solugao §(t) do fluxo de Ricci-de Turck com ¢ € [0,T) e tal que g(0) = go. Considere
oy 2 M — M o fluxo gerado por & = Ay pid, isto &,

2 p) = ),
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com ©(0) = id. Se definimos ¢(t) = ¢;(g(t)), para t € [0,T), temos

Salt) = i)
= 2| et + )
- (a2 )+ 5. so;;s(g(t))
= G- 2Ricy) — Logl1)) + L 730

= ¢I<_2Ricg}(t) - "g/ﬂﬁt ( )) + Pt ("%f ( ))
= i (—2Ricy)

= —2Ricer (51

= —QRng(t).

Assim, garantimos a existéncia do fluxo de Ricci.

Suponha agora que g'(t) e g*(t), t € [0,T), sao solugdes do fluxo de Ricci com condigao
inicial ¢*(0) = ¢%(0) = go e que g'(to) # ¢*(to), para algum ¢y € (0,7). Desta forma,
podemos considerar

~inf {t € (0.7 g(0) # 6%(1)}
Segue da continuidade de g e da definicao de 7 que g'(7) = ¢g*(7). Sejam ¢! e @2
solucoes das equacgoes de evolugao

0 9
as@% = Agnpr € as@? = Np(ynis (2.1)

com condigoes iniciais ¢! = id e p? = id. Segue da teoria de E.D.P., que existe € > 0
suficientemente pequeno, de forma que as solugoes o : M — M e ©? : M — M estao
definidas e sdo difeomorfismos para todos t € [7,7 + ¢).

Para cada t € [1,7 + ¢€), defina duas métricas riemannianas g'(¢) e g'(t) em M por

(¢1)"(g' (1) = g'(t) e (¢})"(3°()) = g°(t). Considerando & = ¢}, teremos que

0 0 - 0
2R “9Ric s = —2Ric, = —g; = <G = o [ LG+ —Gi )
i (—2Ricg,) = 1C,, €9 = 579 at@t 9i = Pt ( &9 t (9159)
onde i = 1,2. Isto significa que g'(t) e g*(t), t € [1,7 + ), sao solugoes do fluxo
de Ricci-de Turck. Como g¢'(7) = §*(7), segue da unicidade da Proposigao 2.1 que
g'(t) = g*(t), para todos t € [r,7 + &) com € > 0 possivelmente menor. Assim, se
1 = 1,2, utilizando algumas propriedades do laplaciano, temos que

&(21(p) = (Aginnid) (9i(p)) = (Agiyner) (p) = %e@i-

Como ¢! = 2 = id, segue da unicidade dos Problemas em (2.1) que ¢; = ¢?, para
todos t € [1,7 4+ ¢). Portanto,
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g'(t) = (2)"(3' (1) = (¥})"(5°(1)) = g*(1),
para todos ¢t € [1,7 + ). Isto contradiz a defini¢ao de 7.
Este absurdo demonstra a unicidade da solucao do fluxo de Ricci.

2.2 Equacoes de evolucao sob o Fluxo de Ricci

Considere X e Y dois campos de vetores (independentes de t) numa variedade rie-
manniana compacta M Denotemos

0
3t(
Observe que A é um tensor pois é a diferenca de duas conexoes.
No que segue a esta segdo, g = g(t) denotaréd uma familia a 1-parametro de métricas
que é solucao do Fluxo de Ricci, isto €, % g = —2Ric,. Nosso objetivo sera obter equacoes
de evolugao para a conexao de Levi-Civita e para o tensor de curvatura ao longo do Fluxo

de Ricci.

A(X,Y) = =(DxY)

Proposicao 2.2. Se XY, Z sao campos de vetores firados em M, entao
g(A(X,Y),Z) = —=(DxRic)(Y,Z) — (DyRic)(X, Z) + (DzRic)(X,Y).

Demonstragao.
Como D é a conexao de Levi-Civita, segue da Formula de Koszul que

29(DxY, Z) = X(g(Y,2)) +Y(9(X, Z)) = Z(9(X,Y))
+ (X, Y], 2) = g([X, Z],Y) = ¢([Y, 2], X).

Diferenciando ambos os lados desta expressao e utilizando que g é solucao do Fluxo
de Ricci, temos

—4Ric(DxY, Z) + 29(A(X,Y),Z) = X(—2Ric(Y,Z))+ Y (—-2Ric(X, Z))
—Z(~2Ric(X,Y)) — 2Ric([X, Y], Z)
+2Ric([X, Z],Y) + 2Ric(]Y, Z], X).

Lembrando que D é livre de torgao, concluiremos que

g(A(X,Y),Z) = —X(Ric(Y,Z))+Ric(DxZ,Y )+ Ric(DxY, Z)
—Y (Ric(X, Z)) + Ric(Dy X, Z) + Ric(Dy Z, Z)
Z(Ric(X,Y)) — Ric(DzX,Y) — Ric(DzY, X)

— —(DxRic)(Y, Z) — (DyRic)(X, Z) + (D4Ric)(X, Y).

+
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Proposicao 2.3. Considere X,Y, Z,W campos de vetores fizados em M. Entao
0
SROXYZ,I0) = (D§ Ric) (VW) ~ (D% Ric) (¥, 2)
- (DXQ/,ZRiC) (X, W)+ (DXQ/,WRiC) (X, Z)

= " Ric(Z,ex)R(X,Y, e, W) = > Ric(W, ex)R(X,Y, Z, ex,)
k=1 k=1

Demonstragao.
Inicialmente, note que

0
= (DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z) = Dx(A(Y,Z)) — Dy(A(X, Z)) + A(X, Dy Z)

0
t ~A(Y,DxZ) — A([X,Y), Z)
= (DxA)Y, Z) = (Dy A)(X, Z).

Como R(X,Y,Z,W) = —g(DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z,W) e g ¢ uma solucao do
Fluxo de Ricci, temos que

CROY.ZW) = —g(DxA)Y, 2), W)+ o((Dy A)(X, 2), W)
+2RIC(DnyZ - DyDXZ - D[X7y]Z, W)
= —9(DxA)(Y, 2),W) +g((Dy A) (X, Z), W)

—2) R(X,Y, Z, ex)Ric(ex, W).

k=1

Utilizando a Proposicao 2.2, temos
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g(DxA)(Y, 2),W) = X(g9(AY,Z),W)) — g(A(Y, Z2), DxW)
g(A(DxY. 2). W) — g(A(Y, Dx Z), W)

—  X(=(DyRic)(Z, W) — (DsRic)(Y, W) + (DwRic)(Y. Z))
gAY, 2), DxW) — g(A(DyY. 2).W) — g(A(Y. DxZ), W)
—(DxDyRic)(Z,W) — (DyRic)(Dx Z,W) — (DyRic)(Z, DxW)
DxDzRic)(Y,W) — (DzRic)(DxY,W) — (DzRic)(DxY, W)
DxDwRic)(Y, Z) + (DwRic)(DxY, Z) + (DwRic)(DxY, Z)
Dp,vyRic)(Z,W) + (DzRic)(DxY, W) — (DwRic)(DxY, Z)
+

(
—(
+(
(
+(DyRic)(Z, DxW) + (DzRic)(Y, DxW) — (Dp,wRic)(Y, Z)
(
(
(
(

+

DyRic)(DxZ, W) + (Dp, zRic)(Y, W) + (DwRic)(Y, Dx Z)
—(DxDyRic)(Z, W) + (Dp,yRic)(Z, W) — (Dx DzRic)(Y, W)
Dp, zRic)(Y, W) + (Dx DwRic)(Y, Z) — (Dp,wRic)(Y, Z)
— (D% yRic)(Z, W) — (D% 4Ric)(Y, W) + (D% wRic)(Y, 2).

+

+

Analogamente, temos que

9(Dy A)(X, 2), W) = ~(D3 xRic) (Z, W) — (D} zRic) (X, W) + (D}, Ric)(X, Z).

Observando que

(D% yRic)(Z, W) — (D} xRic)(Z,W) = > R(X,Y,Z, e)Ric(er, W)

k=1
n

+ Z R(X,Y, W, er)Ric(Z, ex),

k=1
concluimos o resultado desejado.

O

Defini¢ao 2.4. Dado um tensor de curvatura R, definimos o (0,4)-tensor Q(R) por

QR)IX,Y,Z,W) = > R(X,Y,epe)R(Z, W, ep,e)

p,g=1

+2 ) " R(X, e, Z e R(Y, e, W, ey)

p,g=1

—23 " R(X, e, W,e)R(Y, ey, Z, €y),

p,g=1

onde X,Y, Z,W sao campos em M.
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Proposicao 2.4. Considere X,Y, Z, W campos fixados em M. Entao

(D% Ric) (Y,W) — (D% wRic) (Y, Z)
— (D34 Ric) (X, W) + (D3 Ric) (X, Z)
= (AR)(X,Y,Z, W)+ Q(R)(X,Y,Z,W)

— > Ric(X, ex)R(ex,Y, Z,W) = Y Ric(Y, ex) R(X, ex, Z,W)
k=1 k=1

Demonstracao.
Note que
Z(Dgf,ekR)(eku Y7 Z7 W) - Z(DszR)(ek‘? }/, Z7 W)
k=1 k=1

= Z R(Xv €k, €k, GZ)R(GZ,Y, Z> W) + Z R(Xa elev 61)R(€k,€l, Z7 W)

k=1 k=1

+> R(X,er, Z.e)Rley,Y,e, W) + > R(X,ex, W,e)Rer, Y, Z,e1)  (2.2)

k=1 k=1
e
Z(D;ekR)(ek’ X’ Z’ W) - (ng,YR) (6k7 Xa Za W)
k=1 k=1

= Z R(K ekaekael)R(elaX7 Z7 W) + Z R(Y7 6kaX7 61)R(€k,6l,Z, W)

k=1 k=1

+ Z R(Y7 €k, Z7 el)R(ekaXa €, W) + Z R<Y7 €k, VV) el)R(ekaX> Z> 6[)- (23)

k=1 k=1

Subtraindo (2.3) de (2.2), utilizando as relagdes de simetria do tensor curvatura e a
1% Identidade de Bianchi, obtemos

n n

Z<D§(76kR>(€k’Y7 Z’ W) - (ng,XR)<ek7Y7 Z? W)
k=1 k=1

n

> (D} R)(ex, X, Z,W) + Y (D2, yR)(ex, X, Z, W)
k=1 k=1
= Q(R)(X,Y,Z, W)

—> Ric(X,e))R(e1, Y, Z, W) = > Ric(Y,e)R(X, &1, Z, W). (2.4)
=1 =1

34



Utilizando a 2% Identidade de Bianchi e fazendo um céalculo similar ao feito na pro-

posicao anterior, podemos obter que

n

> (D% R)(en, Y, Z, W)

k=1
= Z(Dg(,ZRxek» Y,ep, W) — Z(D%WRM@C? Y, ey, Z)
k=1 k=1

= (DX Rie)(Y, W) — (DX yRic)(Y, Z).

Analogamente, temos
> (D3 R)(ex, X, Z,W) = (D} ,Ric) (X, W) — (D} Ric)(X, 2).
k=1

Usando a 2% Identidade de Bianchi também temos que

n n

Z(ng»XR)(ek’ Y’ Z’ W> o Z(Dzk,YR) (ek> Xa Z7 W)

k=1 k=1

€k,Ck

_ i(m RY(X,Y,Z,W) = (AR)(X,Y, Z,W).

Substituindo (2.5), (2.6) e (2.7) em (2.4), chegamos ao resultado desejado.

Corolario 2.1. Considere X,Y, Z,W campos fixados em M. Entao

%R(X, Y, Z,W) = (AR)(X,Y,Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W)

= " Ric(X, ex)R(ex, Y, Z,W) = > Ric(Y, ex)R(X, ex, Z, W)
k=1 k=1

— " Ric(Z,ex)R(X,Y, e, W) = Y Ric(W, ex)R(X,Y, Z, ex).
k=1 k=1

Demonstragao.
Segue diretamente das Proposicoes 2.3 e 2.4.
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A partir de agora, usaremos o chamado truque de Uhlenbeck como forma de simplificar
as equagoes de evolugao obtidas para o tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci.

Para isto, considere E como sendo o pull-back do fibrado tangente T'M pela projecao
canonica (p,t) — p. Desta forma, a fibra de E sobre qualquer ponto (p,t) € M x (0,T)
sera dada por E, ) = T,M.

Sobre o fibrado E existe uma conexao natural que estenderé a conexao D de M a T’ M.
Se denotarmos por D esta conexao, para cada secao X de E, definimos adicionalmente

0 S
DpX =X = > Ric(X, ex),
k=1
onde {ey, ey, ...,e,} ¢ um referencial ortonormal com respeito a métrica g(t). Como

forma de enxugar a notacao, representaremos Do = Dy;,.
ot

Proposigao 2.5. A conexdo induzida D sobre o fibrado de Uhlenbeck é compativel com
a métrica g em .

Demonstragao. Considere X e Y como sendo campos em M, que podemos supor
independentes do tempo. Temos que

Dag(X,Y) = £o(X.¥)) =g (DX, Y) = g (X, DoY)
~ Dy (— ;RM, cx)en Y)
—g (X, - é Ric(Y, ek)ek>
_ %(g(x, Y)) + i Ric(X, ex)g(ex, Y) + Ric(Y, ex)g(X, ex)
_ %(g(X, Y)) + 2Ric(X, Y)
_ 0

pois g é uma solucao do fluxo de Ricci. Isto comprova que D é compativel com a
métrica.

O

Proposicao 2.6. Para todos os campos X,Y, Z, W em M, temos que

(DoR)(X,Y, Z,W) = (AR)(X,Y, Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W).
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Demonstracao. Assumindo que os campos X,Y, Z, W sao campos independentes do

tempo, temos que

0

(DoeR)(X,Y, Z,W) = —(R(X,Y,Z,W)) — R(DX.,Y,Z,W) — R(X,Dp,Y, Z,W)

ot
—R(X,)Y, Dy Z, W) — R(X,Y, Z, Dg;WV)
0

= 5 (RXY,ZW))+ > Ric(X, ex)Rer, Y, Z,W)
k=1

+3 Ric(Y, ex)R(X, e, Z,W) + Y _Ric(Z, ex)R(X, Y, e, W)

k=1 k=1

+> Ric(W,er)R(X,Y, Z, ex)
k=1

= (AR)(X,Y,Z, W)+ Q(R)(X,Y,Z W).

Na ultima igualdade utilizamos o Corolario 2.1.

Proposicao 2.7. O tensor de Ricci de g(t) satizfaz a equagio de evolugao

(Do Ric)(X,Y) = (ARic)(X,Y) + 2 i R(X, ey, Y, e,)Ric(ey, eq),

p,q=1

para todos campos X,Y em M.

Demonstragao. Como

Ric(X,Y) =Y R(X, e, Y, ep),
k=1

segue diretamente da Proposicao 2.6 que

n

(DarRic)(X,Y) = (ARic)(X,Y) + Y Q(R)(X, ex, Y, ex).

k=1
Utilizando a defini¢ao de Q(R), vemos que
ZQ<R>(X7 ek7Y7 €k> - Z R(X7 ek7ep7€q)R(Y7 ek7ep7€q)
k=1 k,p,q=1
+2 Z R(X, ey, Y, eq)R(ek, €y, €k, €q)
k,p,q=1
-2 Z R(X, ey, e, eq)R(Y, eq, €k, €p).
k,p,q=1
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Por outro lado, utilizando a 1* Identidade de Bianchi e as simetrias do tensor de
curvatura temos

+2 Z R(X, e, e, eq)R(Y, eq, e, €p)

k,p,q=1
= Z R(X, ey, e, eq)R(Y, eq, €1, €p) + Z R(X, ey, eq,ex)R(Y, er, eq,€p)
k.p,q=1 q,p,k=1

= Z R(X, ey, er,eq)[R(Y, eq. €k, 65) — R(Y, ex, €4, €p)]

k,p,q=1

= Z R(X,ep, e, e)R(Y, ey, ex, €).

k,p,g=1

Assim,

3

Q(R)(X,ex, Y,ep) = +2 Z R(X, e, Y, eq)R(ek, ep, €, €q)

k=1 k,p,q=1
n
= 2 Z R(X, e, Y, e,)Ric(e,, eq).
p,g=1

Substituindo a identidade acima em (2.8), chegamos ao resultado almejado.

O
Corolario 2.2. A curvatura escalar de g(t) satisfaz a equagdao de evolugao
0
—scal = Ascal + 2| Ric|?
T | Ricl
Demonstracao. Como
scal = Z Ric(eg, ex),
k=1
A assertiva segue diretamente da Proposi¢ao 2.7.
O

Corolario 2.3. O tensor trago livre de Ricci de g(t) satisfaz a equagao de evolugao

(Dox Ric)(X,Y) = (ARie)(X,Y)+2 Y R(X,ep,Y,e,) Ric (e, e,)

p,q=1

2 0 2, o
+=scal Ric (X,Y) — =| Ric [*g(X,Y).
n n
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Demonstracao. Como

o 1
Ric (X,Y) = Ric(X,Y) — —scal - g(X,Y),
n
a assertiva segue diretamente das Proposicoes 2.6 e 2.7 e do Corolario 2.2.

O

Agora, utilizaremos o principio do maximo escalar para caracterizar solugoes do fluxo
de Ricci.

Proposicao 2.8. Considere (M, go) uma variedade riemanniana compacta com scaly, >
0, para todos os pontos p € M. Entao, se g(t), t € [0,T), € solu¢io do fluro de Ricci
com g(0) = go temos que scal,, > 0, para todos os pontos p € M e todo t € [0,T).

Demonstracao. Pelo Corolario 2.2 ja vimos que

2scaul > Ascal,
ot

para todos pontos p € M e todo t € [0,T). Portanto a assertiva segue do Principio
do Maximo escalar (cf. Teorema 1.5).

O

Proposicao 2.9. Suponha que (M, gy) € uma variedade riemanniana compacta, g(t),
t € [0,T), € solugao do fluro de Ricci com g(0) = go e infy; scal,, = o > 0. Entao
T < 5= einfy scalyyy > 2= para todo t € [0,T).

n—2at’

Demonstracao. Antes de mais nada, lembre que
.12 O 2 1 2 1 2
[Ric|* = | Ric |* + —scal® > —scal”.
n n

Defina a fungao ¢ : M x [0,7), com 7 = min {T, %}, por

no

Y(p,t) = scalyy (p) —

Observe que Ay = Ascal. Usamos o Corolario 2.2 para obter que

n —2at

0 2na’
—1 = Ascal + 2|Ric|? - ——
ot scal + 2[Ric| (n — 2at)?
2 2 2
> A+ Zscal’ — = ( na )
n n \n—2at

= A@Z)—i—z(S(zaH— na )1/},
n

n — 2at

em M x [0,7). Segue da definigdo de a que
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¥(p, 0) = scaly) —a > 0.

Assim, utilizando o Principio do Maximo escalar (cf. Teorema 1.5), inferimos que
¥(p,t) > 0,Vt € [o,7) e todo p € M. Dai, concluimos que
na
infscal ;) > ———
M 90 =y oat’
para todo t € [0, 7).
Se supossemos que 5~ < T, terfamos que 7 = 7= e assim

lim h(p,t) = —o0.

t—T1

Isto seria um absurdo visto que h(p,t) > 0, V(p,t) € M x [0, 7). Portanto, T' < 5-.

2.3 [Estimativas de Shi e Solugcoes Maximas

Esta secao tem como objetivo estabelecer estimativas para as derivadas covariantes do
tensor de curvatura sob o fluxo de Ricci. Estas estimativas, que foram primordialmente
obtidas por W. X. Shi em [33], servirao principalmente para determinar um critério para
caracterizar as solu¢oes maximas do Fluxo de Ricci.

Ao que compete esta secao, dados dois tensores A, B, denotaremos por A* B qualquer
expressao bilinear em A e B.

Lema 2.1. Considere M uma variedade riemanniana compacta e g(t), t € [0,7), uma
solucao do Fluzo de Ricci em M. Entao

o noo .
—D"R=AD"R+Y D'R+D" 'R
ot TP !

onde m > 0 € inteiro.

Demonstragao.
Faremos esta demonstracao por inducao.
Se m = 0, a demonstracao segue diretamente do Corolario 2.1.
Suponha agora que m > 1 e

a m—1 ' '
ZD"'R=AD" 'R+ Y DR+« D" 'R.
ot * ;) *

Aplicando a derivada covariante em ambos os lados, vemos que

a m—1 _ m—1 = 7 m—i—1
D (atD R> — D(AD R)+;D(DR*D R). (2.9)
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Considerando €7 = max {C(0,n),C(1,n),...,C(m —1,n)} e .
temos que

Observe que
D(DZR % Dm—i—lR) — Di-i—lR % Dm—(i-{—l)R + D'LR % Dm—'LR
e, utilizando a Proposi¢ao 2.2,

d m—1 _8 m m—1
D<§D R)_ED R+DR*xD™ 'R

Além disso, utilizando a Observagao 1.2, temos que
D(AD™'R) = A(D™R) + DR+ D™ 'R+ Rx D™R.
Substituindo (2.10), (2.11) e (2.12) em (2.9), concluiremos que

0 no .
—D™R =AD" E D'Rx D™
BT R R+ 2 R * R

sup |Rg(t)| <77t
M

(2.10)

(2.11)

(2.12)

O

Proposicao 2.10 (W. X. Shi, [33]). Considere M uma variedade riemanniana compacta
de dimensao n e g(t), t € [0,7], uma solu¢io do Fluzo de Ricci em M. Suponha que

para todo t € [0,7]. Entdo, para cada m > 0, eziste uma constante C = C'(m,n) > 0,

dependendo apenas de m e n, tal que

sup |[D™ Ry|* < O™,
M

para todo t € (0, 7).

Demonstracao.

Novamente, demonstraremos por inducao.
Para m = 0, a assertiva segue da hipoétese da proposicao.

Suponha, agora, que m > 1 e que a assertiva ¢ valida para todo 0 < | < m — 1.

0 m—1 2 9 m—1 m—1
S0 R _2<8tD R, D™ 'R

= 2(A(D™'R),D™'R)

m—1
+2 <Z D'R % D™ 7R, Dm‘1R> .

1=0

Observe que
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2(A(D™'R), D" 'R) 2(¢g" D;D;D"™ 'R, D™ ' R)

= ¢YD;(2(D;D™ 'R, D" 'R)) — 2¢"(D;D™ 'R, D;D"™ ' R)
= ¢“Dy(D;j(D™'R,D™'R)) — 2(D™R, D™R)

= A(D™'R,D™'R) —2||[D™R|?

= A|D™'R|? - 2||D™R|. (2.14)

Como a operacao * é continua, é possivel encontrar uma constante K que depende
da dimensao n de M e do modo como definimos *(em nosso caso, K depende de n e de
m), tal que ||A x B|| < K| Al|||B||. Assim segue de (2.13), (2.14) e da desigualdade de
Cauchy-Schwartz, que existe uma constante Cy > 0 tal que

a m— m— m = % m—1—1 m—
510 'R|> < A|D™'R|* = 2| D" R|* + C2 Y | D'R||| D™D R,

=0

para todo t € (0, 7].

Dai, utilizando a hipétese de inducgao, encontramos uma constante C3 > 0 tal que

%HDm—IRW < AHDm—lRHQ B 2||DmRH2 + 03<7_—2t—i)%(7_—2t1+i—m)%(T—2t1—m>%
< A||D™'R|? = 2||[D™R||* + Csr 3™
Como t € (0, 7], temos que t771 < 1, donde
0
aupmflmﬁ < A|D™'R|? = 2||D™R||* + Csr 2™ (2.15)

Raciocinando de maneira analoga, podemos encontrar constantes Cy e C) tais que

9 m m m < 7 m—1i m
510 R|* < A|D™R|*=2| D™ R|* +Cy ) |ID'R||| D™ R||| DR
i=0
< A|D™R|?+ CyrY|D™R|* + Cim 't~ | D™R]|.
Tomando Cs = max {Cy, C}}, temos que
0 —m
S IPTRI? < AIDTR|® + Cs(t7 DM R|? + 7't [ D™ R]]). (2.16)
Defina agora uma func¢ao F : M x [0,7] — R por
1
F(z,t) = t"|D™R||* + 5(Cs +m+ 2)t™|| D" R

Temos que
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0 mt™ 1

5 = (m+1)tm!\DmR\!2 tm“ (D™ RI”) + (C5 +m+2)|[D" 7 R|*

ot 2
(05 +m+ 2) (HD’” 'R|)
< (m + 1)tm||DmR||2 t" YA D™R||? + Cst Y| D™R||? + Cs7~ 1t~ |D™R]|)
+7(Cs +m+ 2)(A[|[D™H? = 2| D™ R|* 4 Cyr~2t7™)
tm—l
= AF + C5t™||D™R||> + Csm— 15+ D™R|| + (m + 1)t™|| D™ R)||?
72
™ (Cs +m + 2)| DR + Cs(Cs +m + 2)— 5
+—(C5 +m +2)t" | D™ R||?
2
m C. C
< AF —t™||D™R|? + Cs7~ 't % || D™R|| + 73(05 +m+2)7 2+ 127”(05 +m+2)72
Como
C, e
t"| D™ R[] + Cs7~'t% |D™R|| = <t ?|DmR| - = _1) - fT_Q (2.17)
2
< %7—2 (2.18)

segue que podemos encontrar uma constante Cg > 0, que depende apenas de m e n
tal que

0
—F<AF -2
8t >~ + 067—

Como F(z,0) = 0, para todo = € M, segue do Principio do Maximo escalar (cf.
Teorema 1.5) que

F(x,t) < Cet 2,
para todo (x,t) € M x [0,7]. Lembrando da definigdo de F', temos que

t" D™ R|| < F(x,t) < Ce 2t

para todo (x,t) € M x [0, 7], de onde concluiremos que

|D™R||* < Cer™ 2™,
para todo (z,t) € M x [0, 7].
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Corolario 2.4 (W. X. Shi, [33]). Considere M uma variedade riemanniana compacta de
dimensao n e g(t), t € [0, 7], uma solugao do Fluzo de Ricci em M. Suponha que

sup | Rgp)| < L
M

para todo t € [0,7]. Entdo, para cada inteiro m > 0, existe uma constante C' =
C(m,n) > 0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup |Dng(t)|2 S CT_m_2,
M

para todo t € (1/2,7].

A partir de agora, consideraremos um tensor suave H em M que satisfaz uma equacao
de evolugao

%H: AH+ R+ H. (2.19)

Procedendo da mesma forma que anteriormente, encontraremos estimativas para as de-
rivadas covariantes do tensor H.

Lema 2.2. Considere M uwma variedade riemanniana compacta e g(t), t € [0,7], uma
solug¢do do Fluro de Ricci em M. Se H é um tensor suave em M satisfazendo (2.19),
temos

o noo ,
ZD"H = A(D™H DR« D™ [
gy (D™H) + ; x

Demonstragao. Seguindo os moldes da demonstracao do Lema 2.1, demonstraremos
por indugdo. Se m = 0, o resultado segue da identidade (2.19).

Se supomos a afirmagao valida para a derivada covariante de ordem m — 1, m > 1,
temos que

D (%Dm‘lH) = D(A(D™'H)) + ; D(D'R* D™ ""'H). (2.20)

Procedendo como na demontracao do Lema 2.1, temos que

o) o)
—D™"H =DR+«xD™'H+D|-D"'H 2.21
ot * * (875 ) ’ (221)
D(A(D™'H))=A(D™H)+ R+« D"H + DR* D™ 'H (2.22)
(§]
D(D'R* D™ " 'H)= D" Rx D" " 'H+ D'R* D™ "H. (2.23)

Substituindo (2.21), (2.22) e (2.23) em (2.20) chegamos ao resultado desejado.
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O

Proposicao 2.11. Considere M uma variedade riemanniana compacta de dimensdo n e
g(t), t €0, 7], uma solu¢io do Fluzo de Ricci em M. Suponha que H € um tensor suave
em M satisfazendo

0

Além disso, suponha que

sup [Ryp| <77,
M

sup || H| < A,
M

para todo t € [0,7]. Entdo, dado qualquer inteiro m > 0, existe uma constante
C = C(m,n) > 0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup || D™ H|[* < CA*t™,
M
para todo t € (0, 7].

Demonstracao. A demonstragao sera por indugao sobre m. Se m = 0, a assertiva
segue da hipotese da proposicao.

Supondo a afirmacao valida para todo 0 < k > m — 1, m > 1, sera possivel encontrar
uma constante C; > 0 tal que

sup |DFH|| < O A%, (2.24)
M

para todo 0 < k>m —1et € (0,7). Pela Proposigao 2.10, é possivel encontrar uma
constante Cy > 0 tal que

sup | DFR||* < Cot #1772 < Copt 772, (2.25)
M

Procedendo como na demonstracao da Proposicao 2.10, usamos o Lema 2.2 e as
desigualdades (2.24) e (2.25), para encontrar constantes Cs3, Cy > 0 tais que

%(HDmlHHQ) < (A™'H) — 2| D™H||* + C3A*t™™ (2.26)

9
ot
se (z,t) € M x (0, 7]. Definindo uma fungao G : M x [0,7] — R por

(ID™H|?) < (A|D™H|?) + Cat ™| D™ H||* + CasAt =Y D™ HI|, (2.27)
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1
G(x,t) = "N D™ HIP + 5 (Ca+m + 2)¢™ [ D™ HIP,
as desigualdes (2.26) e (2.27) nos permitirado provar que

%G(x,t) < AG(x,t) + C5A?,

para alguma constante C5 > 0. Como G(z,0) = 0, para todo x € M, segue do
Principio do Méximo escalar (cf. Teorema 1.5) que

G(z,t) < CsA?t,
para todo (x,t) € M x [0,7]. Lembrando da defini¢do de G, temos que
" DMH|? < G(x,t) < C5A*,
para todo (x,t) € M x [0, 7], de onde concluiremos que
|ID™H||* < C5A*t™,
para todo (z,t) € M x (0, 7].

O

Corolario 2.5. Considere M uma variedade riemanniana compacta de dimensio n e
g(t), t €0, 7], uma solu¢io do Fluzo de Ricci em M. Suponha que H € um tensor suave
em M satisfazendo

0
EH—AH—FR*H.

Além disso, suponha que

sup [Ryp| <77,
M

sup [[H|| < A,
M

para todo t € [0,7]. Entdo, dado qualquer inteiro m > 0, existe uma constante
C = C(m,n) > 0, dependendo apenas de m e n, tal que

sup |[D™H||> < CA*7~™,
M
para todo t € (1/2,7].

O préximo resultado é uma importante aplicacao das estimativas de Shi que permite
caracterizar as solu¢oes méaximas do fluxo de Ricci:
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Teorema 2.2 (Hamilton, [17]). Considere M wma variedade riemanniana compacta e
g(t),t €[0,7), a solugao mazximal do Fluzo de Ricci em M. Suponha que T < 0o. Entao

lim sup(sup || Ry ||) = oo.
t—=T M

Demonstragao. Supondo que a afirmacao do teorema é falsa, teriamos que
limsup(sup || Ryp)||) < K < oo,
t—T M
para alguma constante K > 0. Assim, utilizando o Corolario 2.4, terfamos que
sup sup [[D™ Ry )| < oo,

tel0,T) M

para m = 1,2.... Assim, se escrevemos w(t) = —2Ricy) e consideramos o fluxo de
Ricci, 2¢(t) = w(t), teremos que

sup_sup || D"w(t)]| < oo,
tel0,T) M

para m = 0,1,2.... Segue do Teorema 1.3 que as métricas g(t) convergem em C*
para uma métrica suave g(7'), quando ¢ — T'. Como ¢(T") é uma métrica suave, existe
uma solugao do fluxo de Ricci g(t), t € [0,¢), tal que g(0) = g(7T).

Assim, como ¢(t) — g(T') suavemente, segue que

i(t) g(t), se 0<t<T
gt—=T), se T<t<T+e

¢ uma solugao do fluxo de Ricci suave e tal que §(0) = go. Isto contradiz a maximili-
dade de T.

O
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Capitulo 3

O Fluxo de Ricci em S?

Neste capitulo, comentaremos alguns resultados devidos & Hamilton, acerca do fluxo
de Ricci em superficies com curvatura escalar positiva. Os calculos deste capitulo serao
feitos na esfera (S?,g) com curvatura escalar positiva. Como veremos no decorrer do
capitulo, as assertivas podem ser estentidas a qualquer superficie de caracteristica igual
a da esfera S?.

Teremos como resultado principal um Teorema de Hamilton ([19]) que assegura que
o fluxo de Ricci na esfera converge a uma métrica de curvatura escalar constante, apos
um rescalonamento. O ingrediente principal para a demonstracao deste teorema é a
monoticidade do funcional entropia de Hamilton que sera definido na secao 2.

A partir deste teorema, demonstraremos uma versao do Teorema Diferenciavel da
Esfera em superficies que dird que toda superficie compacta de curvatura seccional posi-
tiva é difeomorfa & esfera ou ao espago projetivo. Salientamos que nao faremos o uso do
Teorema da Uniformizacao de Riemann para a demonstracao deste resultado.

3.1 Solitons de Ricci Gradiente em S?

O objetivo principal desta se¢ao é demonstrar que qualquer soliton de Ricci gradiente
em S? possui curvatura escalar constante. Salientamos que os resultados deste capitulo
podem ser estentidos & qualquer soliton de Ricci gradiente.

Lembre que uma variedade (M, g) ¢ dita um soliton de Ricci se existe uma constante
p e um campo & tal que

. 1
Ricy + E-Zég = pg

Um soliton de Ricci gradiente em S? é um soliton de Ricci tal que existe uma funcao
f:S? — R com & = Df. Observando que

g(DxDf.Y) = X(g(Df,Y)) = g(Df, DxY) = X(Y(f)) = DxY(f) = D*f(X,Y),

e, portanto,
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og/ﬂng(Xa Y) - g<DXDf7Y) +g(X7 DYDf) = 2D2f(X7 Y)7
vemos que num soliton de Ricci gradiente é satisfeita a identidade
Ric, + D*f = pg. (3.1)
Observagao 3.1. Dada uma base ortonormal {e1, e} de R? considere m o plano gerado
por {e1, e2} € sua curvatura seccional
K(ﬂ-> = Kl? = R(ela €2, €1, 62)-

Dados dois campos X = X'e; e Y = Y7e; numa variedade bidimensional M, temos

2
Ric(X,Y) = > R(X,eY,er)
k=1

2
= Y X'YIR(ei, ex, ¢, €x)

k=1
= XinR<€i,€1,€j,€1>+XinR(€i,€2,€j,€2)
= X2Y2R<€2,61,62,€1)+X1Y1R(61,€2,61,62)
= Klgg(X,Y)

Por outro lado,

2 2
scal = Z Ric(eg, ex) = Ko Zg(ek, er) = 2K
k=1 k=1

Dai, K5 = %al e portanto Ric = %alg.
O
Como S? ¢ uma variedade bidimensional, podemos escrever (3.1) como
D*f = (p - %scalg> g. (3.2)

A partir de agora, considere (S?, g) um soliton de Ricci gradiente. Além disso, seja
J qualquer estrutura complexa em S?, compativel com a métrica g. Isto significa que
J:TM — TM ¢ um endomorfismo tal que J? = —1I, g(JX,JY) = g(X,Y) e DJ = 0.
J age como uma rotagao de 90V.

Lema 3.1. O campo de vetores J§ gera uwm grupo a 1-pardmetro de isometrias @y :
(§%,9) — (8% 9).
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Demonstragao. Temos que

Z3eg(X,Y) = g(DxJEY) + g(X, Dy JE)

9((DxJ)E + IDxEY) + g(X, (DyJ)E + J(Dy€))
(

(

9(JDx&,Y) + g(X, J(Dy€))
9(J*Dx¢&, JY) + g(J X, J*(Dy€))
= —9(Dx& JY) — g(JX, Dy¢)
= —g9(DxDf,JY) = g(JX,DyDY)
= —D?f(X,JY)— D*f(Y,JX)

= — (p — %seal) 9(X,JY) +g(Y, JX)]
— 0,

pois g(X,JY) = g(JX,J?Y) = —g(JX,Y).

Portanto, Zjg(X,Y) = 0, o que implica que J¢ é um campo de Killing. Portanto,
J¢& gera um grupo a 1-parametro de isometrias ¢; : (S?, g) — (S?, g). Para mais detalhes
sobre esta assertiva final consulte [27], pagina 251.

O

Considere p e ¢ dois pontos criticos de f. Denote por a = p — %scalg(p) e b =

p — 3scaly(q).
Dado v € T,S?, podemos escrever

(dpt)p - v =cosB(t) - v+ senb(t) - Ju,

onde 0(t) ¢ o angulo entre (dy;), - v e v. Temos que

d

Zdg), v =00 Tl(dg), o).

Além disso, se considerarmos V' um campo tal que V(p) = v, temos

%(d%)p Vo= g—Jﬁ(p)(d(pt)p -V
= —[(dey) -V, JE]|,
= Diagi),vJ§ = Diepy(dipr)p - v
= Dgy),»J€
= JDg,), €

Como g,(Dy&,v) = (D?f),(v,v) = alv|?, segue que Dgy,),..& = a(dgy), - v, donde
Dagy),vJ§ = aJ(dpy),-v. Lembrando que ¢(0) = id, segue que 6'(t) = a e #(0) = 0. Dai
concluimos que 6(t) = at. Em suma temos

(dpy), - v = cos(at) - v + sen(at) - Jv,Vt € R, Vv € T,S*. (3.3)
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e, analogamente,
(dps)g - v = cos(bt) - v+ sen(bt) - Ju,Vt € R, Vv € T,S*. (3.4)
Lema 3.2. Considerando t € R fizado, temos
at

bt
— €l <= p=1d<— —€c X
2T 2T

Demonstracao. Supondo que % € Z, vemos por (3.3) que, dado v € T,S?,

(dpt)p - v ="0.
Considerando a geodésica y(s) = exp,(sv), temos que 7(s) = y;(exp,(sv)) também é
uma geodésica, pois ¢; é uma isometria. Além disso,

’7(0) = @t(p) € ’V(O) = SOt(p) : (dexp)o U= (dgot)p - .
Dai, y(s) = exp,, ) (s(d¢pt), - v). Portanto,

pi(exp,(v)) = expy, ) (dpr), - v = exp,(v).
Como v foi escolhido arbitrariamente em 7,S?, segue que ¢, = id.
Reciprocamente, se ¢, = id, entdo dg;-v = v, Vo € T,S?. Utilizando (3.3), concluimos
que % € Z. A segunda equivaléncia segue analogamente.

O

Corolario 3.1. Sequindo as notacoes fixradas anteriormente, temos que a*> = b?.

Demonstragao.

Usando o Lema 3.2, temos que se a = 0, entao ¢, = id, V& € R. Em particular,
b/m € Z ebeZ,o que implica que b = 0.

Suponha agora que a,b # 0. Pelo Lema 3.2 temos que pan = Pan =@ _2m = id. Como
¢ é um fluxo, segue que

Por(ats) = P2r O P2x = id,
S a b

e
Pari—a) = P2x OP_2m = id.
ab a
Utilizando novamente o Lema 3.2, chegamos que b_T“, aT*b, bTT“, ‘ITH’ € 7. Dal,
b — a? -
€ 7 = a”|b7,
e
b? — a?
— € L= b*|a’.
a
Logo, a® = b,
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O

Proposigao 3.1. Considere (S?, g) um sdliton de Ricci gradiente. Entio g possui cur-
vatura escalar constante igual a 2p.

Demonstragao.

Considere p,q € S* como anteriormente. Seja 7 : [0,0] — (S?, g) uma geodésica de
velocidade unitaria com v(0) = p, v(0) = q e d(p,q) = 0. Considere o fluxo ¢; gerado
pelo campo J¢. Pelo Lema 3.1, temos que ¢; é uma isometria, donde concluimos que
para cada t € R, a curva s — ¢;(7(s)) é uma geodésica de velocidade unitéria.

Definamos agora um campo V' ao longo de v por

V(s) = o aua(s) .

com s € [0,0]. Como V & a restricao de uma campo de Killing & uma geodésica,
segue que V' é um campo de Jacobi (cf. Lema 26 em [27]). Usando que V' é um campo
de Jacobi, temos

= J¢

t=0

—59(V($),7(s) = g(V"(5),7'(5))

ds
= g(R(Y'(5), V)7'(5),7'(s))
= 0.

Assim g(V(s),7/(s)) = As+BeV(0) = V(o) = 0. Dai, concluimos que g(V(s),~/(s)) =
0, Vs € [0,0]. Isto significa que existe uma fun¢ao suave u : [0,0] — R tal que
V(s) u(s)Jv'(s), Vs € [0,0] e u(0) = u(c) = 0. Como 7 ¢ uma geodésica de velocidade
unitaria e J é uma estrutura complexa, temos

9RO\ V)V V) = wPg(R(Y, IV, JY)
= uzéscalg(fy(s)).

Como V' é um campo de Jacobi,

gV" V) +g(R(Y, V)Y, V) = 0

1
— u"ulJy|* + §scal u? = 0.
Portanto,
1
u”(s) + §u(s)scalg(’y(s)) =0, Vse[0,0]. (3.5)
Por outro lado, observando que
9(&l15): 7 (5)) = g(V(s), IV (s)) = u(s), Vs €[0,0],
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diferenciamos esta identidade com respeito a s e obtemos

(D?f)y(s) (7 (5),7/(5)) = u/(5).
Utilizando (3.3) e levando em conta que 7 tem velocidade unitaria, temos

p— %scalg(”y(s)) =u/(s). (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), teremos

u"(s) + pu(s) = u(s)u'(s). (3.7)
A identidade (3.6) também implica que

1
a=p-— §scalg(p) = /(0)

1
b=p— §Scalg(q) = u'(0).
Pelo Corolario 3.1 temos que a* = b?. Assim, v/(0)? = «/(0)?. Segue de (3.7) que

1 1

[ (s s = 5t w07 + Gpluto) o)) =0,

Isto implica que existe sy € (0,0) tal que u(sp) = 0. Como « é livre de pontos
conjugados (cf. o Teorema 10.15 de [22]), segue que u(s) = 0 para todo s € [0,0]. Em
particular, a = v/(0) =0 e b =u/(c) = 0. Pelo Lema 3.1 concluimos que ¢; = id, V¢t € R.
Assim

0
J¢(p) = PR

de onde concluimos que f ¢ constante e scal, = 2p.

(p) =0,Vp € §?

3.2 O Funcional Entropia de Hamilton

No que segue nesta secdo, considere gy uma métrica em S? com curvatura escalar
positiva e g(t), t € [0,T), a tnica solu¢do maximal para o fluxo de Ricci com métrica
inicial gg. Por conveniéncia, assumiremos que Vol(S?, go) = 8.

Lema 3.3. Segundo as condigoes acima impostas, temos que Vol(S?, g(t)) = 8m(1 — t).
Em particular, T < 1.
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Demonstragao. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet em S?, temos

KpdVol = 27x(S?)

82
1
— =scal,dVol = 4m
52 2
- scal,dVol = 8.

SQ

Além disso,

VOI(SQ,g(t)):/ dVoly :/ \detg(t)dudv,
s? U

onde U ¢ dominio para uma para uma parametrizacao de S?. Portanto,

L Vol(s2, g(t)) =

o (det g(t))dudv

/U 2\/detg dt

/UQ\/detg
1

= /itr(g - —2Ricy ) v/ det g(t)dudv
U

= /—tr( ) - Ricgy)+/det g(t)dudv
U

= — /S2 Scalg(t)d\/olg(t)

= 8.

r(g~'(t) - g'(t)) det g(t)dudv

Assim, Vol(S?, g(t)) = —8nt+ C. Para finalizar, como Vol(S?, g(0)) = 87, concluimos
que VOI(SQ,Q( ) = 8m(1 —1t).

O

A seguir, definiremos o funcional entropia de Hamilton e provaremos a sua monotici-

dade.
Definigao 3.1. Fizado t € [0,T), a entropia de g(t) é definida por
Et) = / scal - log(scal)d Vol + 8mlog(1l — t)
S2

Lema 3.4. Temos que E(t) >0, Vt € [0,T).

Demonstracgao.
Observando que a fungao g(x) = zlog(z) —x + 1, z > 0, tem valor minimo em x = 1,
temos a seguinte estimativa pontual
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(1 —t)scal - log((1 — t)scal) > (1 — t)scal — 1.
Observando que
E(t) = /82 scal - log(scal)dVol + 87 log(1 — t)
= /S2 scal - log(scal)dVol + /SZ scal - log(1 — t)dVol
= /82 scal - log((1 — t)scal)dVol,
temos, usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o lema anterior,

1
Et) > /scal——d\/ol
o 1—¢

1
= / scaldVol — Vol(S?, g(t))
. 1—¢

1
= _— — 1_
81 1_t87r( t)
= 0

O

Fixado t € [0,T'), o Teorema de Existéncia para o problema de Dirichlet implica que
existe uma funcao suave f : S — R, tinica a menos de adicao de uma constante, tal
que

1
Af = —— —scal. .
f T~ sea (3.8)

Pudemos usar este Teorema de Existéncia porque fs [%_t — scalg(t)} dVoly)=0.
Denote por M o traco livre da Hessiana de f, isto é,

M =D~ L(Af)g (3.9)

Ainda, para cada t € [0,7), definamos
M(t) = [ |M|*dVol. (3.10)
S2

Lema 3.5. Para cadat € [0,T), temos

scal

1
/ —\dscal]QdVOZz/(Af)deol—i— 2M(t)
S S2
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Demonstracgao.
Inicialmente, lembre do Teorema de Stokes

/ (Af)2dVol — — / g(d(AF), df)dVol
S2 S2

= —/ g <d (L — scal) ,df) dVol
o 1—1¢
= / g(dscal, df )dVol.
S2

Assim,

1
/—|dscal|2dVol—2/ (Af)QdVol+/ scal|df|*dVol
S s2 s2

2 scal

1
/—\dseal\deol—Q/ g(dscal,df)d\/ol+/ scal|df |*dVol
S2 scal S2 S2

1
= / ——|dscal — scaldf|*dVol
s

2 scal
> 0,

pois como scalyg) > 0, entao scalyyy > 0, VE € [0,7). Segue da Formula de Béchner
(ver [12] pagina 23), que
2/ (Af)2dVol—/ scal|df|2d\/01:2/ |D? f|*dVol.
2 s? 2

Unindo as desigualdades anteriores, temos

/ L]dscal[Qd\/'ol > 2/ | D? f|*dVol.
s2 scal s2

Observando que
9(M. g) = g"¢"* Mijgu, = 64,97 My; = ¢7* My; = tr(M) = 0,
chegamos que |D?f|> = |[M|? + %, de onde se conclui a desigualdade almejada.

U

Proposicao 3.2. Temos que LE(t) < —2M(t). Em particular, a fun¢do t — E(t) €
decrescente.

Demonstracao.
Como ja foi visto na se¢ao 2 do Capitulo 2, a curvatura escalar de g(t) evolui pelo
fluxo de Ricci em S? pela equacao

ascal = Ascal + scal®.
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Assim, se U é um aberto, dominio para uma parametrizacao de S?, temos

%5@) = /U %[seal -log(scal)/det g(t)]|dudv + %(871’ log(1 —t))

= / (Ascal + scal?) log(scal)y/det g(t)dudv + / (Ascal + scal®)y/det g(t)dudv
U U
8
— / scal - log(scal)scaly/det g(t)dudv — 1—7Tt
U _

8
= Ascalllog(scal) + 1]dVol +/ scal?dVol — —"_
S2 S2 1—-1
1 9 9 8m
= — [ ——ldscal|*dVol+ [ scal®dVol — —,
s2 scal 2 1—t

onde na ultima igualdade utilizamos o teorema de Stokes. Além disso, utilizando o
Teorema de Gauss-Bonnet e o Lema 3.3, temos

Af)*dVol = ! dVol — 2scal dVol + [ scal?dVol
2
SQ S2 ]. - t SQ 1 - t SQ

= ! 28(1 t) 28+/ 1dVol
= 1—¢ ™ 1_t7r SzSC& o

= ——+/ scal®’dVol.
t ' Je

Portanto,

d 1
—E&(t) = —/ —— |dscal|*dVol + / scal*dVol — ST
s2 scal s2 1—-1

» scal

1
= —/ —|dsca1|2d\/ol+/ (Af)*dVol.
S s2

Desta igualdade e do Lema 3.5, segue a proposicao.

Observacao 3.2. Numa variedade bidimensional temos
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2
’R|2 = Z R?jkzl

i:jzkzlzl
2 9
_ 2 2
= § lekl+§ RS
k=1 k=1
2 2
_ 2 2
= E R12k:l+§ R
fel=1 fel=1

2 2 2 2
= Z Rl + Z RSy + Z Rl + Z R3,y
=1 =1 =1 =1

= R%mz + 35121 + R%zm + Rgul

Em particaular, em S* temos que |Ryw| = |scalyw)|.

Proposicao 3.3. Temos que T =1 e

sup {(1 —t)sup scalg(t)} < 00 (3.11)
tel0,1) S2

Demonstragao.
Mostraremos inicialmente, que se [0,7") é o intervalo méximo onde esta definido o
fluxo de Ricci em S?, com condicao inicial go, temos

< 00 (3.12)

sup [(1 — t) sup scaly)
te[0,T) S2

Supondo que (3.12) ¢é falso, é possivel definir uma sequéncia de tempos t; € [0,7") por

ty, = inf {t € [0,T); (1 —t)supscalyy > Zk} :
S2

Escolha k suficientemente grande de forma que ¢, > 0. Como S? é compacta e scal é
continua, para cada k podemos escolher p;, € S? tal que

2k
1—t,

Segue do Corolario 2.4 das estimativas de Shi e da Observacao 3.2, que existe uma
constante uniforme N > 1 tal que

scaly(r,) (Pk) = sup scaly(y,) =
S

k 3
sup |dscalg(tk)|2 <N (1 > ,
S2 — 1

para todo k. Definamos agora as bolas
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11—t 11—t
Q=B <pk;, W) = {x € S dyy) (pr, ) < NE }

Segue da Lipschitz-continuidade de scal que, se tomamos = € €y,

|scalge,) (pr) — scalge,)(z)] < |dscalg,y|d(pr, )

3 1
< N k 21—t 2
- 1 —t k

[SIE

B k
Co1—ty
Assim,
: k k
nf scalyue(w) = sealyo () = 7= = 7
Dali,
klogk
/ scaly(,) log[(1 — tx)scaly,)|dVolyq,) > i gtk Vol(, g(tr)). (3.13)
o -

Lembrando que scaly,) > 0 e 0 <1, <1, Vk, conseguimos a estimativa pontual
(1 — ty)scalys,) log((1 — tg)scalyq,)) > (1 — ty)scalgy,) — 1> —1,

de onde obtemos

1
11—t

/ scalg(,) log((1 — tx)scaly,))dVolyq,) > — Vol(S?/Q, g(tr)) > —8m. (3.14)
S/,

Adicionando (3.13) e (3.14), obtemos

klogk
g(tk) = / scalg(tk) 10g((1 — tk)scalg(tk))d\/olg(tk) Z — 1 &
S2

/ VOl(Qk, g(tk)) — 8. (315)
— Uk
Como scalyq,y > 0 para todo k e S? ¢ uma variedade bidimensional, segue de um

teorema de Kligenberg (cf. [11], pagina 98) que o raio de injentividade de (S?%, g(tz)) &
limitado por

11—t
k

Pelo Teorema de Comparagao de Volume de Giinther e Bishop (cf. Teorema 1.1 do
Capitulo 1), temos

inj(S%, g(t)) >
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1—1,
VOl(Qk) > Vﬁ ( NK > ;

onde Vs(r) denota o volume de uma bola de raio r numa variedade M com curvatura
seccional constante igual a §. Explicitamente,

Vs(r) = QW/OTMCZS

COS\/S?“ 1
= 27T (— 5 —f—g)

Substituindo temos

Portanto,

k 1
1 > — —
1_tho (Q) > 27 (1 cos (“N)) > 0,

pois N > 1. Como a desigualdade vale para todo k, temos

lim
k—oo — tk

Vol(Qg(t)) > 0. (3.16)

Segue de (3.15) e (3.16) que £(t;) — oo quando k — oo. Isto contradiz a Proposicao
3.2. Dai concluimos a assertiva (3.12).
Para finalizar a demonstragao, mostraremos que 7' = 1. De (3.12), temos que

C
sup scalgy) > ——, (3.17)
s2 11—t
onde t € [0,T) é qualquer e C' é uma constante positiva.
Utilizando o Teorema 2.2 e relembrando a Observagao 3.2, vemos que se [0,T) é o

intervalo maximo de definicao do fluxo de Ricci, temos
lim sup(sup scaly(y) = +00. (3.18)
t—T S2?

De (3.17) e (3.18), temos
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lim sup
t—T -1

de onde se conclui que T = 1.

1

Proposicao 3.4. As métricas §(t) = 1759(t) possuem as sequintes propriedades:

(i) A curvatura escalar de (S?,§(t)) € uniformemente limitada para todo t € [0,1), bem
como suas derivadas covariantes de ordem superior;

(ii) O raio de injetividade de (S?,g(t)) € uniformemente limitado por bairo para todo
te0,1);

(iii) O didmetro de (S% g(t)) € uniformemente limitado por cima para todo t € [0,1).

Demonstragao.

(i) Segue da Proposicao 3.3 que

< 00.

sup {(1 — t) sup scaly(
te[0,1) S2

Como |R,,| = |scaly,|, segue do Corolario 2.4 que

sup {(1 — )™ sup |Dmscalg(t)|2} < 00.
tel0,1) g

Como scalg, = (1 — t)scal,,, a assertiva segue.
(ii) Segue de (i) e da Estimativa do raio de injetividade de Kligenberg.

(iii) Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia de tempos t; € [0,1) tais que

dlam<S27§(tk)) > k?
para todo k. Para cada k considere uma geodésica de velocidade unitaria -y :

0, k] — (S?, g(tx)), tal que dg,)(6(0), 1 (k)) = k. Agora nés definimos as bolas

. 1
Qi = {5 € §% dy) (e (i), ) < Z} :

para ¢ = 0,1,...k. Pelos itens anteriores, vimos que a curvatura escalar de
(S?, g(tx)) € uniformemente limitada por cima e o raio de injetividade de (S?, (¢x))
é uniformemente limitado por baixo. Segue da estimativa de volume de Giinther e
Bishop que
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1(r]r111n Vol(€ , g(t)) > e(k + 1),

para algum ¢ independente de k. Os conjuntos (2, ; sao disjuntos pois

xr € Q@k N Qij

— (@), 7) S 7 ¢ dyp((i),) <

o

= i—7j= dg(tk)(Vk@)a’Yk(j)) <

N —

Assim,

Vol(S ,gtk Qig,g(tr)) > e(k+1)

IIM»

Por outro lado, pelo Lema 3.3, Vol(S?, §(tx)) = 8, Vk. Se tomarmos k suficiente-
mente grande chegamos a uma contradi¢ao. Isto conclui a demonstracao.

O

Proposicao 3.5. Temos que

sup |(1 — t)scalyyy — 1| =0, quando t — 1.
S2

Demonstragao. Se a assertiva acima fosse falsa, seria possivel encontrar um ntamero
e € (0,1/2) e uma sequancia de tempos 71 € [1/2,1) tal que klim m=1e
—00

sup |(1 — 7x)scaly(r,) — 1| > ¢, (3.19)
SQ
para todo k.
A continuidade da fungao M(t), definida em (3.10), permite que para cada k escolha-
mos um nimero real ¢, € [27; — 1, 7%, tal que M(t) = inficpor, —1,,) M(t). Isto implica
que

Tk

2’7’k—1
para todo k. Segue do Lema 3.4 e da Proposicao 3.2 que fo t)dt < oo, de onde
obtemos
—00
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Pelas conclusoes tiradas na Proposicao 3.4, podemos utilizar o Teorema de Com-
pacidade de Gromov (cf. Teorema 6.9 de [32]), para garantir que ap6s passar a uma
subsequéncia, se necessério, as métricas g(tx) = g(tx)/(1 — t) convergem no sentido de
Cheeger-Gromov para uma métrica suave g em S%.

Usando as formulas de rescalonamento de métricas para §(tx) = g(tx)/(1 — tx), €

lembrando (3.9), temos

1 1 1
M = -9 t —scalg(t,) — ———¢g(t
1 g(tx) . 1.
= 5(1 — tk)gl_ltk Df?tk + Rng(tk) — 59(7%)

1

. ) 1.
5Zbd(tk) + Ricg) — 59(t),

onde D e Ricg,) representam, respectivamente, a Conexao de Levi-Civita e o tensor

de Ricci de g(ty). Por isto, temos

: 1 . 1_
Mg = l}g{.lo My(s,) = §$Df9 + Ricg — 59,

: (3.21)

onde D e Ricy representam, respectivamente, a Conexao de Levi-Civita e o tensor de

Ricci de g. Além do mais,

M3

Dai,

(1 —tp) M(ty)

Desta forma,

(1 —t) /82 ‘Mg(tk)’fl(tk)dVOlg(tk)
— (1 — tk)Q /S2 |Mg(tk)|§(tk)d\/olg(tk)

— /S2 ’Mg(tk)‘gg](tk)dVOIQ(tk)

k—o00
Jim /S My Vol
S2
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Isto implicara que M; = 0, e utilizando (3.21) segue que (S?, g) ¢ um soliton gradiente
de Ricci, pois

_ 1 1
D*f = (5 — Escalg) g.
Além do mais, a Proposigao 3.1 implicara que (S?, §) possui curvatura escalar cons-
tante igual a 1, e, por conseguinte, Vol(S?, g) = 8.

Como scaly,) = (1 —ty)scalye,) e € < 1/2, segue que, para k é suficientemente grande
e cada ponto de S,

I I
—1; < (1 —tk)scalg(tk) 1< T2
donde,
1 —2¢ 1+ 2¢
< 1 < .
=) —ty) — ) = T3 o)1 —t)

Como %scal = Ascal + scal?, podemos usar o Principio do Maximo e do Minimo

escalar junto com as desigualdades acima para garantir que

1 —2¢ < | < 1+ 2¢
scalyir,) < ,
(I—2)1—mp)+e(l—tp) — 9™ = 13 2)(1 = 1) — e(1 — t3)

para qualquer pontos de S?. Como 1 — #; < 2(1 — 73), concluimos que

1—2¢ 14+ 2¢
< scaly(r) < ,
< scalgny < 7

1—m7 k
para qualquer pontos de S®.. Como esta tltima assertiva contradiz (3.19), encontramos
um absurdo. Este absurdo conclui a demonstracao da proposicao.

U

3.3 Convergéncia para uma métrica de curvatura cons-
tante

Como feito previamente, suponha que gy ¢ uma métrica Riemanniana em S? com
curvatura escalar positiva e Vol(S?, go) = 87. Ainda mais, denote por g(t), t € [0,T), a
tnica solugdo maximal do Fluxo de Ricci com ¢(0) = go.

Lema 3.6. Considerando f a fung¢dao potencial definida em (3.8), isto €,

1
Af = T — scal,

temos que
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0 1

—f=A — C 3.22

5] = A+ (3.22)
onde C' € constante em relagcdo ao espago.

Demonstracao. Inicialmente, note que se ¢(t) é uma solugdo do Fluxo de Ricci e h é
uma func¢ao espacial suave, temos

0 o . .

ZUAR) = = (dih..

015( ah) ot (g” w)
= scalg"h;;
= scalAh.

Assim, utilizando (3.8), temos

0 1 0
a(Ag(t)f) = m ot

scal.

Isto implica que

1
scalAf + A (%f) = m — Ascal — scal®.
Utilizando novamente (3.8), temos
scal 9 0 1 9
— —scal® + A <§f> = e + AAf — scal”.

Mais uma vez por (3.8),

Af o\
—1—_t+A(§f) = AAJ,

de onde vemos que

0 1

Denotando por C' = C(z,t) = %f —Af— ﬁf, utilizamos o Teorema de Stokes para
ver que

0:/ CACdVol = —/|V(J|2d\/ol.
s2 S

Dai C' é constante em relac¢ao ao espago. Disto, concluimos (3.22).
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Lema 3.7. Para todos campos X,Y em S?, temos que
1
(AD*f)(X,Y) = Dxy(Af)+ 2scal- M(X, Y)+§X(scal)Y( f)

+o¥ (seal X(f) — 5 o(df dscal)g(X,Y ),

Demonstracao. Por questdo de abreviacao, escreva M = D?f. Considere p € S? e
{e;} um referencial ortonormal de T,,S*. Lembre das identidades

(1) Di(fij) = Difij — > RuizpDpf;
p=1

(2) Dlefij = Dlefij — Z leipfpj — Z lejpfip (Identidade de RiCCi);

p=1 p=1

(3) Riju = K12(040k; — 6ix0;1) em S?, onde K5 é a curvatura seccional de S2

Temos que

DyDifi; = Dy (Difkj - Rkijprf>
p=1

= DiDifi; — > Di(Ruisp) Dpf =Y Rijpfon
p=1 p=1

= DiDyfrj — Z Ruikp fpj — RrijpSpr — Z Dy (Ryijp) Dy f — Z Riijp fok
p=1 p=1 p=1

= Di(Djfuk = Y RujipDpf) — Riitp s

p=1
- Z Ryijp fpre — Z Dy (Rrijp) Dpf — Z Ryijp fok
p=1 p=1 p=1

= DiDjfrr — Z Dz’(Rkjkp)Dpf - Z Rejipfpi — Z Riikp fpj — Rhijp.fpk

p=1 p=1 p=1

- Z Dy (Ryijp) Dy f — Z Rijp fpk-
p=1 p=1

Somando de k = 1 até n na expressao acima, temos
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DiD;(Af)+ ) Di(Ricsp) Dpf = > Di(Ruigp) Dy f
p=1

k,p=1

—2 Z Ruijp for + Z(Ricjpfpi + Ricip fp;)

k,p=1 p=1

n 1 n
(Af)ij+>_ D (iscawjp> Dypf + Y (DR + DypRijri) Dy f
p=1 k,p=1

a 1 1
~2 ) Ryijpfor + 5 > " scald;, fri + 3 > " scaldy, fi

k,p=1 p=1 p=1

p=1

-2 Z Rkijpfpk + Scalfij

k,p=1

1 1 RS
(Af)” + §DiSCELlD]’f + §DjscalDif — 5 (Z Dp(scal)Dpf> 5@'

—2 ) " [K12(0kj0ip — Okp0is)] o + scal fi;

k,p=1
1 1 1
(Af)i; + §Disca1Djf + §DjscalDz-f — §g(dscal, df)d;;
—|—scal(fij - Af : (51]) + scalfij
1 1 1
(Af)lj + EDiSCELlef + EDjSCEllDif — §g(dscal, df)(szj + 2scal - M.

Disto, concluimos nossa assertiva.

O

Com o auxilio dos Lemas anteriores, calcularemos uma equagao de evolucao para o

Demonstracgao.

trago livre da Hessiana de f.

Lema 3.8. O tensor M satifaz a sequinte equag¢ao de evolugao:

1
DOQM:AM—I—l—tM—scal-M.

Por questdo de abreviacdo, escreveremos M = D>f e A(X,Y) = %DXY. Fixados

dois campos X e Y em S?, temos
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0— 0

5 M = 5 (X(Y(£) = (DxY)(F)
- X(Y(g—{)) - (DXY)(g—{) —AX,Y)(f)

- D4 (§) - A

Agora, usando a Proposi¢ao 2.2, calculamos

AX,Y)(S)

Assim,

9(A(X,Y),Df)
—(DxRic)(Y, Df) — (DyRic)(X, Df) + (DpRic)(X,Y)

— —X(Ric(Y, Df)) + Ric(DxY, Df) + Ric(Y, DxDf) — Y (Ric(X, D))

+Ric(Dy X, Df) + Ric(X, Dy Df) + Df(Ric(X,Y)) + Ric(Dp;X,Y)
+Ric(X, DpY)

1 1 1
-X (ascal -q(Y, Df)) + §Sca1 -g(DxY,Df)+ Escal -g(Y,DxDf)

y (%scal g(X,D f)) + %scal - g(Dy X, Df) + %scal - g(X, Dy Df)
_Df (%seal (X, Y)) + %scal - g(DpsX,Y) + %scal - g(X,Dp;Y)
— 5 X(scal)g(¥, Df) — Sseal - X(g(Y, Df)) + gscal - X(g(¥, D)
—5¥ (seal)g(X, Df) — scal - Y (g(X, Df)) + gseal - Y (g(X, D)
—i—%Df(scal)g(X, Y) + %scal . Df(g(X,Y)) %scal . Df(g(X,Y))

—%X(scal)Y(f) — %Y(seal)X(f) + %g(df, dscal)g(X,Y).

IMX.Y) = Diy(Af)+ o Dy f + g X(scall ()

—|—%Y(seal)X(f) — %g(df, dscal)g(X,Y).

Unindo este fato ao Lema 3.7, temos

Portanto,

CM(X,Y) = (AM)(X,Y) + %W(X, Y) — 2scal - M(X,Y).
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P 0 — 1[0
S MX.Y) = ZMX,Y) 2 lE(Af-g(X,Y))]

= (AM)(X,Y)+ %M(X, Y) — 2scal - M(X,Y),

2(Af g(X,)Y)) = % (%—t — scal) g(X,Y) + Af(—2Ricy)(X,Y))

1
= [m — Ascal — scalzl 9(X.Y)

N (ﬁ _ sca1> (—scalg(X,Y))
1

1
= —Ascal-g(X,Y) + T3 (m — scal) 9(X,)Y)

= A((Ag(X,Y)) + %_t(Af)g(X, Y).

Disto, concluimos o lema.

Lema 3.9. Fizado o € (0,1), existe uma constante positiva C' tal que

supss | MP? < O(1 — 1),
onde t € [0,1).

Demonstracao. Antes de mais nada, observe que

g(AM, M) = g7g"(AM)y My
= gijgkl (ZDuDuMzk> Mjl

= g7g" (Z Du(DuMiMy) = DuMikDuMﬂ>

= ¢7g" > Du(D.MyMj) — |[DM]*.

Ainda temos
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gungD (D My My) = g"g" <ZDuDuMzk “LZD M;. D, M )>
=>2g”g’“ZDu Dy MyMy) = g7g"> " D,Dy, MM
= A(IMP).
Isto significa que

g(AM, M) = SA(MP?) ~ DM

Agora, como « € (0, 1), pela Proposi¢ao 3.5 podemos achar um ntamero 1 € [0, 1) tal
que (1 —t)scal > @ em S? x [1 —n,1). Usando o Lema 3.8 e as observagoes anteriores,
temos

0
SIMP) = 2g(Dg M, M)

1
= (AM+1—M—scal MM)

2
= A(|M*) —2|DM* + 1—|My2 — 2scal| M |?
2 — 2«
1—

IN

A(IM?) = 2IDM[* + —— M,

em S?x[1—n,1). Usando o Principio do Méximo, concluimos que (1—¢)?>72*|M? < C,
para alguma constante positiva C'. Dai conclui-se o Lema.

U

Proposicao 3.6. Fizado a € (0,1), existe uma constante positiva C' tal que

1 \2
sup <scalg(t) — 1—) <C(1- t)?e2
o —t
Demonstragao.

Inicialmente, note que

2
2 Z (Diejl\/[)(ei, e;) = A(Af)+scalAf + g(dscal, df)

ij=1
1—¢

1 1
= A (— — scal) + scal (1—t — scal> + g(dscal, df)

1
tscal + g(dscal, df)

= —Ascal — scal® +

_ 0
Ot —t

scal + g(dscal, df ).
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Denotando H = (1—t)M e h = (1—t)scal — 1, temos pelo que foi visto anteriormente,

2

2 Z(DiejH)(ei,ej) = —%h +g(dh, df)

ij=1
Pelo Lema 3.9, temos que, fixado o € (0, 1), existe uma constante positiva C1, tal que
sup [H| < Cy(1—1t)%,
SQ
para todo t € [0,1). Pelo 3.8 temos que

DagH:AH—scal-H,

de onde, o Corolério 2.5 implica que existe uma constante positiva Cs tal que
sup |[D*H|* < Oy(1 — t)** 2
§2

Vt € [0, 1). Isto implica que existe uma constante positiva Cj tal que, Vt € [0, 1),

‘%h + g(dh, df)| < Cs(1 —1)>1.

Integrando a desigualdade acima de t a 7, temos

sup [h(p. )] < sup (g, )| + 2 [(1 1) — (1= 7)°], (3.23)

peS? q€es?

paratodot € [0,1)eT € [t,1). Assim, fazendo 7 — 1 em (3.23) e usando a Proposigao
3.5, obtemos

suph(p. ) < H(1— 1)
peS?2 (8%

— sup|(1 —t)scal — 1| < C(1—t)*
S2

1 \2
= sup (scal - —) < C(1—t)* 2,
o 1—¢

para todo ¢ € [0,1). Em nosso caso, C' = <,

«

O

Lema 3.10. Fize o € (0,1). Dado qualquer inteiro m > 1, podemos achar uma constante
positiva C' tal que

sup | D™ scalypy|* < C(1 —¢)** ™2
§2
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Demonstracao. Considere, como anteriormente, h = (1 — t)scal — 1. Observando que

%h = Ah + scal - h,

e, da Proposicao 3.6,
sup |h| < Ci(1 — 1),
S2
podemos usar o Corolario 2.5 para concluir que
sup |[D™h|? < Cy(1 — t)>* ™,
S2
para todo t € [0,1). Desta ultima desigualdade conclui-se o lema.

O

Teorema 3.1 (R. Hamilton). Considere go uma métrica Riemanniana em S* com cur-
vatura escalar positiva e Vol(S?, go) = 8m. Considere g(t), t € [0,T), a unica solugao
maximal do fluxo de Ricci com métrica inicial go. Entao T = 1, e as métricas rescalo-

nadas §(t) = t59(t) convergem em C* para uma métrica de curvatura escalar contante
wqual a 1.

Demonstracao.
Pela Proposicao 3.3 ja vimos que T = 1. Denotando por h(t) = 2§(t), temos

ot
b = 5 (1590

g9(t) 1
Ao 1o o 90)

1 1
= -1 (scalg(t) — m) g(t).

Fixado a € (0,1), vimos pela Proposi¢ao 3.6 que

sup [(1 — t)l_"‘ sup |h(t)|§(t)} < Q.
te[0,1) S2

Ainda mais, pelo Lema 3.10,

sup {(1 — t)lfa sup |D™h(t)|50) | < o0,
SQ

te[0,1)

para m > 1 inteiro. Portanto,

1 1
m 1 o m
/ D) gt = / (1= 02 DR et
0 o (1—1)

|
C/ < 00.
o (1—1)

72

IA



Desta forma, o Teorema de Convergéncia para métricas implica que as métricas §(t)
convergem em C™ para uma métrica g em S%. Utilizando a Proposicao 3.5, concluiremos
que g possui curvatura escalar constante igual a 1.

O

Para concluir este capitulo, daremos uma versao do Teorema Diferenciavel da Esfera
em superficies.

Teorema 3.2. Considere > uma superficie compacta munida de uma métrica riemanni-
ana gy com curvatura seccional positiva. Entao ¥ é difeomorfa a esfera S* ou ao plano
projetivo RP?.

Demonstracao. Como X é uma superficie, curvatura seccional positiva implica curva-
tura escalar positiva.

Se (X, go) ¢ uma superficie orientavel, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que ¥ é
homeomorfa & esfera e tem curvatura escalar positiva. Como os célculos realizados no
Teorema 3.1 dependem apenas da caracteristica, segue do Teorema 3.1 que ¥ admite
uma métrica com curvatura seccional constante igual a 1, logo é difeomorfa a uma forma
espacial esférica. Como Y é orientavel, segue que ¥ é difeomorfa a esfera.

No caso onde (X, gg) é nao orientavel, consideramos seu recobrimento duplo orientével
(3, m*go). Como 7 é uma isometria local, segue que (X, 7*gy) tem curvatura seccional
positiva e, pelo Teorema de Bonnet-Myers (cf. Teorema 1.2), é uma superficie compacta.
Além disso ¥ é orientavel. Utilizando os argumentos anteriores, serd possivel encontrar
uma métrica g, de forma que (X, go) tem curvatura seccional constante igual a 1. Por
outro lado, (X, gs) ¢ localmente isométrica a (¥, 7,gs). Como isometrias locais pre-
servam curvatura, segue que (X, T.gs) tem curvatura seccional constante igual a 1 e,
portanto, Y é difeomorfa a uma forma espacial esférica. Como 3 é nao-orientavel, segue
que ¥ é difeomorfa ao plano projetivo RP?.

O
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Capitulo 4

A Teoria de Hamilton

Com o intuito de estudar algumas propriedades do fluxo de Ricci, torna-se necessério
analisar algumas condi¢oes de curvatura que sao preservadas pelo fluxo. Neste capitulo,
desenvolvemos técnicas gerais para verificar que uma dada condi¢ao sobre a curvatura é
preservada pelo fluxo de Ricci. Estas técnicas serao baseadas no Principio do Méaximo
de Hamilton, que sera demonstrado na se¢ao 2 deste capitulo.

Na primeira se¢ao, abordaremos algumas propriedades do cones normais e tangente
de um conjunto convexo, bem como condi¢oes necessarias para que um conjunto seja
invariante por uma E. D. O.. Na segunda sec¢ao, apresentamos o principio do Maximo
de Hamilton. Na secao 3, introduziremos a crucial no¢ao de conjunto pincante e, através
das estimativas de Shi, descreveremos um critério geral de convergéncia para o fluxo de
Ricci. Por fim, aplicaremos este critério para obter o importante resultado de Hamilton
que afirma que toda variedade compacta de dimensao trés que admite uma métrica de
curvatura de Ricci positiva é difeomorfa a uma forma espacial esférica. Este resultado,
que foi primordialmente demonstrado em [17], € uma generaliza¢ao do Teorema da esfera,
visto que curvatura seccional positiva implica curvatura de Ricci positiva.

4.1 Os cones normal e tangente de um conjunto con-
vexo

No que segue a esta secao, V' denotara um espaco vetorial de dimensao finita munido
de um produto interno (-, -) que gera uma norma || - ||. Lembre que F' C V' é um conjunto
convexo se (1 —t)x +tye F,Vte[0,1]ex,ye F.

Definicao 4.1. Considere F' C V' um subconjunto convexo e fechado. Para cada y € F,
definimos o Cone Normal a F' em y por

N, F ={zeV;{xz—y,z) >0,Vr € F}.

Definimos também o Cone Tangente a F' em y por

T,F={zxeV;(z,x) >0,Vz € N, F'}.
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Observacao 4.1. Facilmente pode-se ver que NyF e T, F' sao conjuntos fechados e con-
vezos. Além disso, se y estd no interior de F' C V entao N, F = {0} e T,FF =V. De
fato, se y € int(F) e z € N,F, e > 0 tal que y — ez € F. Portanto,

(y—e2) —y,2) 2 0= —¢|lz[ > 0= 2=0
Logo NyF' =0 e T, FF=V.
O

Lema 4.1. Sejam F C V wum subconjunto convexo e fechado, y € F e z € V. Sao
equivalentes

(i) d(z, F) = |ly — =]
(ii) y—z € Ny F
Demonstracao.

(i) = (ii). Considere = € F'. Como F' ¢é convexo e x,y € F, segue que se s € [0,1],
entdo sz + (1 — s)y € F. Por (i) temos que

[sz+ (1= s)y — 2| = d(z, F) = |y — 2|
A igualdade ocorre para s = 0. Desta forma, s = 0 é um ponto de minimo da fungao

s+ 1/2||sz + (1 — s)y — z||>. Logo,

d
@=yy—2)=| llso+(-sly—z20

Como z € F foi tomado arbitrariamente, segue que y — z € N, F.
(ii) = (i). Supondo que y — z € N, F, temos que (x —y,y — z) > 0, para todo
x € F. Assim,

o = 2[* = lle =yl + 2(z — g,y — 2) + [ly — 2l > [ly — =",
para todo x € F. Como y € F', temos

d(z,F) 2 |ly — 2|l =2 d(z, F).
Disto, segue (ii).

0

Lema 4.2. Sejam F C V um subconjunto convexo e fechado de V., y € F ez € V. Se
d(z, F) = [ly — 2|, temos

0<d(z F)lly =zl +(z—y.y—2),
para todo Z € V.
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Demonstracgao.
Pelo Lema 4.1, segue que y — z € NyF. Assim, se x € F'e Z € V, usamos a
desigualdade de Cauchy-Schwartz para obter

0<(z—-yy—2 = (r—Zy—2)+(Z-y,y—2)
< o=z lly—z2l+(Z-y.y—2)

Tomando o infimo de ambos os lados para todos x € F', concluimos o resultado
desejado.

O

Proposicao 4.1. Seja F C V' um subconjunto convezo e fechado de V. Se z : [0,T) —
V' é uma curva continua tal que x(0) € F, temos

(i) Sex(t) e F,Vt€[0,T), entao x'(0) € Ty0)F;

(ii) Se 2/(0) estd no interior de Ty F, entio existe € > 0 tal que x(t) € F, Vt € [0,¢].

Demonstracao.

(i) Se z(t) € F,Vt €0,T), temos

((t) — 2(0),2) = 0,
para todos t € [0,7") e z € Ny F'. A igualdade ocorre se t = 0. Assim, ¢ = 0 ¢ um

ponto de minimo da funcdo s — (z(t) — x(0), z). Logo,

(@(0),5) = 5| to(t) ~ 2(0),2) > 0,

para todo z € Ny F'. Isto significa que 2'(0) € T, F.

(ii) Supondo que esta afirmagao é falsa, podemos encontrar uma sequéncia (t;)xeny €m
(0,7) tal que

lim t, =0 e z(ty) € F.
k—o0

Como F' é um conjundo fechado, podemos encontrar y; € F tal que d(z(tx), F') =
e — ()| > 0. Defina

—x(t
o x(ty) |

e = 2l

e observe, pelo lema 4.1, que y, — z(t;) € N, F'. Como N, F' é um cone segue que
2, € Ny F, Vk € N. Assim, ja que z(0) € F, temos
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(x(0) — yg, zx) > 0,Vk € N. (4.1)

Por outro lado,

(e — o(te), 2e) = [lyx — 2(tr)|| > 0,VE € N. (4.2)

Adicionando (4.1) e (4.2) teremos

(2(0) — x(ty), z4) > 0,Vk € N, (4.3)

Agora, note que

lim ||y — z(tx)|| = lim d(z(tx), F) =0,
k—oo k—oo

donde y, — x(0) quando k — o0o. Como ||zx|| = 1, existe uma subsequéncia z, — z
com ||z|| = 1. Como z, € Ny, para cada k, segue que z € Ny F. Como 2'(0) esta
no interior de Ty F’, temos que (2'(0), z) > 0. Logo, usando (4.3), teremos

0 < (2/(0), 2z) = lim i<x(tk) —z(0),2) <0,

k—o00 tk
o que é um absurdo.
O

Definicao 4.2. Considere um campo vetorial suave ® : V. — V. Diremos que F €
invariante pela E.D.O

{%x(tL = O(z(1))
z(0) = =z,

se x(t) € F, sempre que o € F. Se isto ocorrer, diremos que F é ®-invariante.

Proposicao 4.2. Sejam F C V um subconjunto fechado e ® : V. — V wuma func¢ao
suave. Sao equivalentes:

(i) F € P-invariante;
(i) (®(y),y — 2) >0, para todosy € F e z € V tais que d(z, F) = ||y — z||.
Demonstragao.

(i) = (ii). Considerey € Frez € V taisque d(z, F) = ||ly—z||. Sejaz : [0,T) — V

uma solucao da E.D.O 2/(t) = ®(x(t)) com z(0) = y. Por hipotese z(t) € F, Vt € [0,T),
donde

l(t) = 2] = d(F’ 2) = [ly — =||.
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A igualdade ocorre quando t = 0. Assim, t = 0 é um ponto de minimo da fungao
t — 1/2||z(t) — z||>. Dai

d 1
@),y =) = (#(0),2(0) ~ 2) = |~ La(t) ~ 2| 20,
como queriamos demonstrar.
(ii) = (i). Suponha que z : [0,7) — V & uma solugao da E.D.O. 2/(t) = ®(z(t))
com z(0) = y € F. Suponha ainda, por absurdo, que 37 € (0,T) tal que z(7) & F.
Como F' é um conjunto fechado, dky € N tal que

d(z(7), F) > k7%,

Para k > kg, definamos
te = sup {t € 0, 7 d(a(t), F) < 4

Claramente temos que t; € (0,T) e d(z(t;), F) = ¥ > 0. Dai z(t;) ¢ F. Como
F é um conjunto fechado, segue que 3|y, € F tal que d(x(tx), F) = ||z(tx) — yxl| > 0.
Como d(z(tx), F) = 0, quando k — oo, segue que ||y — x(tx)|| — 0 quando k — oo.
Além disso,

d(z(t), F) > " vt € [ty 7].

Dai, se t € [tg, 7], temos

Oy —a(t)| = e Vd(a(t), F)
> ektk—kQ
d(x(te), F)
[y — ()l
A igualdade ocorre se t = t;. Assim, t = t; é um ponto de minimo da funcao
t = Dy, — 2(ty)], donde
2 / 1 d k(tk—t) 2
~Hllgs — (06 ? — (&0), g — ()} = | (I g — ()] 2 0
—lE

Desta forma,

((x(t) ye — 2(t)) < —kllye — 2(t)*.

Como por hipotese temos que (P(yx), yx — (tx)) > 0, concluimos que

(D(yx) — P((ti) ye — 2(te))) = Kllye — 2(t) | (4.4)

Por outro lado, como ® é uma funcao suave, segue que ® é localmente Lipschitz.
Como ||yx — z(tx)|| — 0 quando k — oo, podemos tomar k suficientemente grande de
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forma que yj, e 7 estejam contidos numa mesma vizinhanga onde ® ¢é Lipschitz. Mas isto
é uma contadigdo em vista da desigualdade (4.4). Deste absurdo concluimos o resultado
almejado.

O

Corolario 4.1. Sejam F C V um conjunto convexo e fechado, e ® : V. — V uma
func¢ao suave. Sao equivalentes:

(i) F € ®-invariante;
(i) ®(y) e T,F,Vy € F.
Demonstragao. Esta equivaléncia segue diretamente do Lema 4.1 e da Proposicao
4.2.
O

4.2 O Principio do Maximo de Hamilton para o Fluxo
de Ricci

Considere V' um espaco vetorial de dimensao n munido de um produto interno. De-
notaremos por € (V') o espaco de todas as formas quadrilineares R : VxV xV xV — R
tais que

RX,Y,Z,W)=-R(Y,X,Z,W)=R(Z W, X,Y),
para todos vetores X,Y, Z, W € V. Além disso denotaremos por ¢5(V) o conjunto
de todas as formas quadrilineares R € € (V') que satisfazem a 1¢ Identidade de Bianchi:

RIX,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W) =0,

para todos vetores X, Y, Z, W € V. %p(V) é denotado como sendo o Espago dos
tensores curvatura algébrico em V.
A partir de agora, considere {ej, e, ..., e,} como sendo uma base ortonormal de V.

Definigao 4.3. Dado qualquer tensor de curvatura algébrico R € €5(V), definimos

RAX.Y,ZW) =Y R(X,Y,e,,e)R(Z,W,e,,e,)
p,q=1
(&

R*(X,Y,Z,W) =2 R(X,ep, Z,e) R(Y, e, W,e0)—=2 Y~ R(X, e, W,e)R(Y, €, Z, ),

p,g=1 p,g=1

para quaisquer X, Y, Z W € V. Ainda mais, representaremos
Q(R) = R* + R*.
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E facil notar que R?, R* e Q(R) pertencem a € (V). A seguir provaremos que Q(R)
satisfaz a 1* Identidade de Bianchi e, portanto, pertence a (V).

Proposicao 4.3. Considere R € €5(V) um tensor de curvatura algébrico. Entao

Q(R)(X,Y, Z, W)+ Q(R)(Y, Z, X, W) + Q(R)(Z, X,Y,W) = 0,
para todos vetores X, Y, Z,W € V. Consequentemente Q(R) € €5(V).

Demonstracao. Pela definicio de R*, temos

R¥(X,Y,Z,W)+ R*(Y, Z,X,W) + R*(Z,X,Y,W)
=2 [R(Y, e, X,e) — R(X, e, Y, €)|R(Z, €, W, )

p,q=1
n

+2 Z [R(Z7 €p7 Y> Gq) - R(Y7 €p7 Za eq)]R(Xv Bp, VV) eq)

p,g=1
n

+2 Y [R(X, ey, Z,eg) — R(Z, e, X, €)|R(Y, €, W, €,)
pg=1
Lembrando que R(Y,e,, X,e,) = R(X,e,,Y,e,), R(X,e,,Y,e,) = R(Y,e,, X, ¢,) €
R(Z,e,,W,e,) = R(W, ey, Z, ¢,), temos

2 Z Y eva eq R(Xv epaxeq)]R(Zv €P7W7 eq)

p,g=1
n

= Z [R<Y7 ean7 eq) - R(Xa 6;07}/’6!1)]R<Za epvmeCI)

p,g=1
n

+ Z [R<Y7 elb X7 ep) - R(Xu 6‘]7 Y7 ep)]R<Zu 647 VV) 6p>

q,p=1
n

= Z [R(Y, ep, X, eq) — R(X, €, Y, €)|[R(Z, €y, W, eq) — R(W, €, Z, )]
p,q=1

Portanto,

R*(X,Y,Z, W)+ R¥(Y,Z, X,W) + R*(Z, X,Y,W)
= Z [R(Y, €y, X, €q) = R(X, 6, Y, €))[[R(Z, €y, W, €q) — R(W, €, Z, €)]

p,g=1
n

+ Z [R(Z,ep, Y, eq) = R(Y, €, Z, €q)[[R(X, €5, W, €q) — R(W, €, X, €g)]

p,g=1
n

+ Z [R(X, ey, Z,eq) = R(Z, €y, X, €g)|[R(Y, €p, W, €q) = R(W, €, Y, ¢g)].

p,g=1
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Lembrando que R satisfaz a 1* Identidade de Bianchi e lembrando da definicao de
R?, temos

R¥(X,)Y,Z, W)+ R*(Y, Z, X, W)+ R*(Z,X,Y, W)

= = Z R(Xayaegweq)R(Zvaaep,eq)

p,g=1
n

— Y R(Y.Z. ey e) R(X, W, e, )

p,q=1
n

— Y R(Z,X,ep, e R(Y, W, e, ¢,)
P,q=1

= —R¥X,Y,Z,W)—-RY,Z, X,W)— R*Z,X,Y,W).
Disto concluimos o resultado almejado.

O

Definigao 4.4. A E.D.O 4R = Q(R) no espago €5(V) ¢ conhecida como a E.D.O. de
Hamilton.

Definicao 4.5. Dado um tensor curvatura algébrico R € €(V) e uma base ortonormal
{e1,e9,...,e,} de V, definimos uma forma bilinear Ric(R) : V x V. — R conhecida
como tensor curvatura algébrico de Ricci por

Ric(R)(X,Y) =) R(X.e,Y.¢p),
p=1
para quaisquer X, Y € V.

Definimos também a curvatura escalar algébrica como sendo a fung¢ao linear scal :
¢5(V) — R dada por

scal(R) = Z Ric(R)(e;, e;).

Observacao 4.2. Como os conceitos correspondentes em variedades, o tensor curvatura
algébrico de Ricci e a curvatura escalar algébrica satisfazem as identidades

Ric(Q(R))(X,Y) =2 Z Ric(R)(ep,e)R(X, ey, Y, e,) e scal(Q(R)) = 2| Ric(R)|>.

p,q=1

A partir de agora, consideraremos V' = R"™, M uma variedade compacta de dimensao n
e g(t),t € [0,7T), uma solugdo do fluxo de Ricci em M. Considere ainda £ — M x [0, T)
a fibracao de Unlenbeck, como definida anteriormente.

Represente a métrica de M por (-,-). Para cada p € M, podemos identificar iso-
metricamente o espaco tangente T, M com R". Para isto, fixamos uma base ortonormal
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{e1,e,...,e,} de T,M e associamos a cada v € T,M o vetor ((v,e;)); € R". E conveni-
ente notar que duas identificagoes distintas estao relacionadas pela agao de uma isometria
linear ortogonal 7' € O(n) que corresponde a uma mudanga de base.

E facil notar quese R € €3(V), T € O(n) e Rp(X,Y, Z, W) = R(T(X),T(Y), T(Z),T(W)),
para quaisquer X, Y, Z, W € V| temos que Ry € €(V). Visto isso, diremos que um con-
junto S C €5(V) é O(n)-invariante se Ry € S, VR € S e VT € O(n).

Denomine por Ags 1 (R, gean) — (1M, g(t)) a isometria natural entre R™ e T, M
com a métrica g(t). Agy induz uma isometria, a qual também denominaremos por Ay, ),
que identifica um tensor de curvatura numa variedade (M, ¢(t)) num ponto p com um
tensor curvatura algébrico. A4 : €p(R™) — €p(1T,M) é dada por

(A(pyt)R)(X,Y,Z,W):R(A XA(ptYA ZA W)
onde X,Y,Z W € T,M.

A partir de agora, consideraremos F' C €5(R") um subconjunto convexo, fechado e
O(n)-invariante. Definamos Fi, s C €5(T,M) por Fi, ) = Ay (F).

Observacao 4.3. Como F' € um conjunto O(n)-invariante, seque que F, 4 nao depende
da escolha da isometria Ag,y) . De fato, se B(p t) ¢ outra isometria entre R" e T,M, temos
pelas observacoes feitas anteriormente que B ) © Apy € O(n), de onde

Fipgy = Apy(F) = By © (B(;,lt) o Apy)(F) = By (F)

Proposicao 4.4. Sejam M uma variedade compacta de dimensao n e g(t), t € [0,T),
uma solu¢ao do Fluzo de Ricci em M. Considere ainda F C €p(R"™) um conjunto
convezo, fechado e O(n)-invariante. Suponha que existam (po,to) € M x [0,T) e p € R
tal que

et d(R(pt ((Pvt))) < d(R(po,to)7 F<(po to)))7 (4.5)
onde R,y € o tensor de curvatura de g(t) emp € M, e (p,t) € M x[0,to]. Se S € Fipy )
¢ um tensor de curvatura algébrico satisfazendo d(Rpg o) F(moto))) = IS — Riposto)ll:

valem

(i) <D3tR(po,t0)’ S — R(po,to)> < _MHS - R(Po,to)H2
(ii) <Dg,vR(p0,to)7 S — R(po,t0)> >0, Vv € TPOM'

Demonstragao.

(i) Para cada s € [0,ty), seja P(s) : €5(Epot0)) — €B(E(po,to—s)) O transporte paralelo
até o instante s da curva s — R, ;,—s) com respeito a conexao D induzida em

¢p(E). Defina

H(S) = P(S)il(R(pmtO - 3)) € %B(E(Po,to)»
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Desta forma, temos que H(0) = R(po,to) e P(s)H(s) = R(po,to — s). Como F
¢ O(n)-invariante e P(s) ¢ uma isometria, segue que P(5)(Fipoito) = Flporto—s)s
Vs € [0,1p). Assim, usando que P(s) é uma isometria e a hipotese (4.5), temos

eﬂsd(H@)’ F(poio)) = eusd(P(S) (H(S))7 P(S) (F(po,to)))
= eﬂsd(R(pO’ to — 3)7 F(Poio—s))

d(R(po,to)> F((po,to)))
1S — H(O)], (4.6)

IN

Vs € [O,to)
Observe Fipy 1) = Ay (F) ¢ um conjunto fechado e convexo pois A, é uma
isometria e F' é um conjunto fechado e convexo. Usando o Lema 4.2 com y = S,
A = F10) € 2= H(s), segue que

0 < d(H(5), Fipo,10)) 15 = H(O)[| + (H(s) = 5,5 = H(0)), (4.7)

Vs € [0,1p). De (4.6) e (4.7) segue que

0<e S —HO)|*+ (H(s) — S, S — H(0)),

com a iguadade ocorrendo para s = (. Isto significa que s = 0 é um ponto de
minimo da fungao s — e *||S — H(0)||* + (H(s) — S, S — H(0)). Portanto,

| S—H(0)|*+(H'(0), S—H(0)) = | (| S—H(O)|[+{H(s) =5, S~ H(0))) = 0.

- dsls=0
(4.8)

Por outro lado, temos que

P)H'(s) = —(P(5)H(5))
D

= Zifwot—s)
= _DatR(po,tofs)a

donde H'(0) = =Dy Rp, +,)- Substituindo esta expressao em (4.8), concluimos

<D3tR(P0,t0)7S - R(Po,t0)> < _:U”S - R(}Do,to)”2

83



(ii) Fixe v € T,,, M e considere a geodésica v(s) = exp,, (sv), s € R, onde exp ¢ a aplica-
cao exponencial relativa & métrica g(ty) em M. Considere P(s) : €5(E(pyty) —
CB(E(y(s)t0)) © transporte paralelo ao longo de 7 com respeito a métrica g(to).
Defina

H(S) = P(S)_l(R(W(sNO)), Vs € R.

Desta forma, temos que H(s) € €p(Epoto)), Vs € R. Além disso,

H(O) = R(po, to) e P(S)H(S) = R('V(S),to)'

Como P ¢ uma isometria e F' é O(n)-invariante, temos que P(s)(Fip.10)) = F(7(5), to)-
Assim,

d(H(8), Fipote)) = d(Riy(s)t0))

< d(R(Po,t0)> F(Po,to))
= [[5=H()], (4.9)
Vs € R. Segue do Lema 4.2 que
0 < d(H(s), Fipo,to)) IS — H(O)[| + (H(s) = 5,5 = H(0)), (4.10)

Vs € R. Somando (4.9) com (4.10), temos

0 < [IS—H(O)|* + (H(s) = 5,5 — H(0)),
com a igualdade ocorrendo para s = 0. Assim, como fizemos anteriormente,
d2

(H"(0),S — H(0)) = e s:0||S — H(0)||> + (H(s) = S, S — H(0)) > 0. (4.11)

Por outro lado,

D2
—S(P(s)H(5))

D2
= galtaew
2
= D3yt

donde H"(0) = D2 ,Rpy1,)- Disto e de (4.11), concluimos o resultado desejado.
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O

O resultado principal desta se¢@ao, que demonstraremos a seguir, assegura que uma
condic¢ao de curvatura é preservada pelo Fluxo de Ricci, sempre quando F' C €5(R") ¢é
um subconjunto fechado, convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton
4R = Q(R). Este resultado é conhecido como o Principio do Méximo de Hamilton:

Teorema 4.1 (R. Hamilton, [19]). Assuma que F' C €(R"™) é um subconjunto fechado,
convezo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton %R = Q(R). Ainda
mais, suponha que M € uma variedade compacta de dimensao n e g(t), t € [0,T), €
uma solugao do Fluzo de Ricci com a propriedade que R, o) € Fy,0) para todos os pontos

p € M. Entio Ry € Fipyy, para todos (p,t) € M x [0,T).

Demonstracao. Considere a fungao w : [0,7) — R definida por

u(t) = sup d(Rpp), Fipr))-
peEM

Por hipotese, ja sabemos que u(0) = 0. Suponha, por absurdo, que exista 7 € (0,7
tal que u(7) > 0. Existe ky € N tal que u(r) — "% > 0 para k > ky. Desta forma
o conjunto {t € [0,T);u(t) > ekt*’@} ¢ nao vazio se k > kg. Definimos, para k > ko, a

sequéncia

ty = inf {t € [0,7);u(t) > ekt_kQ} :

Temos que t;, € (0,7) para k suficientemente grande. De fato, pela definigao de t;, se
ty > 7, Vk, entdao u(r) > eM =+ Yk, o que é um absurdo.

Ainda observamos que u(t;) = e+ — 0 quando k — oc.

Como M é compacta, existe p, € M tal que u(ty) = d(Rp, 1) Fipetr)) = €
Como F' é um conjunto fechado, para cada k existe um tnico Si € F tal que

kt,—k2

u(tr) = d(Rp, 1), Fiprte)) = 15k = Rpan | > 0,
Como u(t) < ¥ vt € [0, 4], obtemos

12
d(R(Pk,tk)aF(pk,tk)) = t‘,’kt’C k

t)
Ry, Fp),

ok(te—t

(AVARAVS

)u
ek(tkft)d

(
(
para todos (p,t) € M x [0, tx]. Usando a Proposigao 4.4 chegaremos que

<D8tR(pk,tk)7 Sk — R(pk,tk)> < _kHSk - R(pkvtk)’|27 (4'12>

(AR 1), Sk — Rippi)) = 0. (4.13)
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Lembrando que Q(R) = Dy R — AR, somamos (4.12) e (4.13) para obter

<Q(R(Pk7tk))7 Sk — R(Pk7tk)> < _k”Sk - R(pk7tk)||27‘ (4'14)

se k > ky. Como F' é um conjunto fechado e Q)-invariante, segue da Proposicao 4.2 que

se k > ko. Subtraindo (4.14) de (4.15), obtemos

<Q(Sk> - Q(R(pk,tk))7 Sk‘ - R(pk,tk)> Z k”Sk - R(pk,tk)HQ’

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, chegaremos que

HQ(Sk) - Q(R(:Dk,tk))H > kHSk - R(katk)”? (4'16>

se k > kog. Como [[Sy — Ryl = 0, quando & — oo e Q(R) é uma funcdo suave,
(logo localmente Lipschitz), podemos tomar k suficientemente grande de forma que S e
Ry, 1) estejam numa mesma vizinhanga onde @ é k-Lipschitz. Isto contradiz (4.16).

Esta contradic¢@o surgiu do fato de supormos que existiria 7 € (0,7") tal que u(7) > 0.
Portanto u(t) = 0, vVt € [0,T).

O

4.3 O Teorema da Convergéncia de Hamilton

No que segue a esta segao, descreveremos um método geral para provar resultados de
convergéncia para o Fluxo de Ricci. As normas || - || serdo induzidas pela métrica g(t).
Quando necessario, explicitaremos qual a métrica que induz a norma. Iniciaremos esta
se¢ao com algumas definigoes.

Definigao 4.6. Dados R € €5(V) e @ C R™ um plano bidimensional gerado pelos vetores
ortonormais {u,v}, definimos a Curvatura Seccional algébrica de 7 por

K(R,m) = R(u,v,u,v).

Observagao 4.4. Como no caso do tensor curvatura Riemanniana, a curvatura seccional
algébrica independe da base ortonormal escolhida.

Definigao 4.7. Considere R € €5(V) e 6 € (0,1). Diremos que R € estritamente
d-pingado se 0 < 6K (m) < K(ms), para todos planos 71, m C R™.

Diremos que R € fracamente d-pingado se 0 < §K (m) < K(mq), para todos planos
1, T C R™.

Definicao 4.8. Um conjunto F' C €(V') € denominado Conjunto Pingcante se satisfaz
as sequintes condigoes

(a) F € fechado, convexo e O(n)-invariante;
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(b) F ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton SR = Q(R);
(c) Para cada 6 € (0,1), o conjunto {R € F; R nao € fracamente 6-pingado} é limitado.

A partir de agora, consideraremos M uma variedade compacta de dimensao n > 3
e go uma métrica em M com curvatura escalar positiva. Seja g(t), t € [0,T), a tnica
solu¢do maximal do fluxo de Ricci com condigao inicial g(0) = go.

Notagoes: Para cada (p,t) € M x [0,T), denotaremos

Knax(p,t) = sup K(Rpy),m) ¢ Kupn(p,t) = Wicn]gn K(Rgpp, ).

TCR”™

Também denotaremos

Kmax(t) = sup Kmax(p7 t) € Kmin(t> - lIlf Kmin(pa t)
pEM peM

Observagao 4.5. Se R, € estritamente d-pingado entio

Kmin(p7 t)

> 0.
Kinax(p, 1)

Se Ry € 0-pingado entao
Kmin (p’ t)
Kinax(p: 1)

Daqui por diante, suporemos que existe um conjunto pingante F' € €5(V) tal que
R(p,o) € F(pyo), Vp € M.

> 0.

Lema 4.3. Dado 6 € (0,1), existe uma constante C' > 0 tal que
Kmin(pa t) 2 5Kmax(pa t) - Oa
Vpe M eVt e [0,T). Em particular, temos que Kpin(p,t) > —C/(1 —9).

Demonstragao.
Pelo Teorema 4.1 ja sabemos que R,; € Fpu), V(p,t) € M x [0,T). Dividiremos
esta demonstragao em dois casos.

(a) Se R, ¢ d-pingado, temos que

Kmin(p, t)
Kmax(pv t)
para todo C' > 0.

2 )= Kmin(]?a t) 2 6Kmax<pu t) - O,

(b) Suponha agora que R, nao é é-pingado. Como R4 € F,y) € F' é um conjunto
pingante, temos que existe C' > 0, tal que

C
IRgoll < 5-
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Como |Kmax(p,t)| 2> || Rp.pyll € [Kmin(p, )| < || Ry, teremos para todo 6 € (0,1)
e para todo (p,t) € M x [0,T),

Kmin(p7 t) - 5Kmax(p7 t) 2 Kmin(p> t) - Kmax(p> t) Z -

= —C’7

o Q
| Q

o que conclui a demonstracao
A segunda afirmacao segue diretamente da primeira, pois Kuyin(p,t) < Knax(p, t).

O

Corolario 4.2. Para cada € > 0, existe uma constante L > 0 tal que

| Ricyo || < Kunae(t) + L

Demonstragao. Inicialmente, note que

o n o 2 o
| Ricyqy |I° = Z Ric, ;< Ly sup Ric (v,w)?,

ij=1 [v|=|w|=1

o
onde L; é uma constante que depende apenas de n. Lembrando a definicao de Ric,
teremos

ol =lw|=1

° |
| Ric || SCQ{ sup [Ric(v—i—w,v—l—w))—Ric(v—w,v—w)]—l—%ﬂv—wﬁ— |U+w|2)}.
(4.17)

Considere um vetor ndo nulo z € R" e e, = z/|z]. Seja {e,eq,...,e,} uma base
ortonormal de R". Dali, se |z|*> < Cj3, temos

n—1
RiC(Z,Z) = |Z’2ZR(€n,€z’,en,ei)
=1
< CB(n_l)KmaX<t)'

Similarmente podemos ver que Ric(z, z) > Cs(n — 1) Ky (t). Além disso,

scal = ZRic(ei,ei)
i=1

- Z Z R(e;, ex, €;, ex)

i=1 ki
< n(n—1)Kpax(t).

88



Como |v| = Jw| = 1, segue que existe C3 > 0 tal que |[v+w|, [v—w| < C3. Substituindo
as observagoes feitas acima em (4.17), temos

| Roic < Cul(n — 1) (Kmax(t) — Kmin(?)) + (0 — 1) Kinax ()]
= Cy(n —1)(2Kmax(t) — Kunin(t)). (4.18)
Fixado € > 0, escolha § € (0,1/2] tal que 3Cy(n — 1)(1 — ) < e. Como § € (0,1/2]
segue que
2—9
3(1—9)

Em vista do Lema 4.3, segue que existe uma constante C' > 0 tal que Ky(p,t) >
O K max(p, t) — C. Substituindo em (4.18) e utilizando as observagoes anteriores, obtemos

<1

| Ric|| < Cu(n—1)[(2— 8)Kunas(t) + C]
2.5

€meax(t) + 004(71 — 1)

< eKpmax(t) + L,

IN

onde L é uma constante maior que 0.

Lema 4.4. Temos que T' < 0o e limsup Kpax(t) = oco.
t—=T

Demonstracao. Como estamos considerando scal > 0, segue da Proposicao 2.9 que
T < 0.

Supondo que supye( ) Kmax(t) < 00, terfamos do Lema 4.3 que infiefo 1) K (t) >
—o0. Unindo estes fatos e usando o Corolério 1.1, chegaremos que sup,¢(o 1) | Rg()|| < o0.
Mas isto ¢ uma contradigao, em vista do Teorema 2.2. Assim, lim sup,_,; Kyax) = 00.

O

Lema 4.5. Seja t;, uma sequéncia tal que klirn ty =T € Kpax(tr) > %maxte[o,tk]Kmax(t).
—00
Entao

lim Kmin(tk)

_mind\ k) q
k—o0 Kmax(tk)

Demonstracao. Fixe 0 < ¢ < 1. Pelo Corolario 4.2, ja vimos que existe C; > 0 tal
que

sup || Ricyy || € eKpmaa(t) + C1, ¥Vt € [0,T).
M
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Assim, usando nossa hipdtese inicial,
sup || Ricg || £ 26 Ko (tr) + C1, ¥t € [0, 1] (4.19)
M

o
J& vimos no Capitulo 2 que o tensor Ric satisfaz a equacao de evolucao

% Ric= A Ric +Rx Ric . (4.20)
Segue do Lema de Berger (cf. Lema 1.1) que
4 8
”Rg(t)“ < §|Kmax(t)’ < §|Kmax(tk’)‘th € [Ovtk]' (4.21)

Visto (4.19), (4.20) e (4.21), podemos utilizar a Estimativa de Shi (cf. Proposigao
2.11), para garantir que existe uma constante Cy(n) > 0 tal que

sup || D Ric ||* < Co(n)| Komaz (tr)| (26 Kimae (te) + C1)?. (4.22)

o
Como div Ric= ”2—_2Dscal en > 3, segue que
n

2 o
ldscal| =~ j‘2|| div Ric || (4.23)
M — o
< — ;:1 | D., Ric || (4.24)
n? 0
< sup || D Ric ||. (4.25)
— 27,
Substituindo em (4.22), teremos
sup ||dscal||* < Cs(n)?| Koz (te)] (26 Konaz (tr) + C1)?, (4.26)
M

para alguma constante positiva Cs(n).

Como M é um conjunto compacto, é possivel escolher py € M tal que K0 (pr, tr) =
Kinaz(ty). Além disso, como scalg(,) ¢ uma funcao suave definida na variedade com-
pacta M, temos que scaly,) ¢ uma fungao Lipschitz em M. Assim, utilizando (4.26),
concluimos que

‘Scalg(tk)<x> - Scalg(tk)(pk)l < C3(n)V Kinax () (26 Kpaz () + Cl)dg(tk)(pkv r), (4.27)

onde dg, ¢ a distancia induzida pela métrica g(ty).
A partir de agora, considere r > 7 e denote por rp =
as bolas

——"——. Além disso, considere
Kmaz(tk)

Y = {2 € Msdy) (v, p) < 1}
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De (4.27), segue que

|scalg,) (@) — scaly,) (k)| < Cs(n)r (26 Kinaa (te) + C1), Vo € Q. (4.28)
Como € € (0, 1), segue de (4.28) e do Lema 4.3 que, se z € (), entao

Kmm<x7tk) 2 (1 - E)Kma:c(x tk) - Ll
scaly(,) ()

z (1-¢) n(n —1) —h

scalg(,) (Pk) C3(n)r(2e Kppae (te) + C1)
> (1=t — (-9 n(n—1) ~ L
> (1= &) Koo (0 ) — %me(tk) La(e)
> ( 5)[(1 - 5) maw(pkvtk) Ll] - TC4(”)5Kmaz(tk) - LZ(E)
> [(1=¢)? = rCy(n)e] Kpaa(t) — La(e).

Pela forma que foram obtidas, segue que Cy(n) e L3(¢) sdo constantes positivas que
dependem de n e €, respectivamente.
Portanto,

L3(€>

Kmin(-ra tk)
Kmam (tk) .

Kmam (tk>
Dai, usando o Lema 4.4, teremos

> (1—¢)* —rCy(n)e —

liminf [ inf —Kmm(:c, t)
k—oo wGQk Kmax(tk)

Fazendo ¢ — 0, chegaremos que

) > (1 —¢)* = rCy(n)e.

. . . Kmm(xu tk)
—_— ] > 1. .
h]gglogf (Ilenggk Koo (1) ) >1 (4.29)
Por outro lado, como K (x,t;) < Kpaz(tr), temos que

— ) < 1. .
llfcris;}p (‘Tlengk Kmaz(tk) ) =1 (4 30)
De (4.29) e (4.30), segue que

A, (Jélék Km—(t)) =L (431)

A partir de agora escolha n € (0,1) tal que r > \/7 Por (4.31), podemos tomar k
suficientemente grande de forma que

Kmm(l’ tk> (1 — n)Kmax(tk),Vx € Qk
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Tome v € T, M tal que |[v|lge) = 1 e defina uma geodésica minimizante 7, :
[0,7] — M com condigGes iniciais 7,(0) = px e 7,(0) = v. Como £(v,) = 11, € pr € Y,
segue que 7, ([0, 7%]) C €. Por outro lado,

™

\/(1 - n)Kma:v(tk)’
K (M, g(tr)) > Kmaz(Pr, te) = Kmaa (tr)

T >

T
() > —=—.
Kmaz(tk)
Segue do Teorema de Bonnet-Myers (cf. Teorema 1.2) que diam(M) < T
mazx\lk

Desta forma M = €. Usando (4.31) concluiremos

lim (t)

—mini\tk)_ q
k—o0 Kmax(tk)

Proposicao 4.5. Temos que

— =1
Kmaa: (t) ’
quando t — T.

Demonstragao. Considere uma sequéncia (tx)ren de tempos tal que limt, = T'. Para
cada k € N, considere 74 € [0, ] tal que Kinax(T1) = Supiejo 4] Kmax(t). Como ja vimos
que lim sup,_,; K ez (t) = 00, segue das estimativas de Shi que 7, — T". Além disso,

Kmax(ﬂc) 2 sup Kmax(t>
tE[O,’T‘k]

1
> = sup Kpe(t).
2t€[0,‘rk]

Assim, usando o Lema 4.5, temos

=1.
k—o0 Kmax(ﬂc)

Dai, se k é suficientemente grande, podemos supor que K,,;,(7x) > %Kmax(m). Como

jJ& vimos que a funcao ¢ — infjsscaly;) ¢ uma fungao nao decrescente, concluimos que,
para k suficientemente grande,
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Kmax (tk) 1 IJ\I}[f Scalg(tk)

n(n —1)
Z m 1]I\}jf SC(Ilg(Tk)
2 szn Tk)
1
> _Kma:p
2 5 HKnaa(Th)
1
> §maxt€[0,tk}Kmar (t)

Desta desigualdade e do Lema 4.5, segue a Proposicao.

Corolario 4.3. Para todo € > 0, existe Ty € [0,T), tal que

o £
| Ricy ||* < Escalz(t),‘v’t € [Ty, T)

Demonstracao. Se a afirmacao do Corolario fosse falsa, seria possivel escolher uma

2

sequéncia de tempos t), € [T'— 1/k,T) tal que || Ricy,) || > Escaly,

) Como

. o 1
IRicynll* = || Ricgw |I> + Escalfl(t),

segue que

, 1+
IRicy(,)||* >

Pela Proposicao 4.5, podemos escolher kj suficientemente grande de forma que

Kopin(t) 1 1
> Nte | T ——,T)|. 4.32
Kmax(t) 1 + e < k‘o :| ( )

Assim, se k > kg, temos
1 14+¢
2 . 2 2
Kmax(tk) > m”Rng(tk)H > msealg(tk)
> n(1 + &) Kpin(te)?.
Dalf,
Kopin(tr) 1 1

< <
Kpae(te)  (1+e)n  1+¢€

o que ¢ um absurdo em vista de (4.32).

93



Lema 4.6. Temos que

(T —1) pr scalyyy — g (4.33)
e
(T — 1) inf scalyg) — g (4.34)

quando t — T'.

Demonstragao.
Fixe ¢ > 0. Lembrando a equagao de evolugao de scal e utilizando o Coroléario 4.3,
segue que existe Ty € [0,7), tal que

0 2(1
—scal = Ascal + 2||Ric||* < Ascal + il g)scaIQ, (4.35)

ot

para todos (p,t) € M x [Ty, T).
Segue do Principio do Minimo escalar aplicado a (4.35) que

nsup;,, scaly

lyir) < ’
Sjl\l}) SCalg(r) = n — 2(1 4 ¢) supscalyy (7 — )
M

para todo t € [Ty, T) e todo 7 € [t,T). Reorganizando os termos, temos que

) L m— (4.36)

2 sup scaly(r) ~ 2supscaly
M M

para todo t € [Ty, T') e todo 7 € [t,T).

Como
Kmin
81A14p scalg(r) > n(n — 1) Kpin(7) = n(n — 1) <Kx<(:;) Kinaz(T),
segue do Lema 4.4 e da Proposigao 4.5 que lim sup sup scaly(-) = oo.

7T M
Assim, fazendo 7 — T ¢ ¢ — 0 em (4.36), teremos

t—T -

liminf | (T —t)sup scalg(t)} > g (4.37)
M

Usando a Proposicao 4.5, temos
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i i
Z < limi _
5 = l1£g1%1f _(T t) sup scaly( }
[ K’maz t
< liminf | (T —t)n(n — 1) ( ) mzn(t):|
t=T | mm t

IN

liminf (T — ( e t)) inf scaly }

t—T mm )

= liminf _(T —t) mf scalgy) ] .

t—T
Assim,
hltrgljpf [(T — 1) 111\14f scalg(t)} > 5 (4.38)
Usando a Proposicao 2.9, temos que
T—t<T<-—"  Vte|0,T)
-2 1nf scaly()’ T
Assim,
lim sup [(T — t)inf scalg(t)} < n (4.39)
t—T M 2

Utilizando a Proposicao 4.5 de maneira analoga ao que fizemos concluimos que

lim sup {(T —t)sup scalg(t)} < n (4.40)
t—=T M 2
Unindo (4.37) e (4.40) temos (4.33). Unindo (4.38) e (4.39) temos (4.34).
O

A partir de agora, nosso objetivo seré encontrar resultados de convergéncia para as
métricas rescalonadas g(t) = ?—2. Veremos que a familia de métricas g(t) converge
para uma métrica de curvatura constante quando t — 1. Para utilizar os resultados
do Teorema de Convergéncia de métricas em §(t), precisamos controlar as derivadas

covariantes de %g(t) = (jgﬁ?)z _ 2R1(E(t>'

Lema 4.7. Se A € (0,4)-tensor definido por
1
Aijii = Rijrr + mscal(gikgjl — Gagjk),

entiio | AJ]? = ||R|? — 25caf

Ainda temos que, dado € > 0, existe T} € (0,T) tal que

|AlI* < 5230@[3(1&)
para todo t € (T1,T).
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Demonstracao. De fato,

IAI? = ¢"¢"°¢"¢" AijirAapea

gmg]bgkcgldRijklRabcd
scal®
+ n2(n__1)2(gikgjl — 9i9jt) (GacGvd — Jadgee) 9" " 9" g"
2scal
+ n(n . 1)gmgjb kcgldRz]kl (gacgbd - gadgbc)
Assim,
12 o L
A2 — R2 Léc(sd 6(16@ 515]_525]
A1 = IRIP =+ P 5 — ot i — )
2scal
s Rul010ig""9" — 86l
2scal® 4scal o
P+ 2 R
IRy 4 2l _dscal
nn—1) n(n-—1)
2scal’
= |R|I? - _ascal
n(n —1)

Agora, usando o Corolario 2.1, existe uma constante C' > 0 tal que

2scal® <
nn—1) —

Kmal(t) ? Kmax t

< [ (Bt Y 2 (?;Z‘Zé% 1)]

|R||* — C(Kmaz(t) = Kmin(1))? 4+ 2n(n — 1) Kppae (1) = 2n(n — 1) K i ()?

Usando a Proposicao 4.5, a segunda assertiva segue.

Lema 4.8. Fizado o € (0, ﬁ), existe uma constante C' > 0 tal que

Sup | chg > < C(T —t)** 2 vt €[0,T).
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Demonstracgao.
Antes de mais nada, fixe ¢ > 0 de forma que

(hi-a)z (-1t ene)e
(1-- Jasaza-a),

Em vista do Lema 4.6, existe Tg (0,7), tal que

n(l+e)
2
Pelo Lema 4.7, existe T} € (0,7T) tal que

Desta forma,

(T — t)scalyyy < V(p,t) € M x [Ty, T). (4.41)

2
HRW + jscal(gigs - g,.lgjk)H < e%scal’y, Vit € (T, T). (4.42)

1
n(n—1
o tJ
Escolhendo Ty € (0,7') de forma que valham (4.41) e (4.42), e lembrando que Ric =
g™ g™ Ricy,, temos

o tk o jl

1 ) ) °
[Rijkl + mseal(gikgﬂ — gilgjk)} Ric Ric < escalyq)|| Ricg 2.

o tk o o tk o jl
Observando que g;; Ric = tr(Ric) = 0 e gyg;r Ric Ric = || Ric |?, temos que

o tk o jl o 9 scal) o tk o jl otk o jl
R Ric Ric < escalyy|| Ricgw || — — (gzkgﬂ Ric Ric —gug;r Ric Ric >

n(n —1)
1 °
= (m + 8) scalg(t)H RICg(t) HQ, (443)
para todo t € [Tp, T).
o Jl o ik
Notando que Ric’! = g™ g™ Ric,,, =Ric +1scalypg’ e | Rng(t) |* = Rici, Ric , e

utilizando (4.41) e (4.43), temos

o ik . o ik o Jl 1 ,
Riu Ric Ric' = Ry Ric (Ric —|——scalg(t)g]l)

o tk o jl 1 o ik
= Ry Ric Ric —ﬁRlczk Ric
o tk o jl 1
= R;m Ric Ric —ﬁn Rlcg &
< (i1 Lol Ricy |2
—— 4+ ——— +¢|sca ic
= n n(n — 1) q(t) q(t)

| 1 1+
< (—— LTy +5) P” Ricy( |2,

n  n(n-—1 (T —1)
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para todo t € [Tp, T).
Usando o Corolario 2.3, concluimos que

o o ik )
A(]| Ric ||?) — 2| DRic||? + 4Ry Ric  Ric”

2—2a, 0

9 Kic ) =
| Ric ||,

< A(|l Ric |I?) — 2/| DRic||?
< A(] B |?) - 2 DRicl? + 22

Em vista desta desigualdade, utilizamos o Principio do Maximo Escalar para garantir

que existe uma constante C' > 0, tal que (T — ¢)*72*|| Ric ||? < C, se t € [Ty, T). Disto

segue o Lema.
O

Lema 4.9. Fizados o € (0, ﬁ) em > 1 inteiro, existe uma constante C' > 0 tal que

sup || D™ R%Cg(t) I? < C(T —t)** ™2 vtel0,T).
M

Demonstracao. Pelo Lema 4.8, ja sabemos que

S}\;pH Ricgq || < Co(T — 1),

o
onde C; > 0 é uma constante. Lembrando que o tensor Ric satisfaz a equacao de

evolugao
0 o o o
g Ric= A Ric +Rx* Ric,

usamos as estimativas de Shi para obter o resultado almejado.

O

Lema 4.10. Fizados o € (O, ﬁ) e m > 1 inteiro, existe uma constante C' > 0 tal que

sup || D™ Ricy||? < C(T — t)** 2Vt € [0,T).
M

Demonstragao. Da Proposi¢ao 1.1 segue que

n

(DxRi)(Y, Z) = (Dx Ric)(¥, 2) + — S (Dy, Rie) (X, ex)g(V, 2),

k=1

para todos campos de vetores X, Y, Z, e {e;} referencial ortonormal. Portanto, as
derivadas covariantes do tensor Ric podem ser limitadas pelas derivadas covariantes do

o
tensor Ric. Desta forma, a assertiva segue do Lema 4.9.
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Proposigao 4.6. Fizado o € (0, ﬁ), existe uma constante C' > 0 tal que

1

T8 < O(T —t)* 2.

sup H Ricyqy g(t)
M

Demonstragao. Lembrando da Proposicao 1.1 que [|Ascalyy | < 2n||D?Ricyy ||, segue
do Lema 4.10 que existe uma constante C; > 0, tal que

| Ascaly || < Ci(T —1)*~>. (4.44)
Pelo Lema 4.8, ja vimos que existe uma constante Cy > 0, tal que
| Ricgq ||? < CoT — 1)**7% < CoT(T — t)*72, (4.45)
para todo (p,t) € M x [0,T).
Como
a . 2
Escalg(t) = Ascalyy) + 2||Ricy ||

2
= Ascalyy + 2| Rlcg 1? + —scalg(t)

temos de (4.44) e (4.45) que

IN

2
scalg( gscalz(t) || Ascaly || + 2| Rlcg 1
< OUT — )2 +2C,T*(T — t)* 2

= C3(T —t)*2

|2

Como supomos no inicio que scalyy > 0, temos que T < oo e, portanto, 0 < C3 < o0.
Lembre do Lema 4.6 que existe uma constante Cy > 0, tal que scalf](t) (T —t)* > Cy,
Vit € [0,T). Assim,

0 1 2 1 0 2
v _ ATy H - 1y — —scal?
H ot [sealg(t) n( >] scal op (Mat) T S ()
< Cz;( £)
— scaly (T —t)?
S 05(T - t)a7

para todo (p,t) € M x [0,T). Cs é uma constante positiva que depende da dimensao
e de T'. Integrando a expressao acima, obtemos

_—

H 1 2 (T - t)aJrl'
scalyyy 1

a—+1

99



Novamente pelo Lema 4.6, temos que Fscalgy (T —t) é limitado para todo ¢ € [0, 7).
Assim,

n nscalg ) 1 2
1 _—H = 9 ‘ ——T—tH
Hscag(t) 20T —t 2(T — t) llscal, n( )
g(t)
C5 1 [n
< R —
< (T [zscalg(t)(T t)}
< Co(T —t)* 1, (4.46)

onde Cg > 0 e (p,t) € M x [0,7T).
De (4.45) e (4.46), concluiremos que

1

. o 1
HRICg(t) - mg(t)H = H Ric —l-gscalg(t)g(t) - mg(t)H
o 1 n
= H Ric + (scalg(t) BT t)) g(t)H
0 n
SHRNH+%%Mw—ij5H
< CN’<T - t)OZil?

onde C' > 0 e (p,t) € M x [0,T). Disto segue nossa assertiva.
O

Teorema 4.2 (R. Hamilton, [17]). Considere M uma variedade compacta de dimensdo
n > 3 e go uma métrica Riemanniana com curvatura escalar positiva. Suponha que exista
um conjunto pingante ' C €p(R™) tal que o tensor curvatura de gy perten¢a a F para
todos os pontos de M. Seja g(t), t € [0,T), a unica solugao mazximal do Fluzo de Ricci
com g(0) = go. Entao, quando t — T, as métricas rescalonadas §(t) = mg(t)
convergem em C*° para uma métrica de curvatura seccional constante iqual a 1.

Demonstragao. Definindo w(t) = 2§(t), vemos que
Rng(t) 1 g(t)

_ g(t) _ :
) = S T =i =T =0~ (=D =1 |10~ 57—

Assumindo que D é a conexao de Levi-Civita de g(t), temos
DmRng(t)
(n—1)(T—1)

Segue da Proposicao 4.6, que dado o € (O, ﬁ), existe uma constante positiva Cp,
que dependem apenas de «, tal que

Dmw(t) = —

Co
-1

i . C, fom
(T —t)*% e sup || D"w(t)|y0) < ——=(T —t)* 22
M n—1

sup [lw(t)|lge) <
M n
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Desta forma,

lo(®)llz) = 2(n = (T = O)l|w(t)llge) < 2Co(T —1)* .

Lembre que se D representa a conexao de Levi-Civita da métrica rescalonada g(t),
entao D = D. Portanto, utilizando o Lema 4.10, encontramos constantes positivas C,,
tais que

1D w(®)llg) = 2(n = (T = D" w(t)l|g0) < 20m(T = )71 7% < 20, (T = 1)*7".

Feito isto, concluimos que

T T
[ 1Dt < o [ -ttt < o,
0 0

para todo m > 0 inteiro.
Segue do Teorema de Convergéncia de métricas, que as métricas §(t) convergem na
topologia C'* para uma métrica suave g, quando ¢t — 7. Pelo Lema 4.6, temos

scal; = thn% scalg ()
—

= lim 2(n — 1)(T" — t)scalyq

t—T

= n(n—1).
Utilizando a Proposicao 4.5, vemos que

g (Komin)g) _ 1, (Fmin)g()
(Kmax)g t—T (Kmax)g(t) t—T (Kmax)g(t)

de onde (Kinin)y = (Kmaz)g- Isto significa que g possui curvatura seccional constante
K. Por outro lado,

=1,

n(n—1) =scal; = Z Z R(ei, 5, €, €5)
=1 j#i
= n(n—-1)K,

de onde concluimos que g tem curvatura seccional constante K = 1.
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4.4 O Fluxo de Ricci em dimensao trés

No célebre artigo de Hamilton "Three Manifolds with positive Ricci curvature"([17])
de 1982, além de provar a existéncia e unicidade do Fluxo de Ricci, o autor também
dedica-se ao estudo do Fluxo de Ricci em 3-variedades. Nesta secao, veremos que toda
variedade compacta tridimensional que admite uma métrica com curvatura de Ricci po-
sitiva é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Nosso objetivo a partir de agora sera, a luz do Teorema 4.2, construir um conjunto
pingante que contenha o tensor de curvatura da métrica de M.

Uma particularidade essencial das variedades tridimensionais é que o tensor de cur-
vatura de Riemann ¢é determinado pelo tensor de Ricci:

Lema 4.11. Considere V' como sendo um espago vetorial de dimensao trés munido de
um produto interno g(-,-). Se R € €g(V), entao

. . ‘ . 1
Riji = Ricign — Ricygjr — Ricjrga + Ricjgi, — §Scal(gz‘k9jl — Ju9ik)

Demonstracao. Defina o (0,4)- tensor

. . . . 1
Riji = Rijiw — (Ricigji — Ricyg;r — Ricjrgu + Ricjigin) + §Sca1(gik9jl — Gigik)-
Calculos simples nos mostrardao que R é um tensor tal que Rijkl = —Rjikl = ka.

Além disso, R satisfaz a 1% Identidade de Bianchi. Desta forma, R € €3(V).
Além do mais,

RiC(R)jl = gikRijkl
= Ricy — (scalgj — d;Ricy — 6,’“R1(:]-;c + 6;Ricy;) + §scal(6igjl — §jgil)

1
= Ricj — scalgj; + Ricj + Ricj — 3Ricy + §Scal(3gjl — 9;1)
= 0.
Considere uma base ortonormal {e;, €2, e3} de V' e os planos m = [eg, €3], m = [e1, €3]
e 3 = [e1, e2]. Veja que
KR(W1> + KR(WQ) = R(GQ, €3, €9, 63) + R(el, €3, €1, 63) = RiC(R)<€3, 63) =0
Analogamente, podemos ver que Ky(m) + Kg(m3) =0 e Ki(m) + Kg(m3) = 0. Dai,
temos que Kp(m) = Kg(m) = Kg(m3) = 0, de onde concluimos que todas as curvaturas

seccionais de R sao zero. Isto implica que R = 0.

O
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A partir de agora, consideraremos V = R? munido com a métrica canonica, isto ¢é,
9ij = 0ij-
Proposicao 4.7. Supondo que R(t), t € [0,T), é uma solu¢io da E.D.O. %R(t) =
Q(R(t)) em €p(R?), temos

d
ERZ'CU = —4Ric?j + 3scalRic;j + 2|| Ric||*6;; — scal’dy,
para todo t € [0,7T).

3
Demonstracao. Como %R = Q(R) e Ric;; = Z Riyjk, temos que

k=1
d 3
%Ricij = ZQ(R)Zka
k=1
3
= 2> RicyRipq.
pg=1

Observe que, em nosso caso,

3
IRic||* = "¢/ Ricy; = Y _ Ric},.
i,j=1

Desta forma, usando o Lema 4.11, temos

d : 1
aRiCij = 2 Z RiCpq |i(RiCij(5pq — RiCiqéjp — R,iij(Siq + Ricpqdij) — §SCal<5ij5pq — 5iq(5jp)
p,q=1
= 2scalRic;; + 2||Ric||*d;; — scal®d;; + Ricy;scal — 4Ric,

= —4Ricfj + 3scalRic;; + 2||Ric||25ij — Sca12(5ij.
U

Dado um tensor de curvatura algébrico R € €5(R?), consideraremos o (0, 2)-tensor
simétrico

Aij = SC&I(R)(SU — QRIC(R)Z]

Como A é uma forma bilinear simétrica, podemos considerar uma base ortonormal de
autovetores {vy,ve,v3} de A com autovalores associados A\; < Ay < A3. Cada \; é uma
fungao real em €p(R?).

A partir de agora, considere as funcoes sobre €5(R3*): R+ A\, R+ X3 e R
A + Xy + A3 = scal. E facil notar que se Ay < Xy < A3 s@o os autovalores associados a
uma base de autovetores {vy, ve,v3} de A;; = scald;; — 2Ric;; entao {vq,vq, v3} também

é uma base de autovetores de Ric com autovalores associados p; = %
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Lema 4.12. R — A\ € concava, R +— A3 € convexa e R+ scal € linear.

Demonstracao. A linearidade de scal segue diretamente.
Se R, S € 5(R3) e ui(R), 111(S) sdo os maiores autovalores das formas bilineares
Ric(R), Ric(9), respectivamente, temos que

() = sup [Ric(R)(w.)] e gu(S) = sup [Ric(S) (v, )]
v|=1 v|=1
Assim, se a,b > 0 s@o reais, usamos a linearidade de Ric para obter que
p1(aR 4+ bS) = sup |aRic(R)(v,v) + bRic(S)(v,v)| < apr(R) + bui (S).
|v|=1

Portanto,

M((I=t)R+1tS) = scal((1 —t)R+tS) —2um((1 —t)R+tS)
> (1 —t)scal(R) + tscal(S) — 2(1 — t)us(R) — 2tu 1 (S)
= (1 —t)(scal(R) — 2u1(R)) + t(scal(S) — 2u1(S5))

(1 —t)A(R) 4+ tA(S).

Assim R +— A; é uma fungao concava. Por um raciocinio analogo, pode-se ver que
R — )\; é uma funcao convexa.

O

Para facilitar as notagoes escreveremos A, \1, Ag, A3, R, Ric representando as mesmas
quantidades em funcao do tempo. Assim, s6 especificaremos o tempo quando necessério.

Proposicao 4.8. Se R(t), t € [0,T), € uma solugio da E.D.O. LR(t) = Q(R(t)) em
€r(R?), entdo

d 1
EAU = 21412] — tT(A)AU — QHAHQ(SU - SCCLZQ(SM,

para todo t € [0,7T).

Demonstragao.
Antes de mais nada, observe que

A?j = scal2(5ij — 4scalRic;;0;; + 4Ric?j, (4.47)
tr(A)A;; = sca125ij — 2scalRic;;, (4.48)
1 2 1 L2 2

1 1
§tT<A)25iJ = §SCa12(5

ij-

(4.50)
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Como

d
Escal = 2||Ric||?,

segue da Proposicao 4.7 e das identidades (4.47), (4.48), (4.49), (4.50) que

d d d_.
%Aij = (Escal) 57lj - 2d—RICi]‘

= 8Ric - 6scalR1(:(5U — 2||Ric||?; + 2scal’s;;
= 247 —tr(A)A, HAHQ&J scal?d;;.

O

Proposigao 4.9. Se R(t) ¢ uma solugio da E.D.O. £ R(t) = Q(R(t)) em €5(R?), entio
0s autovalores A\ (t) < Ao(t) < A3(t) de A(t) satisfazem

LNt = M2+ Aa(t)rs(t)
Do) = M2 + M)
i)\g(t) = )\3(t)2 + )\l(t))‘Q(t)7

para todo t € [0,T).

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a matriz A(0) esta
diagonalizada e que A;1(0) < Age(0) < A33(0). Se i # j, temos da Proposigao 4.8 que

Segue do Teorema de existéncia e unicidade para solugao de EDO’s que A;;(¢

) =
i # 7, ou seja, podemos supor que A(t) é uma matriz diagonal para todo t € [0 T)
Desta forma,

CAN) = 2401 — (AW An(t) — S(An(0)? + Anlt) + A(t)) + £ (r(A®D)

dt
= Ap(t)* 4 Agy(t) Ass(t).

Podemos encontrar identidades andlogas para Ag(t) e Assz(t). Isto significa que temos
o sistema

%An(t) = Au(t)’ + Axn(t)As(t)
L Ap(t) = Ap(t)? + An(t)As(t)
GAss(t) = Ass(t)? + Aun(t)Axn(t).

Para finalizar esta demontragdo basta vermos que Ajq(t) = Ai(t), Ax(t) = Xao(t) e
Ass(t) = A3(t), paratodo t € [0,7). Como A(t) ¢ uma matriz diagonal, basta mostrarmos
que An(t) S Agg(t) S Agg(t), para todo t € [O, T)
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Por absurdo, suponha que exista um 75 € (0,7") tal que Aj1(79) > Aga(7p). Como
A11(0) < Ay (0), seria possivel encontrar 7 € (0,79) tal que Ay1(7) = Aga(7).
Desta forma se definimos ¢p(t) = Ag(t) — A11(t), temos que ¢ satisfaz a E.D.O.

{ Fot) = (t) (An(t) + Axn(t) — Ass(t))
p(r) = 0.

Pela unicidade da solucao desta E.D.O., segue que ¢ = 0, o que é uma absurdo pois
supomos inicialmente que (1) > 0.

Um argumento analogo nos mostrard que Agn(t) < Ags(t), para todo t € [0,7).
Portanto, Ay1(t) = Ai(t), Axa(t) = Aa(t) e Ass(t) = A3(t), para todo t € [0,7).

U
Proposigao 4.10. Fizado ¢ € [0,1], o conjunto
{R € €B(R*); A + Ay > 20)3}
¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton 4L R(t) = Q(R(t)).

Demonstracao. Considere R(t) uma solugao da E.D.O de Hamilton tal que A (0) +
A2(0) > 20A3(0). Utilizando a Proposigao 4.9, temos

d
= (A1 + A2 —2003) A3+ (1 = &) (AT + A3) + 6 (M — A2)>

Assim, se existir um 7 € (0,7) tal que (A; + A2 — 26A3)(7) = 0 segue que 4 (XA + X —
20A3)(1) > 0.

O

Proposicao 4.11. Fizados § € [0,1] e N > 0, o conjunto

{ReCHR); A+ XA >20A3 e (A3— A1) < N+ A2)}
¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton $R(t) = Q(R(1)).
Demonstragao.
Antes de mais nada, podemos assumir que \; + Xy > 20 \3 pois ja vimos na Proposicao

4.10 que esta condicao é preservada pela E.D.O. de Hamilton.
Utilizando a Proposicao 4.9, veremos que

d
%log()\g — )\1) = )\1 - )\2 + )\3 S )\3.

Além disso,
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A2+ Ao A3A2 + A3

d
—log(A + A2) =

dt A1+ A
A2+ A2
= + A
M+ 8
1
> 5()\1 + X2) + A3
> (140)As.

Unindo estes fatos concluimos que

(A37A1)176

é monotona decrescente. Daif ¢ —
A1+

Isto significa que a funcao t +— log <

Az—A)1—¢ P .
Q=) 7 ambém ¢ monétona decrescente. Portanto, se

(A3(0) — A1 (0)'°
MO FAa0)
temos que
Galt) = M) _ o

M)+ X(t)  — 7

para todo t € (0,7). Em outras palavras concluimos que a condicdo (A3 — A\;)'+° <
N (A1 + A\2) é preservada pela E.D.O. de Hamilton.

O

Proposigao 4.12. Considere K C ¢3(R?) um subconjunto compacto. Assuma que todo
tensor de curvatura algébrico R € K possua curvatura de Ricci positiva. FEntao, existe
um conjunto pingante F C €5(R3) tal que K C F.

Demonstragao. Inicialmente, observe que se R € ¢5(R?) e Ric(R) > 0, temos, usando
as notacoes anteriores,

A1+ Ao = 2scal — 2(py + p2) = 2scal — 2(scal — pg) = 2u3 > 0.

Desta forma

K C{R e Ep(R*); A\ + A >0} .

Pela compacidade de K, é possivel encontrar constantes uniformes § € (0,1) e N > 0
tais que

K C{ReCHR); A+ >2003 e (A3 — )" <N+ M)}

107



Considere o conjunto F' = {R € €5(R*); A + X2 > 26X3 e (A3 — A\)' 0 < N(Ap + Xo) ).
Provaremos que F' é um conjunto pingante e, assim, concluiremos a demonstracao da Pro-
posicao.

Utilizando a Proposicao 4.11, vemos que F é invariante pela E.D.O. de Hamilton. E
um exercicio simples verificar que F' é um conjunto fechado e O(3)-invariante.

Usando o Lema 4.12, vemos que Rri>scal—(25—1))\3 e R — (A3— A1) 04 Nscal— N A3
sdo fungoes concavas. Observando que scal — (20 —1)Az = A\;+Xp— 20Xz € —(Az— A1) 0+
Nscal — N3 = —(A3 — A0 + N(A; + Ay), temos que F = f~1([0,00)) N g~ ([0, 00)),
donde F' é um conjunto convexo.

Afirmamos que dado ¢ € (0, 1), existe um conjunto compacto L C F tal que se
R € F/L entao R é e-pingado.

Para demonstrar isto, escolhemos p > 1 tal que p° > f—i e consideramos L =
{R € F;\3 — A\ < p}. Facilmente podemos ver que L é um conjunto compacto. Se

R € F, temos que

/\1—8/\3 = —()\3—)\1>+(1—€>/\3
N+ Ao)
———— + (1 —¢)As.

G T (1=2)s

Se tomamos R € F/L temos que A3 — A\; > p, donde —(A3 — A\;)™% > —p~%. Assim,
lembrando que (1 —¢) > 2Np~°, temos

M—eds > =N +X)p 4+ (1—e))s
> N+ X)p 0 +2Np o)
= Np~’[(As = A1) + (A5 = A)]
> 0.

Em outras palavras, provamos que se R € F'/L entao R é e-pingado.
Isto conclui a prova de que F' ¢ um conjunto pingante.

O

Teorema 4.3 (R. Hamilton, [17]). Considere M uma 3-variedade riemanniana compacta
e go uma métrica riemanniana em M com curvatura de Ricci positiva. Considere ainda
g(t), t €[0,T), aunica solugao mazximal do Fluxo de Ricci com métrica inicial go. Entao,
quando t — T', as métricas rescalonadas ﬁg(t) convergem em C* para uma métrica
de curvatura seccional constante igual a 1.

Demonstracao. @ Como M é uma variedade compacta, temos que o conjunto K =
{R(pyo);p eM } é compacto. Pela Proposicao 4.12 é possivel encontrar um conjunto
pingante F' C ¢3(R?) tal que K C F. Dali, a assertiva segue do Teorema 4.2.

O
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Corolario 4.4. Considere (M, go) uma variedade Riemanniana compacta tridimensional
com curvatura de Ricci positiva. Entao M é difeomorfa a uma forma espacial esférica
S3/T. Em particular, se M é simplesmente coneza entao M € difeomorfa a S°.

Demonstracao. Segue do Teorema 4.3 que M admite uma métrica de curvatura
seccional constante igual a 1. Segue da classificacao das formas espaciais conexas que M
¢ difeomorfa a S?/T', onde T' ¢ uma agao, livre de pontos fixos, de um subgrupo finito

I' cO®4).
U
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Capitulo 5

Condicoes de Curvatura preservadas
em dimensoes maiores

Neste capitulo abordaremos acerca de uma condi¢ao de curvatura que é preservada
pelo fluxo de Ricci em todas dimensoes: a curvatura isotropica nao negativa.

Na primeira secao, introduziremos a nocao de curvatura isotrépica nao negativa e, a
partir de nocoes de algebra linear complexa, caracterizaremos este conceito. Na segunda
secao, a partir de uma série de calculos, apresentaremos um importante teorema que
assegura que a curvatura isotropica nao negativa é preservada pelo fluxo de Ricci em
todas dimensoes. Apos isto isto, abordaremos uma crucial construgao de S. Brendle e R.
Schéen: o cone C.

5.1 Curvatura isotrépica nao negativa

No artigo [24], Micallef e Moore introduziram o conceito de curvatura isotrépica nao
negativa em conexao com o estudo do indice de Morse de 2-esferas minimas. O principal
resultado deste artigo afirma que toda variedade riemanniana compacta, simplesmente
conexa, com curvatura isotropica positiva é homeomorfa a esfera. Este resultado estende
o Teorema da Esfera de Berger e Kligenberg. No seguimento desta se¢ao, abordaremos o
conceito de curvatura isotrépica nao negativa bem como uma caracaterizagao que utiliza
alguns conceitos de algebra linear complexa (cf. Secao 1.4).

A partir de agora, assumiremos que V' é um espaco vetorial de dimensao n > 4 munido
de um produto interno g(-,-).

Definicao 5.1. Um tensor de curvatura algébrico R € €p(V) € dito ter Curvatura
Isotropica nao negativa se

R(e1,es,e1,e3) + R(ey, eq,e1,e4) + R(ea, €3, €2, €3)

+R(eg, €4, €9,64) —2R(e1, €2, €3,€4) > 0,

para todos conguntos ortonormais {e1, ea, e3,e4} C V. Se a desigualdade acima € es-
trita para todos conjuntos ortonormais {e1, ea, €3,e4} C V', diremos que R tem Curvatura
Isotropica positiva.
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A partir de agora, daremos uma caracterizacao alternativa da Curvatura Isotropica
niao negativa. Para fazer isto, consideraremos V¢ = V ®g C a complexificaciao de V e
estenderemos g : V x V — R & forma bilinear complexa gc : V® x V¢ — C dada por
gela +ib,c+id) = [g(a,c) — g(b,d)] + i[g(a,d) + g(b, ¢)], para todos a,b,c,d € V. Por
fim, estenda R € €5(V) a forma quadrilinear complexa Rc : VEx VEx VEx VE — C.
Para enxugar as notagoes, consideraremos gc = g ¢ B¢ = R.

Proposigao 5.1 (M. Micallef, J. D. Moore, [24]). Considere R € €5(V) um tensor de
curvatura algébrica em V. Sao equaivalentes

(i) R tem Curvatura Isotrépica ndo negativa;

(ii) R(¢,m, ¢, 1) > 0, para todos vetores {,n € VE tais que g(¢,¢) = g(n,n) = g({,n) = 0.

Demonstragao. (i) = (ii). Considere ¢,n € V* dois vetores L.I. tais que g((, () =
g(n,m) = g(¢,n) = 0. Seja 0 C V€ o plano gerado por ¢ e 1. Segue do Corolario
1.3, que existe um conjunto ortonormal {ej,es, e3,e4} C V tal que Z = ey +iey € o
eW =e3+ieys € 0. Como Z e W sao L.I., podemos encontrar a,b,c,d € C tais que
(=aZ +bW en=cZ+dW. Assim

R(C,n,¢,7) = R(aZ +bW,cZ +dW,aZ + bW ,cZ +dW)
= (ad —bc)(ad — be)R(Z,W, Z, W)
= lad — be|*R(Z,W, Z,W). (5.1)

Por outro lado, usando que R tem Curvatura Isotropica nao negativa, temos

R(ZW,Z,W) = R(e; +iey, e3+iey,e1 —iea, €3 — icy)
= Rig13 — il314 — 1R1393 — Rizoq + iR1a13 + Ria1a
+Ri23 — 1R1424 + 1 Ro313 + Rozia + Rozos
—1Ra3214 — Raq13 + 1 Roq14 + i Ro423 + Ray2s
Ri313 + Rig14 + Ra323 + Raazq + 2R3124 + 2Ra314
Ri313 + Ria14 + Rasas + Raaza — 2Ri234
0. (5.2)

A%

Na pentltima igualdade utilizamos a 1 Identidade de Bianchi. Substituindo (5.2) em
(5.1), concluimos que

R(¢,n,¢,7) = 0.

(i) = (i). Considere {ey,ea,e3, €4} como sendo um conjunto ortonormal em V.
Definindo ¢ = e; +1iey e n = e3+iey, vemos facilmente que g(¢, ¢) = g(n,n) = g({,n) = 0.
Utilizando a hipotese (ii) e procendendo identicamente & demonstra¢ao anterior, temos
que
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0< R((,n,¢,n) = R(eg +iey, e3+iey,eq —ieg,e3 —iey)
= Risi3 + Rig14 + Rasos + Rosos — 2R1934.

Como a base ortonormal {ey, e, €3, €4} foi tomada arbitrariamente, segue que R tem
Curvatura Isotrépica nao negativa.

O

5.2 A invariancia da Curvatura Isotrépica nao negativa
pelo Fluxo de Ricci

A partir de agora, vamos nos concentrar em demonstrar que a Curvatura isotropica
nao negativa é preservada pelo Fluxo de Ricci. A série de lemas que demonstraremos
a seguir servirda para demonstrar um resultado algébrico crucial para desenvolvimentos
posteriores.

Consideremos V' um espaco vetorial de dimensao n > 4 munido de um produto interno
g(+,+), R € €p(V) um tensor de curvatura algébrico em V' com curvatura isotrépica nao
negativa e {ey, €9, €3, €4} um conjunto ortonormal em V' satisfazendo

R(el7 €3, €1, 63) +R(€1, €4, €1, 64) +R<e27 €3, €2, 63) +R<e27 €4, €2, 64) - 2R(617 €92, €3, 64) = O
Sera conveniente estender o conjunto ortonormal {eq, €5, €3, €4} a uma base ortonormal
{61,62, c ,en} de V.

Lema 5.1. Temos que

Ri913 + Riga2 + Raqiz + Ragae = Ri21a + Ri22s + R3414 + R3493 = 0

Demonstracao. Considere B = {ey, cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, e4}, onde
s € R. Note que B é ortonormal para todo s € R. Como R tem curvatura isotrépica nao
negativa, temos

0 < R(ep,sen(s)ey + cos(s)es, er,sen(s)es + cos(s)es) + R(eq, eq, €1, €4)
+R(cos(s)ex — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es)
R(cos(s)ea — sen(s)es, ey, cos(s)es — sen(s)es, e4)
+R(eq, cos(s)ex — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es, eq)

= sen’(s)Ria12 + sen(s) cos(s) Rya1s + sen(s) cos(s) Risziz + cos?(s) Riziz + R +
sen(s)? cos?(s) Ragsa + cos?(s) Rasas — sen?(s) cos?(s) Rygos + sen’(s) Rspso
4 cos® Rayaq — sen(s) cos(s) Rogss + sen?(s) Rayss + sen(s) cos(s) Rigoq
—sen(s) cos(s)Riszq — sen®(s) Ryizos + cos®(s) Ryias4

= COSQ(S)(R1313 + Rooq — 2R1234) + SGHQ(S)(Ruu + Raaga + 2R1324) + Ria1a
+Ra3a3 + 2sen(s) cos(s)(Ri21s — Raaza — Riooa + Risaa).
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Assim, a fungao

5 cos?(8)(Riz13 + Rasga — 2R1234) + sen®(s)(Riz12 + Raaza + 2Ri304) + Riaia

+RQ323 + QSGH(S) COS(S)(R1213 - R2434 — Rygoa + R1334)

¢ nao negativa, para todo s € R, e anula-se em s = (0. Portanto s = 0 ¢ um ponto
critico de ¢, de onde

d
Ri213 — Raaza — Rizo4 + Risza = sl e(s) = 0.

Pelas propriedades de simetria do tensor curvatura algébrica concluiremos que

Ri213 + Ri242 + R3a13 + Raauo = 0.

Substituindo o conjunto {e, es,e3,e4} pelo conjunto {ey, —eq, e3,e4} € raciocinando
da mesma forma que anteriormente, concluimos que —R1993 + Ri434 + Ro114 + Rosz34 = 0,
de onde

Ri214 + Ri923 + R3a14 + Rag03 = 0.

Lema 5.2. Temos que

4 4
Z (Rlplq + RQp2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R34pq
p,g=1 pg=1
4 4
= Z (Rlpfiq + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)
pg=1 p,q=1
Demonstragao.
Um célculo direto nos mostraré que
4 4
Z (Rlplq + R2p2q>(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pq R34pq
p,gq=1 p,q=1
4 4
- Z (R1p3q + R2p4q>(R3plq + R4p2q) - Z (R1p4q - R2p3q)(R4plq - R3p2q)
p,q=1 p,q=1

= (Ri212 + R3a34)(Ri313 + Rig1a + Rozos + Rogos — 2R1234)
+2R1934(Ri313 + Ria14 + Rosos + Rogos + 2Ri349 + 2R143)
—(Ri213 + Riza2 + Raars + Raasz)? — (Rizia + Risos + Raag + Raans)’
= (Ri212 + Rsaza + 2R1234) (Ri313 + Rig1a + Rozas + Roszs — 2R1234)
—(Ri213 + Ri2a2 + Raaiz + Raaaz)? — (Rioia + Rizos + Raais + Raans)®
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Na ultima igualdade utilizamos que Risso + Riso3 = —Rio34 pela 1 Identidade de
Bianchi. Segue da nossa condicao de que R1313 + R1414 + Ro323 + Ross4 — 2R1234 = 0 e do
Lema 5.1 que o lado direito da igualdade se anula, de onde concluimos nossa assertiva.

O
Lema 5.3. Temos que
Rigsq + Risag + Razag = Rassg + Roasq + R3a1q =0,
para todo ¢ =5,...,n.

Demonstracao. Considere o conjunto ortonormal {cos(s)e; + sen(s)e,, ea, 3, e4}, onde
seReqg=5,...,n. Como R tem curvatura isotrépica nao negativa, segue que

0 < R(cos(s)e; + sen(s)ey, e3, cos(s)e; + sen(s)ey, e3)
+R(cos(s)er + sen(s)e,, eq, cos(s)e; + sen(s)e,, €4)
+R(eg, €3, €2,€3) + R(ea, ey, €2, €4)
+R(cos(s)ey + sen(s)ey, 2, €3, €4)
= cos’(s)(Riz13 + Ria1a) + sen’(s)(Ryzes + Ryaqs) + Raozos + Rosos
+2sen(s) cos(s)(Risgs + Riaga) — 2 c0s(8) Ry23a — 2sen(s) Ryo34.

Desta forma, a funcao

s 5 cos®(s)(Ryz13 + Rigia) + sen?(s)(Rysgs + Ryaga) + Razaz + Rooa
+2sen(s) cos(s)(Risqs + Riaga) — 2 cos(8) Ry23a — 2sen(s) Rya34

é nao negativa, para todo s € R, e anula-se em s = 0. Portanto s = 0 é um ponto
critico de 9, de onde

d
2R1343 + 2R14g94 — 2Ry234 = 2l (s) = 0.
Dai, concluimos que

Ri3g3 + Risga + Ruzoq = 0.

Substituindo o conjunto {ej, eq, €3, e4} pelo conjunto {ey, —ey, e3,e4} € raciocinando
da mesma forma que anteriormente, vamos obter que Rass; + Roaga + Rg134 = 0, de onde

Rassq + Rosag + R3a1g =0
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Lema 5.4. Temos que

4 4
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq
p=1 p=1
4 4
= Z(R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z(R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)r

p=1 p=1

para todo ¢ =5,...,n.

Demonstragao.
Utilizando o Lema 5.3, temos que

2 2
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pq R3apq

p=1 p=1

Ro124(R313¢ + Ra14q) + Ri214(Ra23q + Ra2aq) — Ri21qR341 — Ri224R3424
= Riygg(Rissq + Risag + Rasag) + Ro114(Rassy + Roaag + Rsang)
= 0.

Também temos, pelo Lema 5.3 e pela 1* Identidade de Bianchi, que

4 4
Z(Rlp?)q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z(R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)

p=3 p=3
= (Rissq + Rasaq) Ruzoq + (Riasg + Rosag) R3ang
+(Ri34g — Rossq) Ruzig — (Riaaq — Rousg) R3azg
= Rusoq(Rissq + Rosag — Roazg + Risag) + Raaig(Riazq + Roaag — Rizag + Rossg)
= Ruysaq(Rissq + Raseq + Risag) + Rsa1q(Rossg + Rasng + Rossg)
= 0.

Substituindo o conjunto {ey, s, €3, €4} pelo conjunto {es, ey, €1, €2} e raciocinando da
mesma forma que anteriormente, vamos obter que

4 4
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Rl?qu34pq =0

p=3 p=3

2

2
> (Rupag + Ropag) (Raprg + Rapag) + Y (Ripag — Rapsg)(Raprg — Rapag) = 0

p=1 p=1

Unindo os fatos supracitados, a nossa assertiva segue.
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Lema 5.5. Sejam wy, ws, ws,wy € spanies,...,e,}. Entdao a expressao

R(wy, e3,wq,e3) + R(wy, eq, w1, e4) + R(wa, e3,ws, e3) + R(ws, €4, wo, €4)
+R(e1,ws, e, ws3) + R(eg, ws, €2, ws) + R(ey, wq, e1,wy) + R(ez, wy, €2, wy)
—2[R(e3, wy, e1,ws) + R(eq, wy, ea,w3)] — 2[R(eyq, wq, e1,wy) — R(es, wy, ez, wy)]
+2[R(eq, we, €1, w3) — R(es, wa, €3, w3)] — 2[R(es, wa, e1,wy) + R(eyq, wa, €, wy)]

_QR(wh W2, €3, 64) - 2R(€1, €2, W3, w4)
€ nao negativa.

Demonstracao. Fixado i € {1,2,3,4}, considere v;(s) a tunica solu¢do da E.D.O.
linear

vi(s) = Y [{vils), ep)w; — (wils), wj)ej],

J=1

com condi¢do inicial v;(0) = e;. Claramente temos que v}(0) = w;. Além disso,

Observando que

d
%@h‘(s),l}j(s» =

-

[(wils), ety = (vi(s), widea), vy (5))

l

<Uz‘(5)a i[@j@% enwr — (v;(s), wl>61]>

=1

1

+

NE

(vils), e wr, vi(s)) = D {vils) wi) er, v;(s))

l =1

+ ) (vs(s) e wi,vis)) = Y (v5(s), wid(vils), &)

=1

s 0’
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temos

(vi(s),v5(s)) = (vi(0),v;(0)) = (s, €5) = by,
para todo s € R. Com isto, para cada s € R, o conjunto {v;(s),va(s), v3(s), vs4(s)} é
ortonormal. Como R tem curvatura isotrépica nao negativa, a funcao

s %R(vl(S),vg(S),01(8)71}3(8))+%R(Ul(s),w(s)’vl(s)aU4(3>)

5 Rla(s),15(5), a(s), 5)) + 3 R(wa(s), 0a(5), v2(5), 14(5))

—R(vi(s), v2(s), v3(5), v4(5))

¢ ndo negativa para todo s € R. Visto que v;(0) = ¢;, temos que s = 0 é um ponto de
minimo de f. Desta forma, a segunda derivada de f em s = 0 é nao negativa. Podemos
calcular que

d

% _OR(Ui(S)yU2<S)7U3<S)7U4<S)) - —|U)1|2R(€1,62,63,€4) - <w17w3>R<63762763764)
—<UJ1, ’U}4>R(€4, €9, €3, 64) + R(wb Wa, €3, 64)
+R(w17 €2, W3, 64) + +R(U}1, €2, W3, 64).

Assim,

2
10 = 28] Rn(s),wals),ma(s), wals)
= —(lwi]* + |ws*)R(e1, e5, €1, €3) — (w1, wa) R(ey, e3, €2, €3)
—(wq,wy)R(ey, e3, ey, e3) — (w3, wy) R(eq, e, e1, ea)
—(ws, wy)R(eq, e3,e1,e4) + R(wy, ez, wy, e3) + R(ey, ws, e, ws)

+2R(ey, e3, wy, ws) + 2R(ey, ws, wy, €3),

1 d?
2ds? e R(’Ul(s) v4(8),v1(8), va(s))
(’w1|2 + ]w4\ JR(e1, eq,€1,€4) — (W, wa)R(ey, 4, €2, €4)
< > (6176476:)”64) - <’LU4,U]2>R(€1,€4,€1,62)
—<w4, ws)R(eq, eq, e1, e3) + R(wy, eq,wy, eq) + R(er, wy, €1, wy)
+2R(eq, eq, wy, wy) + 2R(€1, wy, wy, €4),
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1 d?
% = Syl R(U2(5) v3(s), va(s), v3(s))
= (’11)2|2 + ]w3| JR(e2, e3, €2, €3) — (wa, w1)R(eq, €3, €1, €3)
<w2,w4> (62,63, €4, 63) - <w3,w1>R(€2,€3,€2, 61)
— (w3, wy)R(es, €3, €2, €4) + R(wo, €3, w2, e3) + R(eq, w3, €2, ws3)
+2R(627 €3, Wa, U)3) + 2R<€27 w3, Wa, 63)7
10 = L Bun(s) i(s). a(s). 4(s)
= 5 2(5),v4(8), v2(s), va(s
- (’w2|2 + |w4| ) (627 €4, 62764) - <'IU2,U}1>R<€2, €4, 61764)
<w27w3> (627647 €3, 64) - <w47w1>R(627€47€27 61)
—<'lU4, UJ3>R(€2, €4, €2, 63) + R(UJQ, €4, W, 64) + R(GQ; Wy, €2, 'lU4)
+2R(62, €4, W2, 1U4) + 2R(€2, Wy, W2, 64)
e
19 = L1 Rioa(s),va(s) va(s), a(5))
— d$2 s—0 1 y U2 s U3 s U4

= —(Jwi]® + Jwa]?® + Jws* + |wy|*) Rley, ea, €3, 4)
—(wq, w3) R(es, e, e3,e4) — (w1, wy) R(ey, e, e3,€4)
—(wg, w3) R(e1, €3, €3, e4) — ( (e1, €4, €3, 1)
—(ws, wi)R(ey, eq, €1, e4) — (ws, we) R(eq, g, €2, €4)
—(wy, wr)R(eq, e, e3,e1) — ( (e1, €2, €3,€2)
+2R(wy, wa, €3, €4) + 2R(wy, €9, w3, €4) + 2R(w1, €3, €3, wy)
+2R(eq, we, w3, e4) + 2R(e1, we, e3,wy) + 2R(e1, €9, w3, wy).

Wa, w4>

Wy, w2>

Lembrando que a segunda derivada de f em s = 0 é nao negativa temos que

0<IW 4 1@ 4 16 L 1@ _ 16,

Portanto,
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0 < R(wi,es wy,es)+ R(wy,eq, w,eq) + R(ws, e3,ws, e3)
+R(ws, €4, we, €4) + R(ey, ws, e1,ws) + R(ea, w3, e, w3)
+R(e1,wy, er,wy) + R(eg, wy, €9, wy) + 2R(eq, €3, w1, w3)
+2R(e1, w3, wq, e3) — 2R(wy, €2, w3, e4) + 2R(e1, €4, w1, wy)
+2R(e1, wy, wy, e4) — 2R (w1, €2, €3, wy) + 2R(es, €3, Wa, ws3)
+2R(e9, w3, we, 3) — 2R(e1, we, w3, €4) + 2R(eg, €4, Wa, wy)
+2R(e9, wy, wo, €4) — 2R(e1, wo, €3, wy) — 2R(wy, wo, €3, €4)
—2R(ey, €2, w3, wy)

—|w1*(Riz13 + Ria1a — Rizza) — |wa|*(Rages + Rossa — Ri2za)
—|ws|*(Riz13 + Razas — Rizsa) — |wa|*(Riara + Rosos — Rizza)
+((w1, w3) — (wa, wa) ) (Ri214 — Rigsz + Razsa — Riszs)
—((wy, wa) + (w2, w3)) (Ri213 + Rioaz + R3134 + Roazs)
—2(wy, w2) (Ris23 + Riaa) — 2(ws, wa) (Riz14 + Rozo4)

Substituindo o conjunto {ej, eq, €3, €4} pelo conjunto {ey, —e1, €4, —e3} € raciocinando
da mesma forma que anteriormente, temos

0 < R(wi,eq,wi,eq) + R(wy,es, wy,e3) + R(ws, eq,ws, e4)
+R(ws, €3, wsq, €3) + R(eq, ws, €2, ws) + R(ey, ws, €1, ws)
+R(eq, wy, €2, wq) + R(ey, wy, e1,ws) + 2R(eq, €4, w1, w3)
+2R(e9, w3, wq, e4) — 2R (w1, €1, ws, e3) — 2R(eq, e3, wy, wy

( (

—2R(e9, wy, wy, e3) + 2R(wy, €1, eq,wy) — 2R(ey, €4, wo, w3
( (e1
( (

)

) )
2R(e1, w3, we, e4) + 2R(e2, we, w3, e3) + 2R(e1, €3, wa, wy)
2R(e1,wy, wa, e3) — 2R (€2, we, €4, wy) + 2R(w1, wo, €4, €3)
+2R(eg, €1, w3, wy)

—|w1|*(Roaza + Razaz — Rotaz) — |wo|*(Ria1a + Risiz — Roas)
—|ws|*(Raaza + Ria1a — Roraz) — |wa|*(Rases + Risiz — Roias)
+((w1, w3) — (wa, wa) ) (Ra123 — Rorar + Rataz — Rosa3)
+((w1, wy) + (w2, w3))(Ra124 + Rorz1 + Ragaz + Rizus)
+2(w1, wa) (Ros1a + Raziz) + 2(ws, wa) (Ros23 + Riars).

Lembrando que Ri313 + Ri414 + Roz03 + Rosss — 2R1934 = 0, somamos as ultimas
desigualdades e dividimos por 2 para obter que
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0 < R(wi,es wi,e3)+ R(wy,eq,wr,eq) + R(ws, es,ws, e3)
+R(ws, e4,we, e4) + R(e1, ws, e1,ws3) + R(es, ws, ey, ws3)
+R(e1, wy, €1, ws) + R(ea, wy, €2, ws)
+[R(eq, e3, w1, w3) + R(ey, ws, wy, e3) — R(wy, €2, ws, ey
+R(eg, €4, w1, w3) + R(eg, ws, wy, eq) — R(wy, €1, ws, e3)

+[R(617 €4, W1, w4) + R(617 Wy, W1, 64) - R(w17 €2, €3, W4

)
]
)
—R(eq, e3, w1, wy) — R(eg, wy, wy, e3) + R(wy, €1, eq,wy)]
+[R(eq, €3, ws, w3) + R(eq, w3, ws, e3) — R(eq, wa, w3, e4)
—R(eq, eq,we, ws) — R(eq,ws, wa, e4) + R(ea, wa, w3, e3)]
+[R(e2, €4, w2, wy) + R(e2, Wy, wo, e4) — R(e1, wz, w3, €4)
+R(ey, e3,wy, wy) + R(ey, wy, wa, e3) — R(eg, wo, €4, wy)]

—2R(U)1, Wa, €3, 64) — 2R(61, €9, W3, UJ4>. (53)

Usando as relagoes de simetria de R e a 1* Identidade de Bianchi, teremos, por
exemplo, que

+[R(eq, e3,wy,ws) + R(ey, w3, wy, e3) — R(wy, e1, w3, e3)
—R(wy, e9, w3, e4) + R(ea, €4, w1, w3) + R(ez, w3, wq, e4)]
[—R(e3, wy, e1,w3) + (R(ey, ez, wy,ws) + R(wy, ey, e3,ws))
—R(eq, wy, €2, w3) + (R(wy, e, €4, ws) + R(eyq, w1, e, w3))]

= —2[R(es, w1, e1,ws) + R(eq, wy, e, ws)].

Utilizando o mesmo raciocinio nos termos entre colchetes de (5.3), chegamos ao re-
sultado desejado.

0
Lema 5.6. Temos que
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q> - Z Rl?qu34pq
D,q=5 p,q=5
2> Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q>‘
D,q=5 p,q=5
Demonstracao. Denotemos por W = span{es,...,e,}. Definamos transformagoes

lineares A, B,C,D,E, F : W — W por
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(Aep, eq) = Ripig + Rapag, (Bey, eq) = Rapsq + Rapag
<C€p7 611> = Rap1q + Rapag; (Dep, €q> = Ruprq — Rapzg
(Bey, eq) = Rizpg, (Fep,eq) = Raapg,

onde p,q € {5,...,n}. Segue das relagoes de simetria do tensor de curvatura que A e
B sao simétricas e E' e F' sao anti-simétricas. Além disso, utilizando o Lema 5.5, veremos

que

(Bwy,wy) + (Bwa, we) + (Aws, w3) + (Awy, wy)
—2(Cwy,ws) — 2(Dwy, wy) + 2(Dwsy, w3) — 2(Cws, wy)
—Q(le, w2> - 2<Ew3, w4> Z 0, (54)

para todos vetores wy, wsy, ws, wy de W. Para exemplificar que (5.4) decorre do Lema
5.5, note que, se escrevermos w; = a'e; e wy = Ve;, temos

—2(Cwy,w3) = —2<C(aiez~), bjej>
= —2a't/(Ce;,e;)
= —QCLibj(Rgilj + R4i2j)

= _Q[R(€37w1,61,w3) + R(647w1a62aw3)]

Definamos transformagoes lineares M, U : W x W x W x W — W x W x W x W

por

B F C* -D
-F B D' —C*

M=\ o p A E
-D -C —-E A
(§]
0 0 id 0
0 0 0 —id
U=1_d4d 0 0 o
0 id 0 0

Segue da simetria de A e B e da anti-simetria de E e F', que a transformagao M
é simétrica. Assim, usando a desigualdade (5.4), concluimos que M ¢é positiva semi-
definida. Um céalculo simples mostrara que

Bll BIQ B13 B14

MUMU* = BQl B22 BQ3 B24



onde cada By, 1 < i,j <4, ¢ um bloco 4 X 4 e, além disso, Byy = Bay = —(C*)? —
(D*)? + AB + FF e B33 = By = —C? — D> + AB + EF. Levando em conta que
tr(T 4+ V) = tr(T) + tr(V), tr(T*) = tr(T) e M ¢é positiva semi-definida, concluiremos

que

1
0 < tr(MUMU")

tr(AB) + tr(EF) — tr(C?) — tr(D?)

n n

Z (Aep, €q)(Beg, €p) + Z (Eep, €q)(Feq, €p)
D,q=5 P,q=5
- Z (Cep, eq)(Ceq, ) — Z (Dey, eq)(Deg, €p)
D,q=5 p,q=5
Z (Aep, eq)(eq, Bep) — Z (Eep, eq)(eq, Fep)
P,q=5 P,q=5
- Z (Cep,eq)(Ceg, €p) — Z (Deyp, eq)(Deg, €p)
P,q=5 P,4=5
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pq R3apq
P,q=5 P,q=5
- Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
P,q=5
- Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)'
P,q=5

Isto finaliza nossa demonstracao.

O

A série de Lemas que demonstramos ao decorrer desta se¢ao servirao para demontrar
o crucial resultado algébrico que vem a seguir.

Proposicao 5.2. Considere R € ¢(V) um tensor de curvatura algébrico em V com
curvatura isotropica ndo negativa. Seja {e1,ea, e3,e4} um conjunto ortonormal em V

satisfazendo

R(ey,es,e1,e3)+ R(ey,eq,e1,6e4)+ R(ea, €3, €2, e3)+ R(ea, €4, €2,64) —2R(e1, €2, €3,¢4) = 0.

Entao

R#(el, es,e1,e3) + R¥ (eq, ey, €y, eq) + R¥ ey, €3, €3, es)
—|—R#(62, €4, €2, €4) + QR#(el, es, €y, €2) + 2R#(61, ey, €,6e3) > 0.
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Demonstracgao.
Segue da definicao de R* que

(R#)1313 + (R#)1313 + (R#)2323 + (R#)2424

2 Z (RlplqR3p3q + RlplqR4pqq + R2p2qR3p3q + R2p2qR4p4q)

pyq=1
—2 Z (R1P3QR3P1Q + R1p4qR4p1q + R2p3qR3p2q -+ R2p4qR4p2q)
p,q=1
= 2 Z (Rlplq + R2p2q)<R3p3q + R4p4q) -2 Z Rlp3qR3p1q
pa=1 p,q=1
—2 Z RipagRaprg — 2 Z Ropsg Rispaq — 2 Z Ropag Rapag- (5.5)
pg=1 p,q=1 p,q=1

Utilizando a 1* Identidade de Bianchi e as simetrias do tensor curvatura, temos que

2 Z RpoqR4p3q -2 Z RpoqR3p4q

p,q=1 p,q=1
n
= —2 § : Rlp?q(Rp43q + R3p4q)
p,q=1
n
= =2 § R1p2qR43pq
p,q=1
n n
= - E :Rlp?qR34pq - E :R1q2pR34qp
p,q=1 q,p=1
n n
- - E R34qp(R1p2q + qup?) - - E R34qu12pqv
p,q=1 p,q=1

donde,
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(R#)1342 + (R#)1423 = 2 Z R1p4qR3p2q -2 Z RpoqR3p4q

p,q=1 p,g=1
n n
+2 E , Rlp?qR4p3q -2 E , Rlp?qR3p4q
p,g=1 p,g=1
n n
= 2 E - RipagRapag — § - Riopg Rapg
p,q=1 p,q=1
n
—2 3 " RupgRapag. (5.6)
p,q=1

Somando as identidades (5.5) e (5.6), concluiremos que

(R#)1313 + (R#)1414 + (R#)2323 + (R#)2424 + 2(3#)1342 + 2(3#)1423

= 2 Z (Rip1q + Ropzq) (Rpsg + Rapag) — 2 Z Ri2pg R3upq

p,q=1 p,q=1
—2 Z (R1p3q + R2p4q)(R3plq + R4p2q) —2 Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)'
p,q=1 p,q=1

Segue dos Lemas 5.2, 5.4 e 5.6, que a expressao acima é nao negativa. Disto, conclui-

mos Nossa pProposicao.

O

Proposicao 5.3. Considere R € €(V) um tensor de curvatura algébrico em V' com
curvatura isotrépica nao negativa. Seja {e1,es, e3,e4} um conjunto ortonormal em V
satisfazendo

R(ey,es,e1,e3)+R(er,eq,e1,e4)+ R(ea, €3, 69,e3)+ R(ea, €4, €2,64) —2R(e1, €2, €3,€4) = 0.

Entao

Q(R)(el, €3, €1, 63) + Q(R)(el, €4, €1, 64) + Q(R)(eg, €3, €9, 63)
Q(R)(e2, €4, €2,e4) — 2Q(R)(e1, €2, €3,€4) > 0

Demonstragao. Observe que
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R2(€17 €3, €1, 63) + R2(617 €4, €1, 64) + R2(627 €3, €2, 63)

+R%(eq, €4, €9,e4) — 2R*(e1, €3, €2, €4) + 2R*(e1, €4, €3, es)

= 3 (Rus)* + Y Rugg)® + D (Raspg)® + D (Raupg)?

p,q=1 p,q=1 p,q=1 pyq=1
n n
—2 > RuspgRoupg + +2 Y RuspgRasyg
p,q=1 p,q=1
n n
2 2

= Z (Rispg — Raapg)” + Z (Riapg + Raspq)

p,g=1 P,q=1
> 0.

Usando a Proposigao 5.2, a desigualdade acima e lembrando que Q(R) = R? + R*
satisfaz a 1 Identidade de Bianchi, teremos

Q(R)(e1, e3,e1,e3) + Q(R)(e1, e4,e1,e4) + Q(R)(e2, €3, €2, €3)
+Q(R)(eg, €4, €2,€4) + 2Q(R)(e1, €3, €4, €2) + 2Q(R) (€1, €4,€2,€3) > 0

— Q(R)(Gl, es, €1, 63) + Q(R)(Gl, €4, €1, 64) + Q(R)(GQ, es, €g, 63)

+Q<R>(€2, €4, €2, 64) - QQ(R> (617 €92, €3, 64) Z 0

Proposigao 5.4. O cone

C ={R € €(R"); R tem curvatura isotrépica nao negativa}

¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R).

Demonstragao.

Dado ¢ > 0, considere R.(t) a tnica solugio da ED.O 4R.(t) = Q(R-(t)) + I, com
condigdo inicial R.(0) = R(0) + el. Aqui, L, = 05 — 0y representa o tensor
curvatura da esfera canonica.

Suponha que R.(t) esta definido num intervalo [0,7%). Afirmamos que R.(t) possui

curvatura isotropica positiva para todo t € [0,7.). Argumentando por contradigao,
suporemos que existe ¢t € [0,7.) que nao possui curvatura isotrépica positiva. Considere

7:=inf {t € [0,7%); R-(t) nao possui curvatura isotropica positiva} .

Pela definigdo de 7, existe um conjunto ortonormal {ey, ez, e3,e4} tal que
Ro(7)1313 + Re(T) 1414 + Re(7T)2323 + Re(7T)2424 — 2R (7) 1234 = 0.
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Além disso,

Re(t)1313 + Re(t)1414 + R (t)2303 + Re(t)2a24 — 2R (t) 1234 > 0,
para todo t € [0, 7). Desta forma

Q(R)(7)1313FQ(R)(7) 1414 FQ(R)(T) 2323+ Q(R) () 2424 —2Q(R)c (T ) 1234 +4e < 0. (5.7)

Como R.(7) tem curvatura isotropica nao negativa, segue da Proposigao 5.3 que

Q(R):(7)1313 + Q(R)e(7)1414 + Q(R)<(T)2323 + Q(R)(T) 2424 — 2Q(R)(T)1234 > 0,

o que contradiz (5.7). Portanto, R.(t) possui curvatura isotropica positiva para todo
tel0,12).

Segue da teoria de E.D.O. que T" < liminf. .47 e R(t) = lim._,q R.(t), para todo
t € [0,7). Consequentemente, R(t) tem curvatura isotropica nao negativa para todo
te[0,7).

O

Teorema 5.1 (S. Brendle, R. Schéen, [7]; H. Nguyen, [26]). Considere (M, go) uma
variedade riemanniana compacta com curvatura isotrépica nao negativa. Se g(t), t €
[0,T), é uma solu¢ao do Fluzo de Ricci em M com condi¢ao inicial g(0) = go, entdo
(M, g(t)) tem curvatura isotrdpica nao negativa para todo t € [0,T).

Demonstracao. Facilmente podemos ver que o cone C' definido na Proposicao 5.4
é fechado, convexo e O(n)-invariante. Também foi demonstrado na Proposi¢ao 5.4 que
C' ¢é invariante pela E.D.O. de Hamilton. Como Ry € C, segue do Teorema 4.1 que
Ry € Cparatodot € [0,7), isto é, (M, g(t)) tem tem curvatura isotropica nao negativa
para todo t € [0,7).

O

5.3 O Cone C de Brendle e Schoen

Consideremos V' um espago vetorial de dimensao n > 4 munido de um produto interno
g(+,+). Seja R € €5(V). Definimos o tensor de curvatura algébrico R € €5(V x R?) por

~

R(vy, vy, U5, Uy) := R(vy, v2,03,04),

onde 0; = (v;,y;), com v; €V e y; € R%.

Definicao 5.2. Definimos o cone C' como

A

C .= {R e €s(V); R tem curvatura isotrépica nio negativa}
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Facilmente pode-se ver que o cone C' é um conjunto fechado, convexo e O(n)-invariante.
No que segue esta secao caracterizaremos o cone C'.

Proposicio 5.5. Considere R € 63(V) e R € €5(V x R?), como definimos acima. As
sequintes assertivas sao equivalentes.

(i) ReC;

(ii) Temos que

R(eq,e3,e1,e3) + >\2R(€1, eq, e1,€yq)
+1*R(e2, €3, €2, €3) + N> R(ea, €4, €2, €4)
_2)\IUR(617 €2, €3, 64) 2 07

para todos conjuntos ortonormais {e1, e, e3,eq4t CV e todos A\, € [0, 1].

(iii) Temos que R((,n,¢,n) > 0, para todos vetores (,n € VC.

Demonstragao.
(i) = (ii). Considerando um conjunto ortonormal {ey, €9, e3,e4} CV e A\, u € [0,1],
definimos

e1 = (617 (070))7 €y = (:ue2> (07 V 1- /1,2)),
ég = (63, (0,0)), é4 = ()\64, (V 1-— )\2,0))

Podemos ver que {é;, é3, é3,64} ¢ um conjunto ortonormal em V' x R% Como R tem
curvatura isotropica nao negativa segue que

é<é17 é37 él? é3) + R(él7 é47 é17 é4)
+R(é, 3,69, 63) + R(E2,é4, €3, €4)
—2R(é1, ég, ég, é4) > 0.

Substituindo nesta expressao os respectivos valores de é1, €5, €3 € €4 obtemos a asser-
tiva (ii).

(ii) = (iii). Considere ¢,n € VC dois vetores L.I. e seja ¢ C V' o plano gerado por ¢
e 1. Pela Proposigao 1.2, podemos encontrar um conjunto ortonormal {eq, s, e3,e4} C V
e\, p € 0,1] tais que Z = ey +iues € 0 e W = ez +ides € 0. Como Z e W sado L.IL,
podemos encontrar ntimeros a, b, ¢, d € C tais que ( = aZ + bW e n = cZ + dW. Desta
forma, temos que

R(C,n,¢,7) = lad — be[*R(Z, W, Z,W). (5-8)

Por outro lado, usando a hipotese (ii), temos que
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R(Z,W,Z, W) = Rl(ei,es, er,e3)+ AN R(ey,eq,e1,64)
+2R(eg, €3, €, e3) + A2 R(ea, €4, €2, €4)
—2 R (eq, e, €3, €4)
> 0. (5.9)

De (5.8) e (5.9) segue (iii).

(ii) = (iii). Considere {é;,é,¢3,¢é,} um conjunto ortonormal em V x R? onde
é; = (vj,y;), comv; € V e y; € R? para cada j = 1,2,3,4. Se definirmos ¢ = v; + ivq €
N = v3 + ivy, segue da hipotese (iii) e da defini¢ao de R que

0 < R((,n,¢,n) = R(vi,v3,v1,v3) + R(vi,v4,v1,04)
+R(va, v3,v2,v3) + R(va, vg, Vg, Vy)
—2R(vy, vg, V3, V)
= R(0y, 03,01, 03) + R(1, 0g, 01, 04)
R(0y, D3, Oy, 03) + R0, Dy, O, Ug)
—2R(y, by, U3, 04)
Como o conjunto {é1, és, €3, €4} foi escolhido arbitrariamene, segue que R tem curva-
tura isotrépica nao negativa.

O

Corolario 5.1. Se R tem curvatura isotropica nao negativa, entao R tem curvatura
seccional nao negativa.

Demonstragao. De fato, se {vy,v2} € um conjunto ortonormal qualquer em V', de-
finimos os vetores v; = (vq,(0,0)), 02 = (0,(1,0)), 93 = (v9,(0,0)) e v4 = (0,(0,1))
em V x R% Observando que {0y, dq, 03,04} € R tem curvatura isotropica nao negativa,
concluimos que

0 < R(@l,@s,@l,@:ﬁ) + R(@l,@,ﬁl,@@
R(®27 @3, ’02, @3) + R(@Q, @4, @2, @4)
_QR(@h ﬁ27 'ﬁ37 ’04)

= R(vi,v9,v1,02).

Como o conjunto {vy,vs} foi escolhido arbitrariamente, segue que R tem curvatura
seccional nao negativa.

O

Corolario 5.2. Se R tem operador de curvatura nao negativo, entio R tem curvatura
1s0tropica nao negativa.
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Demonstracao.  Considere um conjunto ortonormal {ej, ey, e3,e4} C V' e nimeros
reais A, 1 € [0,1]. Defina

©=e1 Nes+ Apeg Aey € A’V

w:)\el/\64+,u€2/\€3€A2V

Como R tem operador de curavtura nao negativo, segue que

0 < R(p,p) + R(¥,v) = R(eies e1,e3)+ )\23(61,64761, eq)
+/'I’2R<627 €3, €2, 63) + M2)\2R(627 €4, €2, 64)
—2\uR(e1, ez, €3, €4).

Segue da Proposicao 5.1 que R tem curvatura isotrépica nao negativa.

Proposicao 5.6. O cone C' ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton %R = Q(R).

Demonstragao.  Se R(t), t € [0,T), ¢ uma solugao da E.D.O. de Hamilton com
R(0) € C, segue que R(t) é solu¢ao da E.D.O. de Hamilton associada, pois

%R _ (%R) = Q(R) = Q(R).

Segue da Proposicao 5.4 que R(t) € C, para todo t € [0,T), donde R(t) € C, para
todo t € [0, 7).

O
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Capitulo 6

Resultados de Convergéncia em
dimensoes maiores

Este capitulo seré dedicado a apresentacao do argumento final que demonstra o Teo-
rema da Esfera diferencidvel em dimensoes maiores que 3, com constante ping¢ante 6tima
d = 1/4. Para isto sera fundamental o entendimento de uma construgao de cones invari-
antes por Bohm e Wilking (cf. [5]) que seré desenvolvida nas dua primeiras se¢oes deste
capitulo.

6.1 A Identidade de Bohm e Wilking

Nesta se¢ao, abordaremos uma identidade algébrica obtida por Bohm e Wilking (cf.
[5]). Antes disso, precisaremos de algumas definigoes.

Definicao 6.1. Considere A e B duas formas bilineares simétricas em R™. O produto
de Kulkarni-Nomizu entre A e B € definido e denotado por

(A® B)iji = AixBjy — AuBjr — Ajx By + Aj By,

Observacao 6.1. Da simetria de A e B seque que

(A® B)jim = AjpBi — Ay B, — AigBji + AyBji, = —(A© B)iju

(A® B)pij = AriBij — AxjBii — A Brj + AijBri = (A © B)iju.

Além disso,

(AO B)iju + (AO B)jri + (A©® B)iji
= AuBj — AuBjir — Aj By + A Bi
+Ap;Bi — AuBij — Aij B + Ay By
+A;i By — AjBri — AriBj + A Bij
= 0.
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Desta forma, A® B € €5(R").

Definicao 6.2. Fizados dois nimeros reais a,b > 0, definimos uma transformacao linear
lop : €(R") — €5(R™) que a cada R € €5(R") associa o tensor

lop(R) = R+ bRic(R) ® id + %(a —b)scal(R)id ® id
Lema 6.1. Para cada R € €5(R™), temos
Q(Lap(R))ijrt — Q(R)ijm
=2b Y Ricy(Ripkdjt — Riptaljt — Rjprgdit + Rjpigir)
pg=1

+(4b + 2(n — 2)b%)(Rici, Ricj, — Ricy Ricjy,)
—2b*(Ric}0; — Ric3y0u — Ricjdj, + Rics0:)

4
+ (262 + E(a —b)(1+ (n— 2)b)) - scal( Ricikdj; — Ricjidy — Ricydji + Ricjidik)

8
+2b2|RiC|2(5ik6jl — 0;10,1) + ﬁ(a —b)(b+ (n— 1)a)scal2(5ik5ﬂ — 0i10jk)-

Demonstracao. Para abreviar as notagdes, escreveremos S = £, ,(R). Temos que
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(5%)ijer — (R?)iju

n n
E , Siqusklpq - E , RiquRklpq

p,g=1 p,g=1
n

2
Z |:Riqu + b(RiCip(;jq — RiCiq(Sjp — Riij(Siq + Riqu(Sip) + E(a — b)SC&l((;ip(qu — 5iq5j ):| .

p,q=1

} ) ) ) 2
[Rklpq + b(Rickprg — Rickgdy, — Riciydrg + Ricigdyy) + g(a — b)scal(6pdig — 5kq5lp):|

n
- E :RiquRklpq

p,g=1
- . . . . 2 -
b Z Riqu(Rlep(slq - Rlckq(;lp — RlClp(;kq + RIClp(Skq) + E(a - b)scal Z Riqu<5kp51q - 5kq5lp)
p,q=1 p,q=1

+b Z Rklpq(RiCip(qu - RiCiq(Sjp - Riij(sl'q + Richél-p)
p,q=1

+07 ) (Ricipdjq — Ricigbs, — Ricjpdig + Ricjediy) (Rickydly — Rickydy, — Ricydrg + Ricigdyy)

p,q=1
2b(a — b -~
42 (an ) seal 3 (Ricipdsy — Ricigdjp — Ricpdig + Ricse0i) (G1p0tg — Ougdy)
p,q=1
2b(a — b -
—+— (a’n )Scal Z (RiCkp(Slq - Riquélp - RiClp(Skq + Riclqékp)(é‘ipdjq — 51 5] )
pg=1
2(& - b) u 4(CL _ b)Q n
sl p;l Riapa(Oindia = OiaOsp) + TSC&P p;l(ﬁsi djq — 9ig0jp) (Okpdig — OkgOip)-

Lembrando que Zzzl Ric;,Ric,; = Ric?j, arrumamos os calculos para obter que

(Sz)ijkl — (R2)ijkl = 2b Z (RijleiCkp + RijipRicy, + Rip;Ricy, + RklipR,iij)

pyq=1
8(a—10

+ (a 5 )ScalRijk[ + 4b2(RiCikRiC]’l — RicyRicjy)

n

+2b”(Rici0; — Ric 00 — Rich, 6y + Rick o)
8(a —b)b

+—

scal(RiCikéjl - Riciléjk - RiCjk(Sil + Rileéik)

AV
MSC&F(&MSJ] — 5il6jk) (61)

+ 2

Por outro lado, temos que
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(S™)ijee — (B )ijia

= 2 Z Sipkquplq —2 Z Sipqujpkq -2 Z Ripqujplq +2 Z Riplqupkq

p,q=1 p,q=1 p,q=1 p,q=1

2
= 2 Z [ ivkq T D(Ricik0py — Ricig0pr — Ricprdig + Ricyydir) + E(a — b)scal(d;x0, — 5iq6pk)} :

p,q=1

) 2
|:Rj1ﬂq + b(Ric;10p, — Ricj 0, — Ricyd g + Ricy,dj) + E(a —b)scal(6j10,4 — 5jq5pl)}

2
-2 Z [ ivlq + D(Rici0,q — Ric; 0,0 — Ricydiy + Ricy,di) + n(a — b)scal(6;10p4 — 51q6pl)} :

p,q=1
. . 2
{ijkq + b(Ric;0,q — Ricj 0,k — Ricyrd g + Ricygdin) + ﬁ(a — b)scal(6jx0pq — 5jq5pk)]
—2 Z Ripqujplq +2 Z Riplqupkq-
p,q=1 p,q=1

Faremos este macante calculo por partes.
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(1) Temos que

20 ) Ripkg(Ricjidpq — Ricjgby — Ricydsg + Ricpydj)
P,q=1
+2b Y Rjpig(Ricinbpg — Ricigbpn — Ricprdig + Ricpgdin)
p,q=1
—2b Y Ripig(Ricjibpg — Ricjgdpn — Ricyrdjq + Ricygdn)
pq=1
—2b ) Rjprg(Ricudyg — Ricigdp — Ricydig + Ricygdi)
pq=1
= —-2b Z(Ricijilkp + Ricleipkj + RicipRjklp + RiCkajpli)
p=1
+2b Z(Ricijiklp + RiCkaiplj + RiCiplekp + RiClejpki)
p=1
+2b Z Ricyq(Ripkqdjt — RiptgOjk — Riprgdit + RipiqOir)

p,q=1

+4b(RiCﬂ Ricik — RiC]’kRiCil)

= —20) (Ric;pRips + RicyRijiy + Ricy Ryjis + Ricy Rijpn)

p=1
+2b Z Ricpg(RiprqOji — Ripigljr — Riprqlit + Rjpigdir)

p,q=1

+4b(Rlclelcm - RiCijiCil).

Na ultima igualdade, utilizamos a 2* Identidade de Bianchi.

(2) Temos que

—b n
n )Scal Z [Ripkq(05i0pq — 0jq0pt) + Ripiq(OiGpg — iglpk)
P,q=1
_Riplq<5jk5pq - 5jq5pk> - ijkq<5il5pq - 5iq5pl)]
4(a —b
= %Scal(fﬁcimﬂ — Rilkj + Rile(Sik — Rjkli)
4(a — b
L Aa-)
n

4(a

scal(—Ric;d,, + Riki; — Ricjkdiu + Rjiki)
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4(a —b
_ (an >SCa1(RiCik5jl — RlCZl(S]k- — RIC]kdll + Rlelézk)

8(a —b)

scalR; ik

(3) Como

Z (Ricigdp, — Ricig0pr — Ricyrdiq + Ricy,di) -
p,q=1
(Rile5pq — Riqu5pl — RiCpl(;jq + Ricpqéjl)

= nRic;Ricj; — RicpRicj; — RicpRicy; + Ricipdjscal
—RicjRic;, + Ric?jékl + Ric;;Ricy — 5leic?k
—RicjRic, + RicyRic;; + Ricﬁl@j — %Ric?k
Rile(SZ'kSC&l - RIC?Z(SZk - RlC?l(Szk + (5ik5ﬂ|RiC|2

= (n — 4)RiCikRiCﬂ + ZRiCiniClk + scal(Ricik(Sﬂ + Rile5ik>
—Q(RiC?k(Sjl + RiCJQ-l(Sik) + RiC?j(Skl + Riczldij5ik5ﬂ|RiC|2,

temos que

20 ) (Ricidpg — Ricig0pe — Ricprdiq + Ricygdir) -
P,q=1
(Rile(qu — Riqudpl — Ricpldjq -+ RiCpq5j1>

—2b” ) " (Ricudpg — Ricigby — Ricydig + Ricygda)
p,q=1
(Ricjpdp, — Ricj,0pr — Ricyrdjq + Ricp,d,i)
= 2b*(n — 4)(RicyRicj — RicyRic;y,)
+2b%(Ricixdy; — Ricydj, — Ricjrdy + Ricjidi)
—4b*(Ricj, 05 — Ricd;e — Rick, 0y + Ric% oy
+2b6%|Ric|* (80, — 6udjn)

(4) Observando que

n

> (Ricikdpg — Ricigbpr — Ricprdig + Ricpgdin) (51055 — 6740m)

p,g=1

+ Z (Ricjidpq — Ricjqdp — Ricpdjq 4+ Ricpgdji) (Gindpg — dighpk)
p,g=1

= (n - 4) (Ricikéjl + Rile(Sik) + 2(Ricij5kl + Rickléij) + 25ik5jlscal,
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teremos

4b(a — b g
%seal Z (Ricigp, — Ricig0pr — Ricprdiq + Ricpgir) (0510 — d5q0p1)
p,q=1
4b(a — b - : . :
+¥SC&1 Z (Rlel(Spq — Rlch6pl — RICpl(qu + Rleqdjl)((Sik(;pq — 5iq5pk)
p,q=1
4b(a — b g
—%SC&I Z (Riciltqu - RiCZ‘q(spl - Ricpléiq + RiCpqtgil)(5jk5pq - (5j 5pk)
p,q=1

n

4b(a — b : : . .
—%scal > " (Ricjudpg — Ricjgbp — Ricpdjy + Ricpydjn) (idpg — 6igbp)
Pg=1

4b(a — b)(n — 4
= (CL 7”2<n )scal(Ricik@-l — RiCil5]’k - RiCjk(Sil + Rile(Sik)
8b(a — b
L Sbla—b)

n

scal® (061 — 0idjn)-

Segue de (1), (2), (3) e (4) que

(S*)ijer — (R*)ijia

= —20) (Ric;pRips + Ricy Rijiy + Riciy Ryjis + Ricy Rijpn)

p=1

+2b Z Ricpg(RipkqOji — RipigOjr — RjpkgOit + Rjpig0in)

pq=1

8(a—0b
n

—4b*(Ric}, 05 — Ricjd, — Rich, 0y + Ric? 0

)ScalRijkl + (4b+2(n — 4)b2)(RicﬂRicik — Ric;,Ricy)

4
+ (2[)2 + E(a —b)(1+(n— 4)b)) scal(Ric;p0;; — Ricyd i, — Ricjidy + Ricjidi)

8
+2b2’RiC’2(5ik5ﬂ - 51'[5]'19) + ﬁ(a - b)(Qb + (n - 2)a)sca12(5ik5jl — 5zl53kz) (62)

Somando (6.1) com (6.2), obtemos o resultado desejado.

Lema 6.2. Para cada R € €5(R"), temos
Lap(Q(R))ijin — Q(R)ijn

= 2b Z Ricpg(RipkqOjt — Riplg0ji — Rjpgdut + Rjpigdin)

p,q=1

4 :
+E(CL — b)‘RZCP(éikéﬂ — 511(5Jk)
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Demonstragao. Se escrevemos 1" = Q(R), ja vimos que

Ric(T)ix = Z RiprgRic,, e scal(T) = 2|Ric|>.
pg=1

Assim, utilizando a defini¢ao de ¢, ;, segue que

Ea,b(T)ijkl — Ejkl = b(RlC(T)Zk(;jl — R,lC(T)zl(gjk — RiC(T)jk(;il + R,IC(T)JZ5Zk)
2
+E(a — b)scal(T) (5ik5jl — 5i15jk)

= 2b Z Ricpq(Ripkgdjt — Riplgdjr — Rjpgdit + Rjpigdin)

p,q=1

4 .
+E(CL - b)’RlCP((Sikéjl — 6zl5]k>

Lema 6.3. Para cada R € €5(R"), temos
QUap(R)) = Lap(Q(R )) (2b + (n — 2)b*) Ric ® Ric — 2b*Ric* ® id
+ (2 (a—=b)(1+ (n— 2)b)> scalRic ® id

l(an —2(a — b))|Ric*|id ® id
n
4

2

+—(a—b)(b+ (n — 1)a)scalid ® id.

n

Demonstracao. Subraindo as identidades obtidas nos Lemas 6.1 e 6.2, teremos

Qlap(R)) — lap(Q(R)) = (2b+ (n — 2)b*)(2RiciRicy — 2RicyRicjy)
—2b*(Ricj, 05 — Ricjd; — Rick,0u + Ric% oy
+ [2b% + %(a —b)(1+ (n—2)b)| scal -
(Ricix65, — Ricydj, — Ricjgdy + Ricjidik)
+%(nb2 — 2(a — b))|Ric|*(2040;1 — 2610 %)

4
+ﬁ(a —b)(b+ (n — 1)a)scal*(26i0; — 25461,

Utilizando a definicao do Produto de Kulkarni-Nomizu, nossa assertiva segue.
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Dado qualquer R € €5(R"), considere

Dus(R) = [(n—2)b® —2(a — b)] Ric ® Ric

o 2
+2aRic ® Ric + 2% Ric ®id
nb2<1 — 20) — 2(a — b)(1 — 2b + nb?)

%d @ id.
[+ 20— Da] |Rlc|1 ©i
Temos que D, ,(R) € €5(R™).
Proposicao 6.1. Dado R € €5(R"), temos que
. L, 4 .
Ric(Dyp(R)) = —4bRic® + E(Qb + (n — 2)a)scalRic
n?b? —2(n —1)(a — b)(1 — 2b), o
2 Ric [*id
* n(1+2(n - 1)a) | Ric |
4
—i-ﬁ(a — b)scal’id
e
4(n—1 o
scal(Dyp(R)) = Mascaf — 4b| Ric|?
n
212 _ _ _ _ o
N b* —2(n—1)(a—b)(1 2b)‘ Fic |
1+2(n—1)a
Demonstracao. Inicialmente, note que se A e B sao formas bilineares simétricas,
temos que

Ric(A® B)y, = Z (A O B)iju

]7l:1

\E

(AixBji — AuBji — Aj By + A Biy)
=1

Usando a linearidade do tensor de Ricci e a observagao acima concluimos que

4
Ric(D,4(R)) = —4bRic® + —(2b+ (n — 2)a)scalRic
n
n?? — 2(n — 1)(a — b)(1 — 2b), o
2 Ric |%id
N n(1+2(n - 1)a) | Rie [
4 2.
+ﬁ(a — b)scal id (63)
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Levando em conta que tr(Ric) = scal, tr(id) = n e tr(Ric?) = | Ric > 4+ 1scal?,
tomamos o trago de (6.3) para obter que

scal(Dyp(R)) = Maseap — 40| Ric 2
n
n?b* —2(n — 1)(a — b)(1 — 2b)

2
* 1+2(n—1)a

(o)
| Ric |?

Proposicao 6.2 (C.Bohm, B.Wilking, [5]). Dado R € €5(R"™), temos que

lep(Qlap(R))) = Q(R) + Day(R).

Demonstracao. Lembrando que Ric;;= Ric;; — %scaléz-j, segue da definigao de D, ,(R)
que

Dop(R) = [(n—2)b* —2(a—b)] <Ric ~ Lgeal. id) ® (Ric - %soal : id)

n
2 1
+2aRic © Ric + 2b? (Ric2 — —scalRic + —280a12id> ®id
n n
nb*(1 —2b) —2(a —b)(1 — 20+ nb?) o . . .
d®id
* n[l 4+ 2(n — 1)a] [ Ric [id ©1
= (2b+ (n — 2)b*)Ric ® Ric + 2b*Ric* © id
nb*(1 —2b) —2(a —b)(1 — 20+ nb?) o . . .
d®id
* n[l 4+ 2(n — 1)a] [ Ric [id ©1

1
—|—ﬁ(nb2 — 2(a — b))scal’id ® id

2
_ﬁ(an —2(a — b))scal - Ric ® id.

Assim, utilizando a observalgao acima, a definicao de ¢, e a Proposicao 6.1, teremos
que
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lap(Dap(R)) = (2b+ (n — 2)b*)Ric ® Ric + 2b*Ric® ® id
+nb2(1 —2b) — 2(a — b)(1 — 2b+ nb?)

2:
W[l +2(n = D] | Rie [id ©id

1
n2 — (nb* — 2(a — b))scal’id ® id
2
—E(an 2(a — b))scal - Ric ®id
4
+b [ 4bRic? + E(% + (n — 2)a)scal - Ric] ®id
—2n—1)(a—0b)(1 — 4
+ {271 (n = {a = b)( )| Ric \21d+ —(a— b)scal%d} ®id
n(l+2(n—1)a)
1 4( 1
—(a —b) [ n- )asca12 45| Ric |2] id ®id
o
1 1)(a—0)(1—-2b), o
+—(a—1b) o1 = 2(n — )a = b)( )| Kic 12] id o i
n 1+2(n—1)a

(
= (2b+ (n — 2)b*)Ric(Dap(R)) ® Ric(Dop(R)) — 20°Ric(D,p(R))* @ id
+ {21)2 + %(a —b)(1+ (n— 2)b)] scal(Dgp(R))Ric(Dyp(R)) ©id

1 o
+=(nb* — 2(a — b))| Ric [*id ®id
n

L (nb? = 2(a — b))scal(Dap(R))%d @ id

+n2

F5a = B0+ (n — Dajscal(Day(R))id © id.

o
Lembrando que |Ric|? = | Ric |? + %scal2, usamos o Lema 6.3, para concluir que

Qlap(R)) = Lap(Q(R)) + Lap(Dap(R)).

Disto segue nossa proposicao.

6.2 Contruindo uma familia de cones invariantes

Considere um cone C' C ¢5(R"), com n > 4. Diremos que C satizfaz a condigao (x)
se

e (C ¢ fechado, convexo e O(n)-invariante;
e C ¢ invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R);

e Se R € C, entao R tem curvatura seccional nao negativa,;
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e Se R € €5(R") tem operador de curvatura nao negativo, entdao R € C.

Um exemplo de um cone que satisfaz a condi¢ao (x) é o cone C definido na secao 5.3
(cf. Corolarios 5.1 e 5.2 e Proposi¢ao 5.6). No que segue esta segao, estabeleceremos duas
deformagoes de cones invariantes, demonstradas primordialmente por Bohm e Wilking

(cf. [5]).
Proposicao 6.3. Seja C C €(R") um cone satizfazendo a condi¢ao (x). Fizado b €
(0,1/2], considere

24 (-2 1
s pray T R pray s\ TR
Entao, o cone
J :
C(a) = {E »(R);Re C e Ric(R) > —scal(R) - Zd}

n

€ tranversalmente invariante pela E.D.O. de Hamilton %R =Q(R).

Demonstragao. Em vista da Proposi¢ao 6.2, basta mostrarmos que o conjunto

Cla) = {R e C;Ric(R) > %Scal(R) : id}

¢ tranversalmente invariante pela E.D.O. 2R = Q(R) + D,;(R).
Para isto, considere um tensor R € 0C(a)/ {0} tal que Ric(R) > 2scal - id. Para

completar a demonstragao verificaremos as duas afirmagoes que se seguem:
(i) A soma Q(R) + D,;(R) esta no interior do cone tangente TrC.

Como C' é invariante pela E.D.O. %R = Q(R), segue do Corolario 4.1 que Q(R)
pertence ao cone tangente TrC, para todo R € C.

Apo6s um recalonamento da métrica, podemos supor que_ scal = n. C0n51dere uma
base ortonormal {ey, e, .. en} de R™ que diagonaliza Rlc isto é, Rlc (ei,e5) =0,

se 1 # j, e os autovalores de Rlc serao dados por \; :Rlc (e;,€;). Em particular,
temos que

0 1
Ric(e;, ej) =Ric (e;, e;) + —scald;; =0, se i # j,
n

0 1
Ric(e;, €;) =Ric (e;, ;) + —scald;; = A\; + 1.
n

Além disso, segue da condi¢ao Ric(R) > %scal(R) -id que

)
i +1 = Ric(e;, e;) > —scaldy,
n
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Lembrando a defini¢ao de 9, chegamos que

1

VAP J [ —
b= 1+ (n—2)b?’

(6.4)

para todo 1 < k < n.

Afirmamos que, se i # j, e;/Ae; é um autovetor do operador de curvatura de D, ,(R)
com autovalor o;; = Dg,(R)(e;, €5, €;,€;). Isto pode ser demonstrado, observando
que se {e;} é uma base ortonormal de autovetores das formas bilineares simétricas
A e B sao com Ae; = a;e; e Bej = bje;, temos

A® B(e; Nej) = (AO B)(e;,ej,¢:,€5)
= Alei,ei)B(ej,e5) — Ales, €5) Bles, €5)
—Alei, e;)B(e;, e5) + Alej, e;)B(e;, €;)
= (a;bj + a;b;)(e; Nej).

Como {ey,es,...,e,} € uma base ortonormal de autovetores das formas bilineares

Ric, Ric e id, segue da observagao acima e da definicao de D, ,(R) que os autovalores
de D, ,(R) sao dados por o;;, onde

((n —2)b* —2(a — b)) \i);

+2a(Ni + 1)(N; + 1) +0° (A + A3)

nb?(1 —2b) — 2(a — b)(1 — 20+ nb*), o
+ n(1+ 2(n — 1)) | Rie |

Note que
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[(n —2)b* — 2(a — b)]\A; + 2a(N; + 1)(A; + 1)

= [(n — 2)0" + 20) (Ai + m) <Aj i Tl—w)

(n —2)b* +2b 1
A e —
1+ (n—2)b? it ]+1+(n—2)b2

120 [N+ A+ 20
T T I =282 T T+ (n—2)?
1

:Kn—m#+%(&+;:@%aﬁ)(%+TIGT55)

*(Ai“ﬁm) (QQ‘%)

2a(n — 2)b?
1+ (n—2)b?

= [(n — 2)b* + 20] (Ai + m) (Aj + Tl—W)

N 2a(n — 2)b?
1+ (n—2)b%’

+ 2a

2b+(n—2)b?

THm—2)% - Desta forma, temos que

pois 2a =

~oi; = [(n—2)b” + 2] (/\i + m> <Aj + m)

2
2a(n — 2)b? oo )
2O 7 207 22 g2
+1—|—(n—2)b2+ A +A)

nb*(1 —2b) —2(a — b)(1 — 2b+ nb*) o
* n(l+2(n — Da) | Rie |

Como a,b > 0, n > 4 e vale (6.4), concluimos que

1 nb*(1 —20) — 2(a — b)(1 — 2b + nb?), o

—0ij Ric |%.
2% = n(l+2(n—1)a) | Ric|

Lembrando da definicao de a, temos que

143



nb*(1 — 2b) — 2(a — b)(1 — 2b + nb?)

= nb?(1 — 2b) — %(1 — 2b + nb®) + 2b(1 — 2b + nb?)

— (1 —20b) (nb2 - —2le ((:__ 22;:22 + Qb) — nb? (—ib: ((:__22));)22 - 25)
- ﬁ[(n )5l + 262 + 2b(n — 2)?]

—#’iw[(n —2)b* — 2b(n — 2)b]

_ —1%[;2(% = 2??)2 (1+ (n— 2)b)

>0,

pois b € (0,1/2]. Com isto, concluimos que o;; > 0, para todos 1 < 4,5 > n. Isto
significa que D, ;(R) tem operador de curvatura positivo. Como C' é um cone que
satisfaz a condigao (x), segue que D,4(R) € C. Dai, D,;(R) pertence ao interior
do cone tangente TrC. Como ja vimos que Q(R) € TrC, segue que Q(R)+ D, ;(R)
estd no interior do cone tangente TrC'.

(i) Se v € R" é um vetor unitério tal que Ric(v,v) = 2scal - id, entdo

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) > %SC&I(Q(R)) + %Scal(Da,b(R)).

Supondo que scal = n, teremos que Ric(v,v) = §, onde v € R™ é um vetor unitario.
Assim,

Ric(Q(R))(v,v) = 2 Z R(v, e, v, ex)Ric(eg, ex)

k=1
> 20Ric(v,v)
= 26,

scal(Q(R)) = 2|Ric|* = 2n + 2| Ric 2.

Desta forma,

Ric(Q(R))(v,v) — %scal(Q(R)) = —2§(1—0) — %(5| Ric 2. (6.5)

Utilizando a Proposicao 6.1, também vemos que
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Ric(Dap(R)) = —4b6* 4+ 4(2b+ (n — 2)a)é + 4(a — b)
n?b* —2(n — 1)(a — b)(1 — 2b)

2 Ric |?
* 1+2(n—1)a | Rie %

scal(Day(R)) = 4n(n — 1)a — 4b| Ric |?

n?b? —2(n —1)(a — b)(1 — 2b), 2
+2 T+ 20— Da | Ric |7,
de onde concluimos que
. 0
Ric(Dgp(R))(v,v) — ﬁscal(Da,b(R))
4 o
=4da(l —6) — 4b(1 — 0)* + §5| Ric |?
22 —2(n—1)(a —b)(1 —2 0

Lot =2 = Dla =0 =20) | 5 g e (6.6)

14+2(n—1)a
Segue de (6.5) e (6.6) que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dgp(R))(v,v) — éscal(Q(R)) — éscal(Da,b(R))

> (1= 6)(6 — 20+ 2b(1 — ) — @5\ Ric
+2n262 —2(n—1)(a —b)(1 — 2b) (1) Rie 2

14+2(n—1)a

Segue das nossas escolhas de a e § que 0 — 2a + 2b(1 — ) = 0, de onde obtemos que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dgp(R))(v,v) — éscal(Q(R)) — éSC&l(Da,b(R))

n n
Z _@6‘ RAOiC ’2
n?b? — 2(n —1)(a — b)(1 — 2b) o
2 1- '
* 1+ 2(n—1a (1=9)] Ric|
~ 2| Ric ]°, (6.7)
onde
212 ofn _ _ _ _
n = n°b* —2(n —1)(a — b)(1 2b)<1 ) - 1 2b5‘
1+2(n—1)a n

145



Como

1 (n —2)v?
1-9¢ 5

teremos que

%n — 02— 2(n — 1)(a — b)(1 — 2)

—(1+2(n —1)a)(n — 2)b*(1 — 2b)

= n’0*+ (n—1)(1+ (n—2)b%)(2b — 1)2a
+(1 = 2b)(2(n — 1)b — (n — 2)b%)

= n?® + (n—1)(2b— 1)(2b + (n — 2)b*)
+(1 = 2b)(2(n — 1)b — (n — 2)b?)

= bv*(n? —n(n —2)(1 - 2b))

= 2v°n(1+ b(n —2))

> 0.

Isto significa que 7 > 0. Observando que Ric (v,v) = §—1 < 0, temos que | Ric |* > 0.
Unindo estes fatos e os substituindo em (6.7), concluiremos que

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) > %seal(Q(R)) + %scal(DaJ,(R)).

O

Proposigao 6.4. Seja C C €(R") um cone satizfazendo a condigao (x). Fizado a €
(1/2,00), considere

Entao, o cone
/ . 0 ,
C'(a) =3 lap(R); R C e Ric(R) > ﬁscal(R) ~id
é tranversalmente invariante pela E.D.O. de Hamilton 4R = Q(R).
Demonstragao.

Como esperado, a demonstracao desta proposicao seguira os moldes da anterior. Pela
Proposicao 6.2, basta mostrarmos que o conjunto

C'(a) = {R € C;Ric(R) > %scal(R) : id}

¢ tranversalmente invariante pela E.D.O. 2R = Q(R) + D,;(R).
Para isto, considerearemos um tensor R € 9C(a)/ {0} tal que Ric(R) > 2scal - id.
Para completar a demonstracao verificaremos as duas afirmacoes que se seguem:
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(i) A soma Q(R) + D,u(R) esta no interior do cone tangente TrC. Como feito antes,
assumimos que scal = n e escolhemos uma base ortonormal {ej,es,...e,} de R™

tal que Ric(e;,e;) = 0, se i # j, Ric (e;,e;) = \; e Ric(e;,e;) = 1+ A, para todo
1 <4 < n. Além do mais, temos que \; > § — 1.

Se fixamos dois indices ¢ # j, temos que e; A e; é um autovetor do operador de
curvatura de D,;(R) com autovalor associado ;. Além disso,

—0i; = ((n—2)b* —2(a — b))\
+2a(Xi + 1)(N; + 1) + 07 (A + A3)
nb?(1 — 2b) — 2(a — b)(1 — 2b + nb?)
* n(l+2(n —1)a)
20 — 1
4(1+2(n —1)a)

| Ric

o
| Ric [%,

1
+ZQ§+AQ—-

pois b = 1/2. Note que

2
(”Z —%)&&+am&+nuf+m

n+ 2 4 4
—l— 4 n—2
Y by —(2a—1
( +n+2><3+n+2>+n+2 (2a=1)
+(2a—1)( N+ A+ 8 — 8 (2a —1)
n—2+8a n—248a
n+2 4 n—2
o\ )(&+n+2>+n+2
n—10+ 8a
—1 2a — 1)(N; + X +2(1 —9)).
><n_2+8a)+<“ O+ Xy +2(1 - )
pois 6 =1 — n_++8a. Desta forma, temos que

1L omt2( 4 N
2% T Ty T2 )\ VT e ) T

n — 10 4 8a
20 — 1) | ———— 2a — 1)(\; i+ 2(1 —
#2a— 1) (L) 4 a0+ A +201- )
1 2a — 1 0
(N2 — ic |2.
NN S Ia e o e Rl
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Como

AN>o0—1>—
n+2

e a > 1/2, concluimos que

1 n— 2

_0”>n+2—|—(2a—1)<

> |Ric[2. (6.8

n—10+8a) 20 —1
n—2+8a 4(142(n—1)a)

Agora, lembrando que A\; > 0 — 1, para todo 1 <i < mn,e

Z Ai = Z Ric (e;,€;) = tr(Roic) =0,
i=1 i=1

vemos que

O=X+ > N>XN+(n—1)(0-1),
itk

de onde Ay < (1 —4)(n—1), paratodo 1 <k <n. Como Y_, \? = | Ric |?, teremos
que

Ak + (1= 0)][(n = 1)(1 = 6) — Ae]

n

[(n =11 =0 = A+ (n=2)1 =) M

1 k=1

M= 11

k
— n(n—1)(1—8)?— | Ric |,

donde

| Ric [2 < n(n — 1)(1 - §)2.

Substituindo em (6.8), teremos

1 >n—2+(2 3 n— 10+ 8a 2a —1 n(n —1)
—0;; > a— —_ | - : .
27 T n+2 n—2+8a 1+2(n—1a (n—2+8a)?

Utilizando que a > 1/2 e n > 4, concluiremos que
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n— 2
n+2

(n—2+8a)+ (2a —1)(n — 10 + 8a)

B 20 — 1 n(n —1)
1+2(n—1)a n—2+38a

1
§0ij(n -2+ 8@) Z

> Z;;(n—Q—I—Sa)—F(Za—1)(n—10+8a)
—4(%—1)215

= Z;;(n—2+8a)+(2a—1)(n—2—n12)
+(2a_1){8(a—1)—n?2 niQ]

_ (2a—1)(n—2—ni+2)+8(2a—1)(a—1)+n—2

= (2a—1)(n—2—nj_2)+(4a+3)2+(n—3)

> 0

Dai, 0;; > 0, para todos 1 < 4,5 > n. Isto significa que D,;(R) tem operador
de curvatura positivo. Como C' é um cone que satisfaz a condi¢do (x), segue que
D.p(R) € C. Assim, D,,(R) pertence ao interior do cone tangente TrC'. Como
Q(R) € TrC, segue que Q(R) + D, (R) esta no interior do cone tangente TrC.

(i) Se v € R" & um vetor unitério tal que Ric(v,v) = Zscal - id, entdo

Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dyp(R))(v,v) > %SC&I(Q(R)) + %soal(Da,b(R)).

Assumindo novamente que scal = n e considerando {ey, e, ..., e,} uma base orto-
o
normal de autovetores de Ric, procedemos da mesma forma que na demonstragao

o
do Lema anterior para ver que | Ric |> >0 e

Rie(Q(R))(0,v) + Ric(Day(R))(0,0) — Lscal(Q(R)) — Lscal(Dyy(R))

> (1 §)(d — 2a + 2b(1 — 8)) — @(ﬂ Ric |?
+2n262 —2(n—1)(a —b)(1 —2b) (1- 6| R 2

1+2(n—1)a

Como a>1/2,b=1/2e (1 —10) > 0, segue que
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Ric(Q(R))(v,v) + Ric(Dgp(R))(v,v) — %seal(Q(R)) - %seal(Da,b(R))

n

1 o
. = (1-=20|Ric|?
T T am et O Rl

> 2(1 - §)(2a — 1)

> 0,

como queriamos demonstrar.

0

6.3 A demonstracao do Teorema da Esfera Diferencia-
vel

No que segue a esta secdo, fixaremos um inteiro n > 4. Considere C' C ¢B(R") o
cone introduzido na secao 5.3. Segue dos Corolérios 5.1 e 5.2 e da Proposi¢ao 5.6 que C
satisfaz a condigao ().

Definigao 6.3. Para cada s > 0, definimos o cone C(s) por

é(s) = {Ea(s)7b(s)(R);R cC e Ric> ?scal- id} ,

onde

25+ (n — 2)s? L
0<s<=
2a(s) =4 1+ (n—2)s2 = =2
2s, se s>%

<1

2()(5):{28’ se O<sT2

1, se 5> 3
1 ! 0<s<i
-, se€ s< 3
5(8) — 1 + (n4— 2)52 1
l——— > 5
n—2+8s’ € 577

Note que as fungoes a(s), b(s) e d(s) sao continuas em (0, 00). Além disso, para cada
s >0, C(s) é um cone fechado, convexo e O(n)-invariante. O tensor ;i = 001 — 60
esta no interior de C(s), para cada s > 0.

Proposicao 6.5. Para cada s > 0 o cone C’(s) satisfaz as propriedades:
(i) Se R e C(s)/ {0}, entdo Q(R) estd no interior do cone tangente TrC(s);

ii) Se Re C(s para algum s > 1/2, entdo R € fracamente =2=1__pincado.
g 254+n—1
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Demonstracgao.

(i) Como C satisfaz a condigao (%), se s < 1/2 a assertiva segue da Proposic¢ao 6.3 e se
s> 1/2 a assertiva segue da Proposi¢ao 6.4.

(ii) Fixado s > 1/2, tome S € C(s), isto ¢, S = ls1/2(R) para algum R € C.

Como R tem curvatura seccional nao-negativa, dado um conjunto ortonormal {e;, es} C
R"™ temos

n

0 <2R(er,ez,e1,62) < Y [R(en,ex, e, ex) + Rlea, ex, €2, ex)]
k=1
= Ric(ey, e1) + Ric(eg, €2),

de onde obtemos que

0 < R(ey, e, €e1,63) < =(Ric(ey, e1) + Ric(ey, €2)).

N —

Utilizando a defini¢ao de £, ;(R), obtemos que

1., .
Us1/2(R)(e1,e2,e1,€2) = R(er, ez e1,e2)+ §[RIC(R)(€1, e1) + Ric(R)(eq, €9)]

% (s _ %) scal(R)

%(23 — 1)scal(R),

_l_

v

1. .
Us1/2(R)(e1, e2,e1,60) = R(er, e, e1,€2)+ §[R10(R)(el, e1) + Ric(R)(eq, €9)]
—l—z <s — %) scal(R)

%[Ric(R)(el, e1) + Ric(R)(es, e2)]

IN

—|—%[Ric(R)(e1, e1) + Ric(R)(e2, e)]

+% (2s — 1) scal(R)

2s—1+4+n
= — gcal.
n

2s—1
2s+n—1

Disto concluimos que o tensor R = £, /2(R) é fracamente pingado.
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O

Lema 6.4. Fize um intervalo compacto [, 5] € (0,00) e suponha que F' C €5(R") € um
conjunto fechado, invariante pela E.D.O. de Hamilton e satisfazendo

Fc {R € €a(R"): R+ hl € é(s)},

para algum s € [, 5] e algum h > 0. Entdo eziste um niumero real € > 0 que depende
apenas de o, [ en tal que o conjunto

F:{REF;RJrQh]eC*(erg)}

€ invariante pela E.D.O. de Hamilton e
{R e F;scal(R) < h} C F.

Demonstragio. Se R € C(s)/{0} para algum s € [a, + 1], segue da Proposicao
6.4 que Q(R) esta no interior do cone tangente TrC (s). Podemos achar uma constante
N > 1 que depende apenas de «, 8 e n com a propriedade de que se scal(R) > N e
R € C(s) para algum s € [, 8 4 1], entdo Q(R) esta no interior de TC(s).

Como os cones C(s) variam continuamente em s, podemos achar um nimero real
e € (0,1] dependendo apenas de «, § e n, tal que

{R € €sR"); R+ 1€ C(s) e scal(R) < N} c {R € Gu(R"; R+20 € C, (s +s)}

(6.9)
para todo s € [«, [].
Provaremos que este ¢ satisfaz a propriedade almejada pelo Lema. Sem perda de
generalidade, vamos supor que h = 1. Considere F' C €5(R") um conjunto fechado e
invariante pela E.D.O. de Hamilton satisfazendo

Fc {RG%B(R");RHGO(S)}, (6.10)
para algum s € [«, 5]. Defina o conjunto Fc ¢B(R™) por
F={ReFR+2uecl(+e)}.
De (6.9) e (6.10), concluimos que

{R e F;scal(R) < N} C F. (6.11)

Feito isto, basta mostrarmos que F' & invariante pela E.D.O. de Hamilton. Para
isto, considere R(t), t € [0,7T), como sendo uma solugdo da E.D.O. de Hamilton com
R(0) € F c F. Como F é invariante pela E.D.O. de Hamilton, ja temos que R(t) € F,
Vt € [0,T). No que se segue iremos provar que R(t) +2I € C(s+¢), Vt € [0,T), de onde
conluiremos a prova. Isto sera feito argumentando por absurdo.
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Supondo que o conjunto {t € (0,T);R(t)+2I & C(s+ z—:)} ¢ nao vazio, poderfamos
considerar
to = inf {t € (0,7); R(t) + 21 ¢ C(s + 5)} .
Claramente, R(to) + 2I € C(s + ). Temos duas possibilidades:

(1) scal(R(tp)) > N. Segue da nossa escolha de N que Q(R(tp)) esta no interior do
cone tangente Tr(,+nC(s + €). Segue do item (ii) da Proposicao 4.1 que existe
t1 € (to, T) tal que R(t) +2I € C(s +¢), ¥t € [0,1]. Isto contradiz a definicio de
to.

(2) scal(R(ty)) < N. Por continuidade, existe ty € (0,7) tal que scal(R(t)) < N,
Vit € [to, t1]. Segue de (6.11) que R(t) + 21 € C(s+¢), Vt € [to, t1], 0 que contradiz
a definicao de .

O

Proposicao 6.6. Considere K C €5(R") um subconjunto compacto. Além disso con-
sidere F' C €5(R™) o menor subconjunto contendo K que € fechado, convexo, O(n)-
mvariante e invariante pela E.D.QO. de Hamilton. Se existem constantes so > 0 e hg > 0
tais que

F C {R S CgB(Rn),R—F hol € O(SD)} ,
entao ' € um conjunto pingante.

Demonstracao. Considere . como sendo o conjunto dos ntimeros reais s > 0 tais que

Fc{Re%ﬂW%R+M€é@&,

para algum h > 0. Por hipo6tese temos que sy € ., donde . # (). Considere o como
sendo o supremo dos elementos de . e (s;) € . uma sequéncia tal que s; — o. Desta
forma, para cada j existe um namero real i; > 0 tal que

Fc {R € (R, R+ hyl € C*(sj)} .

Apo6s um rescalonamento da métrica, se necessario, podemos supor que

h; > sup {scal(R); R € K}, (6.12)

para todo j.

Afirmamos que 0 = oo. De fato se a sequéncia (s;) estivesse contida num subintervalo
compacto de (0, 00), seguiria do Lema 6.4 que, para cada j, existiria um ¢ > 0 tal que o
conjunto

~

Fy={ReFiR+2MmIeCs;+e)},
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é invariante pela E.D.O. de Hamilton e

(R € F;scal(R) < h;} C F}. (6.13)

Segue de (6.12) e (6.13) que K C Fj, para cada j. Como os conjuntos Fj sao fechados,
convexos, O(n)-invariantes e invariantes pela E.D.O. de Hamilton, segue da hipotese da
Proposicao que F' C Fj, para cada j. Isto implica que s; + ¢ € %, para todo j. E,
como ¢ é independente de j, podemos considerar j suficientemente grande de forma que
s; + & > o. Isto contradiz a definicao de o.

Portanto, lims; = o = oo. Utilizando a Proposi¢ao 6.5 concluiremos que F' é um
conjunto pincante.

O

Corolario 6.1. Qonsidere K C €5(R"™) um subconjunto compacto que estd contido no
interior do cone C. Entao existe um conjunto pingante F' C €p(R™) tal que K C F.

Demonstragao. Considere F' como sendo o menor conjunto contendo K que é fechado,
convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton. Como K esté contido no
interior de C', podemos encontrar um nimero real sy > 0 tal que K C C(so). Como C(so)
¢ um conjunto fechado, convexo, O(n)-invariante e invariante pela E.D.O. de Hamilton,

segue que F' C C (s0). Segue da Proposigao 6.6 que F' é um conjunto pingante
O

O Teorema que segue nos da uma condicao sobre o tensor curvatura de uma variedade
para que esta seja difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Teorema 6.1 (S. Brendle, R. Schéen, [7]). Considere M uma variedade compacta de
dimensao n > 4 e go uma métrica TIEMANNIANG em M. Assuma que o tensor de curva-
tura Ry, estd no interior do cone C' para todos os pontos p € M. Seja g(t), t € [0,T), a
unica solugao do fluxo de Ricci com métrica inicial go. Entao, quando t — T, a métri-
cas rescalonadas m convergem em C™ para uma métrica de curvatura seccional
constante iqual a 1.

Demonstragao. Pelo Corolario 6.1 existe um conjunto pingante F' C ¢5(R™) tal que
R,, € F, Vp € M. Utilizando o Teorema 4.2 chegamos ao resultado desejado.

O

Para concluir o Teorema da Esfera Diferenciavel, devemos mostrar que o interior
do cone C' contém todos os tensores de curvatura estritamente 1/4-pingados no sentido
pontual:

Proposigao 6.7. Considere (M, g) como sendo uma variedade riemanniana de dimensao
n > 4. Entao

(i) Se (M,g) € fracamente 1/4-pingada no sentido pontual, entio o tensor de curvatura
de (M, g) estd no cone C, para todos os pontos p € M.
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(i) Se (M, g) € estritamente 1/4-pingada no sentido pontual, entio o tensor de curvatura
de (M, g) estd no interior do cone C, para todos os pontos p € M.

Demonstracao. Se M ¢ fracamente 1/4-pingada segue que 0 < K00(p) < 4K i (p).
Usando o Lema de Berger (cf. Lema 1.1), temos que

2
R(@l, €9, €3, 64) S §<Kmaw(p> - szn(p)) S 2Kmm;

para todos conjuntos ortonormais {ey, es, e3,e4} C T,M. Desta forma,

R(ey, es,e1,e3) + A Rleq, ey, €1, €4)
+12R(eg, €3, €, €3) + > A2 R(ea, e4, €2, €4)
—2\uR(eq, e, e3,€4)

> (14 M+ 4 + N2p? — 4\1) Konin (p)

= (1= A)* + (A = 10)*) Kin(p)
>

=

para todos conjuntos ortonormais {ey, e, 3,4} C T,M e todos A, € [0,1]. Segue

da Proposigao 5.5 que (M, g) pertence ao cone C, para todos p € M. O mesmo se aplica
ao caso onde (M, g) é estritamente 1/4-pincada.

O

Unindo a Proposi¢ao 6.7 com o Teorema 6.1, concluimos o aclamado Teorema da
Esfera Diferenciavel:

Teorema 6.2 (S. Brendle, R. Schéen, [7]). Considere M uma variedade compacta de
dimensao n > 4 e gy uma métrica riemanniana em M. Assuma que (M, go) € fracamente
1/4-pin¢ada. Seja g(t), t € [0,T), a tnica solu¢io do fluro de Ricci com métrica inicial
go- Entao, quando t — T, a métricas rescalonadas m convergem em C™ para
uma métrica de curvatura seccional constante iqual a 1.
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