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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos duas demonstragoes para o Teorema de Lyusternik-
Fet em superficies compactas, que diz que em toda superficie compacta existe uma geo-
désica fechada ndao-constante. Em ambas utilizamos processos de curve shortening para
encontrar uma curva nao-constante com energia minima dentre uma classe de curvas fe-
chadas. Tal curva é na verdade uma geodésica. Na primeira demonstragao utilizamos o
Processo de Birkhoff e na segunda o Curve Shortening Flow.

Palavras-chave: Birkhoff, Processo de. Curve Shortening Flow. Lyusternik-Fet, Teo-
rema de.



ABSTRACT

In this dissertation we present two proofs of Lyusternik-Fet’s Theorem on compact
surfaces. This theorem asserts that every compact surface admits a (non constant) closed
geodesic. In booth solutions we use a curve shortening approach to find a non constant
curve with minimal energy into its homotopy class. The constructions allow us to show
that this curve is a geodesic. In the first proof we use the Birkhoff approach, and in the
second one we use the curvature flow.

Keywords: Birkhoff Process. Curve Shortening Flow. Lyusternik-Fet’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

O problema de existéncia de geodésicas fechadas em variedades Riemannianas é objeto

de investigacao desde o comecgo da geometria diferencial global no século XIX.

O caso mais simples ocorre em superficies compactas de curvatura negativa. Aqui o
grupo fundamental é “muito grande” e, como mostrou Hadamard em 1898, toda curva
fechada homotopicamente nao-trivial pode ser deformada em uma curva fechada com
comprimento minimo em sua classe de homotopia livre. Esta curva minima é, a menos

de reparametrizacao, uma geodésica fechada.

A questao de existéncia de geodésicas fechadas em uma superficie compacta simples-
mente conexa é bem mais dificil. Poincaré esbogou em 1905 uma demonstracdo de que em
uma superficie compacta convexa analitica que nao “difere muito” de uma esfera canoénica,

sempre existe uma geodésica fechada.

Em 1917, Birkhoff provou, usando o processo que leva o seu nome, que em qualquer

superficie compacta simplesmente conexa existe pelo menos uma geodésica fechada.

Durante as trés primeiras décadas do século XX, Birkhoff e Morse, de um lado, e
Lyusternik e Schnirelmann, de outro, desenvolveram métodos poderosos para provar a
existéncia de uma ou possivelmente varias geodésicas fechadas em variedades Riemanni-
anas arbitrarias. Mesmo assim, foram obtidos poucos resultados sobre a existéncia de
mais de uma geodésica fechada em variedades Riemannianas compactas e simplesmente
conexas. Provavelmente o resultado mais notavel é o teorema devido a Lyusternik e Sch-
nirelmann de 1929, onde eles provaram que sobre toda superficie compacta simplesmente

conexa existem pelo menos trés geodésicas fechadas mergulhadas.

Em 1951, Lyusternik e Fet generalizaram o Teorema de Birkhoff para variedades
Riemannianas compactas, onde eles provaram que sobre qualquer variedade Riemanniana

compacta existe pelo menos uma geodésica fechada.

Nesta dissertagao apresentaremos duas demonstragoes para o Teorema de Lyusternik-
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Fet em superficies compactas (simplesmente conexas ou nao).

Na primeira demonstragao usaremos o Processo de Birkhoff, que consiste em construir
uma deformacéo D do espaco PFM das curvas diferencidveis por partes com energia < k
na superficie compacta M, onde k é um nimero real positivo, com a propriedade de que
E(Dc) < E(c), onde E(c) simboliza a energia da curva c¢. Além disso, vale a igualdade se,
e somente se, ¢ € uma geodésica fechada. Em seguida iteraremos o processo e, a partir de

argumentos topologicos, garantiremos que {D"c} converge para uma geodésica fechada.

Na segunda demonstracao, substituiremos o Processo de Birkhoff pelo Curve Shorte-
ning Flow e repetiremos os principais argumentos apresentados na primeira demonstragao.
O Curve Shortening Flow consiste em fazer com que uma curva inicial v : ST — M evolua

de acordo com a equagao

oy DT 1

—=—em S x(0,w),

ot Os (0.w)

’7(70) = ’7()(')a
onde 7 : S! x [0,w) — M é uma familia de curvas imersas fechadas suaves, T = T(-,t) é
o campo de vetores unitario tangentes a y(-,t) e s = s(-,t) é o comprimento de arco da
curva (-,t). Veremos que sob certas condi¢oes a equagao acima é global, ou seja, possui

solugdo para todo tempo positivo e, além disso, lim;_,o ¥(+,t) é uma geodésica fechada.

Este trabalho foi baseado principalmente em [7] e [8].
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados necessarios para o desenvol-

vimento deste trabalho.
2.1 Um pouco sobre geodésicas

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana conexa e D/dt a derivada covariante as-
sociada a sua conexao de Levi-Civita. Uma curva diferenciavel v: I — M, onde I é um

intervalo aberto da reta, é uma geodésica, se

Se v : I — M é uma geodésica e [a,b] C I, por abuso de linguagem, também diremos que

V| [a,p) € uma geodésica.

Observagao. Em todo o texto a palavra “diferenciavel” significa C'°.

Seja ¢ : [a,b] = M uma curva diferenciavel por partes. O comprimento e a energia de

¢ sao definidos, respectivamente, por

5o = 1w e 5o = [Ie@)Par

onde ||/ (£)]1* = ger) (¢ (£),¢(t)). Dados p,q € M, definimos a distdncia entre p e q por

dg(p,q) = nglfoqL(C),

onde 2, é o conjunto das curvas diferencidveis por partes que ligam p a g. Se ¢ € 2y, €
tal que dy(p,q) = L(c), dizemos que ¢ é minimizante. Sabemos que (M,d,) é um espaco
métrico e que a topologia induzida por d, em M coincide com a topologia inicial de M,
como podemos verificar em [1], pp. 161-162. Em geral, denotaremos dy por dps ou d. Ao

longo do texto identificaremos (M, g) e (M,dy) com a propria M.
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A proposigao seguinte nos diz que, a menos de reparametrizacao, toda curva minimi-

zante é uma geodésica.

Proposicao 2.1. Seja c¢: [a,b] = M uma curva diferencidvel por partes e parametrizada

proporcionalmente ao comprimento de arco, i.e.,

t—a
L(C|[a,t]) = EL(C)-

Se ¢ € minimizante, entdo ¢ é uma geodésica.
Demonstragao. Ver p. 81 de [1]. O

A seguir temos um resultado que relaciona L(c) com E(c).

Proposicao 2.2. Seja c: [a,b] = M uma curva diferencidvel por partes. Entdo
L(c)? <2(b—a)E(c)

e vale a igualdade se, e somente se, ¢ estd parametrizada proporcionalmente ao compri-

mento de arco.

Demonstracao. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

L = (Lﬂquﬁ)z
< /ab||c’(t)||2dt/ab12dt
= 2(b—a)E(c)

e vale a igualdade se, e somente se, existe A € R tal que ||¢(¢)]| = A-1 = X para quase
todo ponto ¢ € [a,b], o que equivale a dizer que ¢ estd parametrizada proporcionalmente

ao comprimento de arco. ]

Proposicao 2.3. Seja v :[a,b] = M uma geodésica minimizante. Se c: [a,b] — M é uma
curva diferencidvel por partes que liga y(a) a vy(b), entio E(v) < E(c). Além disso, vale

a igualdade se, e somente se, ¢ é uma geodésica minimizante.

Demonstragdo. Visto que uma geodésica sempre estd parametrizada proporcionalmente

ao comprimento de arco, usando a Proposicao 2.2, temos que

2b—a)E(y) = L(7)? = d(c(a), (b)) < L(¢)? < 2(b— a) E(c). (2.1)
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Logo, E(v) < E(c). Além disso, se vale a igualdade E(vy) = E(c), entao valem todas as
igualdades em (2.1) = L(c)? =2(b—a)E(c) e L(c) = d(c(a),c(b)). Portanto, usando as

Proposigoes 2.1 e 2.2, temos que ¢ é uma geodésica minimizante.

Reciprocamente, se ¢ ¢ uma geodésica minimizante, novamente pela Proposicao 2.2,
temos que 2(b—a)E(y) = L(v)? = d(c(a),c(b))? = L(c)? = 2(b—a)E(c). Portanto, E(v) =
E(c). O

A proposigao acima nos diz que as geodésicas minimizantes (do comprimento) tam-

bém minimizam energia.

Sabemos que dado p € M existe um 7(p) > 0 tal que a bola By, (p) C M é uma
vizinhanga totalmente normal e fortemente convexa de p. Com isso, para cada g € By, (p)
existe uma tnica geodésica minimizante 7,4 : [0,1] — M que liga p a ¢. Além disso, vy, €
a unica geodésica que liga p a ¢ e estd completamente contida em B, (p). Outrossim, a
aplicagdo exp,, : By ;) (0) C TyM — By, (p) C M é um difeomorfismo. Quando o dominio
nao for necessariamente o intervalo [0,1], denotaremos por v,,|[a,b] a tnica geodésica

minimizante ligando p a ¢ definida em [a,b]. Se p = ¢, entdo 7,4 é constante.

Proposicao 2.4. Se M ¢ uma variedade Riemanniana compacta, entao existe um nyy >
0 tal que para todo p € M a bola By,,(p) C M é uma vizinhanga totalmente normal e

fortemente conveza de p.

Demonstragdo. Basta cobrirmos M com as bolas By, (p) e em seguida tomarmos 7y > 0

como um numero de Lebesgue desta cobertura. O

De agora em diante, salvo mengao contraria, M denotara uma variedade Riemanniana

compacta. Por simplicidade, denotaremos n,; apenas por 7.

Seja C%([a,b], M) o espaco de todas as curvas continuas c: [a,b] — M munido com a

topologia da convergéncia uniforme.

Proposicao 2.5. Sejam {p,} e {qn} sequéncias em M com d(pp,qn) <n/2 para todo n.
Se pn =D € qn = q, entdo Yp,q, — Ypg em C°([0,1],M). Além disso, E(Ypngn) — E(Vpq)-

Demonstracdo. Pelo Corolario 1.4.4 da pagina 23 de [2], temos que ¥p,.q, — Vpg- Além
disso, 2E(p,.q,) = L(Vpnqn)z = d(pm%)z - d(paQ)Q = L(’qu)Q = 2E("pq)- [
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Logo abaixo temos uma observacao importante que usaremos mais adiante.

Observagio 2.6. Sejam o = Ypql[a,b] € an = Ypgnllan,bp] com d(pn,qn) <n/2, Vn. Se
an(an) =pp — p, an(by) = qn — q, an — a e by, — b, é possivel demonstrar que &, — @,

onde & : R — M é definida por

ala), se t <a,
a(t)=1q alt), sea<t<b,
a(b), se b<t,

e ap : R — M é definida de forma semelhante. Além disso, se a < b, entao

2 2
E(Ypngallan;bn]) = ;l((f:,_qzl) — ;i((g’_qzl) = E(vpqlla,b]).

Usaremos a notagao Yp,qn |[a@n,bn] — Ypglla,b] para dizer que a,, —+ & Aqui, % significa

convergéncia uniforme.

Lema 2.7. Seja {c,} uma sequéncia em C°([a,b], M). Temos que c, — c em C°([a,b], M)

se, e somente se, limey,(t,) = c(limt,) para toda sequéncia convergente {t,} em [a,b].

Demonstragao. Suponha que ¢, — ¢ e seja {t,} uma sequéncia convergente em [a,b] com

limite igual a tg. Pela desigualdade triangular,

dar(en(tn) c(to)) < dur(en(tn),c(tn)) + dar(c(tn), clto))

< d(cp,c) +dpr(c(tyn),c(to)) = 0 quando n — oo.

Portanto, limey,(t,) = c(tg) = c(limty,).

Suponha que ¢, /4 c. Neste caso, existe um € > 0 e uma subsequéncia {c,, } tal que
d(cp, ,c) > € para todo k. Como estamos considerando em C°([a,b], M) a topologia da
convergéncia uniforme, existe uma sequéncia {sy, } em [a,b] tal que dps(cp, (Sn,),c(Sn,)) >
e para todo k. Visto que {sp, } ¢ limitada, existe uma subsequéncia {sp,,} convergente.
Seja sg = likrlnsnk,. Defina {t,} da seguinte maneira: t, = s, se n =mny e t, = sg se
n#ny. B claro que t, — sg. Afirmamos que ¢, (t,) 4 c(limt,) = ¢(sp). Caso contrério,
temos que ¢y, (8n,,) = Cn,, (tn,,) = c(s0), 0 que implica 0 <& < dps(cn,, (Sn,,),c(Sn,,)) <

dM(C’nk/ (Snk,)70(80)) +dM(C($0)7C(Snk/)) — 0, que ¢ um absurdo. L

Proposicao 2.8. Seja {cy, : [a,b] = M} uma sequéncia de curvas diferencidveis por partes.
Escreva pp, = cp(a), gn = cn(b) e assuma que d(pn,qn) < n/2 para todo n. Se as sequéncias

{d(pn,qn)?} e {2(b—a)E(c,)} convergem para o mesmo valor, entdo {c,} possui uma
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subsequéncia convergente em C%([a,b], M), cujo limite é uma geodésica minimizante
c:la,b] = M. Além disso, L(c) <n/2.

Demonstragao. Como M é compacta, existe uma subsequéncia de {c,} (que também de-
notaremos por {c,}) tal que {p,} e {g,} s@o convergentes. Sejam p =limp, e ¢ =limg,.
Como d(pp,qn) < n/2, e consequentemente d(p,q) < n/2, existem as geodésicas minimi-
zantes ¢ 1= Ypg|[a,b] € Yp,q.]la,b]. Afirmamos que ¢, converge para ¢ em C([a,b], M).
De fato, seja {t,} uma sequéncia convergente em [a,b] com limite igual a tg. Queremos
provar que 7y, := cp(ty) — c(to). Sejam {ry, } uma subsequéncia convergente de {r,} e

r= lillcrnrnk. Considere as sequéncias {ay} e {fx} definidas por

ap = prnank ‘ [CL, tnk] € Bk = ’YT"I@ 4ny, ‘ {tnk ’ b]

Pela Observagao 2.6, temos que oy, e 35, convergem para

a :7pr|[aat0} e 3= 'YrthOab],

respectivamente. Analisemos os trés possiveis casos: tg € (a,b), to =a e to =10.

e Se tg € (a,b), mais uma vez pela Observacao 2.6, temos que F(«a) = limE(qy) e
E(B) =lim E(By). Como a(ty) =r = B(ty), podemos considerar aU 3 : [a,b] — M,
onde (U B)]|(4,1] = @ € (U B)][1, 4 = B Portanto,

E(@uB) = E(a)+E(B)
= limE(ay) +1lim E(B)
= 10 (B 10t ) + B B

< lim (E(engljagn, ) + E(Cng i, 4)
= limE(c,,)

d(pannk)Q
2(b—a)

d(p,q)*

2(b—a)

E(7pql[a,b]).

lim

Pr0£.2.3

Em % usamos a hipétese de que lim(2(b—a)E(c,)) = limd(pn,¢n)?. Temos entdo
que aU S é uma curva regular por partes ligando os ponto p e ¢ cuja energia é
menor ou igual a energia de 7p4/[a,b]. Usando a Proposigao 2.3, temos que aUf

¢ uma geodésica minimizante. Portanto, pela unicidade de 7p4|[a,b], temos que
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alUf =vpglla,b]. Em particular, r = (aU S)(to) = vpql[a,b](to) = c(to)-

e Se tg = a, temos que

O S d(pnkarnk>2 - L(Vpnkrnk‘[a7tnk])2

Prop.2.2
= 2(tn, — a>E(7pnank |a,tn,])

< Z(tnk - a’>E<an ‘ [avtnk]>

<  2(ty,—a)E(cy,) — 0 quando k — oo,
visto que lilintnk =to=a e que {E(cp, )} é convergente. Portanto,

d(p,r)* =limd(pn,,rn,)* = 0= 1 =p=c(a) =cto).
e A demonstracao do caso tg = b é andloga a demonstracao do caso tg = a.

Provamos com isso que ¢(tg) é o tinico ponto aderente da sequéncia {r,, = ¢, (t,)} no espago
métrico compacto M. Portanto, limey,(t,) = ¢(tp). Usando o lema anterior, concluimos
que ¢, — ¢ = Ypql[a,b] em C°([a,b], M). Além disso, L(c) = d(p,q) < n/2. O

2.2 Um pouco sobre homotopia de pares

De agora em diante I denotard o intervalo [0,1], J o intervalo [—1,1] e S a variedade

compacta [0,1]/{0,1} com a topologia quociente. Denotaremos por d.J o conjunto {—1,1}.

Seja X um espago métrico. Diremos que (X, A) é um par de espagos métricos quando
A for um subespago de X. Dados dois pares de espagos métricos (X, A) e (Y, B), escre-
veremos f: (X, A) — (Y, B) para simbolizar uma aplicacao f: X — Y tal que f(A) C B.
Diremos que f: (X, A) — (Y, B) é continua (resp. injetiva, isometria, etc.) se f: X =Y
for continua (resp. injetiva, isometria, etc.). Dadas f,g: (X, A) — (Y, B), diremos que
f € p—homotdpica a g, e simbolizaremos por f ~, g, se existir uma aplicacao continua
H: (X xI,AxI)— (Y,B), denominada homotopia de pares, tal que H(x,0) = f(z) e
H(z,1) = g(z) para todo z € X. Observe que =, é uma relacdo de equivaléncia. Por

simplicidade, denotaremos o par (X x I,Ax I) por (X,A) x I.

Observagao. Quando B =Y acima, a nogao de fung¢ées p—homotodpicas coincide com a

noc¢ao de fung¢des homotdpicas, a qual admitiremos conhecida.

Considere C°(S, M) com a topologia da convergéncia uniforme. Observe que C°(S, M)
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pode ser visto como o subespaco de C?([0,1], M) formado pelas curvas fechadas. Seja PM
o subespago de C’O(S,M ) formado pelas curvas diferencidveis por partes. Dado k > 0,
defina P*M = {c € PM;FE(c) < k}. Observe que P°M é o subconjunto de C°([0,1], M)

formado pelas curvas constante.

Proposigio 2.9. Se k =n?/2, entdo P°M ¢ um retrato por deformacao forte de PkM

sobre PM, ou seja, existe uma aplicacido continua ® : PFM x I — PM tal que

(1) ®o(c) = ¢ para toda c € PFM;
(2) ®4(c) = c para toda c € P'M e todo t € I;

(3) ®1(c) € P°M para toda c € PFM.
Acima, ®¢(c) denota ®(c,t).

Demonstragio. Observe que E(c) <k=n?/2=L(c)*> <2E(c) <n*= L(c) <n=-diam(c) <
L(c)/2 <n/2. Portanto, d(c(0),c(s)) <n/2 para todo s € S. Podemos entao definir

(e, 1)(5) = Ve(oe(s) (1 = 1) = expe(o) (1= ) exp gy (c(s)))

para s € S et e l. Agora, basta usarmos o Lema 2.7 e a Proposigao 2.5 para garantirmos
a continuidade de ®. Observa-se facilmente que ® satisfaz as propriedades (1), (2) e (3)

acima. O

Coroléario 2.9.1. Seja G : (J,0.J) = (PM, P M) continua. Se E(G(p)) <n?/2 para todo

p € J, entdo G € p—homotopica a uma aplicagdo constante.

Demonstragio. Defina H : (J,0J) x I — (PM,P°M) por H(p,t) = ®(G(p),t), onde
é dada na proposigao anterior. H é uma homotopia de pares. Observe que Hi(p) =

®1(G(p)) € P'M para todo p € J. Podemos entdo considerar
Hy: (J,00) = (P°M, P°M).

Portanto, H; é p—homotopica (= homotdpica) a uma aplicagao constante, visto que J é

contréatil. Portanto, G = Hy ~, Hy ~, constante. ]

Corolério 2.9.2. Sek=1n?/2 ece P*M, entio ¢ é livremente homotdpica a uma cons-

tante.

Demonstragao. Basta definir H : S x I — M por H(s,t) = ®(c,t)(s). O
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Seja A:J xS — 52 definida por A(p,t) = (MCOS 2mt, Msen%ﬂf,p). Observe
que A é a funcdo que leva os paralelos do cilindro nos paralelos da esfera, veja Figura 1.
Dada f € CY(S?, M), defina F(f): (J,0J) — (C°(S,M), P°M) por F(f)(p) = fo A, onde
A, € C0(S,52%) é dada por Ay(t) = A(p,t).

7 yxs s M
p-- v é ‘ﬂ $ ‘

Figura 1: F(f)(p) = fo 4,

Proposicao 2.10. F(f): (J,0J) — (C°(S,M), P°M) ¢ continua.

Demonstragio. Como estamos considerando em C?(S, M) a topologia da convergéncia
uniforme, devemos provar que se {p,} é uma sequéncia de pontos em J que converge para
p € J, entao F(f)(pn) = foAp, converge uniformemente para F(f)(p) = foA,. Uma

vez que f é uniformemente continua, visto que S? é compacta, basta provarmos que A "

converge uniformemente para A,. De fato, definindo s,, = \/ 1—p2— \/ 1 —p?, temos que

dRS(A<pnvt)»A<p7t)) = |‘A(pn7t>_A<p’t)H
= ||(spcos2nt,spsen2nt, py, —p)|
= (24 (pm —p)z)l/2

=: ap — 0 quando n — oc.

Por outro lado, como dg2(p,q) = 2arcsen(dgs(p,q)/2), temos que

d(Ap,, Ap) = igsp<ds2(A(pn,t>>A(p,t))

= sup(2arcsen(ay/2))
tesS

= 2arcsen(ay/2) — 0 quando n — oo.
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A proposicao acima nos permite dizer que a aplicacao
F:C(8% M) — C°((J,07),(C°(S, M), P°M))

estd bem definida.

Agora, dada g € C°((J,0.J),(C°(S, M), P'M)), defina G(g) : S*> — M por

iar ‘ Y Se Z
6(o)(w02) =1 (% g<¢1_zz’¢1_za>>’ 707
9(2)(0), se z € DJ,

onde arg ¢ a aplicagio continua arg : ST — [0,27]/{0,27} que satisfaz cos(arg(c,s)) =c e

sen(arg(c,s)) = s.

Proposigao 2.11. A aplicagio G(g): S*> — M € continua.

Demonstragio. Seja (T, Yn,zn) € S? —{£(0,0,1)} tal que (2, Yn, 2n) — (20,90, 20) € S%.
Defina

) € S para todo n > 1.

S (w 2 ¢1

Se zy € 8J, temos que g(z9) € P'M, portanto, g(20)(tn) = g(20)(0). Assim,

dnr(G(9)(TnsYn, 2n),G(9)(T0,90,20)) = dar(9(2n)(tn), 9(20)(0))
= da(9(2n)(tn), 9(20)(tn))
supdaz(9(2n)(t),g(20)(1))
)

tes
— 0 quando n — oo,

d(g(zn), g(20

IN

(
)

visto que g é continua e z, — 2zg. Por outro lado, se zy € 0.J, temos que

tn — 1o :— arg (\/1 \/1 )
—Zo —Zo

Assim,

dar(G(9)(@nsyns 2n), G(9) (20,90, 20)) = dar(g(zn)(tn), 9(20)(t0))
dar(9(zn)(tn), 9(20)(tn))
+dar(9(20)(tn), 9(20)(t0))
d(g(zn),9(20)) +dar(9(20)(tn), 9(20)(to))

— 0 quando n — oo,

IN

IN
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visto que g e g(zp) sdo continuas. Isto prova que G(g) é continua. ]

A proposicao acima nos permite dizer que a aplicacao
G:C%((J,0),(CO(S, M), P°M)) = C°(S2, M)

estd bem definida.

Usaremos o lema abaixo para demonstrar o tiltimo item da préxima proposicao.

Lema 2.12. Sejam X wum espaco métrico compacto e Y um espago métrico qualquer.
Considere CO(X,Y) munido com a topologia da convergéncia uniforme. Entdo duas apli-
cagoes continuas f,qg: X —Y sdo homotopicas se, e somente se, f e g pertencem a mesma

componente conexa por caminhos do espago C°(X,Y). Além disso, a homotopia
H: XxI—Y

entre f e g e o caminho H : 1 — CY(X,Y) que liga f a g estdo relacionados por

A

H(t)(x) = H(z,1).

Demonstragao. Ver [3]. O

Proposicao 2.13. A respeito das aplicagoes F e G definidas acima, valem as sequintes

propriedades:

(a) G= F L

(b) F e G sao isometrias.

(c) F(C>®(S?,M)) c C°(J,0J),(C®(S,M),P°M)) c C((J,0.J),(PM,P°M)).
(d) F(constante) = constante e G(constante) = constante.

(e) Dadas f,g € C°(S%, M), temos f ~ g se, e somente se, F(f) =~ F(g).

Acima, f ~ g significa que f é homotdpica a g.

Demonstragao. Os itens (a), (c) e (d) seguem diretamente das definigoes de F e G.
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(b) Como G = F~!, para provarmos que F e G sdo isometrias, basta provarmos que F

é uma isometria. Neste caso, dadas f,g € CO(S 2 M ), temos que

d(F(f),F(9))

;ggd(if(f)(p)f(g)(p))

s (sup dM<f<f><p><t>,f<g><p><t>>)

peJ \tes

sup  dy(f(A(p,t)),9(A(p,1)))
(p,t)eJ xS

sup  dy(f(2),9(z))
2EA(JxS)=52

d(f,9).

(e) Observe que para cada homotopia H : 52 x I — M, existe uma homotopia de pares
H:(J,0J)x I — (C°S,M),P°M) entre F(Hy) e F(Hy), dada por

H(p,t) = F(H(1))(p),

onde H é dado pela lema anterior. Reciprocamente, para cada homotopia de pares
L:(J,0J)x I — (C°S,M),PM), existe uma homotopia L : S? x I — M entre

G(Lo) e G(L1), dada por

L(g,t) = G(L(1))(q).
Com isso, f~g= F(f)~p F(g) = G(F(f)) ~G(F(9))

Item (a
:>( )

f~g.

O

Corolério 2.13.1. Dada f € C°(S?, M), temos que f é homotdpica a uma constante se,

e somente se, F(f) é p—homotdpica a uma constante.

Demonstragao. Basta usar os itens (d) e (e) da proposicao. O
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3 DOIS PROCESSOS DE CURVE SHORTENING

O objetivo deste capitulo é apresentar os dois processos de curve shortening que serao
utilizados para demonstrar o Teorema de Lyusternik-Fet: o Processo de Birkhoff e o Curve

Shortening Flow.
3.1 O Processo de Birkhoff

Lema 3.1. Fize k>0 e escolha um inteiro par x>0 com 4k/x <n?/4. Para toda c € PFM
e todos t,t' € [0,1], com 0 <t/ —t <2/x, temos d(c(t),c(t')) <n/2.

Lembramos que M ¢é uma variedade Riemanniana compacta e 1 =n,y.

Demonstragdo. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

(f |rc'<s>||ds)2

t t
/t I (s)Hst/t 12ds
2E(c)(2/x)

4k [z

/4.

d(c(t), c(t)?

IN

IN N IA

IN

]

Definicao 3.2. Fixe k£ > 0 e escolha um inteiro par x > 0 como no lema anterior. Sejam
a,be[0,1] com 0 <b—a <2/x e o € [a,b]. Definimos a deformacao Pt prar — Py
por

pledl, — Ye(ae(o)l[a, 0] em [a, 0],
cla,0e em [a,0l¢.

Observe que Dc[,a’b]c estd bem definida, visto que, pelo lema anterior, d(c(a),c(0)) < n/2.

Veja a ilustracao a seguir.
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Figura 2: A deformacao D([;a’b]

aplicada a ¢

Seja j um inteiro par satisfazendo 0 < j <z —2. Para o € [j/x,(j+2)/z], definimos
D, : P*M — PEM por

D, = D([jj/x,(j—i—Q)/x] OD][‘(/];JQ)/I,]'/JJ} ... ODZEQ/;A/I} o ,Dgo/,j/x]

Veja a ilustracao abaixo.

0(2/1') 0(4/1')

c(2/x) c(4/x)
) c(10/x) c(8/x)

c(10/z) c(8/x

Figura 3: A deformacao D,, com x =12 e j =8, aplicada a ¢

Por fim, dado o € (1,2], definimos D, : P* M — P¥M por
Dyc = (Dy_1(D1cof))of L,

onde 0: S — S é dada por 0(t) =t + % (mod|0,1]). Denotaremos Dy apenas por D.

("

Figura 4: A deformacao D, com x = 12, aplicada a ¢
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Proposicao 3.3. E(D([;a’b]c) < E(c) e vale a igualdade se, e somente se, c|jq, € uma

, . Lo . . ab . ‘.
geodésica minimizante. Além disso, D([T’ ]c = se, e somente se, c][(w] € uma geodésica

minimizante.

Demonstragao. Segue diretamente da defini¢ao de DL[;I ’b], da Proposigao 2.3 e da unicidade

de Ye(a)e(o) ‘ [CL, U] : [

Corolério 3.3.1. E(Dic) < E(c) e vale a igualdade se, e somente se, c[(j/p (j+2)/a] €
geodésica minimizante para todo j par satisfazendo 0 < j < x — 2. Além disso, Dic = c
se, e somente se, para todo j par satisfazendo 0 < j < x —2 temos que c|[j/m7(j+2)/x] é

geodésica minimizante.
Lema 3.4. Se c € P*M ¢ uma geodésica, entio dados t,t' € [0,1] com 0 <t' —t <2/x,

temos que cli 11 = Ye(r)e(e) [t:1]-

Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 3.1 que d(c(t),c(s)) < n/2 para todo s € [t,t].
Portanto, ¢([t,t']) C By(c(t)). Assim, pela unicidade da geodésica ligando c(t) a c(t') que

estd inteiramente contida em By (c(t)), temos que ¢l ¢ = Yoy |t ]- O

Lembremos que D = Ds.

Proposi¢io 3.5. Seja c € PYM. Entio E(Dc) < E(c) e vale a igualdade se, e somente

se, ¢ € uma geodésica. Além disso, Dc = c se, e somente se, ¢ € uma geodésica.

Demonstragao. Segue diretamente da definicdo de energia que
E(aof) = E(a) = E(aocf™)
para toda o € PM. Portanto, pelo Corolario 3.3.1, temos que

E(De) = E((Di(Dicof))ob™")
= E(Di(Dicob))

< E(Dicob)

(Dic)

().

IA
o

Portanto, E(Dc) < E(c). Além disso, se vale E(Dc) = E(c), entao valem todas as igualda-
des acima. Portanto, pelo Coroldrio 3.3.1, como E(Dic) = E(c), temos que c|[j /4, (j+2)/a]

¢ uma geodésica minimizante para todo j par satisfazendo 0 < j < x —2. Por outro
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lado, considere § = Djcof = cof. Segue mais uma vez do Corolario 3.3.1, visto que
E(D13) = E(B), que Bl(j/z,(j+2)/a] = ¢©0l(j/z,(j+2)/2) ¢ uma geodésica minimizante para

todo j par satisfazendo 0 < j < x —2. Isso prova que ¢ é uma geodésica.

Reciprocamente, se ¢ é uma geodésica, entdao segue do Lema 3.4 e do Corolario 3.3.1
que Dic =c. Assim, Dicof = cof também é uma geodésica. Portanto, pelo mesmo
argumente, Dj(Dicof) = Dicof. Assim, Dc = (D;(Dicof))of~t = (Dicoh)od! =
(cof) o l=¢ (isto demonstra a parte “se” da segunda parte da proposi¢ao). Portanto,
E(Dc) = E(c). O

Proposicio 3.6. A aplicagio DY : P M x [a,b] — P*M definida por D% (¢,0) = D?’b]c

¢ continua.

Demonstragio. Seja (cn,0,) € PEM x [a,b] convergente para (c,o) € P¥M x [a,b]. Que-

remos provar que DY(c, 0,) = D([fa,{b]cn converge para D%t(c,0) = [a e em PFM.
Usaremos o Lema 2.7. Seja t,, € [0,1] convergente para tg € [0,1].
e Defina Ny ={n e N;0<t, <a}. Se fN; =00, entdo 0 <tp<ae
lim D% =
AdR, Ponenltn) A2, nte)
= Dleble(ry).
e Defina No={neN;a<t, <o,}. Se Ny =00, entdo a <tg<oe
nlgI{Tllp[ ] (tn) = T}g{% ’ch(a)cn(on)Havan] (tn)
Obs.2.6+Lema2.7
e Ye(a)e(o) ’ [CL, U] (t())
— DLetle(ty).
e Defina N3 ={n € N;t,, > 0,,}. Se N3 =00, entdo tg > o e
lim D%l = i
g, Do en(in) AR, on{tn)
Leng@.? C(to)
= 'D([,a’b]c(to).
Como N = N; UNg UN3, temos que hmD[ e n(tn) = D([;a’b]c(to). Portanto, mais uma vez
pelo Lema 2.7, temos que D([;n ]cn — D([7 ]c, como queriamos demonstrar. ]
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Corolario 3.6.1. A aplicagio L : P*M x [0,2] — P*M definida por L(c,0) = D,(c) ¢é

continua.

O corolario acima nos diz que ¢ e Dc sao livremente homotopicas.

Lema 3.7. Sejam {al},...,{as},{bL},....{b5} sequéncias limitadas de miimeros reais,
. . S . S .
satisfazendo al, < b, para todo (i,n) € {1,...,s} xN. Se > al, = > b, para todo n € N,
1=1 i=1

entdo existem subsequéncias convergentes {ay, } e {bj, } tais que lillcrna%k = lillgnblnk para

todo i € {1,...,s}.

Demonstragio. Como todas as 2s sequéncias {a’,} e {b.} sdo limitadas, existem sub-

Ay i i - : i — Tl i _ b
sequéncias convergentes {ay, } e {b;, }, para todo i. Sejam a' = hlrfna,nk e b = llllgabnk.

. . S . S . . . S . S .
Assim, a;, <0bj e laﬁlkzzlb%kéalgble ya'=3b=a=>0b,vVi=1..s [
= 1=

7 =1 i=1

Proposicao 3.8. Seja {c,} wma sequéncia em P¥M tal que {E(c,)} e {E(Dcyp)} con-
vergem para o mesmo limite kg > 0. Entao {c,} possui uma subsequéncia convergente em

PEM cujo limite ¢y é uma geodésica fechada ndao-constante. Além disso, E(co) = ko.

Demonstragao. Observe que E(Dcy,) < E(Dicy) < E(cy) e lim E(Dey,) =lim E(cy,) = ko =
lim E(Dicy,) = ko. Por outro lado, E(D1cul(j/z,j+2)/2]) < E(cnl(j/a,(j+2)/2)) €

h,gnzE(chn|[j/z,(j+2)/x]) = liTILn E(chn)
J
= lmFE (cn)
= h?gnZE(Cn“j/z,(j—l—?)/m])-
j
Portanto, o lema anterior nos diz que, passando a uma subsequéncia se necessario, temos
im E(Dicnl(j /e, (j+2)/2]) =HUm E(cnl(j/z (j+2)/2)), Para todo j par satisfazendo 0 < j <z —2.
Logo,
limd(en(j/2),cn((j+2)/2)* = lmL(Dicaljfa,(j12)/2])°
Prop.2.3 ..
= 1im2(2/2)E(Dicaljjz,(j+2)/2))
= 1iTrln2(2/x)E(cn|[]-/xv(jﬁ)/z]), para todo j.
Observagao: em * usamos o fato de que chn|[j Ja,(j+2)/z) € @ geodésica minimizante que
liga ¢, (j/x) a cp((j+2)/x) e esta definida em [j/x,(j+2)/x]. Portanto, pela Proposicao

2.8, passando a subsequéncias se necessario, temos que cn|[j Jx,(j+2) /2] CONVErge para uma

geodésica minimizante colj/, (j12)/4] € Vale E(colj/z (j+2) /) =Hm E(cnlj /2 (j+2)/2)), Para
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todo j. Assim, ¢, — c¢g. Observe que

E(co) = >_ Blcolijja,+2)/21) = DM E(enljj/o,j+2)/0) = lim B(en) = ko > 0.
j j

Além disso, como C()’[j Ja,(j+2)/z) € geodésica minimizante para cada j par satisfazendo
0 <j<x—2, temos, pelo Corolario 3.3.1, que Dicy = ¢p. Agora, repetindo o mesmo
processo acima com Dicy, 06 no lugar de ¢,, temos que Dic, 06 (ou uma subsequéncia
de) converge para uma curva ¢y tal que Diéy = ¢y. Como D é continua e ¢, — o,
temos ¢y = lim(Dj¢, 00) = Dicgol = coob. Logo, Di(cpob) = cooh. Desta forma, Dey =
(D1(D1cyo ) o' = (Di(cgoh))of~! = (cgof)of~! =¢y. Portanto, pela Proposicao

3.5, ¢p é uma geodésica fechada nao-constante, visto que F(cg) = ko > 0. ]

Dado k > 0, seja C, = {c € C™°(S,M);c é uma geodésica e E(c) =k} C P*M.

Lema 3.9. Sejam ko >0 e U uma vizinhanga aberta de Cy, em C°(S,M). Se Cy, =0
escolha U = 0. Seja k > ko e considere a deformacio D : P*M — P¥M . Entdo existe um
e=¢e(U) >0, que satisfaz 0 < kg —e < ko+e <k, tal que

D(P*Me M) cuu PR M.

Demonstragio. Podemos supor que U C P¥M. Caso contrario basta substituir ¢ por
UNPEM. Como D(Cy,) =Ck, CU e D é uma aplicagdo continua, existe um aberto
U' com Cp, CU' CU tal que DU') CU. Afirmamos que existe um € > 0, que satisfaz
0<ky—e<ky+e<k, tal que D(PkOJrEM) C U U PFo—2 ). Caso contrario, para todo
En = % suficientemente pequeno, existe um ¢, € P*ten M tal que De, & U U Pko=en [,
Em particular, ¢, €U’ e
ko— L < B(Dey) < Blen) < ko+ .
n n
Assim,

lim E(Dcy,) = lim E(cy,) = ko > 0.
Portanto, pela Proposigao 3.8, existe uma subsequéncia de {¢,} que converge para uma
geodésica fechada ¢y com E(cg) = ko. Logo, ¢p € Cy, CU'. Por outro lado, ¢, ¢U' = co ¢ U’
visto que U’ é aberto, o que ¢ um absurdo. ]

3.2 Curve Shortening Flow

Nesta secao M denotard uma variedade Riemanniana conexa com dim M > 2.
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Definicao 3.10. Dizemos que uma familia suave de curvas imersas fechadas suaves

v =(u,t): St x[0,w) = M é um Curve Shortening Flow (CSF), se satisfaz

oy DT

9 _ =L 3.1

ot 0Os (8:1)
em S! x (0,w), onde T é o campo de vetores tangentes unitarios v, /||vu| e s = s(-,t) é o

comprimento de arco da curva 7y(+,t). Lembremos que, pela definigdo de comprimento de

arco,
0s
2 Il =:v.
Portanto,
D 1 D
Z .= 3.2
ds v Ou (32)

Seja ay(-) = y(+,t). Olhemos para a;(S') como uma subvariedade 1-dimensional de
M (sempre podemos fazer isto localmente, uma vez que (-, t) é uma imersdo). Com a

métrica induzida de M, o vetor curvatura média de a;(S') em M é dado por
H=(VT)".

Como (T, T) =1, temos que (V7T,T) = 0. Isto implica que VT L T. Portanto,

DT
H=V;T="".
0s

Assim, um CSF é um fluzo pela curvatura média de co-dimensao alta na variedade M.
Sabemos que em um curto intervalo de tempo, existe, é tinica e suave a solugao

para o fluxo pela curvatura média que tem por condigao inicial uma subvariedade imersa

compacta, como podemos ver na se¢ao 2 de [4]. Portanto, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.11. Dada uma curva imersa fechada suave vy : S' — M, existe um tempo

positivo w > 0 para o qual existe, € unica e suave a solugcdo para o problema de Cauchy

oy DT 1
a = E em S X (O,W),
7(+0) =(").

De agora em diante wy € (0, 00| denotara o tempo maximo de solugdo para o problema

de Cauchy acima.

Sejam k(-,t) = H%(-,t)“ a curvatura nao-negativa, L(t) o comprimento e E(t) a ener-
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gia da curva ~y(-,1).

Proposigio 3.12. Se v: S' x [0,wq) é um CSF, entdo

L(t) L(t)
oy — 27 < Iy — 2. <
L) /0 K2ds <0 e E'(1) /0 vk2ds <0,

para todo t € (0,wp).

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que

DT DT DT DT
{T.T) :><0$7 > 0:><8U887 >+< >

s Ou
Portanto,
DT g\ (DT DT
Ouds’ N s’ Ou
(3.2) <DT DT>
il ealldonl
s’ Os
=  —ok>
Por outro lado,
9 9
2 = =
VU Py (v%)

_ 0[Oy 9y

9t \Ou' Ou

_ o/ Pov Oy
ot Ou’ Ou

X D 0~

= 2'U<auat,T>

(3.1) DT

N 2U<6u83’T>

= —20%k2,

D o Do
onde em * usamos que Z9T ——7, isto pelo Lema de Simetria, e que v, =vT. O que

ou ot Otdu

implica

v = —vk?.



31

Assim,
d
/ _
L'(t)y = dt/slvdu

= /Sl vrdu

= _/51Uk2du

L(t)
- / K2ds.
0

Da mesma forma,

d /1
E(t) = (/ 2d)
®) dt \2 Slv N
= /vvtdu
g1
= —/ vk du
Sl

L(t)
= —/ vk3ds.
0

]

A proposicao anterior nos diz que o comprimento e a energia de um CSF néo crescem
quando ele evolui com o tempo, visto que suas derivadas sdo nao-positivas. Isto nos per-
mite indagar: “caso o limite y(-,wp) = limy_., Y(+, %) exista (em algum sentido adequado),
serd 7(-,wp) uma geodésica?”, tendo em vista que y(-,wp) terd comprimento e energia
minimos. Uma resposta para esta pergunta foi dada em 1986 por M. E. Gage e R. S.

Hamilton, como podemos ver em [4], onde eles demostraram o seguinte teorema:

Teorema 3.13 (Gage-Hamilton, 1986). Seja 7o : St — R? uma curva suave, conveza,
merqulhada em R?. Entdo, sob acio do CSF, ela se contrai a um ponto em tempo finito.

Além disso, ela permanece convezra e torna-se circular, no sequinte sentido:

(a) a razdao entre o raio do circulo inscrito e o raio do circulo circunscrito converge a

1;
(b) a razdo entre a curvatura mdzima e a curvatura minima converge a 1;

(¢c) as derivadas de ordens altas da curvatura convergem a 0 uniformemente.

Uma resposta muito mais geral que esta foi dada por M. A. Grayson em 1989, como

podemos ver em [5], onde ele demonstrou o seguinte teorema:



32

Teorema 3.14 (Grayson, 1989). Seja M uma superficie que é convera no infinito. Para
qualquer curva suave, fechada, mergulhada em M, ao longo do CSF, ou ela se contrai
a um ponto em tempo finito ou sua curvatura converge a zero na topologia C°° quando

t — 0.

Para nés superficie significa uma variedade Riemanniana conexa bi-dimensional. Uma
superficie é convexa no infinito quando o fecho convexo de qualquer conjunto compacto é

compacto. Em particular, toda superficie compacta é convexa no infinito.

Em 2007, L. Ma e D. Chen obtiveram um resultado sobre o comportamento do CSF

que parte de uma rampa em uma variedade produto.

Considere a variedade produto (M x S, g+ do?). Seja vp: S' — M x S' uma curva
imersa suave. Denote por mg1 a projecao candnica de M x .S Lem S'. Dizemos que 7g é

uma rampa, se existe um campo U de vetores unitérios tangentes a S! tal que

(751)(T0), Ugs >0
ao longo de 7p, onde Ty é o campo de vetores unitarios tangentes a g.

Teorema 3.15 (Ma-Chen, 2007). Seja M uma variedade Riemanniana compacta.

(1) Sev:8'x[0,00) = M é um CSF tal que lim;_ o L(t) > 0, entio para todo n >0,
lim; oo SUp () DaT"nT

e € uma geodésica fechada em M.

) =0. Além disso, a curva limite v(-,00) = limy_00 Y(-, 1) existe

(2) Sey:Stx[0,wp) — M x S' é um CSF tal que v(-,0) é uma rampa, entdo v é um

fluxo global que converge a uma geodésica fechada em M x S* na topologia C.

Dizemos que um CSF é um fluzo global quando wy = oc.

A demonstragao deste resultado encontra-se em [6].
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4 O TEOREMA DE LYUSTERNIK-FET

Teorema 4.1 (Lyusternik-Fet). Em toda superficie compacta existe uma geodésica fe-

chada nao-constante.
4.1 Primeira Demonstracao

Seja M uma superficie compacta. Se M nao é simplesmente conexa, tome ¢y : S — M
diferencidvel e nao-livremente homotépica a uma constante. Fixe k > k1 := F(c;) >0 e
considere D : P*M — P*M. Defina ¢, = Dc,,—1 € P*M e k, = E(cp) para cada n > 2.

Pela Proposicao 3.5, temos que
k1 >ky>--->0.

Seja kg = limk,, > 0. Afirmamos que kg > 0. Caso contrario, existe m € N tal que k,, <
n%/2 = pelo Corolério 2.9.2, ¢, ¢é liviemente homotépica a uma constante. Como c; é
livremente homotépica a cada uma das ¢,,, em particular a ¢,,, temos que ¢ é livremente

homotépica a uma constante, o que é um absurdo.

Afirmamos que Cy, # (). Caso contrério, pelo Lema 3.9, existe um € > 0 tal que
D(Protenr) ¢ PR

Como limk, = ko < ko +¢, existe m € N tal que E(cp,) = km < ko +¢, 0 que implica
¢m+1=Dey, € D(Pk0+€M) C Pk M| ou seja, ko < ki1 = E(em+1) < kg—e, que é um
absurdo. Isso prova que existe uma geodésica fechada em M com energia igual a kg > 0,

portanto nao-constante.

Se M é simplesmente conexa, entdo 7 (M) é ndo-trivial. Neste caso, tome f : 5% — M

diferenciavel e nao-homotdpica a uma aplicacdo constante. Considere a aplicacao

F(1): (7,07) = (CO(8, M), PM).
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Como f ¢ diferencidvel, pelo item (c) da Proposigao 2.13, temos que F(f)(J) C PM.

Portanto, podemos considerar
F:=F(f):(J,0J) = (PM,P°M).

Defina

K0 Gng{zggE(G(p))} >0,

onde o infimo estd sendo tomando sobre todas as aplica¢bes continuas
G:(J,0J) — (PM,P°M)

p—homotoépicas a F. Afirmamos que kg > 0. Caso contrario, pela prépria definigao de
Ko, existe uma aplicacdo continua G : (J,0.J) — (PM,P'M) p—homotépica a F com
sup,e ;s E(G(p)) < n?/2. Portanto, pelo Corolario 2.9.1, temos que G' é p—homotépica a
uma constante, e por sua vez F' = F(f) também = pela Corolario 2.13.1, f é homotopica

a uma constante, o que é um absurdo.

Afirmamos que Cy, # (). Suponha por absurdo que nao, ou seja, suponha que C,, =
(). Fixe k > kg e considere a deformacao D : P*M — P®M. Entao, pelo Lema 3.9,
existe € > 0 tal que D(PFOTeM) C Pfo~€)M. Mais uma vez pela definicio de kg, existe
uma aplicagio G : (J,8.J) — (PM,P°M) p—homotépica a F tal que sup,c; E(G(p)) <
ko +e€. Portanto, D(G(p)) € D(P0+ M) C PH~°M,¥p € J = sup,e ; E(D(G(p))) < ko —
e. Defina © : (J,0J) x I — (P*M,P°M) por O(p,t) = L(G(p),2t) = Dar(G(p)). Segue
do Coroldrio 3.6.1 que © ¢ continua. Assim, I’ ~, G = Og ~, ©1. Desta forma, rg <
sup,e s £(01(p)) = sup,e s E(D(G(p))) < ko — €, 0 que é um absurdo. Isso mostra que

existe uma geodésica fechada em M com energia igual a kg > 0, portanto nao-constante.
4.2 Segunda Demonstracao

Seja M uma superficie compacta. Se 71(M) # 0, tome 7o : S' — M suave, imersa
em M e ndo-livcemente homotépica a uma constante. Defina g : ST — M x S! por
Ao(u) = (70(u),u). Observe que 59 é uma rampa. Assim, pelo item (2) do Teorema 3.15,
temos que g é livremente homotdpica a uma geodésica fechada em M x ST, que denotamos
POr Y0, & saber, o limite do CSF que tem 5y como condigao inicial. Seja Yoo = Tas © Yoo,
onde myr: M x ST — M é a projecao candnica. Entao, por construcao, v, é uma geodésica

fechada em M livremente homotopica a 7g, portanto nao-constante.

Se m1(M) =0, entdo mo(M) # 0. Neste caso, tome f:S? — M diferencidvel e nao-



35

homotépica a uma constante. Considere a aplicacao
F(f): (J,0J) — (CO(S, M), P°M).
Como f ¢é diferenciavel, temos que F(f)(J) C C*°(S,M). Portanto, podemos considerar
F:=F(f):(J,0J) — (C>(S,M),P°M).

Identificando S' com S, para cada p € J, definimos a rampa Yp(+,0) : S — M x St por
Yp(u,0) = (F(p)(u),u). Entao, pelo item (2) do Teorema 3.15, sob agdo do CSF, temos
para cada p € J uma geodésica fechada em M x S', digamos Yp(+,00), que é o limite
do CSF que tem ~,(+,0) como condicao inicial. Assim, mps 0 yp(-,00) é uma familia de

geodésicas fechadas em M.

Afirmamos que existe pg € J tal que E(mpr 07y, (-,00)) > 0. Caso contrério,
E(mparovp(-,00)) =0

para todo p € J. Logo, como J é compacto, existe tg > 0 tal que

2
sup E(ms 07+ t0)) < - (4.1)
peJ

Defina H : (J,0J) x [0,to] = (PM,P°M) por H(p,t)(u) = mpr 0vp(u,t). H é uma ho-
Cor.2.9.1+(4.1

motopia de pares. Assim, F(f)=F = Ho ~, Hy, o o, ( )constante. Portanto, pelo

Corolario 2.9.2, temos que f é homotdpica a uma constante, o que é um absurdo. Assim,

M ©Ypo (+,00) € uma geodésica fechada em M com energia > 0, portanto nao-constante.
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5 CONCLUSAO

As mesmas técnicas que utilizamos para demonstrar o Teorema de Lyusternik-Fet em
superficies compactas podem ser utilizadas para demonstra-lo em variedades Riemannia-

nas compactas:
Em toda variedade Riemanniana compacta existe uma geodésica fechada ndo-constante.

Além disso, fazendo uso do Teorema de Grayson (Teorema 3.14) ao invés do Teorema
de Ma-Chen (Teorema 3.15), pode-se demonstrar uma versao um pouco mais geral do

Teorema de Lyusternik-Fet em superficies compactas:
Em toda superficie compacta existe uma geodésica fechada mergulhada.

No caso em que a superficie compacta é uma 2—esfera, é possivel demonstrar um pouco

mais:

Uma 2—esfera com uma métrica Riemanniana suave tem pelo menos trés geodésicas

fechadas mergulhadas.

Este ltimo resultado é conhecida como o Teorema das Trés Geodésicas ou o Teorema
de Lyusternik-Schnirelmann. O proprio Grayson apresentou uma demonstracao para este

resultado utilizando o seu teorema, como podemos ver em [5].
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