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Resumo

Neste trabalho, revisaremos fatos basicos de Teoria Ergddica, um importante invari-
ante métrico que é a Entropia, apresentaremos uma ferramenta 1til para o estudo do
comportamento dinamico de uma aplicacao, os Expoentes de Lyapunov sobre uma var-
iedade compacta e relacionamos a entropia com os expoentes via a Desigualdade de
Ruelle, fato principal do trabalho.

Palavras-chave: Teoria Ergddica; Entropia; Expoentes de Lyapunov; Desigualdade
de Ruelle.



Abstract

In this work, we review basic facts of Ergodic Theory, an important metric invariant,
Entropy, we present a useful tool for studying the dynamic behavior of an application,
the Lyapunov exponents, on a compact manifold and relate entropy with exponents via
the Ruelle’s inequality, because the main work.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao vamos abordar como se relaciona duas formas de estudar o comporta-
mento de um sistema (f, ). Um deles, a entropia, analisa o comportamento do sistema
com a informagao entre as 6rbitas de pontos do espaco considerado; a outra, os expoentes
de Lyapunov, analisa o comportamento assintético da derivada dos iterados dos pontos,
i.e., um estudo geométrico do sistema. Naturalmente, gostariamos de relacionar os dois
conceitos. Para estudar o comportamento do sistemas com propriedades geométricas,
fixaremos o nosso ambiente, uma variedade compacta. Para definirmos o que vem a ser
entropia, precisamos de uma particao do ambiente em que estamos, pois vamos entender
dois pontos como iguais se eles estao no mesmo elemento da particao. Isso se mostrara
bastante conveniente, pois iterando os pontos podemos distingui-los a partir do momento
que seus iterados distinguem. Com essa abordagem, temos um perspectiva puramente
dinamica e probabilistica do sistema a ser estudado. Em 1978, no Boletim da Sociedade
Brasileira de Matematica, o matematico David Ruelle, publicou um artigo no qual o prin-
cipal resultado é uma relagao muito bonita entre os dois conceitos. Para isso ele supunha
um sistema invariante, (f, u) de classe C'! definido sobre sobre uma variedade compacta
C>. Aqui, reproduziremos uma das demonstragoes da Desigualdade de Ruelle, tal como
a relagao ficou conhecida, e para tanto definiremos e veremos algumas propriedades de
entropia e expoentes de Lyapunov.



Capitulo 2

Um Pouco de Teoria Ergddica

2.1 Medidas Invariantes

Fixemos M um conjunto, S o-algebra de subconuntos de M. Um par (f,u) serd dito
invariante se u(f1(A)) = p(A), onde f : M — M é uma aplicagio mensuravel e A
é um conjunto qualquer mensurdvel. Diremos ainda que p é f-invariante ou que f é
p-invariante quando a condigao acima ocorrer. A uma dupla (M, S) como acima da-se o
nome de espaco mensurdvel, e quando a um espago mensuravel acrescenta-se uma medida
w a tripla (M, S, u) é chamado espaco de medida.

Teorema 2.1.1 (Recorréncia de Poincaré). Seja (M,S, ) um espago de medida, f :
M — M wuma tranformag¢ao mensurdvel e A € S um conjunto com medida positiva.
Quase todo ponto x € A retorna a A.

Corolario 2.1.1.1. Nas condi¢oes do Teorema de Recorréncia de Poincaré, quase todo
ponto x € A retorna infinitas vezes a A.
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Capitulo 3

Mais um pouco de Teoria Ergddica

3.1 Entropia

Em Teoria da Medida, é de costume desprezar conjuntos cuja medida é nula. Escreve-se

A = B(mod.0) quando u(AAB) = 0.

Definicao 3.1.1. Dado um espago de medida (M, B, i), uma parti¢io do mesmo, € uma
colegcio de conjuntos mensurdveis & = {£,}aca indexados por algum conjunto nao vazio
de indices, A\, satisfazendo

U§a:M(m0d.0) elaNés =10, a#p.

a€N

Observacao 3.1.1. Veremos logo mais, que sempre poderemos para 0s nossos objetivos,
usar A finito.

Dadas duas particoes £ e 7, denotaremos & < 7 para significar que todo elemento de
1 estd contido em algum elemento de £. Com duas partigoes, & e 1, podemos definir a
soma & V1= {&Nn;, & € €,ny € n} que satisfaz portanto, < EVnen <&V,

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel. Dada uma particao & de M,
temos outra particao determinada por f: f71(¢) := {f71(&);& € €} Dada uma familia
enumeravel de particoes P, definimos

\/ P = {NuPu; P € P}

neN
Denotamos
n—1
&=\ 17 vn=1
§=0

Para u-q.t.p x € M existe um elemento de £ que o contém, tal elemento sera denotado
por &(x). Para cada n > 1 o elemento £"(x) que contém x € M estd dado por:

(@) = &) N FHES () N fDE(fF D ().
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Note que a sequéncia £" é nao decrescente, ou seja, £" < £+ para todo n.

Para uma dada particao £, definimos I : M — R U {oo} por I¢(z) = —log u(&(x)).
Claramente Iz é mensuravel.

A continuidade da fungao ¢ : [0, 1] — [0, 1], ¢(z) = —z log x nos permite convencionar
que 0log0 = 0 = lim,_,o ¢(x). Com essa convengao definimos

Definicao 3.1.2. A entropia de £ ¢

H,(¢) = /fg == pu(C)logu(C

ceg

Uma nocao importante de entropia é o de entropia condicional conforme a defini¢ao
abaixo.

Definicao 3.1.3. Sejam & e n particoes de M, a entropia de & dado 7 €

Hy(¢/n) — _Z ZMCHD u(C' N D)

Den ceg 'LL(D)
= —Cegenp(Cﬂ D) log % (3.1)

Tomando n = {0, M} obtemos que H,(&/n) = H,(§)

Lema 3.1.1. Sejam &,n,( particoes com entropia finita. Valem,

1. H(€Vn/C) = H(€/O) + Huln/EV C).

2. € < entio H,(6/¢) < H,(n/<) e H.(C/€) = H(C/n).
3. Se £ <n entdo H,(¢/n) =0

J. Se p ¢ f-invariante entio H,(f~1(€)/f~'(n) = H,u(/n)

Demonstra¢ao. Vamos comegar provando 1:

H,(§Vn/¢) = Z —u(CmDmE)logM
Cee,Den,EeC w(E)
= CADAE o WCNDNE)
CEE,ge:nEe( MenNDNE)log w(CNE)
+ > —uCnDNE) m% (3.2)

Cce¢,Den,EeC

Usamos a propriedade do logaritmo do produto. A soma do lado direito pode ser reescrita
como
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D E
Z (FﬂD)log ﬂ + Z C’ﬁElogm

Fegv(,Den ceg, Ee M(E)

mas isto é por definicao, H,(n/¢ V () + H,(§/C). Isto termina o item 1.
Para demonstragao de 2, veja que se £ < 7 entao

HE0 = Y S —upnB)egtnl)

Ce¢,Ee¢ DCC,Den 'M(E)

< ¥ Y curnpeg" i e, 63

Ce¢,Ee¢ DCC,Den

Para a demonstragao de 3 veja que se £ < 7 entao cada elemento de 7 estd em algum
elemento de &, portanto u(C' N D) = u(D) ou u(C N D) = 0, em qualquer um desses
casos temos,

p(CnND)
donde, H,(&{/n) = 0.
O item 4 decorre da definicao, pois
4 pu(f~'(CnD)) w(CND)
p(f~(CNnD)lo L(F1(D)) =u(CND)lo D)

]

A partir da observagao feita depois da defini¢ao de H,,(£/n) quando n = {0, M } vemos
que o item 1 do lema acima de reduz a

H,(EVn) = Hu(€) + Hu(n/S), (3.4)

isso é obtido tomando ¢ = {(, M }.
Além disso, do item 2 e da observacao anterior, temos

H,(§Vn) < Hu(€) + Hu(n) (3.5)

Lema 3.1.2. Dado k > 1 e € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer particoes finitas

é- = {517 7£k} en = {7717 "'777k}7

p(&An) <dVi=1,. k= H,(n/§) <e

Demonstracao. Fixe e > 0 e k > 1. Pela continuidade da fungao ¢ : [0,1] — R dada por
¢(x) = —xlogz existe p > 0 tal que ¢(x) < €/k? para todo x € [0, p) U (1 — p,1]. Tome
0 = p/k. Dadas as partigdes £ e n como no enunciado, seja ( a particao de M cujos
elementos sao os cojuntos da forma & Nn; quando i # j e o conjunto UX_ & Nn;. Note
que & Ny € Uy &An; e dai, p(& Nny) < Y0 p(&An;) < k& = p sempre que i # j e
desde que ANB=AUB — AAB temos

13



k k
ng N 77@ > Z ngT/z) ZM(&) —pP= 11— p.
=1 i=1 =1

Portanto,

Zqﬁ ) < card({)e/k* < e.
¢’'eC
Da definigao temos £ V1 = £V (, e dal

Hu(n/ﬁ) = Hu(f \ 77) - HM(S) = Hu(f \Y C) - Hu(g)a
a expressao acima é H,(¢/¢) < H,(¢) < e. O]

A funcao ¢(z) = —zlogx é concava em [0, 1]. Podemos usar essa propriedade para
mostrar que se { é uma particao finita, entao H,(¢) < logcard(&).
Com efeito, suponha card(§) = n. Temos

L = 1Y w(o)

n
Cee

¢(% > ouc

Cee
1
= 925(5)
1

1
— _Zlog - 3.6
~log — (3.6)

IN

donde, H,(§) < logn.

Lema 3.1.3. Se {a}n>0 € uma sequéncia de nimeros reais satisfazendo any, < an + a,

para todo n,p > 1 entdo lim — existe e € igual a inf, a,/n. O limite pode ser —co, mas
n—oo N

Qp, . . . . .
se — for limitada inferiormente, o limite serd ¢ > —o0.
n

Demonstracao. Fixe p > 0. Cada n > 0 pode escrito como n = kp+i com 0 < i < p
(aqui k& depende de n). Observe que ag, < ap + app-1) < 24, + app-2) < ... < kag.
Segue-se que

In _ Wrpri G Gy o G Ky G 4

n kp+i~ kp kp — kp kp kp p
Agora veja que quando n — oo temos que k — oo. Dessa forma, como a; permanece
limitado temos

: a
limsup — < 2
n—oo T p

)

logo,

. a . a
lim sup — < inf 2.
n—oo N P
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a, _a
Por outro lado, inf £ < -2 qualquer que seja n, e portanto,
P p T mn

. a .. L a
inf £ < liminf —.

D n—oo N
. Q. . Op
Isto mostra que lim — existe e vale inf —. O
n—oo M n n

Lema 3.1.4. H,(§™™) < H,(§™) + H,(£") para todo m,n > 1

Demonstrag¢ao. Temos {™" = \/;”:J(r)n_1 (&) =&mvV f7m(£"). Pelo Lema 1.1.1 temos

H, (™) < Hu(§7) + Hu(f7(€7))-
Como g é f-invariante temos a desigualdade desejada. O]

A partir do Lema anterior e do Lema temos que o limite

lim lHu(gn)

n—oo M
existe. Este sera denotado por h,(f,§), e chamado de entropia de f com respeito a &.

Exemplo 3.1.1. Seja f : [0,1] — [0,1] a func¢do dada por f(z) = 10z(mod.1) = 10z —
[10z], onde [10z] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Para cada i = 0, ...9
faca & =1[i/10,i+1/10]. Seja € = {&,...,&}. Como sex € f71(&) entdo f(x) € & temos
que &2 =&V FHE) =1{¢&,7 =0,...,99}, onde & = [j/10%,(j+1)/10%]. Para o caso geral,
nao € dificil notar que &" = {&;;5 =0,...,10" — 1, onde &; = [j/10",(j +1)/10"]}. Seja
m a medida de Lebesgue do intervalo [0,1]. Veja que H,, (") = 2;0:0—1 m(&;)log p(&;).
Mas, m(&;) = 107", disto

10" -1

H,(¢") = ) 10"logl0™"
=0
10" -1

= nl10"log10 ) 1
=0
= nlog10 (3.7)
Segue-se de que h,(f, &) = log 10.

1
Teorema 3.1.1. Se f : M — M preserva pu e & € uma particao de M entio —H,(§")

n
decresce para h,(f,€).

Demonstracao. Vamos mostrar inicialmente que,

—

n—

H,(€") = Hu(§) + ) Hu(&/f7H(E)).

j=1

15



De fato, para n = 2, temos

HH(§2) = Hu(f V f_l(f)) = Hu(f) + Hu(g/f_l(f))a

conforme a observagao (1.4). Assuma validade para n = p > 2. Paran = p+ 1 temos,

Hy (&) = Hu(f (") V)
= H,(f (&) + Hu(§/f(€))
= H,(&") + Hu(§/f(&))

p

ORI ACE (3.8)

A ultima passagem vem da hipétese de indugao. Desta formula e do item 2 do lema[3.1.1
temos Hy,(§") = nH,(§/f7(§")) e daf,

Hy (€)= n[H(&") + Hu(&/f ("))
< (n+1)H,(E). (3.9)

Ou seja,
1

n+1

H,(€") < —H,(¢")

3I>—‘

[]

Definicao 3.1.4. O supremo de h,(f,&) sobre todas as particoes com entropia finita €
a entropia do sistema (f, 1), e € denotado por h,(f).

Exemplo 3.1.2. Sejam f: M — M e x € M ponto periédico de f, i.e., fP(x) =z para
algum p € N. Considere

1
= ];(5::: +0f@) + oo+ Oppi(a))-

Neste caso, a medida toma somente um numero finito de valores. Consequentemente,
a entropia H,(§) toma somente um numero finito de valores quando consideramos as
parti¢oes enumerdveis de M. Em particular, lim, oo n 'H, (") = 0 para toda &. Disto,

hu(f) = 0.

Lema 3.1.5. h,(f,n) < h,(f, &) + H,(n/§) para quaisquer particoes & e n de M com
entropia finita.

Demonstragdao. Sabemos que H,(§V n/¢) = H,({/¢) + Hu(n/§ V (). Segue-se que para
quaisquer n > 1 temos

H, ("™ /&) = Hu (" v f" () /€ V £77(6))
= H,("/&"V 7)) + Hu(f ") /0" vV €V f77(E))
H, (" /€") + Hu(f 7" (n)/ 17(E)) (3.10)

16
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aqui estamos usando o [tem 2 do Lema . Como p é f-invariante, temos do item 4
do Lema m que H,(f~"(n)/f™(€)) = H,(n/¢). Portanto, se a, = H,(n*/&*) temos

ap+1 — ax < ap e portanto a, < nay, 1.e.,

H,(n"/€") < nH,(n/§).

Assim, H,(n") < H,(§"Vn") = H,(§")+H,(n"/§") < Hu(§")+nH,(n/§). Dividindo
por n e tomando o limite obtemos a conclusao.
O

Com o Lema acima, vamos justificar a observacao |3.1.1} para mostrar que a definicao
de h,(f) pode ser feita considerando o supremo sobre todas particoes finitas.

Lema 3.1.6. h,(f) = sup{h,(f,§);¢ finita}.

Demonstracao. Seja ﬁu(f) = sup{h,(f,&); ¢ finita}. Claramente, E#(f) < h,(f). Para
mostrar a desigualdade contréria, dado € > 0, existe £ = {C}, Cy, ...} uma particdo com
entropia finita, tal que h,(f) < h,(f,§) + €¢/2. Desde que £ tem entropia finita, existe
N e Ntal que ).y —u(Ci)log u(C;) < €/2.

Tome n = {C1,Cs, ...,Cn,U;jsnCi}. Veja que Hy(n/§) = Y.y —1(C;) log n(C;) +
1(UjsnC;j)log n(UjsnCj) < €/2, e do Lema temos

hu<f) < hu(faf)+€/2Shu(fa’?)+Hu<77/f)+€/2 < hu(f»ﬁ)"‘e'

Como 7 ¢é finita, temos que h,(f) < ﬁ“(f). O

Observacao 3.1.2. Ainda do Lema temos que se & < n entao h,(f,&) < h,(f,n),
uma vez que pelo Lema sabemos que H,,({/n) = 0.

Lema 3.1.7. h,(f,&) = lim, o H,(§/ \/;.L:1 f79(&)) para qualquer parti¢io & com en-
tropia finita.

Demonstracao. Sabemos do Teorema que

n—1

Hy(€") = Hu(&) + > Hu(&/ (€M)

k=1

Logo, h(,€) = Tim H,(€") = Tim — >~ H,(6/f(€"). Por lado, {H,(&/f~ (")}
k=0

¢ uma sequeéncia decrescente e entao seu limite coincide com o limite a Cesaro. O
;- ; 4+n _ \/m—1 i
Quando f ¢ inversivel chamamos =" = /27 f7(§).

Lema 3.1.8. Se & € uma parti¢io com entropia finita entao h,(f,&) = hu(f,&*) para
todo k > 1. Se f € inversivel entao h,(f,&) = h,(f,&**) para todo k > 1

17



Demonstracao. Veja que para qualquer n > 1 temos

n—1 n+k—1
\ /- \/ 7 \/ @)=\ r©=¢
j=0 Jj=0
. 1 _ ko1
ASS;na hu(f> gk) :/ hrrin EHM(fn—Hg) = hrrln :l_ n+k M(€n+k> u(fv 5)
O CasSO 1mversivel,

n—1 ' n+k—1

\/ £ = \/ f \/ @)=\ F71© = e,

5=0 i=—k I=—k

para todo n e para todo k. Portanto,

k
a1, 65) = lim = (7€) = lim o2 B (6 = (1,6),

]

Proposigao 3.1.1 (Férmula de Abramov). h,(f*) = kh,(f) para todo k € N. Se f ¢
inversivel h,(f*) = |k|h,(f) para todo k € Z.

Demonstracao. Para uma melhor compreensao na demonstragao, denotaremos

G=Ev vy fEDQ.

Observe que

@ = (Voo

k—1 2k—1 mk—1
= VrrovVirrev.y Ve
:7;0_1 | i=k i=mk—m
=\ F©
=0
= & (3.11)

Considere g = f* e tome & uma particao de M com entropia finita. Portanto, 6’]3 também
tem entropia finita, ja que HM(SIJ?) < kH,(§).
Assim,

(. €) = lim  H, (€)= im — H,(€))7") = hu(9. ).
h

Tomando o supremo sobre todas as parti¢oes £ obtemos, h,( f*

) > kh,(f). Por outro
lado, pela observacao n desde que & < ff temos h,(g, 5) <

u(9.65) = Ehu(f,€)

>
h

18



tomando o supremo sobre ¢ com entropia finita obtemos h,(f*) < kh,(f). Com isto
concluimos o caso nao inversivel.
Para o caso inversivel, tome £ com entropia finita e observe que para todo n > 1

H,(ViZ5 f7(8) = Hu(f " (Vi £1(9) = Hu(ViZ (€)),
pois p é f-invariante. Segue-se que dividindo por n e tomando o limite h,(f

h,(f~1,€). Tomando o supremo sobre todas as particoes & obtemos h,(f) = h,(f~
Trocando f por f* temos, h,(f~%) = h,(f*) = kh,(f) para todo k natural.

¢) =
1)

Teorema 3.1.2. Seja & < & < ... <&, < ... uma sequéncia nao decrescente de parti¢oes
com entropia finita tais que U,ené, gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Entdao

hulf) = 1 hy(f.,).
Lema 3.1.9. lim H,(n/&,) = 0 para qualquer parti¢do finita n.
Demonstragao. Seja n = {m,...,nx}. Dado € > 0, fixe § como no Lema [3.1.2] Seja A a

algebra formada pelas unides U, &,. Por hipétese, A gera a o-algebra dos mensuraveis de
M. Portanto, para cada i = 1, ..., k existe A; tal que
n(niAA;) < 6/(4k) (3.12)

Disto, para cada ¢ = 1, ..., k temos,

(A N Ui dy) < (U Ay Amy) < 8/4, (3.13)
e
p(M\ UL, Ai) = p(Uisim\Ay) < 6/4. (3.14)
Agora defina
A; se 1=1
N = A\U}Z1 se 1<i<k
M\ U;Z; A se 1=k

Temos que ' = {1, ..., n.} ¢ uma particao de M. Afirmamos que

(A A < 6/2, Vi=1,2, .. k. (3.15)

De fato, vale para i = 1 trivialmente da defini¢do de n;. Para 1 < i < k temos
que A\, = A; NU,;;A; e usando temos que p(A;Anl) < §/4, ja que ni\A; = 0.
Finalmente, para i = k temos que 7\ Ay estd contido no complementar de U¥_ | A; e
usando [3.14) temos p(n,\Ay) < §/4. Segue-se que pu(n,AA;) < §/2. Logo,

p(niAn;) < p(niAA;) + p(A;Anp) <6 (3.16)

para todo ¢ = 1,2, ..., k. E ébvio que 1 € A para todo i. Entao, como A é gerada por
Un&n, podemos encontrar m tal que todo n} é uma uniao finita de elementos de §,,. Em
outras palavras, ' < &,,. Disto, usando os Lemas |3.1.1} a equacao e temos
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H,(n/&) < H,(n/&m) < Hu(n/n') < e, Ym > n.

Isto demonstra o lema. O

Vamos demostrar o teoremas:

Demonstracao. Pelo Lema temos
hu(fm) < hy(f.6a) + Hu(n/8n) Vn.

Fazendo n — oo e tomando o supremo sobre todas as partigoes 1 temos acabado o
teorema. O

O seguinte corolario é o importante teorema de Kolmogorov-Sinai.

Corolario 3.1.2.1 (Kolmogorov-Sinai). Seja & uma parti¢ao cujos iterados " geram a
o-dlgebra dos mensurdveis. Entio h,(f) = h,(f,§).

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema acima para a sequéncia £, usando que h,(f,§) =
h’#(f7 gn) N D
Analogamente o temos quando f : M — M ¢é inversivel. Como o

Corolario 3.1.2.2. Suponha que f : M — M ¢ inversivel. Seja & uma particio com
entropia finita tal que a U, gera a o-dlgebra dos mensurdveis de M. Entdo, hu(f) =

hyu(f5€)-

Demonstragao. A prova é andloga ao coroldrio anterior, mas usando que h,(f, ") =
h,(f,€) para todo n > 1. ]

Corolario 3.1.2.3. Suponha f : M — M inversivel e que existe & com entropia finita
tal que Upené™ gera a o-dlgebra dos mensurdveis de M. Entdo, h,(f) =0

Demonstragdo. De fato, sabemos que h,(f) = h,(f,&) = lim, H,(§/f(£")), usando o
Coroldrio 3.1.2.1 e o Lema [3.1.7 Como U,£" gera a o-dlgebra B dos mensurdveis de M,
Unf7H(E™) gera a o-dgebra f~1(B), e por f ser inversivel f~1(B) = B. Usando o Lema
[B.1.9 temos que lim, H,(£/f~1(£")) = 0. Portanto, h,(f) = 0. O

Suponha que M é um espago métrico e esteja munido da o-algebra de Borel.

Corolario 3.1.2.4. Seja & < & < ... < &,... uma sequéncia nao-decrescente de particoes
com entropia finita e lim,diamé(x) = 0 para p-quase todo x € M. Entdo

hulf) = lim (. )

Demonstracdo. Seja U um aberto qualquer de M. A hipotese garate que para cada x
existe n(z) para o qual § = &,(;)(x) estd contido em U. Claramente &, pertence a élgebra
A gerada por U,§,. Observe também que esta algebra é enumeravel, ja que ela esta
formada pelas unioes finitas de elementos de &,. Em particular, existe uma quantidade
enumeravel de &,’s, donde U = U,&, estd em A. Isto mostra que a o-algebra gerada
por U,&, contém os borelianos. A conclusao, portanto, segue-se aplicando o Teorema
B.12 O
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Exemplo 3.1.3. Seja f :[0,1] — [0,1] a funcdo dada por f(z) = 10x(mod.1) e & como
no exemplo|(3.1.1. Vemos que lim,,_,,, diam({™) = 0, donde & € geradora. Logo, de|3.1.2./
e de[3.1.2.1 temos que h,,(f) = log 10.

Exemplo 3.1.4. Seja f : S' — S um homeomorfismo e p uma probabilidade invariante
por f. Dada qualquer particao finita & de S* em subintervalos, denotemos por x1, ..., Tm
0s seus pontos extremos. Para qualquer j > 1, a particio f~7(£) € formada pelos subin-
tervalos cujos extremos sio os pontos f~7(x;). Isto implica que para cada n > 1, 0s
elementos de £ tém os seus pontos extremos no conjunto

{f(z:);7=0,1,.,n—1ei=1,..,m}.

Em particular, card(§) < mn. Segue-se que

1 1 1
hu(f,€) =lim —H,(¢") < —logcard(£") < —logmn = 0.
n n n
Disto, h,(f) =0, pois qualquer particao finita estd na condigoes do Coroldrio|3.1.2.4)

Dizemos que f: M — M é expansiva se existe € > 0(constante de expansividade) tal
que | |
d(fi(x), fi(y) <e, Vi> 0=z =y

Equivalentemente, f : M — M é expansiva se existe € > 0 tal que dados x # y existe
n € N tal que d(f™(z), f"(y)) > e.

Quando a transformacao ¢é inversivel existe uma versao analoga, trocando N por Z na
definicao anterior.

Proposicao 3.1.2. Seja f : M — M expansiva num espagco métrico compacto e € > 0
uma contante de expansividade. Entao tem-se lim,diam(£") = 0 para toda particdo finita
com diam(§) < €

Demonstracao. A sequéncia diam(£™) é nao crescente. Seja d o seu infimo e suponha que
9 > 0. Entao, para todo n > 1 existem pontos x,, e y, tais que d(x,,y,) > 0/2 mas x, e
Yn pertencem ao mesmo elemento de £, e portanto satisfazem,

d(f’ (xn), f (yn)) < diam(¢) < e, ¥j=0,...,n — L.

Por compacidade existe N; C N tal que existe lim,en, , = © ¢ Ny C N; para o qual existe
lim,en, o = y. Temos, x # y mas d(f’(x), f/(y)) < € para todo j > 0, contrariando a
hipotese de expansividade. O]

A proposicao anterior mostra que toda transformacao expansiva admite particao ger-
adora.
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3.2 Decomposicao Ergdédica

Um sistema (f, ) é ergédico se todo conjunto f-invariante E, i.e. f~1(E) = FE, satistaz
u(E)p(ES) = 0.

Faca M;(f) o conjunto das probabilidades invariantes por f e M.(f) o conjunto das
probabilidades para as quais (f, ) é ergddico.

Uma medida v é absolutamente continua com respeito a u se u(E) = 0 implica
v(E) = 0. Nesse caso, escrevemos v < . Observe que v < e p < p entao v < p.

v e i sao mutuamente singulares quando v e p estao suportadas em conjuntos dis-
juntos.

Proposicao 3.2.1. Se pu e v sao probabilidades invariantes por f, com p ergodica e
v < poentao v = p.
Se v e p sao ergodicas entao ou elas coincidem ou sao mutuamente singulares.

Demonstracao. Seja ¢ uma fungao mensuravel limitada qualquer. Como p é invariante
e ergbdica com respeito a f temos pelo teorema de Birkhoff que

P) = lim Y (P (@)

é constante em p quase todo xz e ¢(x) = [pdu . Como v < p temos que a igualdade
anterior vale em v quase todo x. Em particular,

/gpdy—/godu—/gpdu

(a primeira igualdade decorre do teorema de Birkhoff). Como as intergrais com respeito
a e v sao iguais quando ¢ é uma fungao mensuravel qualquer, temos que p = v.
Agora suponha que u e v sao ergddicas para f e que v nao é absolutamente continua
com respeito a u. Logo, existe um mensuravel B com u(B) =0 e v(B) > 0. O conjunto
A = Upsof™(B) é invariante médulo zero (i.e. A = f~1(A)(mod.0)). E facil ver que,
w(A) =0 e v(A) > 0, por o-aditividade e porque B C A, portanto a ergodicidade de
(f,v) nos diz que v(A) = 1, donde p e v sao mutuamente singulares. O

Veja que se p; e o sao medidas invariantes por f entao para qualquer ¢ € [0, 1] temos
que (1 —t)py + tps é invariante por f. Isto significa que o conjunto M (f) é convero. A
proposicao seguinte caracteriza as medidas ergddicas desse convexo; elas sao os elementos
extremais do mesmo.

Proposicao 3.2.2. Uma probabilidade 1 é ergodica para f se, e somente se, nao €
possivel escrever a mesma como combinagdo convera (1 —t)uy + tug comt € (0,1) e py
e o distintas.

Demonstracao. Se pu nao é ergddica, entao existe A mensuravel f-invariante tal que
0 < u(A) < 1. Defina py e ug as restrigoes normalizadas de pa A e a A°, respectivamente,

HANE)
1(A)

p(A°N E)

il = (A7)

e p2(E) =
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Como A e A° sao invariantes por f, tanto p; quanto s sao invariantes por f e se t=pu(A)
entdo 1 —t = u(A°) e

p(E) = (1 — ) (E) + tus(E),

donde se p nao é ergddica entao p nao é extremal. Para a reciproca, suponha que p
6 ergédica e que pn = (1 — t)ug + tup com ¢ € (0,1). E claro que u(E) = 0 implica
pi(E) =0 = pa(E), ou seja, g < p e pis < p. Pela Proposicao [3.2.1] temos 1 = p1 = pio
e assim pu é extremal.
O lema a seguir mostra que as probabilidades ergddicas estao suportadas em conjuntos
disjuntos do espaco M.
O

Lema 3.2.1. Seja Z um conjunto enumerdvel(podendo ser finito), e seja {;;i € T} uma
familia de probabilidades com indices em I todas distintas. Entdo existem subconjuntos
mensuraveis {P;;i € T} dois a dois disjuntos, tais que

Fm=remm={ g X 20

Demonstragao. Fixe j,k naturais distintos. Pela Proposicao [3.2.1 a probabilidade ;
nao pode ser absolutamente continua com respeito a py. Logo, existe um subconjunto
mensuravel A;; com p;(A;j, k) > 0 e pg(A;x) = 0. Denote por By = Upsof "(A4jk)-
Disto, p;(Bjx) > 0 pois A, C Bjy e ui(Bjr) = 0 pois py, é f-invariante. Além disso,
temos f~1(Bjx) C Bj. Denote Cjr = Npsof "(Bjk). De imediato, C; C fH(Cjx).
Por outro lado, de f~1(B;) C Bjy temos f~"*V(B;,) C f~"(B;) e portanto

FHCw) = ()" Biw) € () F " (Bjw) = Cin (3.17)

n>0 n>0

Isso mostra que f~1(C;x) = Cj . Desde que a sequéncia {f~"(B; )} é decrescente e ju;
¢ uma propabilidade temos que

pi(Cip) = Tim gy (f7"(Bj)) = 1y (Bjx) > 0.

Logo, por ergodicidade obtemos p(C;;) = 1. Além disso, px(Cjx) = 0 pois Cjp C
B, \. Agora defina,

])j = (~1(jﬁk (& }? Iil)j\ L,Jl)k'
ki ki
Como f~(Cjx) = Cjp e p;(C5) = 0 temos f~1(D;) = Dj e p1;(D5) = p1;(UjrC5y) <
> ek (C5y) = 0, ou seja, p;(D;) = 1, ainda pu,(D;) = 0 para k # j. Dai, f~'(P;) = P,
pi(Py) =1 e pu(P;) = 0 para j # k. Além disso, os Pjs sao dois a dois disjuntos. O
No caso de subconjuntos convexos de espacos vetoriais de dimensao finita todo ele-
mento pode ser escrito como combinagao convexa dos elementos extremais. Por exemplo,
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num triangulo ABC todo ponto pode ser escrito como combinagao convexa do vértices,
sabemos em particular, que o baricentro G = (A+ B + C)/3.

Naturalmente surge a pergunta: Pode toda probabilidade invariante ser escrita como
combinagao convexa de probabilidades ergédicas?

O principal teorema desta secao dar uma resposta a essa pergunta, e exceto pelo
numero de parcelas a mesma é afirmativa.

Exemplo 3.2.1. Seja f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = z*. As medidas de Dirac no
0 enol, dy e 01, sdo ergédicas e invariantes. Veja que todo ponto em [0,1) vai para o
0. Assim, qualquer probabilidade invariante de dar peso total a {0,1}. Em particular,
= u({0})dy + p1{1}61. Ou seja, p é uma combinagdo convexa (nesse caso finita) de
medidas ergodicas.

Exemplo 3.2.2. Consedere f : T? — T? dada por f(z,y) = (x+y,y). Como o determi-
nante de f € identicamente 1, a medida de Lebesgue m € preservada por f. Todo circulo
horizontal Sy = S' x {y} € invariante por f. Além disso, a restrigio f : S :— S, €
a rotagao R,. Denote por m, a medida de Lebesque em S;. Observe que m, tambem €
wmwvariante por f e € ergodica para y irracional. Por outro lado, o Teorema de Fubini nos

diz que
m(E) = [ m(E)dy

para todo mensurdvel E. Como os racionais tem medida de Lebesque nula, a igualdade an-
terior nao € afetada restringindo a integral ao conjunto dos niumeros irracionais. Assim,
a igualdade anterior nos dd m como combinagdo convera (nesse caso ndao-enumerdvel)
de medidas ergodicas.

Fixemos (M, B, ) um espago de probabilidade e £ uma particio mensurdvel de M
em conjuntos mensuraveis. Denotaremos por 7 : M — £ a projecao natural que associa a
cada elemento z € M o elemento £(z) da particao £ que o contém. Essa projecao permite
munir £ de uma estrutura de espago de probabilidade da seguinte forma. Primeiramente,
diremos que um conjunto C' de ¢ é mensurdvel se, e somente, 7~ !(C') € B. A colecao B
de tais C' de fato é uma o-algebra como se pode ver facilmente. Em seguida definimos a
medida quociente por

(C) = p(r=(C))
para cada C € B.

Teorema 3.2.1 (Decomposicao Ergédica). Considere M um espago métrico completo e
separdvel, f : M — M wma transformagao mensurdvel e p uma probabilidade invariante.
Entao, eziste um conjunto mensurdvel My C M com p(My) = 1, uma particio & de
My em subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {up; P € £} em M,
satisfazendo

(a) up(P) =1 para fi-quase todo P € &;
(b) A aplicagao P — pp(E) é mensurdvel para todo E € B;
(c) pup € invariante e ergédica para fi-quase todo P € &;

(d) w(E) = [ pp(E)di(P) para todo E € B.

24



3.3 Semicontinuidade da Entropia

Vamos analisar a fungao hy : M;(f) — R* definida por h(p) = h,(f). Nosso primeiro
exemplo mostrara que essa fungao nem sempre ¢ continua. Nesta se¢ao mostraremos,
no entanto, que em um amplo contexto, a mesma é semicontinua superiormente: Dado
€>0 hp(v) < hg(pn) +e€ ie, h(f) < h,(f)+ e para toda v suficientemente préxima de
1 na topologia fraca®.

O exemplo seguinte vem nos mostrar que nem sempre a aplicagao hy é continua.

Exemplo 3.3.1. Seja f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = 10z(mod.1). A entropia de
f com respeito a medida de de Lebesgue m é h,,(f) = log10. Para cada k > 1 seja
Fy. o conjunto dos pontos fizos do iterado f*. Observe que Fj, é um conjunto invariante
com card(Fy) = 10%, e que estes pontos estao equidistribuidos no sequinte sentido: cada
intervalo Ay = [(i —1)/10%,3/10%], 1 <14 < 10* — 1 contém exatamente um ponto de Fy,.
Considere a sequéncia de medidas

1

reFy,

A colecao dos conjuntos A,y geram os boreliano de [0,1] e sao conjuntos de continuidade
para a medida de Lebesque, i.e., m(0A;x) = 0. Seque-se que para mostrar que py, — m €
suficiente mostrar que

im i, (Ai ) = m(Aig).

N—00

Para isso, note que pi,(A; ) = 1o g 0:(Aix), e como o numero de pontos periédicos
zeF,

de periodo n > k em A; € 10" k (de fato, escolher um mimero em A de periodo n

significa escolher n—k digitos de 0 a 9, uma vez que 0s k primeiros ja estdo determinados)
temos

1

Isto mostra que j,, = m. Porém, h,, (f) =0 e hy,(f) = log10.

O exemplo acima mostra que a funcao iy nao varia continuamente.
Considere qualquer partigao finita £ de M cujo bordo

ot = Joc

ceg

satisfaz p(0¢) = 0. A funcado v — v(C) é continua no ponto p uma vez que C' é conjunto
de continuidade para u, para todo C' € €. Portanto, a funcao

v Hy(§) =Y —v(C)logw(C)

ceg
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também é continua em p. A hipétese sobre & também implica que p(£") = 0 para todo
n > 1 uma vez que

n—1
o¢" < | £7(09).
j=0

Segue-se que a funcao v — H,(£") é continua para todo n.

Proposicao 3.3.1. Seja £ uma particao finita tal que p(9§) =0, A fungdo v — h,(f,§)
¢ semicontinua superiormente em fi.

Demonstracao. De fato, por definicao
hu(f,€) = inf H,(€")

e o infimo de uma familia de func¢oes continuas é semicontinua superiormente. O]

Corolario 3.3.0.1. Suponha que eziste uma particio & tal que p(0€) =0 e Up,E™ gera a
o-dlgebra dos mensurdveis de M. A fungdo p— h,(f) € semicontinua superiormente.

Demonstracao. Pelo Corolario |3.3.0.1) dado € > 0 existe uma vizinhanca U de p na
topologia fraca* tal que h,(f, &) < h,(f,&) + € para toda v em U. Temos da definicao
que h,(f,€) < h,(f). Por ser geradora|3.1.2.1{ nos diz que h,(f, &) = h,(f), qualquer que

seja v. Portanto, h,(f) < h,(f) + €. Isso termina a prova do corolario. O

Suponhamos agora que M é um espaco métrico compacto e p uma probabilidade
boreliana em M. Nesse caso temos versao mais especializada do corolario anterior

Corolario 3.3.0.2. Suponha que existe € > 0 tal que toda particdo finita & com diamé < €
satisfaz lim, diam&" = 0. FEntdo, a funcio v — h,(f) semicontinua superiormente.
Consequentemente, essa funcao € limitada e o seu supremo € atingido por alguma medida

1L

Demonstra¢ao. Sabemos que lim, diamé™ = 0 implica que U,{" gera a o-algebra dos
mensuraveis de M. Dado qualquer medida pu, escolha r, € (0, ¢€) tal que u(0B(x,r,)) = 0.
Seja U uma cobertura finita de M por tais bolas; tome para £ a particao associada a
U, i.e., a particao cujos elementos sao os conjuntos maximais para U que, para cada
U € U estao contidos em U ou U°¢. Segue do coroldrio anterior que a fungao entropia é
semicontinua superiormente em y. Como p é arbitraria a prova estéa concluida. As demais
afirmagoes decorrem do fato de M, (M), das probabilidades invariantes, ser compacto e
a funcao entropia ser semicontinua superiormente. O

Proposicao 3.3.2. Seja f : M — M wma transformacgao expansiva de um espaco
métrico compacto e seja € > 0 uma constante de expansividade de f. Entao,

lim diam(£") =0

para toda parti¢ao finita & com diam(&) < e.
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Demonstracao. A sequéncia diam(£"™) é nao-crescente. Seja 6 o infimo de da mesma e
suponha que § > 0. Entao, para todo n > 1 existem pontos x,, e y, com d(x,,y,) > §/2
mas ., € ¥, estao no mesmo elemento de £" e portanto satisfazem

d(f? (xn), F (yn)) < diam(§) < e

para todo 0 < j < n. Por compacidade, existe (n;),; sequéncia de naturais com n; — oo
tal que x = lim; z,,, e y = lim; y,,,. Entdo, z # y mas d(f’(z), f/(y)) < €, contradizendo
o fato de € ser constante de expansividade de f. Isto mostra que § = 0 e portanto,
lim,, diam(£") = 0 O

Para encerrar essa secao definiremos, a entropia topolégica de f como sendo o niimero
h(f) = sup{h,(f);n € My(f)}, o qual estd bem definido sempre que f é continua e f
estd definida num compacto.
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Capitulo 4

Desigualdade de Ruelle

Vamos neste capitulo abordar uma importante estimativa superior para entropia que
ajuda, por exemplo, no estudo de medidas maximais para uma dada f de classe C!
definida sobre uma variedade M compacta C*°.

Teorema 4.0.1. Sejam M e f nas condigcoes acima. Para qualquer probabilidade in-
variante boreliana p temos

ST Aw)mile)du(e)

:Ai(z)>0

Se o sistema, (f, 1) é ergddico, ent@o os expoentes de Lyapunov sao constantes p-q.t.p.
e assima desigualdade de Ruelle se reduz a

£ am (4.1)

i;)\>0

4.1 Teorema de Oseledets

O Teorema Ergédico de Birkhoff diz que se ¢ é uma funcao mensuravel e p é uma
probabilidade invariante por uma transformacao mensuravel f : M — M de tal modo
que ¢ € L' (i) entao o limite

J
nhm - g o(f(z (4.2)
existe para quase todo z € M.

Exemplo 4.1.1. Considere f : R — R de classe C', ¢ : R — R uma funcdo mensurdvel,
i uma medida f-invariante, sabemos pelo teorema ergédico de Birkhoff que

Jz&n2¢ fi(x
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existe num conjunto de medida total. Tomando em particular, ¢ = log |f'| temos
1 n—1
lim §;¢<f ()) = lim ~ Zlog f(f
. 1 1( rt
= Jim 10g<,HO @) (43)
e pela regra da cadeia, a ultima expressao vale

tim ~ log|(/")'()|.

Isto nos dd uma parte do Teorema de Oseledets em dimensao 1, uma vez que o limite

anterior existe (i-q.t.p.
O exemplo acima nos permite estudar o comportamente assintético de (f™)', e por-

tanto de f"; quando n é suficientemente grande temos |(f") (x)| ~ exp(n@(x)).

Definigao 4.1.1. Uma sequéncia de funcgoes {¢,}tn, com ¢, : M — R € subaditiva para
uma transformacao mensurdvel f: M — M quando

¢m+n S ¢m + (bn o fm7 Vn,m 2 L. (4'4)

Exemplo 4.1.2. Seja A : M — GL(d) uma fungdo mensurdvel, com valores no con-
gunto GL(d) das matrizes quadradas inversiveis com entradas reais e dimensao d. Defina

o(z) = A(z) e ¢"(x) = A(f" H(2))...A(f(2))A(x) para todon > 1 ex € M. Entao a
sequéncia {¢,}, onde p,(x) =log || ¢™(z) || € subaditiva. De fato,

" (z) = ¢"(f"(2)) + ¢"(2).
Logo,

Pmin(r) = logl|¢"(f™ (x))¢n(2)]]
< log|[¢"(f™(x))l + log [|on ()]
= on(f"(2)) + om(x), (4.5)

para quaisquer m,n € N ex € M.

Dada uma funcao ¢ : M — R denotamos ¢ (x) = max{0, p(x)}. O teorema a seguir
¢ equivalente a Birkhoff e para uma demonstragao o leitor pode consultar [O-V].

Teorema 4.1.1 (Kingman). Sejam p uma probabilidade invariante para uma trans-
formacao f: M — M e ¢, : M — R uma sequéncia subaditiva de funcoes mensurdveis,
tal que of € L*(u). Entao, a sequéncia {@,/n}, converge em p-q.t.p. x € M para uma
fungdo mensurdvel ¢ : M — [—00,00). Além disso, o™ € L'(u) e

1 1
/god,u:lim—/cpnd,u:inf—/gondue [—00, 00).
n n n 1
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Exemplo 4.1.3 (Furstenberg-Kesten). Seja M um espa¢o mensurdvel, f : M — M
transformacdo mensurdvel e T : M — My xm(R) mensurdvel tal que log™ || T(.)|| €
L' (u). FEscreva T = T(f" Y(x))..T(f(z))T(z). Entao eriste uma fun¢ao mensurdvel
A M — RU{—o0} tal que

1
AMz) = lim —log ||T7]]
n—oo N

existe em i quase todo ponto. Além disso, X € L'(u) e

1
/)\du = lim —/logHTg’;Hdu = inf/logHTng,u.
n—oo M n
A demonstracao desses fatos se gue-se diretamente do Teorema de Kingman, e do

exemplo

Proposicao 4.1.1. Seja {1, }nen uma sequéncia de matrizes m X m com entradas em R
tais que

1
lim sup — log ||7,,]| <0, (4.6)
n—oo M
escrevemos
T =T,.. 15T
e assumimos que os limites
: 1 n\A
lim —log [|(77)™]] (4.7)
n—oo N,

existem para k =1,...,m. Entao

(a) limy, oo (T™T™)'/?" = A eziste, onde T* denota a transposta de T.

(b) Sejam exp(AV) < ... < exp(A®)) os autovalores de A (A7) sio reais, e possivelmente
M) = —00), eUW ... U os autoespacos correspondentes. Escrevendo V© = {0}
eV =UW 4 4+ U, temos:

1
lim —log ||T"u|| = A", quando v € V\V =D
n—o0 N
parar =1,2,...,8.

Uma demonstragao da Proposi¢ao acima pode ser encontrada em [R2].

Teorema 4.1.2 (Teorema Ergddico Multiplicativo de Oseledets). Considere f : M — M
e i uma probabilidade f-invariante. Seja T : M — M, wm(R) um fungdo mensurdvel tal
que
log" |T(-)]| € L' () (4.8)

Escrevemos T = T(f"!(x))...T(f(x))T(z). Usamos T* para significar a transposta de
T.

Eziste T' € M tal que f(I') C T, w(I') = 1 e as sequintes propriedades ocorrem se
zel:
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(a) Um(T™ TV = A, existe.

(b) Sejam exp()\;(rl)) <. < exp()\;(,f)) 0s autovalores de A, ( onde s = s(x), os AL

~ . . 1 1 s
sSao reais, e posswelmente )\(m) = —OO), e gg ),...,Um() (0F} autoespagos correspon-

dentes. Faca m = dim U, As funcoes x — >\§Z), z — mi’

sao f-invariantes.
Escrevendo VA% = {0} e Vi = UL + .+ U, temos:

1
lim — log || T ul| = A"
n—o0o N
sempre que u € VANV parar =1,..., s.

Vamos mostrar que
.1 —
lim —log" |[7(/"(2))]) =0,

para quase todo x € M.

Lema 4.1.1. Se ¢ é uma funcao integrdvel entdo lim, n~to(f"*(x)) = 0 para ;1 quase
todo x € M.

Demonstracao. Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff, existe um conjunto B = B(yp), in-
variante por f, de medida um para qualquer medida invariante por f tal que

converge para todo x € B. Temos que

1 -
~p(f"7 (@) = Sa(x) -
Segue-se que lim,, . (" !(z)) = 0. O
Do Lema {4.11} para ¢(-) = log || 7(+)]|, que existe I'; tal que f(I'y) C I'y, u(I'y) =1, e

: 1 + n—1 _
Jilgoﬁlog | T(f" " (x))|| =0 se x €T}y.
Pelo exemplo [4.1.3] existe ainda 'y tal que f(T's) C T'y, u(I'y) =1, e, parag=1,2,....,m
1
lim —log [|(7;")"]|
n—oo M,

existe, e é uma funcao f invariante de x.
Tome I' = I'y NIy, O teorema segue-se da Proposicao aplicada a sequéncia
T, =T(f" *(x)) paraz € T.
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Corolario 4.1.2.1. Seja x € T, M, uw € T, M; temos

.1 ——
lim —log |77l = x(a.u) (4.9)

existe, finito ou —oo. Se A € R, os espagos lineares

={u e T, M;x(z,u) <A}
¢ uma fun¢ao mensurdvel de x € I

Isto é uma consequéncia imediata do Teorema anterior. N6s temos x(z,u) = )\g) se
uwe VNV e VA = u{vi Al < a).

Observagao 4.1.1. [[.9 implica que

X(f (@), T(x)u) = x(, u).
De fato, observe que T7,) = T'(f"(z ). T(f?(x))T(f(x)), donde Thn T (2)u = T,

(
Em particular, temos T(z)V} C V2 . T(z)Vi" ¢ Vf(&)). Se A # —oo, temos T(x)

fz)

inversivel e portanto, T'(z)V} = VfA(x), T(x )‘/z(r) = Vf((a):)'

4.1.1 Espectro

Fixado (M.B,pu) um espago de medida e f : M — M uma aplicagdo mensurdvel p
preservando p. Seja T : M — M,,(R) uma aplicagdo mensuravel tal que

log™ T(+) € LY(M, ).

Como na segao anterior, escrevemos 1" = T'(f"(z))...T(f(z))T(x). Pelas observagoes
anteriores podemos definir A,; s = s(z); A < <2\ = x(2); u. Ul {0} =
VO cvi . c Vi =T, M, e as funcdes u — x(z,u) e A= VA

Faca m{") = dlmU = dim V" — dim V""", Os ntmeros A\ sdo os ezpoentes
de Lyapunov com multiplicadade mg(f), eles constituem o espectro de (f,7"). Diremos

que V;C(l) - V;(2) C ... C Vx(s) é a filtracao associada de T,M. Note que o espectro é
f-invariante e portante se (f, i) é ergédico o espectro constante em 1 quase todo ponto.

Espectro de (f,T")
Considere TP : M — M (™) (R) a p-ésima poténcia exterior de T'. Temos:

(T )a(ur Ao Ap) = T @) TP (@) (un A Awy)
= T(f" (@) T (f(@)T(@)ur Ao AT (2)uy)
= T(f" (@) (T(f(@)T(@)ur A .. ANT(f ()T (x)uy)

= T(f" Y2)..T(x)uy A ... NT(f"H(2))..T(x)u,
= (T (ug A ... Auy) (4.10)
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Segue-se que
(T™)y = (T3)"

Veja que se A, é uma sequéncia de matrizes com A, — A entao AP — AP, E f4cil ver
que (T (T = ((T)*T)"P. Destas consideragoes temos que:

lim ((77)"*(T3)"7)/2" = AP

n—oo

Isto determina o espectro de T e a filtracao associada de (7,M)"*. Escrevendo

T = ZLZOT“’, obtemos em particular que
lim — log (T Z m{" (4.11)
n—oo M,
r.A£T>>0
e por convergéencia domimada
: 1 n T T
ti = Nog |z = [ mPADdu(o) (4.12)
r:)\y)>0

Espectro de (f~!,T%)

Suponha agora [ inversivel, com inversa mensurdvel, vejamos quem ¢ o espectro de
(f~1,T%). Faca A, = hmn_)oo(T"*T”)l/Q", onde T = T*(f~"(x))..T*(f~1(x))T*(x).
Desde que o espectro de A, é f-invariante ele também é o espectro de hm,Hoo(T”*T”)l/ 2n
para quase todo x € M, onde

T2 =T ()T (F(2)) T (")) = Thoroy

Por outro lado, o espectro de T™T" é o mesmo de TPT™ = T™T". Portanto o
espectro de A, é o mesmo de A,.

Espectro de (f,(T*)™1)

Suponha que T' é inversivel em p-quase todo ponto e que
log™ |IT(")]| € L'(M, ).

Defina A, = limy,_,o0o(T7*T7)/2" onde

Ty = (7))~ (" (@) (T) T (f)(T) 7 ().
Note que A7t = A, j& que (T™T7)~1 = T™T". Segue-se que o espectro de (f, (T%) ™)
é obtido mudando o sinal do espectro de (f,T): A = AT A filtracao de T, M

associada com (f, (T*)71) é a ortogonal da filtragao associada a (f,T): Vi) =yl
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O caso inversivel

Agora suponhamos f : M — M inversivel com inversa mensuravel preservando .

Teorema 4.1.3. Seja T : M — GL,,(R) uma fun¢ao mensurdvel no conjunto das ma-
trizes inversiveis m X m., tal que
log™ [TC)[l, log™ |T7(-)]| € L'(M, p).

Escreva:

7 = T(" () T(f ()T ()
T," = TN @) T (@) T ().

Entao, existe A C M tal que f(A) = A, p(A) =1, e uma decomposi¢ao mensurdvel
z W s aW® de T,M sobre A (com s = s(x)), tal que

1
lim Elog T ul| = A, se u € W\{0}.

T
n—+oo

Novamente os niimeros A < ... < A com multiplicidades m&l),...,mﬁ) constituem

o espectro de (f,T) em z. Seja ViV c L c Vv a filtracao associada de T, M. Dos

comentdrios anteriores, sabemos que o espectro de (f~!, 77! o f~!) em z consiste dos

nimeros —\% < ... < A\ com multiplicidades m'?, ..., m{". Faca:

V.oc..cv !
a filtracao associada. Suponha que

vy = {0} (4.13)

Ve 4 vED =M (4.14)

par r = 2,3, ..., s. Entao, pondo

W — )y )

X T
obtemos:

M = VIO +vENn v + v n . ny®
= wlewPe. . owd
e o teorema ocorre. Resta-nos mostrar que valem e Defina S como o conjunto

dos pontos x tal que [£.13|ndo ocorre. Dado § > 0 e 2 < r < s, seja S, 0 subconjutnto de

S tal que se x € 5,
T ull < [Jull exp (ALY + 6) (4.15)
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|75 ull < [full exp (=25 +6) (4.16)
para todo u € ViV n Vi) De 4.16] se z € f(S,),

| Trul|| > ||| expn()\ (r) _ J) (4.17)

para todo u € VI VAV, Parax € S, nf=" nennos da A" AU < 95,
Como (S, N f7"(S,)) — u(S) nés temos que /\ — A7V < 26 para quase todo x € S
e, desde que ¢ é arbitrario, nés obtemos que u(S) = 0. Assim, esta provado.
segue-se porque
dim V"™V + dim V7" = m
De agora em diante escreveremos \.(z) e m,(x) para AT e m) respectivamente.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.0.1

Sejam 0 < x1(A4)? < x2(A) < ... < xm(A)? os autovalores de uma matriz A*A de ordem
m. Um fato de édlgebra linear que sera usado é o

Lema 4.2.1. Suponha que X eY sao dois espagos vetoriais de dimensaom e A X —Y
uma aplicagdo linear. Seja b uma constante positiva. Existe uma constante C' = C(m,b),
tal que para qualquer r > 0,

Vol(V, (A(B(0,7))) < Cr™ | [ max{xi(4), 1}

=1

Além disso, se g é uma aplicagao C! a continuidade da aplicagao = — Dg(z)*Dg(x)
garante a existéncia de um e; > 0 tal que se d(z,y) < €1 entao

(D(g(a)) — X(Dy(w)] < 5 (4.18)

onde estamos usando a dependéncia continua dos autovalores.

De .18 temos (Lx(Dg(@)} 3
max{1, x;(Dyg(x
max(L v (Dgly))) — 20 LSS (4.19)

De fato, sejam {a;}™, e {b;}™, sequéncias de nimeros reais tais que

IN

2
3

1
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Veja inicialmente que max{1,a;} > 1 e max{1,b;} > 1, logo

0 > a;,—b;+|a;—bj|—1

> a; — b+ |1 —a)|—]1—-0b]—1
l4a;+1—a]—(1+b+1—-0b]) —1

2max{l,a;} —2max{1,b;} — 1

2max{l,a;} —2max{1,b;} — max{1,b;}

2max{1, a;} — 3max{l,b;}, (4.21)

(AVARAY]

isto mostra completamente devido a simetria ao substituirmos a; = x;(Dg(x)) e
bi = xi(Dg(y))-

Fixen > 1. Da compacidade de M e por f™ ser C'! que existe e, tal que f*(B(x,€3)) C
B(f™(x), po/2) para todo x € M. Tome ¢, como em , para g = f", onde py é o raio
de injetividade da aplicacao exponencial. Considere ¢ > 0 menor que os nimeros ¢;,
i =0,1,2 e menor que py/4.

Para cada k € N, seja E}, um conjunto maximal €/k separado de M. Definimos uma
particao finita & = {&(x);x € Ei} de M tal que & (x) C Int(&(x)) e

Int(&(2)) = {y € M;d(y,x) < d(y,2') se x # 2’ € Ex}

para todo z € Ey. Quando y € &(z) entdo d(y,x) < €/k, pois se d(y,x) > €/k
entdo para ' # x d(y,x’') > d(y,x) > €¢/k, donde {y} U E} ¢é ¢/k separado, donde
Ex ndo é maximal. Isto mostra que para todo x € Ej, & (x) C B(x;€e/k) e portanto,
diam(&;,) < 2¢/k. Pela Férmula de Abramov e por temos

nhu(f) = h(F) = Jim (7, &). (4.22)

Veja que

he(£,6) = Tim SH, (7 Vv U VE)

= Jim OV VI + H(©)

= Tm [TV -V IO VO + B
<l [H(FTOV LV FOIFNEO) + HalF 16

< Im %[Z H(f O]

= Jim (), (4.23)

n—00 n

ou seja,
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ha(f.€) < Hu(f()1€)- (4.24)
Aplicando a f™ea &, temos

hu(f" &) < Hu(f7"(&)IE)
= > &) Hu(f 7" (6 k(@)

JJEEk

< 3wl (@) log K (x), (4.25)

xeF)

onde

Ko(z) = #{a' € By f7(&(2)) N&(x) # 0}
= #{2' € B §(2') 0 [ (&(w)) # 0. (4.26)

Disto, vemos ser importante estimarmos o nimero de elementos ' € E), para os quais
k() intersectam um dado conjunto da forma f™(&(x)). Portanto, estimaremos K, (z).

Seja b = b(pg) > 1 como no Lema [5.1.2] Denotemos por Vi(F) = {y : d(y, F) < 6} a
vizinhanga de raio 6 em torno de F.

Lema 4.2.2. Denotando B(0,¢€/k) a bola centrada na origem de T, M e raio€/k e = ¢/k
temos:

f"(&(2)) < [ (exp,(B(0,9))) C exppn(y) Vas(Df" () B(0,9))

Demonstracao. Denotando By(z, d) a bola com centro « e raio §. Tem-se exp,(B(0,0)) =
Byr(z,9). Segue-se disto a primeira inclusdo, ja que &(z) C By(z,9).
Para a outra inclusao, tome v € expjj,}(x) f™(exp(B(0,6))). Queremos mostrar que

lv — Df"(x)w| < bd

para algum w € B(0,0). Existe y = f"(z) com z € exp,(B(0,0)) tal que v = exp;,}(x) (y).
Usando [5.3| para g = f" e chamando z = exp,(w), temos d(z,z) = |w| < €/k, donde
f™(z) € B(f"(x),p/2). Além disso, (lembre-se que y = f"(2))

d(f" (@), exppn(m Df"(x)exp;'(2)) < d(f"(2),y) + d(y, exppne) D" (x) exp; ' (2))
< p/2+d(z,2)
< po/2+ [wl
< po/2+¢€lk
< o (4.27)

Segue-se que podemos usar [5.1.2l Note que
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[0 = Df"()w] = |exppa,(y) — expi, (exppm(y Df"(x) exp,’ (2))]

< bd(y, exppngy Df"(x) exp, ' (2))
< bd(z,z)
< b (4.28)
como queriamos demonstrar. O
Se
) )£ (Gn(x)) £ 0

para algum z’ € Ej, entao

() V¥ (B8 (05)) 70,

onde § = ((2b+1)/2)e/k. Com efeito, Sey € &,(z') () f™(€x(x)) entdo d(y, B(a', ¢/(2k))) <
€/(2k). Assim, aumentando a vizinhanga de raio § em €/(2k), temos o desejado.
Chamemos b = (2b+ 1)/2 > b. Temos que

_ ble _ n €
B (expfg(m)w,%) c ewiloy B (7. 5) € Vi (D58 (0.5))).
De fato, se v € B (exp;}(x)(x’),gg—;), entao existe z € M tal que v = expfn (2).
Observe que d(z', f"(z)) < d(y,2') + d(y, f"(x)), para algum y € &(z) N f"(ik(@)-
Logo, y = f"(y) com y' € &l(z), e, d(f"(y), f"(x)) < po/2 e entdo d(z/, f*(z)) <
€/k+ po/2 < po. Além disso,
d(z, f"(x)) = |v|
< |v — exprlo, @]+ |exprl, 7
< b7le/(2k) +d(2, f"(x))
< b le/(2k) + €/k + po/2
< (4.29)
Portanto, podemos usar [5.1.2
Bz 0') < b7d(z,0!) < Jexppl (2) — exppl (1) <07 < B
ou seja, z € B(2', 57) e portanto v € expfn B(a', 57)
Para a outra continéncia, tome y € B < ik;) exp pn(y) V5(Df" (@ ) (0,¢/k)). Note

que se v € expfn(x)( (z',¢/(2k))) entdo exp s, (v) € B(a/, 6/(2k))

yeB (x’, i) ﬂexpfn(x) Vx(Df"(x)B (0, %))
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entdo d(expyn(,)(v),y) < €/k e assim |expj;}($)(y) —v| < be/k. Como

d(y, exp iy (Df" () B(0, e/k))) < be/k
temos que
! d(v, V5(Df"(x)B(0,¢/k))) < 2be/k.

Aqui usamos que exp,(Vs(A)) = Vs(exp,(A)), onde A C T, M.
Desde que @(a:’,e/(?k:)), x’ € Ej, sao disjuntas (pois Ej, é €¢/k separado), temos que
B(exp;nl(x)(x’), b~le/k), ' € E), também sdo disjuntas. Segue-se que

Ko@) £ #{Blepylo(), 5 1e/(2k); 2 € By e &(x') N " (u(x) # 0}
< Vol(Vyz(D f"(x)B(0, e/k)))/min{Vol(B(eXp]T,}(gﬁ)(x’), ¢/(2bk))); 2’ € Ey).

Sabemos do Lema que

Vol(Vi(Df" (@) B(0,¢/k) < C1 (1) [[max{1. (D))}

O volume de uma bola B(exp;nl(x) (z'), ¢/ (2bk)) é da forma Cs (%)m, onde Cy depende
somente de m e de 2. Portanto, para C' = C(m, 2~) = (/C5 temos,

Ky (z) < O] [ max{x,(Df"(z)). 1}

i=1

Observe que log™ x;(Df"(z)) = max{0,log x;(Df"(x))} = logmax{1, x;(Df"(x))}.
Por [4.18] para y € & (z) temos que

log* x;(Df™(z)) < log2+log™ xi(Df"(y))

logo,

log K, (z) <log C +mlog2+ Y log" xi(Df"(y)).

i=1

Segue-se que

H,(f™" < log K,,(x)d
rele) < 3 [ lou k@it
< logC+mlog2+/MZlog+Xi(Df"(y))du(y). (4.30)

Isto, fazendo k — oo, juntamente com temos
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wh(f) < 1ogC + mlog2+ [ 3 log" (DS ))d(a)
M —;

Sabemos que || Df™(x)"?|| = [T, _ 11 Xi(Df"(x)), 1 < p < m, temos

IDf™ (@) = ] [ max{1, xi(Df"(x))}.
i=1
Dai, nh,(f) <logC 4+ mlog2+ [, log|Df"(x)"|du(x).
Da expressao anterior

logC +mlog2 1 "
ba(f) < SEETIOER L dog Dy () d(a)
M

n

1
< lim — [ log|Df"(x)"|du(x)
M

n—oo N,
= > Ail@)mi(x)dp(x). (4.31)
i3 (2)>0
Isto termina a demonstragao.

Corolério 4.2.0.1. Seja f : M — M uma transformacao C* e p uma probabilidade
boreliana f-invariante ergdodica. Se h,(f) > 0 entao f tem pelo menos um expoente de
Lyapunov positivo.

Demonstragao. De fato, a condicao h,(f) > 0 implica Zi-)\i>0 Aim; > 0, assim para o
qual existe ¢ com \; > 0. O

Corolario 4.2.0.2. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo C*, p ergddica e h,(f) > 0
entao f tem um expoente positivo e um negativo.

Demonstragio. Pelo Coroldrio anterior, desde que h,(f) = h,(f) e é claro (f™*, u)
tambem é ergddico, logo temos que f~! tem um expoente positivo. Mas, o espectro
de f~! é simétrico ao de f. Logo, f tem um expoente negativo. O
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Capitulo 5
Apeéendice

Neste apéndice faremos uma breve mencao de alguns conceitos de Geometria Riemanni-
ana, a fim de explicitar as propriedades basicas da Aplicacao exponencial que foi usada
na prova da Desigualdade de Ruelle.

5.1 Geometria Riemanniana

5.1.1 Conexoes Afins

Um campo de vetores X numa variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que
associa a cada ponto p € M um vetor X (p) € T,M.

Definicao 5.1.1. Um campo vetorial ao longo de uma curva c: I — M € uma aplicagcao
que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € Tewyn, aplicagao esta diferencidvel em
M no sequinte sentido: se f é uma fungao diferencidvel em M, entdo a fungaot — V(t)f
¢ uma funcao diferencidvel em I.

O campo de(4) indicado por % é chamado campo velocidade(ou tangente) de c.
A restrigao de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.
Se M ¢é Riemannian, definimos o comprimento de um segmento por

de
10 = [ |=|"2dt.
o= [15)

Proposicao 5.1.1. Toda variedade diferencidvel (de Hausdorff e com base enumerdvel)
possut uma métrica Riemanniana.

Indicaremos por C(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por
D(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 5.1.2. Uma conexdo afim V numa variedade diferencidvel M é uma aplicagao

V:C(M)xC(M)—C(M)
definida por V(X,Y) = VxY e que satisfaz:
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1. Vixigyy = fVxZ +gVvyZ
2.Vx(Y+2)=VxY +VxZ
5. Vx(fY) = VY + X(f)Y
onde X,Y,Z € C(M) e f,g € D(M).
Proposicao 5.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V .
Entao existe uma unica lei associa a um campo vetorial V' ao longo da curva difer-
DV
enciavel ¢ : I — M um outro campo vetorial s ao longo de c, denominado derivada
covariante de V ao longo de c, tal que
()D(V+W) DV+DW
a =
dt dt dt ’
D(fV) df DV
©) =g = a T a
onde W € um campo de vetores ap longo de c e f € D(M)

(¢c) Se V' ¢ induzido por um campo de vetores Y € C(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entdo

DV
d _—Y7c Y
ecCe di de/dt

A proposicao anterior mostra que a escolha de uma conexao afim em M da origem a
uma ”derivada” de campos de vetores ao longo de curvas.

5.1.2 Conexao Riemanniana

Definicao 5.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V e uma
métrica Riemanniana ( , ). A conexdo é dita ser compativel com a métrica quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao
longo de c¢ tivermos (P, P') =constante

Proposicao 5.1.3. Suponha que uma variedade Riemanniana M tem uma conexdao V
compativel com a métrica. Sejam V e W campos de vetores ao longo da curva difer-
encidvel ¢ : I — M. Entao

d DV Dw
— = (— — I. 1

Definicao 5.1.4. Uma conexao afim V em uma variedade difenrenciavel M é dita
simétrica quando

VxY — VyX = [X,Y]

Teorema 5.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M existe uma inica
conezao afim V em M satisfazendo

(a) V € simétrica

(b) ¥V € compativel com a métrica Riemanniana.
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5.1.3 Aplicagcao Exponencial

No que se segue M sera uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Riemanni-
ana.

Definicao 5.1.5. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodesica em ty € I se
D dvy
dt dt
la,b] C T e~ : I — M € uma geodésica, a restricao de v a [a,b] € chamada (segmento
de) geodésica ligando y(a) e v(b).

= 0. Se v ¢ uma geodésica para todo t € I, dizemos que vy é uma geodésica. Se

Se v é uma geodésica, entao
ddy dy, Dy dy,
dt'dt’dt’  Tdtdt’dt’

d
usando (3.1) da proposicao |5.1.3] Isto mostra que o comprimento do vetor tangente d_z

, . d . . , .

¢ contante. Suporemos de agora em diante, que | 7| = ¢ # 0. i.e., excuiremos geodésicas
que se reduzem a pontos. O comprimento de arco s de v, a partir de uma origem fica,
digamos t = %y, e entao dado por

td”}/
st:/ —|dt = c(t —ty).
)= | Il =t~ 1o

Quando ¢ = 1 temos uma geodesica normalizada.

Proposicao 5.1.4. Dado p € M, existem um aberto V-C M, p € V', numeros § > 0,
€1 > 0 e uma aplicagao C*

vi(=6,0) xU, U={(q,v),q e V,veT,M, vl <e},

tais que a curva t — y(t,v,q), t € (=9,9), € a tnica geodésica de M que no instante
t = 0 passa por q com velocidade v, para cada ¢ € V' e cada v € TuM com |v| < €.

A Proposigao afirma que se |[v| < €, a geodésica (t, ¢, v) existe no intervalo
(—0,0) e é tnica. Em verdade, é possivel aumentar a velocidade de uma geodésica
diminuindo seu intervalo de defini¢ao, ou vice-versa. Isto decorre so seguinte lema

Lema 5.1.1 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica ~(t,q,v) estd definida
no intervalo (—0,9), entdo a geodésica ¥(t,q,av), a € RY, estd definida no intervalo
(—d/a,d/a) e

V(at,q,v) = (t,q, av).

A Proposigao juntamente com o Lemma de Homogeneidade , permite tornar o
intervalo de definicao de uma geodésica uniformemente grande em uma vizinhanga de p.
Mais precisamente, temos o seguinte resultado

Proposicao 5.1.5. Dado p € M, existem uma vizinhanga V' de p em M, um nimero
€ > 0 e uma aplicacgo C*, v : (=2,2) xU — M, U = {(q,w) € TM;q € V,w €
T,M, |w| < €}, tal que t — ~(t,q,w), t € (—2,2), € a unica geodésica de M que no
instante t = 0 passa por q com velocidade w, para cada q € V' e cada w € T,M, com
lw| < e.
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Demonstragao. A geodésica (t, q,v) da Proposigao estd definida para todo [t| < §
e para |v| > €. Pelo lema de homogeneidade, (t, g, dv/2) estd definida para [t| < 2.
Tomando € < de1 /2, a geodésica y(t, g, w) estd definida para [t| < 2 e |w| < e. O

Sejap € M eld € TM um aberto dado pela proposicao A aplicacao exp : U —
M dada por

v
exp(,0) = 7(1, 4, 0) = (m, 0 m) (@) el

¢ chamada a aplicacao exponencial em U.
E claro que exp é diferencidlvel. Na maior parte das aplicacoes utiliza-se a restri¢ao
de exp ao espaco tangente T, M, isto €, definiremos

exp, : B(0,e) C T,M — M

por exp,(v) = exp(q,v).
Geometricamente, exp, (v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual
a |v|, a partir de ¢ sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade v/|v|. Em particular,

d(expy(v), q) = [v].

Proposicao 5.1.6. Dado q € M, existe € > 0 tal que exp,, : B(0,¢) C T,M — M € um
difeomorfismo C* de B(0,€) sobre um aberto de M.

Demonstragdo. Calculemos d(exp,)o:

d(equ)o(v) = % (equ(tv))

d

= 20 w)

= L0t q.0)

t=0

t=0

Pl (5.2)

Logo, d(equ)o é a identidade de T M, donde pelo Teorema da Fungao Inversa, exp, é
um difeomorfismo C'*° numa vizinhanca de 0. [

Exemplo 5.1.1. Seja M = R™. Como a derivagao covariante coincide com a usual,
as geodésicas sao retas parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco. A
exponencial € a identidade (com a identificacdo usual do espago tangente em p com R™).

Vamos enunciar algumas propriedades da aplicagao exponencial que nos serao tteis
na demonstracao da desiguldade de Ruelle.

A compacidade de M garante a existéncia de um nimero universal p, > 0, chamado
de raio de injetividade tal que

exp, : B(0,p0) C T.M — B(z,po) C M

é um difeomorfismo C* para todo z € M. O lema seguinte é um fato conhecido de
geometria riemanniana
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Lema 5.1.2. Para qualquer 0 < r < po eziste um nimero b = b(r) > 1 tal que para
qualquer x € M, y e z estao em B(x,r) C M, entdo

b~d(y, z) < |exp, ' (y) — exp; ' (2)| < bd(y, 2).

Além disso, se g : M — M é uma funcao C* existe ¢ tal que

d(z,y) < €0 = d(g(y), expy(,) ©Dg(x) o exp, ' (y)) < d(x,y). (5.3)

5.2 Algebra Exterior

Seja E um espaco vetorial de dimensdao m e B = {ey, ..., e,,} uma base de F munido de
produto interno. O espaco E™?, p < m, é o conjunto das combinacoes lineares da forma
v Ava A AV, comy; € B =1,...,p, e A satisfaz

1. Se a e B sao reais, entao

ViA A QU+ BU) AN oA =i A AU AU+ B A AU LA,
2. Para quaisquer pares de vetores v; e v; vale:

VAN AV ANV Ly = =0 A AU N AN LYy

O conjunto By = {e; A ... Aeg,;1 <y < ... < i, < m} éuma base de EP. Assim,
dim E" = (Tg) Uma transformacao linear 7' : £ — FE induz de modo natural uma
transformacao k-linear alternada 77 : E"? — E*?, dada por

T (v A oo Avp) = Toy Ao AT,

Observe que T"? + S" = (T + P)"" e aT"? = (aT)"? Vamos munir E’? de um
produto interno declarando que

1, se (il, ...,ip) - (jla -'-ajp)a
0, se  (i1,..es0p) 7# (J1s-s Jp)s

Disto (v1 A ... Avp, wy A ... Awy,) = det({v;, w;)). O conjunto E™P é a p-ésima poténcia
exterior de E e a transformacao 7" a p-ésima poténcia exterior de T'.

<6i1 VANPTRAN eip,ejl NN 6jp> - {

Proposicao 5.2.1. Seja T : E — E uma tranformacgao linear. Entao

= I x(@, (5:4)

i=m—p+1

onde 0 < x3(T) < ... < X3(T) < ..xX%(T) sao os autovalores de T*T.

7 —
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Segue-se disso que ||[T"P|| < ||T||P. Portanto, se temos uma sequéncia de matrizes
T, — T entao TP — T™P. Com efeito, dado € > 0 tome ng € N tal que n > ny implique
| T, — T|| < (€)*/?, temos

1T =T

(T, = T)" ||
1T = TP
€. (5.5)

IAINA
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