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RESUMO

Neste trabalho fazemos um estudo da boa colocacao local em espagos de Sobolev com pesos
para o Problema de Valor Inicial (PVI) associado a equagao nao-linear de Schrodinger.
Também fazemos um estudo da boa colocagao global para o mesmo problema. Em nossa
abordagem, dedicamos atengao especial ao caso de solugdes no espaco de energia H'(R")N
L*(|z|?dz) especificos para 1 + % <a< Z—fg, n > 3, pois neste caso para dados iniciais
com tamanho controlado, temos que as solucoes locais podem ser estendidas a todo tempo.
Além disso, no caso de poténcia o = 1 + %, que é conhecida como poténcia L? critica,

mostramos a existéncia de singularidades.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev com pesos. Equacao nao-linear de Schrédinger.
Singularidades.



ABSTRACT

In this work we study local well-posedness in weighted Sobolev spaces about the Initial
Value Problem (IVP) associated with the nonlinear Schrédinger equation. We too study
global well-posedness results about the same problem. We dedicate special attention
to the case when the initial data belong to the energy space H'(R™) N L?*(|z|*dz) and
14+ 2 <o < ™2 (n>3). In this situation, for small data in H', the local solutions
obtained can be extended globally in time. Moreover, in the case of power a =1 + % we
show the formation of singularities.

Keywords: Weighted Sobolev spaces. Nonlinear Schrodinger equation. Singularities.
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1 INTRODUCAO
1.1 Os Modelos do Micro mundo e a Equacao de Schrédinger

No inicio do século XX, a analise de alguns resultados experimentais deixou em evidén-
cia que as leis classicas nao tinham um carater universal, no sentido de que nao conseguiam
explicar certos fendomenos, particularmente aqueles que tinham como origem ou objeto o
micro mundo (elétrons, protons, néutrons, ...). Gragas a interven¢do dos mais eminen-
tes cientistas do século passado, contamos com uma teoria capaz de interpretar de modo
coerente os fendmenos inerentes as microparticulas, chamada de mecdnica qudntica.

Segundo Gondar e Cipolatti [5] um dos postulados que constroem a Mecanica Quantica
¢ o seguinte: O estado de uma microparticula de massa m (constante) vem determinado
através de uma fungao ¥ (x,t), t > 0, x = (1, 79, 73) € R3, que deve satisfazer a seguinte
equagao, denominada a equagao de Schrédinger:
oY h?

5 (62) + 5 -A(tx) = Ul @),

th
onde 7 é a unidade imaginaria, h é uma constante universal (denominada constante de Di-
rac) e U(t,z) é uma funcao real (denominada funcao de forga), sendo F'(t,z) = VU(t,x)
a forca que atua sobre a microparticula. A funcao v, que por razoes historicas é denomi-
nada fungio de onda ¢, em geral, uma fungao complexa, tal que | (¢, z)|*> é proporcional
a densidade de probabilidade de encontrar a microparticula numa vizinhanca do ponto
x € R3, no instante t.

Diferentemente do que acontece com outras equagoes da mecanica classica, nao é
possivel deduzir rigorosamente a equacao de Schrodinger partindo de principios fisicos
fundamentais; até porque a funcao de onda é um simples instrumento de célculo, uma
funcao auxiliar que nao possui significado fisico direto. Por isso, em geral, postula-se a
validade da equacao, sendo este um procedimento aceitavel sempre que se produzam resul-
tados que coincidam com a realidade. No entanto, do ponto de vista historico Schrédinger
inferiu sua equacao estabelecendo algumas analogias que envolviam as leis da mecéanica
e da optica. Apesar de nao ter um real conhecimento do que esta equagao realmente
descrevia, ele conseguiu fixar varios resultados experimentais obtidos por outros autores,

calculando os autovalores dos estados estacionarios da sua equacao.

1.2 A Equagao NLS

Apos a descoberta da equacgao de Schrodinger em 1926, muitas pesquisas, tanto de in-
teresse fisico como matemaéatico, em torno desse importante modelo tém sido desenvolvidas
por varios pesquisadores do mundo todo.

O objetivo do trabalho que desenvolvemos é estudar o comportamento ao longo do
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tempo da solu¢do do PVT associado a equagao nao-linear de Schrodinger (NLS) definida
por

iug + Au+ Mu|*tu =0

{ (1)

u(0,z) = up(x), r € R", t e R

com dados iniciais no espago de energia H (R").

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: no primeiro capitulo apre-
sentamos os resultados que serao utilizados no decorrer deste trabalho; no segundo ca-
pitulo vamos fazer um estudo sucinto do grupo livre de Scrédinger; no préximo capi-
tulo iremos apresentar o Espaco de Sobolev com Pesos do tipo z® onde o é um multi-
indice com coordenadas inteiras e provaremos um problema de boa colocacao local em
H{(R™) = HY(R™) N L*(Jx|*dx) para a equagdo ndo linear de Schridinger baseado em [7];
no ultimo capitulo, baseado em [9] iremos fazer um estudo ao longo do tempo das solugdes
da equacao nao linear de Schrédinger, apresentando sob quais condi¢oes que envolvem a
dimensao n, a nao linearidade «, o sinal de A e a norma de ug, garantem que as solugoes
locais se estendem para todo o tempo e veremos que quando estas condicoes nao sao

satisfeitas podemos encontrar solucoes do tipo blow-up.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo daremos alguns conceitos e resultados basicos de Anélise que serao

utilizados no decorrer do trabalho.

2.1 Espacgos L*(R")

Definigao 1. Seja 1 < p < co. Denotaremos por LP(R™) o conjunto de todas as fungoes

f :R™ — C mensurdveis, tais que

(Jen |f(33)]pd:v)l/p < oo, sel <p< oo,
1Nl o ny = @)
an{r? |f(£(3)| S r, qtp HARS Rn} < OO, sep = Q0.

O espago LP(R™), para p < oo, munido com a norma dada por | - ||L»rr) € um espaco
de Banach.

1 1
Proposicdo 1 (Desigualdade de Hélder). Considere p,q > 1 ¢ — + — = 1. Sejam
p g
f e LP(R") ege LIYR"™). Entao fg € L'(R") ¢
1f9ll 2y < NN 2o @ny 91l Lo gny - (3)
Demonstragao. Ver [3]. O
Proposicao 2. Se 1 <p < g <r <oo, entio LP(R") N L"(R™) C LYR") e ainda vale
lully < ullplelly™, (4)
onde 0 € (0,1) € definido por % = 9% +(1—6)L.
Demonstragao. Ver [3]. O

A desigualdade abaixo também é bastante classica:

Teorema 1 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg). Se f € CJ*(R™) entao

102 fllp < ¢ Y N2 FIGIAIL (5)
|B]l=m
— 5 = (4 1_J_gl_m — 0t g ;
Onde |CY|—], C_(]7m7p7Qar)a P n (q n)+<1 Q)Ta 06 [ma1]7 comasegumte
excecao: se m — j — 2 for um inteiro nao negativo, entao a desigualdade acima € vdlida

T

para todo 0 € [L,1).

A prova deste teorema é um pouco longa. A estratégia para a sua demostracao é

reduzi-la a alguns casos particulares e para tanto vamos provar as seguintes afirmagcoes:
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Afirmacao 1. Se (@) vale para j =1, m = 2, entao temos que (@) vale com 6 = % para
todo 0 < j <m < 0.

Demonstracao. A prova desta afirmacao sera feita usando o principio de induc¢ao sobre

m. Por hipotese temos que o resultado é valido para m = 2, isto é, vale o seguinte
11
10z, ullp < C| Oy, ull7 |l (6)
11 1
onde 5= 5 T g
Agora suponha que tal resultado seja valido para certo m, ou seja, vale
le' B # 17%
[0%ull, < |07ull7 [[ullg ™, (7)

onde || = m, |a\:j,comj<mei:#+(1—%)é.

Agora mostraremos que o resultado é valido para m + 1. Para este fim considere, dois
sub-indices @41, onde |ay,41] = m + 1 e seja 5; um sub-indice tal que |§;| = j, onde
j = m — k onde k pode assumir os valores £ = 2, 3, ..., m, entao aplicando a nossa

hipotese de indugao temos
3 o g 1— L
107 ull, < O ull7 Jully ™
onde «,, denota um sub-indice de ordem m e p, q e r satisfazem a seguinte relacao
1 1 1\ 1
—=l—+(1—i)—. (8)
p  mr m/ q
Como podemos escrever 9% = 9*m~5i9%  temos
. _B.aB, 1L 1-L
10%ull, < Cll0% = 0%l ||ullg ™. (9)

Agora utilizando mais uma vez a hipotese de inducao para 7' =m—j, m' =m—j+1,
temos que _

—J 1—_m=J_
[0 =5 0%l < CllO |y |07, ", (10)

onde

(11)

1 -3 1 —] 1
R R N PR B
T m—j+17

r m—j+1]q’

observe que o denominador da fracao mrf;il nao é nulo pois estamos assumindo que

j=m—kek>1
Associando as equagoes (9) e ([L0) obtemos

m—j

g _m=j J(1__m=J_ _d
[0%ull, < Clloem s ulF 7 0 (T

podemos supor [|0%ul|, # 0, pois caso contrario a desigualdade seria obviamente valida.
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Considere ¢’ = p para entao obtermos

[0%ull, 77T < Ol II"”" J“H g (12)
_dom—j _ (m=j)(m+l) |
Observe que 1 — L= T T gy Assim podemos escrever

(m—j)(m+1)

0%l < Clfor el (13)

que por sua vez implica em
B' QL m{l»l l_mil
107 ull, < CllO%tull 7 [lully ™ (14)

A desigualdade em ([14) é justamente a que queriamos para m’ = m + 1. Vamos agora
verificar se a relacdo entre os ntimeros p, 1’ e ¢ correspondem & hipotese desejada. Por
, e utilizando o fato que r’ = ¢ tem-se

L g ( m=j 1 1 1\ m-jl
p m\m—j+1r m—j+1p m q

1 1 ' 1
_:L__F 1_L -,
p m+1r m+1)/q

Agora vamos provar o caso em que k = 1. Neste caso temos j = m+1—k = m.

isto é,

Sejam [,,11 € a;, sub-indices de ordem m + 1 e m, respectivamente. Assim, aplicando a
hipotese de nossa afirmacao, temos que

[0 ully = 12,0 )lly < Claia, (0 YullF 0 u]. (15)

iy

onde escolhemos os operadores de forma que 9, (0%"~1) = 9™ € Oy, (0°m1) = OPmtt e

ainda

1—1+1 (16)
p 2r 2q

Invocando a hipotese de inducao obtemos,
O —1 [6270) % 17%
[0° ullg < CllO" ull7 ull, ™ (17)

onde

lzm_,1+<1—m—_1) L (18)

q mr m q

Considerando " = p, associando com ([I7) e supondo [|0*"ul|, # 0, obtemos

m—1
m

< Ol u) )2 (19)

1
9% ], 2
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A desigualdade (|19) implica finalmente
a T ([, (|1 T
0% ull, < ClOP =l ull, ™ (20)

como queriamos mostrar. Além disso por ( e ( que

1 1 1
S L (S T L (21)
p m+1r m+1/)q

Pelo principio de induc¢ao, provamos nossa afirmagcao. O

Afirmacao 2. Se (@ vale para 0 =1, j =0 em =1, se n # r, entdao temos que (@) é

vdlido para 6 =1, 0 < j <m < oo, quando m — j — " ndo for um inteiro nao negativo.

Demonstragcao. Provemos esta afirmacao novamente fazendo inducao sobre m. Por hipo-

tese vale
[ull, < 10z;ull:, (22)
onde n #re
1 1 1
— = - (23)
p r o n
Assuma que para certo m vale
0% ull, < 07 ul,, (24)

para quaisquer multi-indices «; de ordem j e f3,, de ordem m onde 0 < j < m < 400
desde que m — 7 —  nao seja um inteiro nao negativo e
T
1 7-m 1

e (25)

Agora tome 5,, + 1 de ordem m + 1 e o de ordem j onde j < m + 1, pela hipotese de

inducao temos
0%l < (107" ull, (26)

onde m — j — * nao ¢ um inteiro nao negativo e

1 ) —m 1
=7 + - (27)
P n T

Aplicando a hipotese de nossa afirmacao obtemos
1o ull,, < [0+ ull,s (28)

onde n £ 1r' e
= . (29)
= ~
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Associando com (28) encontramos

0% ull, < (|97 ull,» (30)
onde . ) -
J—m—
=4 " -4 31
P n * r! (31)

Assim pelo principio de indugao provamos a nossa afirmacao.

Afirmacao 3. Se (@) vale para 0 =1 e § = %, entao pela Proposicao |2 temos que
vale para todo 6 € [, 1].

Demonstragao. Devido as afirmacoes acima, é suficiente mostrarmos os seguintes casos:
0=1, =0, m=1(quandon#rk)ej=1 m=2, 0=1.

Passo 1. Nesta etapa vamos mostrar o caso em que j =1, m =2 0 = %, ou seja,
vamos obter

1 1
10z;ullp < CllOu;a;ull? [[ullg, (32)

onde 5 1 1
—=—-4+—-,1<1, r<oo. (33)
p r q

Suponha inicialmente que n = 1. Neste caso queremos obter

/|u’|pdx < (/ |u”|rdx)£ (/ |u|qczx)§". (34)

Seja J um intervalo de comprimento |J] e 0 < € < 2P|J|P, divida J em sub-intervalos
1 1
de comprimento menor ou igual que e» e maior ou igual que % Para cada sub-intervalo

(a,b), seja 6 = bfTa e sejam xp e Ty, pontos variando nos intervalos (a,a + ) e (a+ 34,0),

respectivamente. Pelo teorema do valor médio temos que

() — u(z1)

= u'(712), para algum 715 € (21, 22), (35)
To — T

por outro lado o teorema fundamental do célculo nos da

u'(z) =o' (z12) + /»’U u"(&)dE. (36)

Z12

Utilizando (B5) e (B6) chega-se

)] < PO ey (37)
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O passo agora é integrar ( com respeito a z; em (a,a + §) de modo a obter

@) < 55 [ ©lde + Glutaa)l +5 [l

Integrando com respeito a zo em (a + 36,b) conseguimos

a+o b b
P <y [ @y [ e+ e [,

2 +34

que implica em . .
W@l < 5 [l [ e

A desigualdade de Hélder nos fornece
—51“ (/ 163 |ng) +estr </ " (€)[" d§>

L4 1 tem-se

/()

Tomando a poténcia p e utilizando o fato =

b L b
ot < oot [utoae) vt ([Twierae) . on
Integrando (39) com respeito a x em (a, b) obtemos
b . b z ., b z
[ s <evrein (o) +eote ([wora) . @
Se provarmos que para algum L > 0
q (41)

L % 3 [ [
/ |u/|Pdz < P </ |u"]7'dx> (/ |u|qu> ,
0 0 0

-

entao (34) segue.
Considere k£ > 1, um inteiro. Denote por I o intervalo [0,
P
Se ¢PyPrr1 (ff|u(£)d£> cPop= il (f |lu" (& |d£>r defina I, = I. Caso con-
trario, aumentamos [ até que os dois termos fiquem iguais. Neste caso, chamamos o
correspondente intervalo de I; (deixando fixo o ponto extremo esquerdo). Note que Iy
existe, pois devemos assumir u” # 0 em (0, 00)
Temos que
Ly E (fEran)” e |nl =11
1=
' | (42)

2cP (E

() Pds < \ .
2 ([, I )™ (2 u(€)dg) ™ se 1] # 11,

I
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Se |I| > L, entdo segue. Caso I} < L, entao repetimos o passo acima para I, I, ...,
onde o utimo I; satisfaz |I;| + -+ |I;| > L > |I1| + -+ + |[;—1|. Afirmamos que este
processo ocorre no maximo k vezes, enquanto que a soma do segundo membro é analoga
a segunda desigualdade em (42)).

Portanto ao somarmos as desigualdades e fazermos k — oo, entao segue. Note
que a constante ¢ independe de p, q e r.

Se n > 1, entdo aplicamos (84) para cada derivada 0,,, tratando todas as variaveis
xj, com j # ¢ como varidveis. Em seguida integramos a desigualdade com respeito as
variaveis z;, (j # ¢) e utilizamos a desigualdade de Hélder.

Finalmente os casos ¢ = oo e r = 1, 0o sao obtidos fazendo ¢ — occ e r — 1,00 em
&)

Passo 2. Agora vamos considerar o caso em que a = 1, j = 0, m = 1. Vamos supor
r < n, considere r = 1. Como u tem suporte compacto, para cada i =1, ...nex € R”

temos

z;
u(x) :/ Uz, (T1y ooy Tim 1y Yi s Tig1y oeey T )Y,

—0o0
Logo
oo
o) < [ Vo, i i, ) d
—00
Consequentemente

1
P
(/ \Vu(zy, . Tic1, Y s Tig, ~~7$n)|dyi) .

Integrando esta igualdade com respeito a x; e utilizando a desigualdade geral de Holder:

| @l

< / H(/ Uy, Vu|dyi) o dx,
=1 -

= (/ uy1|Vu|dyi) o / H(/ Uy, Vu|dyi> o dxy
—00 —00 ;9 —o0

< (/ uy1|Vu|dyi) . (H/ / |Vu|dx1dyi> dxy. (43)
—o0 j—9 J —00 J —0

Agora integrando ( com respeito a o

// z) |71 dayday < (/ / |Vu|dx1dy2) / H ]”ldxg,

i=1;17#£2

para I} = [* |Vuldy,, I; = [~ [~ |Vu|dzidy;, (i =3, ...,n). Aplicando mais uma
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vez a desigualdade de Holder estendida, encontramos

| i,
e A e oo o
< (/ / |Vu|d:z:1dy2> (/ / |Vu\dy1d:c2>
_1

H (/ / / ]Vu]d:vldxgdyi> " )
i=3 —o0 J—o0 J -0

Eventualmente continuando integrando com respeito a x3, ..., =,, obtemos

/ |u\ﬁdx < H

1

Esta é a estimativa para r = 1.
Para obter o caso em que 1 < r < n é s6 aplicar a estimativa acima para v = |ul|?,

onde v > 1 seré selecionado. Entao

/|u|nwldx < / IV || dz

= 'y/ lu| " Vulde

r—1 1
< 7</ |u|<71>f1dx) (/ |vu|rdx> . (44)
n Rn

Vamos escolher A tal que 7% = (v — 1)-"5, desta forma temos

—1
7=—r(n )>1,
n—r

1 r—1 n—r’

neste caso teremos = = (y — 1)-*5 = -*=. Portanto de ( obtemos
[l 2 < [Vl (45)

como queriamos. ]

Observacao: No Passo 2 da demonstracao acima s6 tratamos o caso em que r < n,
pois este serd o caso utilizado em nosso trabalho. Ressaltamos que se r» > n, quando
a=1, =0, m =1, entao p < 0, assim como os espagos LP(R") s6 sao definidos para
p > 1 o resultado nao faz sentido. Para contornar este problema o livro do Friedman
define espagos LP(R") para p < 0 como sendo os espagos das fun¢oes Holder Continuas

com um certo expoente que depende de p, onde neste espaco o resultado tratado ¢ valido.
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Para maiores informacoes ver [2].

Teorema 2 (Desigualdade de Heisenberg). Se f € H'(R") N L?(|z|*dz), entdo
F15 < D 25 fll2l10s, £ (46)
j=1

Demonstragao. Como S(R™) ¢ denso em H'(R") N L*(|x|*dx), existe uma sequéncia de
fungoes {¢,} em S(R") tal que
lim (flen = fllar@n) + (en = lzlll2) = 0.

n—-+o0o

Entao integrando por partes temos

lonl = [ loufids
_ —/xjaxj(ym?)dx, ¥i=12..n
Assim somando as igualdades acima obtidas para cada n temos
leale = =3 [ a0, (eu)is
j=1
= =2} [Inlo)lonends
j=1

2 Z [250n2(10z, 00 ]|2-

j=1

IA

Fazendo n — oo e utilizando a continuidade da norma obtemos ({6).

2.2 O Espaco de Schwartz

Denotaremos por Ny = {0}UN. Se o, f € N§, onde a = (ay, ..., o) e 5= (B, ...y Bn)
entao z® = a2 -+ xf e 0° f(x) = 02 - 9l f(x).

Definicao 2. Uma fun¢ao complexa f de classe C* definida em R™ estd no espaco de

Schwartz se para todo par de multi-indices o, B € Nj existe uma constante C, g tal que
pas(f) = suplz®d”f(x)] < Cap < o0. (47)

Note que se f € S(R"), entdo limy, o f(z) = 0 € limjy00 0 f(z) = 0 para todo
B e Nj.
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Iremos denotar o conjunto de todas as fungoes de Schwartz em R" por S(R"). Fixado
um par v e 3 temos que p, 3(f) definido acima define uma seminorma. A topologia em

S(R™) ¢ dada pela familia de seminormas p, g, onde a, 8 € N.

Definigao 3. Dizemos que uma sequéncia {p;} C S(R™) converge para a fung¢ao nula 0

se para todo o, [ € Ny tem-se
Pap(pj) = 0, quando j — oo.

Vamos agora definir a transformada de Fourier em S(R™).

Definicao 4. A transformada de Fourier de uma func¢ao f € S(R™), denotada por f €
dada por

for = [ e s (49)

A proxima proposicao resume as principais propriedades da transformada de Fourier

no espago de Schwartz.

Proposigao 3. Sejam f e g em S(R™), y € R", b € C, o um multi-indice e t > 0, entdo

vale

L flleee < £l

2. f+g=17+4,

3. bf =bf,

4. (0°f) = (2mi€)" f(€),

5. (0°f)(&) = ((—2miz)* ),
. fe S,

—

7. fxg=fg

DN

Demonstragao. Ver [6]. O
O teorema abaixo nos apresenta mais uma propriedade.

Proposicao 4. O espago de Schwartz é denso em LP(R™) com p € [1,+00).

Demonstragao. Ver [3]. O

A proposicao seguinte estende o operador transformada de Fourier para o espaco
L*(R™).
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Proposicao 5. A transformada de Fourier se estende unicamente para um operador uni-

tdario em L*(R™). Além disso, se f e g pertencem a L*(R"™), entio tem-se:

[ toae = [ fade (49)
Demonstragao. Ver [6] O

2.3 Interpolacao de Operadores

A partir de agora, vamos abordar alguns conceitos e resultados que servirao como
plataforma para a prova do classico Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, que sera
utilizado para provar a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Sejam X um conjunto, A uma o algebra em X e p uma medida em A.

Definicao 5. Para uma fung¢ao mensurdvel f : X — C definimos sua fungao de distri-

buicao como
m(\, f) = u(E}), (50)

onde B} = {x € X;|f(z)] > \}

Observemos que fixado f temos que m(\, f) é uma fun¢ado de A € [0, 00] que toma

valores em [0, 00), além disso, esta fun¢ao é nao crescente e continua a direita.
Proposicao 6. Para qualquer funcao mensurdvel f: X — C e qualquer X > 0 seque que

1. (Tchebychev)
mO0) <37 [ f@)Pdonta) < (1)

£}

2. Sel <p< +o0, entao

1l = — / " Ndm(\ ) = p / T (A, ). (52)

mn g9 <m(5.0) 4 (F). (53)

Demonstra¢ao. Vamos inicialmente obter ( Pela definicao de E} tem-se

[ rrds = [ vduta)

f f

ou seja,

m(A, f) < N[ FI5, (54)
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como queriamos mostrar. Pela definicao de E]’c\ e pelo Teorema de Fubini tem-se

p [ X mO e = p [ (s
0 0

0 X
= v [ ¥ i
X JO

[f ()]
= p// )\p_ld/\du(x)
x Jo

- /X (@) Pdu(x)
= Il

Aigualdade — [ Xdm(X, f) = p [;° A7 'm(], f)da é obtida através de uma integragao
por partes. Assim provamos (H2).
Agora vamos provar o tltimo item. Pela desigualdade triangular temos que |f + g| <

|fl 4+ lg]. Se X é tal que |f(z)] < % e |g(z)] < 3, entdo |f(z) + g(z)] < A Assim

2 2 2 2
(Ef)°U(EF) C (E},,)", implicando em E} U E¢ D E}, . Portanto
\ A 2
w(E7,) < wEF) + n(Eg), (55)
como queriamos mostrar. O

Definicio 6. Para 1 < p < +oo denote por LP (X, A, i) o espago das funcoes mensurd-
veis f: X — tal que
. 1
11 = sup Am(A, £))F < oc. (50)
>

Note que L™ = L.
Proposicao 7. Sel < p < oo, entao
1. LP(R") estd continuamente imerso em LP" (R™).
21+ glly < 201£15 + Nlgll3)-
Demonstragao. Ver [9). O

Definicao 7. Seja M (X) o espago das fungoes de valores complezos mensurdveis definidas
em X. Um operador sublinear T : LP(X) — M(X) com 1 < p < 400 € dito do tipo fraco

(p,q) se existe uma constante ¢ > 0 tal que para toda f € LP(X) termos

ITFllg < el fllp- (57)
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Observe que pela desigualdade de Tchebychev segue que se T' é do tipo (p,q), entao

esta é do tipo fraco (p, q).

Enfim vamos ao Teorema de Marcinkiewicz

Teorema 3 (Marcinkiewicz). Seja 1 < r < oo e T : L*(R") + L"(R") — M(R") um
operador sublinear. Se T ¢é do tipo fraco (1,1) e do tipo fraco (r,r), entao T é do tipo

forte (p,p) para qualquer p € (1,r).

Demonstra¢ao. Vamos inicialmente obter o resultado para r = co. Trocando o operador

T por | T||7'T podemos assumir que

1T flloo < N1 flloc-

Dada f € L'(R") + L"(R"), para cada A € R" defina

Y f(x), se |f(x)] >3
! 0,se | f(z)| < 2

Portanto como T é sublinear temos

Tf ()l T(f (@) + f5 ()]

IN

< TR @)+ IT(f3 ()]

T(f@) + 5.

IN

implicando em

(e € B [T(f(x)] > A} € { € R™: [T(f)(x))

Como T é do tipo fraco (1,1) temos

A A1

2

{eerurm@n=3)] < [ ip@i
— 2c)7! F(2)|de,
A [ s

onde | - | denota a medida Lebesgue.

Agora combinando a parte 2 da Proposicao [6] com o Teorema de Fubini

(58)



/Rn T Pds = /Ooo N [{z € RY|T(f(@))] > A} de

< /0 - (d /M |f(;1:)]d:c> ix

_ QCp/OOAPQ </|f|>| (z )|dx> i

= 20]3/”/ N2\ () f%dxd)\

~ 9 / n ( /0 2 1)l
(

2cp

|
= Tt | f) (@)l

2p 2Pcp
= —— 15

provando assim o caso r = 0o. No caso r < 0o temos que

mATF) = e € RYITH@)] > A}
< (5. TR +m T
. A

o ineiera(3) [ ingere
R™ R™

_ 9! /“M |f(x)|dx—|—20:(/\)_r/ (2| da.

A
IfI<5

Como na prova do caso r = 0o temos

/ooo N ( /f| |f<x>|dx> i —

Um argumento similar prova que

| ( IR dx) =l

24
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Combinando estas igualdades e utilizando a parte 2 da Proposicao (@ obtemos
“+o0o
176l = [ 2 im TN
0

+o00 —+o00
< p / Nle\! / f(@)lde + p / Nloer(n) / (@)da
0 If1>3 0 11

A
=3
p—1 p—T

2 orr
= 1¢l|’f”§+acr’\f||£

op-1 g
_ r p
(Zge+ 2 st
1

9p-1 o \»
HTpré(p_ ot ) 1,

ou ainda,

como queriamos.

O

Como aplicacao do Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz iremos obter algumas

propriedades basicas da funcao de Hardy-Littlewood maximal.

Defini¢ao 8. Para uma dada fungio f € L} (R") denotemos por Mf(x), a fungio

loc

mazximal Hardy-Littlewood associada a f, como

1
Mf(x) = sup / fy)|dy
(@) r>0 | Br(2)] B,«(m)| )l
1
= sup — |f(x —ry)|dy
>0 Wn J B, (0)

1
- (V- ggyen) @

Proposicao 8. As sequintes afirmacoes sao vdlidas

1. M define um operador sublinear, ou seja,
IM(f +9)(@)] < [Mf(z)] + [Mg(z)], = € R
2. Se f € L>*(R"), entao
1M S lloo < ([ f]loo-

Demonstragao. Ver 9] O

Lema 4 (Cobertura de Vitali). Seja E C R™ um conjunto mensurdvel tal que E C

Ua By, (To) onde a familia de bolas abertas { By, (Ta)}a Satisfaz sup, re = ¢y < 0o. Entdo
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existe uma subfamilia {B,,(x;)}; disjunta e enumerdvel tal que
Bl <5" Y By (a))]:
j=1
Demonstragao. ver [9). O

Teorema 5 (Hardy-Littlewood). Seja 1 < p < oco. Entao M € um o operador quasili-

near do tipo (p,q), ou seja, exite ¢, tal que

IMfllp < cpll fllps para toda f € LP(R™). (61)
Demonstracao. Ver [9) O
Lema 6. Seja ¢ € L*(R™) uma fungdo radial, positiva e nao crescente de r = ||z| €
[0,00). Entao
St (x—y
supoce f) =sup| [ A= 0y <oz @)
>0 t>0 |Jrn t
Demonstragao. ver [9). O

Definicao 9. Seja 0 < a < n. O potencial de Riesz de ordem «, denotado por I, €

definido como

I,.f(z) = cq /Rn ﬂ%dy = ko * f(x).

Teorema 7 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Seja 0 < v < n, 1 < p < q < o0, com

1_1,a q
q—p—l—n,entao

1. Se f € LP(R™), entao I,f(x) é absolutamente convergente em x € R™.

2. Sep>1, entao 1, € do tipo (p,q), ou seja,
Ha()llg < cpamll fllp- (63)

Demonstragao. Vamos decompor o Kernel k,(z) = k2(x) 4+ k2°(z) como

0 ) :{ kolz), se|z| <e

0, se |z| >,

e k°(z) = ko(z) — k2(x), onde € é uma constante a ser determinada.
Portanto
Lo f (2)] < lkg * f(@)] + [k * f(2)| =T+ J. (64)
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A integral I representa a convolugao de uma funcao k2 € L'(R") com f € LPR™. A

integral J ¢ a convolugdo de uma funcio com f € LPR" com k2°(x) € L¥ (R"). Portanto

as duas integrais convergem absolutamente.

€ ,.n—1
_dy =c ! dr = c,, €~
- n - n,o b
lyl<e Y7 o ’
yl<e

com do Lema @ obtemos

Também usando

I < cone®Mf(x).

Por outro lado a desigualdade de Holder implica

1< el ([ prd )
S Can Ty Y
: ly|>e |y|( )

[ee] 7“”_1
- a,n —/d
Canll fllp (/0 r(n—a)p 7”)

= Cane? "N fllp

% e

Agora fixe € = €(x) tal que
ceMf(2) = came? || Iy,
usando Z —n = =2 temos
p p

Mf(z) = Ca,n(%Hpr?

que por sua vez implica em

() = (W ()| f1l"
Combinando ([64)- obtemos

I f(z)| < c<||f|Lp<Mf<x>>—l>%Mf<x>
ol flly (Mf(2)' =
= A @) 7, 0= =F € (0,1).

Por fim, tomando a norma L9(R") em e usando (61) obtemos

o f (2)llg < ll AUV @) g = el FIIMS @), < el /1

(65)

(70)
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pois (1 —6)g = (1 — °2)q = p, ja que por hipotese temos % =

S 1=
|
312

Isto prova o teorema. O

2.4 Espacos de Sobolev com Pesos

Definicao 10. Sejam k e m inteiros nao negativos e seja 1 < p < 00.0 Espaco de Sobolev
com peso WEP = WEP(R™) consiste de todas as fungdes localmente integrdveis u : R — R
tal que para cada multi-indice o com |o| < K, D*u eziste no sentido fraco e esta pertence
a LP(R™) e além disso para cada multi-indice (3 tal que |B] < m a funcdo x°u pertence a

LP(RY).

O espago WEP & um espaco vetorial complexo de Banach com a seguinte norma

lullyrr = Y 0%ully + ) ll2ully, (71)

a<k am

onde a norma || - ||, denota a norma em LP(R™) = L*.
k 0, k.2 -
Vamos denotar LP e HY por WP e W * respectivamente.

Temos a seguinte propriedade

Lema 8. Se m é um inteiro nao negativo e 1 < p < 0o, entao vale

> 12076l < cllgllwpr. (72)
laf+]8|<m
Demonstragao. Ver [12] O
Em particular temos
I(z = 2it0)*¢ll, < (1 + [t)™ l[@llwy, (73)

sempre que |a| < m,t € Re ¢ € WP

3 O GRUPO LIVRE DE SCHRODINGER

Neste capitulo vamos analisar as principais propriedades do Operador Livre de Schro-
dinger. Salientamos que os resultados desta se¢ao nao serao provados e as demonstracoes
podem ser consultadas em [II] e [9].

Considere o seguinte problema de Cauchy para a equagao linear de Schrédinger

{ wy + Au =0 (74)

u(0,z) = up(x), r € R", t € R

onde ug € S(R™).
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Aplicando a Transformada de Fourier na variavel espacial em ( obtemos a seguinte

equacao diferencial ordinaria

i}it — 4772|§;|2ﬁ =0 (75)
a(0,8) =1ip(§), * €R", t € R.
Por outro lado sabemos que a solucao de ( é dada por
a(E,t) = e IRt (76)
Desta forma aplicando a transformada de Fourier inversa obtemos
u(t) = (el Fityey, (77)
ou seja,
u(t) = e "y (78)

Vamos adotar a seguinte notacao
S(t) = e "y,

Faremos agora um estudo das principais propriedades do operador S(t).

Teorema 9. A familia de operadores {S(t)} formam um grupo unitdrio de operadores
em L*(R™), isto ¢,
1. Para todo t € R S(t) : L*(R") — L*(R™) é uma isometria, ou seja,

1S fll2 = [[£1]2- (79)

2. S(t)S(s) = S(t+s), com (S(t))™' = S(—t) = (S(t))*.

3. 5(0)=1.

4. Fizado f € L*(R"), a fungio ¢y : R — L*(R™) definida por ¢;(t) = S(t)f € uma
funcdo continua, ou seja, esta descreve uma curva em L*(R™).

Demonstragao. Ver [11]. O

O proximo resultado caracteriza os grupos unitarios de operadores em um espago de
Hilbert.

Teorema 10 (M.H. Stone). A familia de operadores {T;}°_ . definida num espago de
Hilbert H € um grupo unitdrio de operadores se e somente se eriste um operador auto-

adjunto A (néao necessariamente limitado) em H tal que

E — 6itA (80)
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no sequinte sentido: considere D(A) o dominio do operador A, que é denso em H; se
f € D(A), entao temos

lim

t—0

tht_ ! iAf. (81)

Em outras palavras, se f € D(A), entdo a curva ¢5 definida no teorema acima € diferen-

cidvel em t =0 com derivada 1Af.
Demonstragao. Ver [13]. O

Proposicao 9. Set # 0, 1lo+z% =1eyp €1,2], entdo temos que S(t) : L” (R") — LP(R™)

€ continua e

IS fllp < (Aalt)) ™27 || fll- (82)
A expressao ¢ conhecida como a estimativa fundamental para a equagao de Schré-
dinger.
Demonstragao. [11] e [9]. O

A préxima definicao sera util para simplicar a escrita.

Defini¢ao 11. O par (q,p) € dito admissivel, se

= 0(p)- (83)

O proximo teorema é conhecido como as estimativas de Strichartz.

Teorema 11. Se (p,q) for um par admissivel e T > 0 valem:

1. Para todo ¢ € L*(R™) a fungio t — S(t)¢ pertence a LY(R; LP(R™)) NC(R; L*(R™))

e ainda existe um c tal que
1SC)ellrgre < cll@ll2- (84)

2. Defina o funcional

11.0) = [ S0 =0(s)as

entio existe ¢ > 0 tal que para toda ¢ € L7 (0,T; LP (R")) vale
G Mg e < cllll (85)
3. Eriste ¢ > 0 tal que para toda ¢ € L (0,T; L¥ (R™)) wale

1t Oz < cllell - (86)
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Demonstragao. Ver [11] e [9]. O

Para a prova de certas estimativas feitas neste trabalho, vamos utilizar fortemente o
fato do operador S(t) comutar com o operador derivada 9*. De fato seja ¢ € S(R"),

entao

O(S(t)g = a%(e T gy
= ((2772'5)0‘67“21'“5'2(5)- (87)

Por outro lado temos que

St)(0°¢) = (e (57g)y

(™18 (2i€) " ). (88)
Portanto por ( e temos que
9%(S(t)¢) = S(t)(99). (89)

Lema 12. Seja a € Ny entao para toda ¢ € S(R™) vale
z*S(t)p = S(t)(z — 2it)*¢. (90)

Demonstra¢ao. Tome ¢ € S(R™), entao utilizando as propriedades da transformada de

Fourier no espaco de Schwartz temos

~

S()g = a%(e )

B (—Z;i)a(8a(€_4ﬂ2it|£|2¢z)y

_ 1 —4n2it|¢]? ga Ty (—dm?it2)~ m2t|€]2 o
= @ O e )
e L e

= S(t)z%¢ + (% " (€—4ﬂ2it|§\2(aa¢>jv
0.

= S(t)(x — 2itd)°
Como querfamos demonstrar. O

O proximo teorema nos da as estimativas de Strichartz em espacos de Sobolev com

Pesos.
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Proposicao 10 (Estimativa Fundamental em Espacos de Sobolev com Pesos). Sejam k
e m inteiros nao negativos com k > m. Entao para qualquer par (p,q) admissivel e para
todo t € R\ {0}, entdo S(t) ¢ um operador linear limitado de WP em WEP com

IS@S i < L+ [E)™ @IS ] - (91)

No caso p =2, a mesma afirmagao vale para todo t € R, e S(t) forma um grupo unitdrio

de operadores.

Demonstracao. Por , (, e ( obtemos

IS@llyre = D 10°SOSp+ Y l2”SH)l,

jol<k Bl<m
= > ISO@ ), + D 15E) (= — 2it)° 4|,
ol <k Bl<m
< At 0%l (1A D™ PN
jal<k

< (L )

]

Proposigao 11. Seja (p,q) um par admissivel, entao existe um ¢ > 0 tal que para toda
¢ € H wvale

15Ol gy < 1+ T 0l (92
Demonstragao. Utilizando (89), o Lema [12] a estimativa de Strichartz (84) e (P3) temos

1Sl g = || D 10*(S@O s+ Y NS @)l

|al<k |Bl<m
L§

= 1D 1s®@ ), + Y ISt (@ — 2it)%s|,

o<k 1Bl<m L

< I IS®OE@ |+ D I5B( —2it) ],
lo| <k LS. |B|<m LL
= D ISO©@)egrz + D IS0 @ = 206l g1z
o<k |8]<m
< e ) 0%l + Y e = 2it0) ¢l
laf<k 18|<m
< o N10Glla + (L4 1) 1]l z)
jal<h
< oL+ [E)™ [0l
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como queriamos mostrar. O

Proposicao 12. Sejam k e m inteiros nao negativos tais que k > m, (p,q) um par

admissivel e

t
I(tu) = / S(t — s)u(s)ds, (93)
0
entao existe um ¢ > 0 tal que para toda u € Lq/(O,T; W,’j;p,) valem
)l g wpr < 0+ T)" [ull oy (94)

e além disso,
)y, < e +T)" [l gy (95)

Mais que isso, para cada u € L7 (0, T; WEP'), temos que I(-,u) € C([0,T]; HE).

Demonstrag¢ao. Vamos dividir a demonstragao em trés passos.

Passo 1. Vamos primeiramente mostrar que vale
O%I(t,u) = I(t,0%), (96)

para toda u € S(R™). De fato utilizando as propriedades da Transformada de Fourier em
S(R™) temos

t
%I (t,u) = /30‘(6_4”i(t_8)|§2ﬂ(3))vds
0
t
_ / (2iz)e =i 5 5) Y
0

t
= /(e—4ﬂi(t—s)£|2(5au)7ds
0

t

= /S(t—s)f)auds
0

= I(t,0%).

Passo 2. Agora vamos obter (94). Por ([73) e pela estimativa de Strichartz (85) tem-se

Gl pgwer = || D 107 ||p+z||xﬂf W),

S Iz IS0 — 2001 wligar
la|<k |1B]<m

< e 10l e+ )™ S Tl
|a| <k |1BI<m

< @)™l gy
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Onde na terceira passagem usamos ([73) e a estimativa de Strichartz (B5).

Passo 3. Vamos agora mostrar a desigualdade (95). Por (D0), pelo fato de S(t) ser

unitario em L?(R"), pela estimativa fundamental para espagos de Sobolev com pesos e
pela estimativa de Strichartz ( temos

()l =

IN

<

<

Dol wlla+ Y eIt )l

|la|<k 1Bl<m

w2+ D IS (@ — 2itd) 1(t, )l
|a|<k 1B|<m

SO W)+ D (e — 2itd)’I(t u)

|| <k 1B]<m

> At 0%u)ll2 + e(L 4 [E)™ [ T(E, )y

|| <k

S el ully o+ e+ D™ el gy

o<k

c(l+ T)m||u||L%/WT,%p,.

Passo 4. Por fim suponha que u € L9 (0,T; WF?) e vamos mostrar que I(-,u) €

C([0,7]; Hy,).

Como o conjunto das fungdes continuas em C[0,T] sdo densas em L7[0,T] e o espaco
S(R™) é denso em WE?' podemos tomar uma sequéncia {u;};eny em C([0, T]; S(R™)), tal

que u; — u em L9(0,T; WEP) quando j — oo. Afirmamos que I(-,u;) € C([0,T]; HF),

com efeito como S(t) forma um grupo unitério em H” temos

1 u) g, =

/0 CS(t — s)us(s)ds

HY,

t

< [ ISt = s)us)dsln
Ot

= [ huso)ugas.

Isto implica em nossa afirmagdo ja que u; € C([0,T]; HE).
Para todo t € [0,T] temos por (95)

11t us) = I ), < (1 +T)"lu;

(97)

— ’L[,||Lg:kap/ .

Lembrando que u; — u em L7 (0, T; Wk, quando j — oo, assim

I(-,u5) = I(-,u), em L=([0,T]; Hy,),

portanto temos que I(-,u) € C([0,T]; H*), como querfamos demonstrar.
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]

4 BOA COLOCACAO DA EQUACAO NAO-LINEAR DE SCHRODINGER
EM ESPACOS DE SOBOLEV COM PESOS

Neste capitulo iremos estudar a boa coloca¢ao local para o problema de Cauchy para

a equacao nao linear de Schrodinger em R”, n > 1, da forma

iug + Au= F(u), z € R", t € R, (98)
u(0,x) = ug(x)
onde uy € HF.
A proposigao seguinte escreve o problema ( na forma integral.
Proposicao 13. Se u € uma solugao de , entao u satisfaz
t
u(t) = S(#uo — i / S(t — ) F(u(s))ds, (99)
0
onde S(t) = e ¢ o grupo livre de Schrédinger.
Demonstragao. Seja
w(s) = S(t — s)u(s),
utilizando as propriedades do operador S(t) temos que
w(s+h)—w(s)  S({t—s—h)u(s+h)—S(t—s)u(s)
h B h
 S(t—s—h)u(s+h)—S(t—s+h—h)u(s)
B h
St —s—h)u(s+h)—S(t—s—h)S(h)u(s)
B h
S(t—s—h)u(s+h)—S({t—s—h)u(s)
S(t—s—h)u(s) — St —s—h)S(h)u(s)
h
_ S(t—s—h) u(s+h) —u(s) <S(h)u(s) — u(s))]
h h
Fazendo h — 0, usando o teorema de Stone e (08) obtemos
w'(s) = S(t — s)(Osu(s) — iAu) = iS(t — s)u(s). (100)

Agora integrando ambos os membros com respeito & variavel s de 0 a 7, para 7 per-

/0 "w(s) = /0 ISt — s)us).

tencente a [0, t) obtemos
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Pelo teorema fundamental do céilculo

w(r) — w(0) = /0 "iS(t = syu(s). (101)

Por outro lado pela definicao de w temos que ([101)) é equivalente &

St —1)u(r) — S(t)u(0) = /OT iS(t — s)u(s).

Finalmente, fazendo 7 — ¢ temos a equagao na forma integral

u(t) = S(t)ug — i/o S(t — s)F(u(s))ds, (102)

como afirmamos. |
Vamos agora ao principal teorema desta secao

Teorema 13. Sejam k e m inteiros nao negativos, com k > m. Seja A >1e2 <p < o0

com %— ﬁ < ]lj. Seja ainda V um espago de Banach no qual HY esteja continuamente

imerso. Seja I uma aplicacio de WEP 0 H* em WEY tal que

IF(6) = F) lynr < {1+ (18llyen + 10 yn 0 = wllypen (103)

IF @)l < 1+ 116l ol (104)

para toda ¢, ¢ € WEP 0 HF . Entao para toda uy € HF,
solugao u de em [0,T) com

existe um T' > 0,e uma unica

we C([0,T); HE) N L7055 (0, T; WE?) = Xiop). (105)

Além disso temos que T = oo ou limy_,7 ||u(t)||y = co. Mais ainda, temos que se uma
sequéncia {uo; }jen € HY com ug; — ug em HF, quando j — oo, entio para algum T' com
T <Tj, u; € Xpor;) e T < Tj sendo a solugdo de @) para a condigao inicial ug;, para

J suficientemente grande, e u; — u € X{o17]-

Demonstrag¢ao. vamos mostrar este teorema em alguns passos.

Passo 1. Sejam k,m, A\, p,v e F' como nas hipoteses do teorema e ¢ = =.

dp
Primeiramente notemos que a condicao % — ﬁ < é implica que
A+1
Ao (106)

q

Sejam T > 0, Y = C([0,T]; H*), Z = L0, T;WFP) e X = Y N Z, vamos adotar a
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seguinte norma em X:

[ullx = max{{|ully, [lull£}.

Seja ug € HE e defina

t
G(u(t)) = S(t)ug — z/ S(t — s)F(u(s))ds. (107)
0
Iremos escrever como antes
t
I(t,w) = / S(t — s)w(s)ds.
0
Pela proposicio anterior temos que se w € L (0, T; Wk, entdo I(-,w) € X com

(- w)llx < cflw]] (108)

Lewhe
Pela Proposicao e da estimativa fundamental em espacos de Sobolev com pesos

para p = 2 temos
IS¢ uollx < a(l +T)"||luol s,

para algum a > 0.

Sejam u e v pertencentes & X, entao pela desigualdade de Holder para o par de

. _ _ ~ /
expoentes conjugados 1 = 5t ¢ = 727ks, nas fungdes | F(u) = F(o),

constante f(s) = 1, pela hipotese (103) e pela desigualdade de Holder para o par de

expontes conjugados A e 12; nas fun¢des Hu—v||ik,p e {1+[ull e +[|0]l
m

, e na funcao

ko } 2D temos

Wm

|Gu — Gvl|x
t
- LAS@—sXFwwD—F@@DMS
X
— (., F(w) - F))llx
< L TYF () — F) e
m 1—% . .
< e(l+T)"T | F(u) F(U>”L§W7If{pl
T A
< (1L+T)" T (/ {1+ ullyio + 0l] e 4O = uH;k,pdt)
0 m
1— 2+ T E
< = ([ Rl + llgda) ol
0

A=l At B
< 1+ T {1+ Jullz + loll2 3w — vl 2.
Resumindo obtemos

A=l At _
|Gu—Gollx <c(1+T)" T T "0 {14 [Jullx + [[v]x}*u— vl x. (109)
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De ([104)) temos que F'(0) = 0, assim um célculo anéalogo ao anterior implica em

(- Fu))lx < ol +T)"[|F(u)

sty
LLWhP

A=l At _
< c(+T)" T T {1+ ullZ lull2-

Além disso,

IGully = 1S(t)uo—i / S(t — $)F(u(s))ds]| x
15 (E)uollx + 11 F(u))]x (110)
< a(L 4 T uo gy, + e+ )™ T {1+ [l 21 fu

IN

Em particular,

A+1

|Gullx < a(1+T)™ugllms, + (1 +T)™ T T {1+ [Jullx P lullx. (111)
Agora seja K um nimero real tal que
K = [Juol| s,
Para cada b fixado defina o seguinte conjunto
Bx ={u € X;|lul|lx < (a+b)K + b}. (112)

De e temos que G é uma contracao de Bx em By para um T > 0 suficien-
temente pequeno, logo pelo método do ponto fixo da contracao a equagao u(t) = G(u(t))
tem um unica solu¢ao u € Bg em [0, T|, para um certo T' que denotaremos por Ty. Assim
provamos a existéncia de solucao para o problema (, no espaco X, para 1" = Tk.
Passo 2.Vamos agora mostrar a unicidade da solucao em X. Sejam u e v solucoes

em X = Xjor). Defina a seguinte fungao ¢ : [0,7') — R, dada por

0(s) = max{|[u(t) — v(t)|

pawis [[u(t) = v()]| Lo g, -

Como u(0) = v(0) = ug segue que §(0) = 0.
Afirmamos que ¢ ¢ continua. Com efeito seja 61(s) = [[u(t) — v(t)]| ayyxr, mostremos

primeiro que 6; é continua. Seja t,, uma sequéncia em [0, 7] tal que ¢, — t, entao

Or(tn) = [l = vy, ta

q
LT

S [ "
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Aplicando o teorema da convergéncia dominada obtemos

fm 0(t,) = lim |l —vllyex[0, 2] LqT
= (|, [lw = vflyxex[0, ] p
T
= [ = wllyoxto, ol
LT
= 0(1),
mostrando assim a continuidade de 6. Por outro lado a funcao 0y(s) = ||u(t) —v(t)|| Lo g3 }

é claramente continua, logo 6 é continua.

Defina to = inf{t € [0,T];0(t) > 0, entdo pela continuidade de 6 temos que 6(ty) = 0,
desta forma u(ty) = v(tp). Suponha por absurdo que exista um ¢ € [0,7) tal que 6(¢) > 0,
entao pela defini¢ao de infimo existe um 6 > 0 tal que 6(¢) > 0 sempre que t € (to, to+0).

Defina a(t) = u(to +t) e 0(t) = u(ty +t), como 6(ty) = 0 entdo v(ty) = 9(0) = u(0) =
u(tp) = 1 (z) para um certa 1.

Desta forma @ e v sao solucoes do problema abaixo

iwy + Aw = F(w), x € R", t € R, (113)
w(0,z) = ()
Assim procedendo de forma andloga & ([L09) temos
3= llx. < e(t 4™ % 1t . + [ox ) = dllx., (114

onde € € [0,T — to], X. = C([o,€]; HE) N L0, e; W,,,*, p). Tomando ¢ suficientemente

pequeno para que € < § e

_ 1
Xe})\ 1<§

A+l

c(1+ &)™ T e {1+ |

x. + 2]

obtemos

<Lia—
X, 216 v

la —o|

XE7

ou seja,
9<t0 + 6) = Hﬁ - 'leX6 = O,
obtemos assim uma contradigao pela defini¢ao de ty. Portanto devemos ter 6(t) = 0 para
todo t € [0, 7).
Passo 3. Como Tk pode ser escolhido uniformemente por uy na bola de raio K em

HE de raio k, concluimos que a solugdo u se estende unicamente em algum intervalo
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maximal [0, T},..) tal que
u € C([0, Traz); HE) 0 LU0, Thaw; WEP).
Agora vamos mostrar que ocorre a seguinte alternativa de explosao:

Tiax = 00 OU t lim  lu(t)]| gx = oo

max

Iremos fazé-lo por contradicdo. Suponha que T ||u(t)| gx < oo e que ndo ocorra

im (), = oo,

entdao como u € C([0, Tiax); HY) temos que

lim fu(®)[| g, = llu(Tmax) ||, = M,

t max

onde M < oo. Considerando agora o novo problema do valor inicial

{ v+ Av=F(v), r e R", t € R, (115)

v(0, ) = w(Tiax, )
Como |[u(Tax)|lmx = M < oo, seguindo o raciocinio anterior, podemos tomar a bola
By ={v € X;(a+b)M +b} e escolhermos um 7, suficientemente pequeno de forma que
a aplicagao dada por

v — Go(t) = S(tup,.. — i /O S(t — $)F(u(s))ds

seja uma contragao, entao temos uma solugao v € Xy 1,,]. Defina

() = { u(z,t), set €0, Tyax) (116)

U(t - Tmax)a set Z Tmax

desta forma temos que w € X 7,,..+7, define uma nova solucao de ( isto contradiz a
maximilidade de Ty ax.

Passo 4. Afirmamos que ou Ty = oo ou limy g, ||u(t)|ly = oco. Com efeito
suponha que Th.x < 00 e |[u(t)||y < ¢ quando 0 < t < Tyax, iremos mostrar que desta
forma temos que ||u(t)||gx < c em (0,7 e obter uma contradicao.

No caso p = 2 a prova é mais simples, pois seja 0 < t < T, pela Estimativa
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Fundamental em Espagos de Sobolev com Pesos e por ([104) obtemos

@l = 150w =i [ (= 5)F(u(s)dslln

< SOl + [ 15 =P () s ds

IA

t
e(1+ )" fuoll g, + (1 + )™ / | F(u(s))dsl s ds
0
(1 +6)" ol s, +

C(1+t)m/0 {1+ llu(s) v lully, ds

IA

t
< (0 T ol + 1+ T | (5) iy .
0
Entao pela desigualdade de Gronwall temos que
|u() || mx <, VO <t <Thax

Obtendo assim uma contradigao, portanto devemos ter Tp,.x = 00 ou limy_,7. . ||u(t)||y =
0.

Agora assuma 2 < p < 0o, entdo 2 < ¢ < oo. Para mostrarmos que ||u(t)|[z: < c
quando 0 < t < Tpax, € suficiente mostrarmos que u € L2(0, Tinax, Wr’f;p) devido a e
a equacao u = G(u).

Pela Estimativa de Strichartz em espagos de Sobolev com pesos ( encontramos

HUHL‘Zijj;P = HS()UO +I('7F(U))HL%W7’§;P
< 1SC)uoll g e + 111G Fu)) pa e (117)
< oL+ 1) luoll g, + (U +T)"[1(, F () gy e

N

Agora estimemos ||1(-, F(u))HL‘ITWQ?’:

e s = (/oTlu(t’F(u))IﬁV::;pdt);
= </0T||S<t—S)F(“(S))d3||;,mdt>3

U (/ c(L+T)"t = 8\‘“”\|F<u<s>>||w)q] " )

IA



Q=

IN

| ' ([ crsmyie—sooq+ uu<s>HV}A-lr|u<s>Hst)q]

< (14T VOT (/Ot - s|—5<p>||u(s)||wfn,pds) q}

De (117) e (L18)) tem-se

Q=

HUHL%WJZ’I’ < ||u0||H,’§l + C<1 + Tmax)mJa

onde .
T t 973
J= [/ (/ it — S|_5(p)||u(s)||wk,pds) ] |
0 0 "
Temos que
J< i+ Jo+ Js,
onde

1
€ t . g
Jl = {/ (/ |t - S|_6(p)||u(s>‘|wk,pd8> d5:| ,
0 0 o
T t—e . %
Jo = {/ </ |t — 3|5(P)‘|U(S)||W71§l,pd8> ds} ’
€ 0
T t . %
J3 = |:/ (/ ’t — 3‘_5(p)"u<3)ylwﬁpd8) d3:| ,
€ t—e¢

Inicialmente vamos estimar Jj.

€ t q
J = / (/ (t—S>—5(p)||U(3)||WTﬁ,pds> dt
0 0

€ t —5(p) —25(p) q
e /0 (A (t — S) 3 (t — S) 3 ||u(s)||WﬁL’pd8> dt
([ 3 é
/ / (t — S)—ﬁ(p)ds / (t _ S)—J(p)“u(s)ug kpdS dt
0 0 0 W

. T t 3
ce(lé(p))3/ (/ (t =)@ u(s)| 2 ,wds) dt
0 0 W
/ ( [ =97t d) it,
0 0

m

com 0 <e<T.

|

IA IA

IN
o
™
.
wia
g [N

onde na terceira passagem utilizamos a desigualdade de Holder nas fungoes hy = (t—s) 3

e hy = (t— S)_‘s(p)||u(s)||W£,p para os expoentes conjugados r =3 e 1/ = 3.

42

(119)

—d(p)



Como 21 = 291
q

e 3 K T g\ 2@
[ ([t as) af < ([ peigies) "
0 0 m 0 m

2q

Também temos que

<

<

<
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L+ 6(p) — 1 a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev implica que

2q—1

L > 1, pois ¢ > 2, entdo pela desigualdade de Holder temos que

q—2 T qu
ce 3 (/ || u(s )||2‘1 1d8)
0
oo T qzq12q3—1 T %q 23—1
ce 3 </ |lu(s)||? kpd5> </ 1)
0 0

q—2 2(q 2)

ce s T 5 [lu(s)I7, wpds.

A estimativa de J3 ¢ um caminho completamente anilogo. De fato:

i - ) ( [ = >||Wkpds)th

IN

IN

= wolos
3
S
QL
»
N———
ol
QU
~

2q
T t 3
< ce(1‘5(p))§/ </ (t — )P lu(s)| 2 kpds) dt
0 t—e w,
T ¢ s e
< ceqfi/ (/ (t—s)—5<p>|\u(s)||2,w,ds> d
0 t—e W

IA

3
|

S

2(q—2)

P s

Agora estimemos Jo:

IN

T t—e !
[ s ulgeas)
T e ) & t—e
/ / \t—s]_(S(p)q) </ HU(S)”?/Vk,pdS) dt
€ 0 0 h
T , ’ P te
c/ (1-6(p)d') _ ((1-6(p)q )]q / ||u(s )HWkp
0
i
»)a / / lu(s)2,.

= [ [ ol

J
(
[t
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Assim de ([119)) e das estimativas de Ji, J3 e J3 temos

HUHL‘ITWT’;W < ol g, + (1 + Toax)™ J1 + J2 + J3

s t
< Mol + e+ TS ([l )

—2 2(q—2)
€5 (1 + Tipay) 50 el g -

Como isto vale para um € > 0 qualquer com e < T segue que

¢
I <c(l+ TmaX)quUOH(;{,’; +e(l+ Tmax)quTq_g/ [Jul| dt
0

q
K, ki,
L%«me L%me ?

sempre que 0 < T' < Th .. Pela desigualdade de Gronwall temos que
lull gt < e

sempre que 0 < T < Ty, assim u € L(0, Tyax, WHP), como queriamos mostrar.

Passo 5. Neste passo mostraremos a continuidade de v em X com respeito as condi-
¢oes iniciais.

Seja up; € HY, j € Ne u; € Xo,r;] a sua correspondente solugao. Suponha que
Ug; — Uy em HY quando j — oo. Vamos provar que u; — uwem Xpr,,]- De fato
lembremos que para cada k > 0 existe um Tx > 0 e uma bola Bx em Xjr,,, de raio
ck + c centrada na origem, tal que se ug estd na bola em HY de raio k e centrada na
origem, entao GG é uma contracao de By em Bp.

A solugdo u em By e [0, Tk] é feita por construgao.

Assuma que ug pertence a bola em H? de raio k. Como ug; — ug em HF segue que

u; € By para j suficientemente grande, denotando X = Xo 1, temos

lu—ullx = [[Gu— Gju;||x
< ||Gu = Guyl|x + [|Guj — Gju,||x
< ||Gu — Guyl|x + [1S(-) (uo — uo;)| x-

Usando (91) com p = 2, (93)) e o fato de G ser uma contragao de By encontramos
lu = ujllx = cllu —ullx + (L + Tor)™ [Juo — uoj|x- (120)

Por outro lado
|u — ujl|x = e(1 + Tor)™||uo — uojl| x, (121)

ou seja u; — u em X[ 1,], como queriamos demonstrar.
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O proximo lema, é util para obtermmos estimativas adequadas do termo nao linear de

equacgao dada por

Lema 14. Seja F : C — C, dada por F(z) = |z|*'2, entdo vale a sequinte desigualdade
[F(21) = F(z2)| = [|21]* " 21 — |22|* 2o < {1+ [21] + [22}2 7 21 — 2. (122)

Demonstragao. Vamos fazer a prova para o caso a — 2 < 0, pois o caso contario é feito de
maneira analoga.

Suponhamos sem perda de generalidade que |z1| < |22, logo

21| o1 = |22 H2a| = [l;]* 7 e — 25 e 25 — (2] 2

<zl Ma =zl + [alllal* T = 2T
Aplicando o Teorema do Valor Médio para um 6 € (0,1), obtemos

21127 21 — |22 2
< ‘22’0171‘22 — 21’ + ’21’(06 — 1)((1 — (9)21 + 922)0172‘21 — 29
< 2o Moo — ]+ |z (@ = 1277221 — 2

<Alal + 2}z — 2],

como queriamos mostrar. O

Corolario 15. Considere o problema de Cauchy

{ iug + Au + Mu[*tu =0 (123)

u(0,2) = ug(x), x € R", t € R,

onde X\ € real e o deve satisfazer

n—2’ (124)

l<a< ™2 sen>2
l<a<oo, sen=1,2.

Entao o problema acima € localmente bem posto em H{(R™).

Demonstracao. Pelo resultado obtido anteriormente basta verificarmos que a fungao F(u) =
A|u|*~tu satisfaz as hipoteses do teorema acima, para k = m = 1 e um certo A > 1 Inici-

. 1 -
almente verifiquemos que se u € W,"", entao

£ ()|

= [l
1

AL+ [l )l

/
WP

IN
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Temos

[ —

Al a0

ATl el + 11V (Al ) [l + A ] ]

Desta forma precisamos estimar cada um dos trés termos acima. Inicialmente estime-
mos [[Alu[* ull,.

P_ temos
p—p

Pela desigualdade de Holder para os expoentes conjugados z% ep =

1

A u|* tull,y, = A(/(Iul“‘1|u|)p dq:)
p @7% %
() (o)

= Al lull,.

onde [ = (o — 1)p;. Pela desigualdade de Gagliardo Niremberg para p = (o — 1)I, r = p,
f=1,7=0em=1 onde

1_p-p 1 1 (125)
I (a=1)p p n’
obtemos
Julle < 9l <
Assim,
I [ ],y < >\||U||°VYV_1§F||UI|W1LP
< ML+ o} el (126)

Logo um candidato natural a fazer o papel de A é . Afirmamos que « satisfaz as condicoes
requeridas por A, com efeito temos por hipotese que o > 1 e pela hipotese ([135) temos
que

1 2 1

—— — < - (127)

2 na " p

|a—1

Para obtermos a estimativa de ||A|z||u|*"'ul|,, vamos repetir o processo feito acima.

Aplicando a desigualdade de Holder para as fungoes |u|*"! e |x|u, e em seguida a desi-

gualdade de Gagliardo Niremberg em |u|*~!, obtemos
Al fu]* ully < Ae{L+ Jullypre}Hlullypo-

O passo seguinte serd estimar ||V (Au|* 'u)|,,. Reproduzindo o argumento usado
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|a—1

anteriormente para as fungoes |u e Vu chegamos em

A= Vully < ML+ [Jaflpae 32 ully . (128)
Note que
IV ([u*™)] = |[u|V(um) |
—1 a—1
— | ju) == (w) TV (ut)

= |Jul|lu|*?@Vu + uVa)|
= |u|**(@Vu + uVa)
< Jul* N (V| + [ Va)

= 2u/* | Vul. (129)
Assim, por ((128) e ([129) temos
Al (e < 1+ [l el (130)

Portanto, pelas estimativas acima obtemos
O T R S A e Ll T/ (131)
Agora nosso objetivo serd obter a seguinte estimativa

1F(u) = F@)llyrr = [IAul* u = Jo]*7)

|| 1,p/
Wi

{1+ [lullyre + ol } i = vllyre.

1,p
Wi

A

Com efeito, sabemos que

Y —

IACul* = ol )y

IACul™ = o) [y + IV (™ e = o) +

n
D Il = ol
=1

Vamos analisar cada uma das expressoes acima.
Pelo Lema, [T14] temos que

[lul*™ e — ol < {lu] + [0} u — o],

entao

™ = [l < I{[ul + [0} Hu = o[l



el o = o * =l < [ ful + oI} el fw = ol -

Procedendo de modo analogo as estimativas anteriores encontramos

I{lul + 1032 o = ollly < Ml + ol e = o]l

e
{lul + o[} llu = ollly < [Hul + [l 2l (w = o).
A desigualdade de Minkowski nos da
{lul + o} = llly < (lully + oll,)* u =l
< (lullyre + lwllwa ) llu = vl
e

{lul + ol allu = ol < (lullp + Holl)* 2l (e = o),

N

Assim temos

[l = Jol* ] < (lully o + lollws)* e = ollyo

a—1||

Hellul*™ u = ol < (lullyze + [0llyae)* " I = )|y

Resta estimar [|AV (Ju|*tu — [v]*710)]|,.

De fato, temos

AV (Jul ™ = [o]* o) [l

AV (Jul* ) = Y (Jo* )l

IACY (™ + Jul* ) Vu = V(|jo[* o = [v]* Vol
Al Vu = o=Vl + [V (Jul*™u = V([o]*olly)

clllul*"Vu — |7 Vo]l

IA I

IN

Além disso, tem-se

]|u|0‘_1Vu — |U|O‘_1Vv]

— [l Va = ol Va + o] Va — o] Ve

< (lullyrr + ollyre)* i (w = )|y

48
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< Ve = Vol + [Vl [u]*™h = [v]* |
< V(= o)+ [Vl ful* e — v
< l* MV (u—v)| + |Vu + ul*Hu — o).

Aplicando as desigualdades de Holder e Gagliardo Niremberg obtemos

oIV (w =)l < ol lw = vll,

e
(V] + ) u = ol < (V] + @) [[57Hlw = vl
As estimativas acima implicam
MV (Jul* = (o] o))y = {1+ [[ullyrr + 0llpae ) e = vllyae. (132)
Portanto o corolario esta provado. O

5 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO PARA A EQUACAO NLS

Neste capitulo vamos estudar o comportamento das solucoes locais ao longo do tempo

do problema do valor inicial

iug + Au+ Au[*tu =0 (133)
u(0,2) = ug(x), z € R, t € R,
onde A e « sao constantes conhecidas com « > 1.
5.1 Resultados Globais
Vamos considerar a equacao na forma integral
t
u(t) = S(t)uo + iX / St — ) (|l 1) (). (134)
0

No capitulo anterior vimos que se u é solugao da equagao ([133), entao esta também é
solucao de ([134).

5.1.1 O caso L?*(R")

Para o caso L*(R™) temos o seguinte teorema de boa colocagao local:

Teorema 16 (Teoria Local em L?). Se 1 < a < 1+ 2, entio para todo uy € L*(R™)
existe um T = T(|luol|2, 7, A\, &) > 0 e uma dnica solugao da equagdo no intervalo
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de tempo [0,T] com

u e C([0,T): L*(R™)) N L"([0,T] : L*TH(R™)),

4(a+1)
n(a—1)"

Além disso, para todo T' < T existe uma vizinhanca V de ug € L*(R™) tal que o campo
F:V — C(0,T'] : L*(R™)) N L7([0,T"] : L*TY(R™)) dado por iy — u(t) é Lipschitz.

onde r =

Demonstrag¢ao. Ver [9] ou [11].
Vamos enunciar o teorema de boa colocagao local em H?(R™) de ([134) para justificar-
mos um argumento de densidade utilizado na demonstragao da conservacao das normas

das solucgoes em L2.

Lema 17 (Teoria Local em H?(R™)). Se a satisfaz

n—4’

2<a< = >5
« sen > (135)
2<a< oo, sen<4.

Entao para todo ug € H*(R") existe T = T(|lugllyz,n, A\, @) > 0 e uma tnica solugio u
da equagao integral no intervalo de tempo [0,T] com u € C([0,T] : H*(R™)). Além
disso, para todo T' < T eziste uma vizinhan¢a W de ug em H?*(R") tal que a funcao
F:V — C(0,7'] : H*(R"™)) dada por 1y — u(t) é Lipschitz.

[
O lema abaixo nos fornece a lei de conservagio das solugdes de ([[33) em L*(R™).

Lema 18. Se u € L*(R™) é uma solugao de (133)) fornecida pelo Teorema isto €, para

a € (17 1+ %), em um intervalo de tempo [0,T] temos
[u(@®)[l2 = [[uoll2, V¢ € [0,T]. (136)

Demonstra¢ao. Vamos fazer a prova para a € (2,1 + ﬁ) Desta forma, devido ao Lema
podemos considerar u € H?(R"), pois dada ug € L? podemos encontrar uma sequén-
cia {uf}reny em H?(R") tal que

lim [lug — uf || p2(rn)- (137)
k—o00
Assim supondo que ([136) seja vélido para toda u € H?(R"), temos que
|u*(t)]|2 = ||uf]l2, para todo t € [0,T], k € N. (138)

Por outro lado, utilizando a dependéncia continua das solucoes com respeito as condigoes



ol

iniciais em L*(R") temos

lim sup [[uf(t) —u(t)|2 = 0. (139)

k=00 4ei0,1)

Portanto por ({137)), (138) e ([L39) obtemos

luollz = lim Jluglla = lim [lu"(#)]l2 = [lu(®)]2.
—00 k—o0

Desta forma vamos obter ([136) para uma dada u(z,t) = a(z,t) + ib(z,t) € H*(R").

Multipliquemos ([133) por @, tomemos a parte imagindria e integremos em R", assim

0= /[m(ﬂiut + AU + T |u|* ) dz. (140)
Por um lado temos
_ o . d1, ,
Im(uiuy)dx = Im(i(a — ib)(0ya + i0;)) = adra + bOb = Eﬁ’u‘ , (141)
e ainda,
Im(uX|u|* tu) = Im(A|u|*) = 0. (142)

Por outro lado, como u € H?(R"), podemos utilizar a proposigao e obter

Im ( / EAudm) = Im ( / E(Au)ug)

= Im ( / E(zm|g|)2ad5) (143)

— Im (—w / |£I2|ft!2d£)

= 0.

Portanto por ((140), (141), (142) e ([143) obtemos

%/|u|2dx =0,

que implica na seguinte lei de conservacao

[u()ll2 = lluoll2, V¢ € [0, 7], (144)

Como querfamos mostrar.
O caso « € (1,2) exige um argumento de regularizagao e requer mais trabalho, o leitor

interessado deve consultar [9]. O

Como consequéncia deste lema temos o seguinte teorema:
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Teorema 19 (Solugiao L*(R™) global, caso subcritico). Se a poténcia de nao-linearidade
a € (1, 1+ %), entdao para toda ug € L*(R™) a solugado local de u(w,t) de se estende
globalmente no tempo com

u € C([0,00) : L*(R™)) N L]

loc

([0, 00) : LP(R™)). (145)

Demonstrag¢ao. Se caso exitisse um intervalo maximal [0,7*) com 7% < 0o o Teorema

implicaria em

tim [Ju(z, 1)l = oo,

gerando uma contradi¢ao ja que o lema anterior diz que

[u()l2 = lluoll2 < o0, Vt €[0,T7).

5.1.2 O caso H'(R")
Agora vamos analisar o caso H'. No capitulo anterior provamos que o problema ([l 34)

é localmente bem posto em H{(R") se « satisfaz:

n—2’

l<a<22 sen>2
l<a<oo, sen=1,2.

Vamos considerar solucoes H'! locais o € (1, 1+ ﬁ) sen >3oul < a< oo para
n = 1,2, onde o tempo de existéncia T" depende da condigao inicial, isto &, T' = T'(||uo|| g1 )-

Vamos obter agora outra férmula de conservagao de energia.

Lema 20. Se u é uma solug¢ao no intervalo [0,T) de entao

2\ 2\
2 a+1 — 2 a+1
[ (9l = 2 ao = [ (19t o - 2ol ) i

para todo t € [0,T).

Demonstrag¢ao. Multiplicando ([133) por —d;u temos
—&ﬂiut — 8tﬂAU, — 8tﬂ)\|u|a_1u =0.
Consideremos u(x,t) = a(x,t) + ib(x,t), temos as seguintes relagoes

Re(—0yiu; — 0yuAu — Oyul|u|* tu) = Re(—i|0u|) = 0,



93

Re (—0yuAu) = Re (— (Z (9§ja + 2'8@()) (Ora — i@tb)>
j=1
= - (Z 02 ada + 07, batb>

Jj=1

= Y 02 a0} ,a+ 0y,b0y,b
j=1

= =) (05,0)* + (0,,h)? (146)

Re(=0aMu|* ') = —Mu|* *(ada + bO,b)
1d
- a—1- " 2
Al 0

-1 a1 d
= S MluPF 2 fuf?
-1 2\

= TQ—H’u‘Oﬁ_l‘ (147)

Assim, por ([146]) e ([147) ao tomarmos a parte real de ([L33) e integrar em R™ obtemos

d
dt Jen

2\
QVW@wP—a+ﬂwaMMde=a

Denotando

Blu(t)) = / (|qu(x,t)|2 - azil\u(x,tﬂa“) iz,

temos que E(t) é constante no tempo, ou seja,

Bluy) / n (|qu(x,t)|2 - azj 1\u(x,t)|a+1> da, (148)

para todo t € (0,7), onde (0,7) é o intervalo na qual é definida a solugao wu. O

Teorema 21. Seja ug € H'(R"), entdo a solugdo u associada & ug se estende globalmente

no tempo se
1. A<0
2.A>0ea<l+?
3. A>0, a=1+2 ¢ |lul2 <co
4. A>0, a>1+2 elluolle = [Juollz + [|[Vull2 < p.

para ¢y e p suficientemente pequenos.
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Demonstra¢ao. Caso 1. Vamos primeiro supor A < 0, entdao por (|148) temos que
/ |Vou(z, )| < E(ug), Vt € (=T,T),

logo
sup/ |Vou(z,t)|* < E(ug), Vt € (=T,T),

[0,7] JR

entao via ((144]) temos que

sup lu(®)i2 < E(uo) + [luoll3-

Assim podemos estender a solucao local u para todo R.
Caso 2. No caso A > 0 usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg temos para
todo t € [0, T

lu@llarr <l Vou®)3llu®)llz™

= | Vau®)l3lluolly™,

onde

ou

Desta forma temos que

[(at1) =]

n(a—1)
* Jluollz

lu(@I51 < ellVau®)ll,

Esta desigualdade combinada com ([148) nos prova que se E(ug) < 0o, entao

9 [(Q_H)_w] n(o;—l)
IVau(t)llz < [E(uo)| + calluollz [Vau()lly * (149)

Caso 2.1. Assumindo que o € (1,14 %), entdo "(a2—1)

y=y(t) = ||Viu(t)|l2 temos

< 2, assim com a notagao

(a+l)7n(a71) _
v < |B(uo)| + clluoll} =Ly, (150)

com7:2—@6(0,2).

Defina g : [0,00) — R, por

2
Yy
g(y>: n(a—1) .
(at1)-
B (uo)| + calluo X077 Lo
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Temos que lim,_,; g(y) = 400, g(0) =0, ¢’(y) > 0 e g é continua, assim pelo Teorema

do Valor Intermediario que existe y,, > 0 tal que

<1 0<y < Y,
{g(y)_ <y<y (151)

9y) > 1 ¥y > Y.

Assim a desigualdade ([150) é satisfeita somente se 0 < y < y,,.

Logo tomando M = y,, tem-se

sup ||[Vau(t)|l2 < M.

(0,77

Portanto a solucao local u pode ser estendida globalmente.

Caso 2.2. Agora suponha que a € (1+2,242) Seja § = ||uo||2, assim por (149

n’n—2
temos
y*(t) < E(uo) + 05[(a+1)_n(a2_1)]y(t ey
a_
Como n(agl) = n(HQ” D> 2, assim podemos escrever
2(t) < Bluo) + coler) =25y 1y .
Y= Sluo)we y(t)*, (152)
ondey:n@_2>0‘
Fazendo t = () temos
n(a—1)
Blug) = y?(0) = a5y 0y, (153)

Assim para [|[Vuglla e ||ug|la suficientemente pequenos, digamos ||lugl| < p1, temos que
para |[Vug 0 peq , dig 0 P1, q
E(UO) > 0.
n(a—1)
Defina p : [0,00) — R por p(y) = y? e ¢ : [0,00) = R por q(y) = e e PSS

desta forma existe um y; tal que

{ p(y) = q(y); 0 <y <y, (154)

p() < q(y); y > .

Além disso, caso E(ug) seja suficientemente pequeno, digamos F(ug) < p2, que implica

em ||[Vugll2 < po, existem y,, € y,, com 0 < y,,, <y, tais que

(155)

{ p(y) < E(ug) + q(y); v € [0,Ym] U [yn, +00)
p(y) > E(uo) + q(y); Y € [Ym:Ynl-

Defina p = min{p1, po}. Assim temos que

n(a—1)

y? < B(ug) + el 2w, (156)
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¢ satisfeita para [lul/;1 < p somente se y € [0, Y] U [yn, +00). Como y(t) = [[Vu(t)|s e
u(x,t) € C([0,T); H{ (R™)) temos que ([156) é satisfeita somente quando y € [0, y,,).
Logo tomando M = y,, temos que y(t) = ||V, u(t)|l2 < M, entdo podemos estender

solucoes locais para todo o intervalo de tempo como anteriormente.

Gréafico 1: Graficos de p(y) e q(y)

Caso 2.3. Por fim suponha que o = 1+ 2 entdo temos de ([149) que
2 )
Y~ < E(uo) + cfluoll3 y”,

ou ainda,
4
(1 = clluolls)y* < Eluo),

assim se ||ugllz < i%, temos que a inequagao acima tem solu¢ao contida num intervalo
C
limitado, desta forma temos
|Vu(z, )|z < M,

para um certo M > 0, entao neste caso podemos estender a solucao local u associada a

ug para todo o tempo.

]

5.2 Formacgao de Singularidades

Nesta secao, iremos mostrar que os resultados globais provados no Teorema anterior
sao Otimos, ou seja, quando nao sao satisfeitas as suas hipoteses pode-se mostrar um
resultado de explosao em tempo finito, isto é, existe uy € H'(R") e T < oo tal que a
solucao correspondente de ( satisfaz

lim || Vu(t) ||z = oo. (157)

T
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Para simplificar nossa exposi¢ao iremos assumir A = 1. Na prova de ([157)) utilizaremos o

seguinte lema:

Lema 22. Seja u(t) uma solugio em C([0,T] : H'(R™)) do problema do wvalor inicial

com X\ =1, entao

d
7 |z)?|u(z, t)|*dz = 4Im | rud,ude, (158)

com 1 = |z|, rOpu =1 Oy ux; e

d _ 9 2n 41
—_ = _ @ . 1
dt]m </n ru@rud:c) 2 . |Vu(z,t)|“dx + (a 1 n> . lu(z, t)|*de.  (159)

Demonstragao. Multipliquemos ([133) por 2u e tomemos a sua parte imaginaria, assim
temos
Im(2uiu, + 2ulu — 2ulu|* 'u) = 0,

assim y
EMQ + 2div(Im(Vuu)) =0,

multiplicando esta expressio por |x|? e integrando em R"
d 2|, 12 2 7 —
pr lul*|z]* = =2 [ |z|*div(Im(Vuu))
= 2 / Z Im(U0,,;u)2x;dx
i=1
= 4/2 Im(U0,,;u)x;
i=1
= 4/Im(7°ﬂuT)dx.
onde na segunda passagem fizemos integracao por partes.

Vamos agora obter a segunda expressao. Multipliquemos ([L133) por 2rd,u, tomemos a

parte real e integremos em R" e temos
/Re(Qr@rﬂz’ut + 2r0,uAu + 2rd,uM |u|* " u)dz = 0.
Vamos analisar cada expressao separadamente:

/Re(Zr@Tm'ut)dx = 2@'/7"(8,@1@ — Opudyu)dx

= —2Re (/ r@ﬂéu) — 2Re/7’&ﬂ]u|a_1udx



Por outro lado fazendo integragao por partes:
i/r(&ﬂut — Oyudyu)dx =
= i/ij(am].ﬂﬁtu — Oy udic)dx
i=1
= Z/Zn::c iazﬂu — Oy, (uoym) | dx
— J dt J
d _ . _
= Z@ /ru@rudx + m/u@tudx

= %(i/r@rﬂdx) +n/u(5ﬂ+ |u|* ) dz.

Na ultima passagem usamos (([133).

Integrando por partes tem-se
2Re (/ raﬂAu) = 2Re (/ijﬁmjﬂzaikudx>
j=1 k=1
= —2Re /Z (&rk (Z a:jaxjﬂ> axku> dﬂc]
L k=1 j=1
= —2Re /Z (((kaa:j)axjﬂjLZmﬁijmﬂ)&%u> dw]
L k=1 j=1
— —9Re / Z@xkﬂaxkudx>
k=1
—2Re /Zijagkzjﬂaxkudx> :

k=1 j=1

ou seja,

2Re (/ r@ﬂAu) = _2/|vul2dl'_ZZ/xjaxkuaikIjﬂ

=1 k=1

_ ii/xjakaiwu

j=1 k=1

= —2/\Vu|2d:c+ZZ/@xkﬂazj(:cjazku)daz

j=1 k=1

_ ii/xjamkﬂ&%kwju

j=1 k=1
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— —2/|Vu|2dx+/8zku (0 u+8§k1 u)

B / 2,00, T2,

7=1 k=1

= —2/\Vu\2dx—|—n/wu|2dx+

/ 0 U0, T
= (n—2)/|VU|2da:.

Também,

2Re (/|u\o‘_1ru8rﬂda:) = 2Re(/]u\°‘_lu2xj8xjﬂdx)
j=1

a—1
_ / xj<|“’2 ) (8, + 4y, w)

= [ w0 T

oz+1

= 20 [
a+1

Por fim, combinando as trés igualdades acima obtemos

d

2
— [ Orudxr = 2/ \Vu(x, t)[*dz + < n

a+1

- n) lu(z, t)|* M d.
R™

Como querfamos demonstrar.

[]

Teorema 23. Seja u uma solucao para problema do wvalor inicial em C([0,T] :
HY(R") N L?(|z|*dx)) com X\ = 1, fornecida pelo Coroldrio Assuma que a condi¢ao

wmicial ug e a nao linearidade o satisfacam as sequintes condigoes:
(i) [ (IVuol* = 25 luol*t") do = E(ug) = Eo < 0;

(zz)a€(1+4 1+n—+2)

entao existe T > 0 tal que

hm

(D)2 = oo (160)

Demonstrag¢ao. Vamos fazer a demonstracao em alguns passos

Suponha que I'm (f Tu_oaruodm) < 0.
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Defina a funcao

£ = —Im / (0T (x, ) da. (161)

Por hipotese temos que f(0) > 0 assim o Lema (22) implica em

2
'@ = |Vu(z, t)|*dz + (_n — n) lu(x,t)|* dx

a+1 2
= -2 t)*d —1 t)|*+d
ijm%>1x+n( ) o [ e

= =2 [ |Vu(z,t)’dx +n (%1 — 1> </ |Vu(z, t)|*dx — E())
Rn

. [2_71(0‘;1 _1”/|vu(x,t)|2dx—n(0‘;1—1> E

M| Vu(, t)]lz, (162)

v

onde M =n (% —1)— 2>n< > =n+2—-3>0, pois & > 1+ 2. Assim f(¢)
¢ uma fungao nao decrescente, e em particular f(¢) > f(0) > 0 para todo ¢ > 0. Ainda

pelo Lema [22| segue

d
— |z)?|u(z, t)Pde = 4Im | rud,udx (163)
dt Rn Rn

= —4f(t) <O0. (164)

Assim h(t) = [p. |2[*|u(z,t)]*dz € uma fun¢do decrescente com
h(t) < |z|? |uo|*dz = h(0). (165)
Rn

Além disso a desigualdade de Cauchy-Schwartz nos fornece

ft) = —Im/r(&uﬂ)(x,t)d:c

< ( yx|yuxt\dx) (/mmmdx)
_ %(/ya ul? xtdw) (166)
< (0)2 | Vu(z, t)2.

Desta forma combinando ([162), ([L66) e ([L65) concluimos que f satisfaz

{f@z%ﬁ@
f(0) >0
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Assim temos

f) o M
72 = h(0)’
que implica em
/ t M
[ fipeez [
mas como Jf;g% =4 ( _(;)>, temos que
1 N 1 S M y
f)  f(0) = h(0)”
ou equivalentemente,
fty > MOS0
— h(0) = M f(0)
Resumindo, obtemos
h(0)f(0)

(h(0))2 [ Vule, )2 > f(1) > R0) — MO

. h(0) x _ _h(0)

Assim como ) 0 ao tomarmos 1™ = AT0) 0 obtemos o resultado.
Agora vamos considerar o caso em que I'm (f ruoaruodx) > 0.
De (|166) temos

ilm (/ rﬂ&udaz‘) =
dt
/|Vuxt)| dx—|—< )/\ua:ﬂa“dx

2
= 92 (Eo + - 1|u(x,t)|a+1> + (a+ 1 > /|u(x,t)|o‘+1dx

2 2
= 2Fy)+ (% — n) /|u(;p,t)|a+1dx < 2k,

pois como o > 1 + %, entao

2(n+2) < 2(n+2)

—n=0. 167
a+1 "= + 4 " (167)

Como FE, < 0 existe ¢ > 0 tal que
Im (/ rﬂ&u(m,f)dx) <0, (168)

e assim caimos no caso anterior.
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Vamos agora ao caso critico:

Teorema 24. Seja v € C([0,T] : H'(R™) N L*(|z|?dz)) uma solugdo de com o =
1+ 2 obtida no Coroldrio 15| tal que a condigao inicial uo € H'(R™) N L*(|z|dx) satisfaga

uma das condicoes abaizo:
(i)Eo <0,
(ii)Ey = 0 e Im [ rug0,updx < 0,
(iii)Ey > 0 e Im [ rugd,updz < —/Ep|||z|uo]|2.

Entao existe um T para o qual vale

lim [|[Vu(t)|]s = . (169)
T
Demonstragio. Como v =1+ 2, entdo n (1 — a%rl) = aiﬂ.

Assim podemos reescrever ([L59) como

2
%]m (/n Tﬂ@rudx) =2 ( - |Vu(x,t)|*dz — . |u(x,t)|a+1dm> = 2F).

Integrando esta igualdade em (0,¢) obtemos

Im (/ rﬂ@rudx) =1Im (/ ru_oé?ruod:v) + 2t Ey,

que combinada com ([I58)) nos fornece

d
pr |z |u(z, t)|Pde = 4Im | 100, updx + 8tEj. (170)

Integrando (170) em (0,¢) temos

/ |z |u(z, t)Pdx = |||z|uo||2 + 4tIm | rUg0,updx + 412 E). (171)
Rn Rn

Vamos analisar a expressao acima como um polindomio em %, assim defina

p(t) = |z |u(z, 1) Pdz = |||z|uol3 + 4tIm | 70, updr + 42 E). (172)
Rr Rn

Agora suponha que nao ocorra a explosao
lim || Vu(t)|ls = oo, (173)
t—T

para todo T na qual a solucao esteja definida, entao a solucao local u pode ser estendida

globalmente.
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O discriminante de p(t) é
2
A =16 (Im/ ru_garuodx) — 16 Ey |||z |uol3- (174)

Afirmamos que existe um 7T tal que

lim/ |z|?|u(z, t)|Pdz = 0. (175)
Rn

t—T

Provemos esta afirmacao em alguns casos.
Primeiramente se Ey < 0 (174) nos diz que A > 0, assim p(¢) tem duas solugoes reais.
Como p(0) = |||z|upl|3 > 0, existe T* > 0 (ver figura 4.2) tal que

p(T) = / z|?|u(x, T)|*dx = 0. (176)

Como por hipotese u € C([0,T] : H'(R") N L*(|x|*dx)), entdo obtemos ([175).
Gréfico 2: Grafico de p(t)

pt)

Jase Ey > 0e Im [rug0upde < —v/Epl||z|ugll2, entdo A > 0, assim p(¢) tem duas

raizes reais e tomando

_ —4Im [ rug0ruede + A4((Im [ Tu_oﬁruoda:)Q — Bo||||uo|2)2

T = >0
8E)y

tem-se que p(7™*) = 0 (ver figura 4.3). Portanto obtemos ([175).

Enfim, se E(0) =0 e I'm [ rugd,updz < 0, entao
p(t) = / |z |u(z, t) P dz = |||z|uoll3 + 4tIm [ 7Ug0,uedz, (177)

R R®
Assim tomando )
S [0

4Im fRn Oy upd’

obtemos nossa afirmacao.



Gréafico 3: Grafico de p(t)

pit)

/.
N4

Agora por (|144)) e pela desigualdade de Weil-Heisenberg obtemos

2
0 < [fuoll3 = llullz < ~[lllulls| Vel
Ora, como limy 7 [5. [2[*|u(z, t)|?dz = 0, a igualdade acima resultaria em
lim [[Vau(t)[|. = oo,
uma contradicao, logo existe um 7™ tal que vale

i [Vu(t) |2 = oc.
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