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Resumo

Neste trabalho demonstraremos, em detalhes, a seguinte estimativa

(/ yS*f(x)|z(l+dW> " cllfllas

§%f(x) := sup|Sf(x)| = sup |u(x,1)|

t>0 t>0

do operador maximal

associado as solugdes u(x,7) da equagdo linear de Schrodinger, apresentada por L. Vega em [1],
para o caso s > 1/2.

Além disso, como consequéncia, daremos uma prova alternativa ao seguinte problema proposto
por Carleson: para quais valores reais do indice s a solu¢cdo

() =) =e [ e f(gae

da Equacdo Linear de Schrodinger converge em quase todo ponto x € R (x - g.t.p) para o dado
inicial f?

Palavras-chave: Operador maximal, convergéncia pontual, equacdo de Schrodinger, pro-
blema de Carleson.



Abstract

In this work we demonstrate, in details, the following estimative

(/ yS*f(x)|z(l+dW) " cllfllas

§%f(x) := sup|Sf(x)| = sup |u(x,1)|

t>0 t>0

of the maximal operator

associated to solutions u(x,#) of the Schrodinger linear equation, by L. Vega in [1], for s > 1/2.
In addition, as a consequence, we will give an alternative proof of the following problem pro-
posed by Carleson: for what real values of index s the solution

$i7() =ulen) =c [ fga

of the Schrodinger linear equation converges almost everywhere in x € R (x - a.e) to the initial
data?

Keywords:: Maximal operator, pointwise convergence, Schodinger’s equation, Carleson’s
problem.
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1  Introdugdo

1.1 A Equacio de Schrodinger

A equacdo de Schrodinger foi formulada pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-
1961) em 1926. O modelo matemadtico obtido por Schrodinger é usado na mecanica quantica
para descrever a evolugao temporal do estado quantico de um sistema fisico.

Esta equacgdo se apresenta de diversas formas dependendo do contexto fisico. Por exemplo,
no estudo da interacdo de uma particula de massa m com um potencial de energia V (x,?) no
instante ¢ e na posi¢ao espacial x = (x1,x2,x3) o modelo é dado pela equagao diferencial

2

fﬂ@g:—%ﬁwﬁ+v@n@@, (1.1)

h
Nt
onde h = 271 é a constante de Plank, A denota o operador Laplace em R 3 isto é,

2  9*  09?

A=t ot
@i a3 a3

e (x,t) é a fungdo de onda da particula na posi¢do x no instante 7. Este modelo nos permite
conhecer a funcgéo de onda («,¢) em qualquer instante de tempo a partir de um estado inicial

0 0).

No caso em que o potencial V € independente do tempo, V = V(x), a procura por solugdes
de (1.1) do tipo standing waves, ou seja, ondas na forma

K1) = @rje ",

nos leva a um problema de auto-valores interessante. De fato, nesse contexto o operador ihil—lf é
substituido pelo operador de multiplicagdo k¢@obtendo-se assim o seguinte problema de auto-

valores para ¢
2

0= A V@), (1.2)

2m

Encerramos nossa discusdo, mostrando como o caso unidimensional de (1.2) pode ser ob-
servado através da equagdo do oscilador harmodnico da mecénica classica. Com efeito, seja ¢
solug¢do da equacdo do oscilador harmodnico, ou seja, @ solu¢do da equagdo diferencial ordi-
ndria

&> 2m\?
2w+ () e-o (1.3



onde A o comprimento de onda. Segundo a relacdo de Broglie &= ———, onde v(x) denota
mv(x

a velocidade, e substituindo esta igualdade na equacdo (1.3) obtemos

e de
47?2 dx?

v ()’ ) = — (%) (1.4)

Por outro lado, ndo havendo energia dissipada a energia mecanica do oscilador se conserva,
sendo esta obtida pela soma da energia cinética com a potencial, isto &,

2
En="" v ()
2
de onde temos que
2(En =V
V2 (x) = w (1.5)

Agora, substituindo (1.5) em (1.4) obtemos que

h* d*¢@
Enfx) = — %W(X) +V(x) @),
sendo esta equacdo similar a (1.2) com auto-valor E,,.

O leitor interesssado poderd encontrar informagdes mais profundas sobre a deducdo da
equacao de Schrodinger e a bela histéria que envolve o surgimento da mecanica quantica nos
textos [2], [3],[4],[5] e [6].

1.2 O problema de Carleson

Ap6s a descoberta da equacdo de Schrodinger muitas pesquisas, tanto de interesse fisico
como matematico, em torno desse importante modelo t€m sido desenvolvidas por varios pes-
quisadores do mundo todo.

O trabalho que aqui desenvolveremos versa sobre o problema de Cauchy associado a equa-
c¢do linear de Schrodinger unidimensional sem potencial, ou seja, a0 modelo dado pela equagao
diferencial parcial

d 92
iS-(r1) =950, (nr) € (RRY),
0 a (1.6)

u(x,0) = f(x), xeR,

onde por simplicidade matemaética sdo desconsideras as constantes fisicas envolvidas no modelo
original. Consideraremos o dado inicial f (fun¢@o de onda inicial) pertencendo a espacos de
Sobolev cldssicos contidos no espaco L?(IR), de maneira mais precisa

fer (®R)={felX(R): (1+§ )2 GeL *®)},
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onde

~

oo .
f@= | fx)e " dx

¢ a Transformada de Fourier de f e s > 0.

Em 1979, L. Carleson no trabalho intitulado “Some analytical problems related to Statis-
tical Mechanics” (ver [7]) planteou o problema de determinar para que valores do indice s a
solucdo

Sif(x) :=u(x,t) = c/+m eixgeitézf(ﬁdﬁ

—o0

de (4.1) converge em quase todo ponto x € R (x - g.z.p) para o dado inicial f. Em outras palavras,
deseja-se saber quais sdo os espacgos de Sobolev H*(R) que nos garantem que a condi¢@o inicial
seja satisfeita no seguinte sentido:

limu(x,t) = f(x), x—q.t.p.

t—0
Nesse mesmo trabalho Carleson deu resposta positiva ao problema para todo dado inicial f €
H*(R) com s > 1/4 e, além disso, construiu um exemplo mostrando que em H'/3(R) a propri-
edade nao vale.

A demostragdo dada por Carleson a seu resultado positivo (s > 1/4) foi baseada no método
de Kolmogorov-Sliverstov-Plessner (ver [8]) e para tal objetivo ele prova que para qualquer
funcéo mensurdvel r = ¢(x) o operador Si(x) satisfaz a seguinte estimativa

1
[\ St 0s] < €Ul

para toda funcdo f € Ci(R), onde C ndo depende de 7(x) nem de f, sendo isto suficiente para
obter o resultado desejado.

Mais tarde, em 1982, B. Dahlberg e C. Kenig no artigo “A note on the almost everywhere
behaviour of solutions to the Schrodinger equation” (ver [9]) provaram que o resultado obtido
por Carleson em [7] é o melhor possivel, ou seja, s = 1/4 é o menor indice de Sobolev para o
qual se verifica a convergéncia em quase todo ponto das solugdes S; f(x) para o dado inicial f(x).
De fato, eles ddo um exemplo mostrando que para cada s < 1/4 existe uma fungéo f € H*(R)
com suporte compacto tal que

limsup [S; f(x)| = +oo, x—gq.t.p,

t—0

chegando-se entdo ao seguinte resultado:

Teorema 1.2.1 A familia de fungées S; f(x) convergem em quase todo ponto para f(x) € H'(R)
se, e somente se, s > 1/4.
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1.3 Operador maximal e proposta de trabalho

O problema de Carleson motiva uma questao muito importante dentro da Andlise Harmo-
nica relativa a obtencao de estimativas fortes para o operador maximal

§*£(x) := sup|$; £(x)| = sup lu(x,1) (1.7)

>0 >0
associado as solugdes da equacgao linear de Schrodinger.

Estimativas fortes para o operador maximal (1.7) foram dadas por C. Kenig e A. Ruiz no
trabalho “A strong type (2,2) estimate for a maximal operator associated to the Schrodinger
equation”. Eles trabalharam com uma variante de S*, dada por T*g(x) = sup 7;g(x) com

ng@>=c/fo’ﬁ’@|zgﬂdé geL 2(R),

e mostraram que vale a estimativa forte

1T stolax <cillgl.

onde C apenas depende do intervalo /. Além disso, eles mostraram que estimativas similares do
tipo

i storar<cilgl,

nao valem para 1 < p < 2.

Nosso objetivo nesta dissertacdo € demonstrar em detalhes a seguinte estimativa para o
operador maximal (1.7) apresentada por L. Vega em [1] no caso s > 1/2

(Jisswiglie) =

e como consequéncia daremos uma prova alternativa ao problema de Carleson nessa situa-
¢ao.
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2  Elementos de Medida e Andlise Funcional

Neste capitulo faremos uma breve apresentacdo dos elementos de Teoria de Medida e Ané-
lise Funcional que servirdo como base para o desenvolvimento do nosso trabalho. Indicaremos
onde podem ser encontradas todas as demonstragdes dos resultados expostos e faremos as pro-
vas daqueles que sdo menos standard nos primeiros cursos de Medida e Andlise Funcional.

2.1 Um pouco sobre medidas borelianas

Sejax € R"\ {0}. A representag¢do de x em coordenadas polares é dada pelo par (r,x’), onde

r= x| € (0,00), x’:ﬁeS”_] :{x’GR"; |x’|:1}. 2.1)
X

A fungio ¢x) = (r,x ') é um homeomorfismo de R"\ {0} em (0,0) x $"~! cuja inversa é dada
por ¢ ! (rx') = rx'.

Denotaremos por 7, a medida de Borel em (0,0) x §"~! induzida por ¢através da medida
de Lebesgue m em R" e, portanto,

m.(E) =m(¢9~"(E)),

para todo conjunto E Borel mensurdvel em (0,0) x $"~!. Denotaremos por g (0,00) — R +
a medida definida por

pA) = /r”ldr,
A
para todo A C (0, ) Borel mensurével.

O espaco das funcdes integraveis em R” com relagdo a medida de Lebesgue m € denotado
por L(R™).

Teorema 2.1.1 Existe uma vinica medida de Borel alefinida em S "' tal que m, = p< ¢
Além disso, se f é Borel mensurdvel em R" e f > 0 ou f € L(R") entdo vale a igualdade

Rnf(x)dx:/:/Sn_lf(rx/)r"_ld(fx Ndr

Demonstracao: Ver demonstracdao em [10]. [
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Corolario 2.1.1 Seja f é uma funcdo mensurdvel em R", ndo negativa ou integrdvel, tal que
f(x) = g(|x|) para alguma funcdo integrdvel g : (0,00) — R. Entdo,

/Rnf(x)dx: 6 "1)/Omg(r)r”1dr.

Demonstracao: Segue diretamente de combinar o teorema anterior com o Teorema de Fubini.
|

Corolario 2.1.2 Sejan € e C constantes positivas, B . = {x € R'%x| < e},
Bg = {x € R% x| > 8} e f uma fungdo mensurdvel em R". Entdo, valem as afirmagoes a
seguir

(a) Se |f(x)| < C|x|~* em Be para algum a < n, entdo f € L' (B¢). Além disso, se |f(x)| >
Clx|™" em B entdo f ¢ L' (Be).

(b) Se |f(x)| < C|x|~* em BS para algum a > n, entdo f € L' (BS). Além disso, se |f(x)| >
Clx|~" em B entdo f ¢ L' (BS),

onde para X C R" mensurdvel, L' (X) denota o conjunto das funcées mensurdveis f : X — R

tais que / | f|dx € integrdvel.
X

Demonstracao: Faremos apenas a prova do item (a) uma vez que (b) decorre de argumen-
tos similares.

Comecamos com a primeira parte de (a). Se |f(x)| < C|x| ™% em B¢ para algum a < n, entdo
| irelar<c [ s, (dx
Be R

Como |x|~“xp(x) é mensuravel em R”, ndo negativa e |x|~“xp(x) = g(|x|) com

r4 se O<r<e
0, se &

usamos o Coroldrio (2.1.1) para obtermos que

n|x|_a%Bg(x)dx =6 " mg(r)r”_ldr
k /

— (XS' nl)/grn—a—ldr
0

Sn—a

=65 " < oo,

n—a
onde usamos a hipétese n —a > 0. Assim, f € L!(Bg).
Por outro lado, se |f(x)| > C|x|™" em B, teremos

[ 1r@lar= [ W md=es ) [ Sar
B R”

0o r
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que nio é integravel, logo f ¢ L!(B). |

Prosseguimos com duas desigualdades classicas da teoria da medida.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Holder) Sejam (X, um espaco de medida sigma finita,
1 < p,g<ootaisque 1/p+1/q=1. Entdo, se f € LP(X,le g € L 9(X,Na funcdo fg €
L' (X, e vale a desigualdade

IFgllr < [1F 1l llgllze-

Demonstracao: Verem [11]. [ |

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Tchebyshev) Seja 0 < p < o« e consideremos f € LP (X, L
Entdo, para qualquer a@> 0 tem-se

p

[malr%
(sl > o )< |2
Demonstracao: Considere o conjunto Eq = {x € X; [f(x)| > §. Assim,

1715 = [P = [ 1P > [ aldl) =a PE ).

Como por hipétese @> 0 segue-se que

o

u({reX: |fW) > & )< [”f““’]p,

obtendo-se assim o resultado desejado. [

Sendo X um espaco mensurdvel, lembramos que
M*(X)={f:X = R"; f é mensurével }.
Finalizamos esta secao relembrando o seguinte coroldrio do Lema de Fatou:

Proposi¢io 2.1.1 Sejam (X, lum espago de medida, f e M T (X) e vX — R T definida por
€)= [ fau
E
Entdo, V¥ uma medida e para toda g € M *(X) vale / gdv= / fedu

Demonstracao: Ver em [12]. [ |

2.2 Operadores entre espacos de medidas

Sejam (X, t um espago de medida e M(X) o espacgo das fungdes f : X — C que sdo
mensuraveis.
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Definicao 2.2.1 Sejam (X, ue (Y, V espagos de medida. Um operador
T:LP(X,—s M(Y)
é dito sublinear se T(f +g) < T(f)+ T (g) para quaisquer f,g € LP(X, L
Definicao 2.2.2 Sejam 1 < p < o e 1 < g < 0. Dizemos que um operador sublinear

T:LP(X,h—> M(Y) é de tipo (p,q)-forte se for um operador limitado, isto é, existe uma
constante C positiva tal que

ITflles < Cllfller,
para toda f € LP (X, L

Definicao 2.2.3 Sejam 1 < p < o e 1 < g < . Dizemos que um operador sublinear
T:LP(X,)0— M(Y) é de tipo (p,q)-fraco se existe uma constante positiva C tal que

1/q
Aviyeviirrml>ay| “<cisie.

para todo 2> 0 e paratoda f € L P(X, L No caso q = e definimos (p,o) — fraco como sendo
(p’oo) —forte.

O seguinte resultado estabelece que a condicdo (p,q)-forte é suficiente para termos a con-
di¢do (p,q)-fraco para operadores sublineares.

Proposicao 2.2.1 Se um operador sublinear T : LP (X, — M(Y) é (p,q)-forte entdo ele é
(p,q)-fraco.

Demonstragdo: Para todo 2> 0 pondo A = {y €Y;|Tf(y)| > A} temos que

! 1 Cllfller \?
A )= [ dK dw< TF|9, <
(/ l) /A}L — Ax — A«qH f”L‘I—( 7L ) )
de onde segue que

1)
P

Ao 0] “<ciflo.

finalizando-se assim a prova. [

Dada uma familia de operadores lineares 7; : LP (X, i — M(X), t > 0, 0 operador maxi-
mal T* : LP (X, 0 — M(X) é definido por

T"f(x) = sup |T;.f (x)].

>0
O resultado a seguir € muito importante dentro da teoria dos operadores maximais.

Teorema 2.2.1 Sejam 1 < p < o e T, t > 0, uma familia de operadores lineares em
T, : LP(X,0— M(X). Entdo, se T * é (p,q)-fraco e tg > 0, as seguintes afirmacdes sdo
vdlidas:



16
(a) O conjunto F; = {f eLr; t11_>n[1 T f(x) = f(x) x— q.t.p} é fechado em LP (X, 1
0
(b) O conjunto F> = {f €L th_gl T, f (x) existe x — q.t.p} é fechado em LP (X, |
0

Demonstracdo: Primeiro provaremos o item (a). Dada uma sequéncia (f,) C F] conver-
gente para f em L? (X, i, logo lim || f, — f||z» = 0, precisamos provar que f € F;. Dado 2> 0
n—yoo

consideremos os seguintes conjuntos:

c A, = {xEX; limsup |7, £(x) — f(x)] > a};

t—to

© Ay = {xeX; limsup |T;(f — fu)(x) — (f — fu) (%)] >A};

t—1tp

. Ay =45\ {x € X; limsup | T £, (x) — fulx)| > 0}.

t—1y

Como (f,;) C F; temos que

u ({x € X; limsup |T; f(x) — fu(x)| > 0}) =0,

t—ty

assim L Ay, ) =fA ).

Afirmagdo 1: Ay, C Ay, e, portanto, fA ;) =f Ay ) <A 3, ).

Para verificar a afirmagfio acima primeiro observamos que pela desigualdade triangular tem-
Tf(x) = f)] =T f(x) = f(x) = T fulx) + fu () + T fu(x) = fu(x)]
= T(f = fu) (%) = (f = fa) (%) + T fu(x) = fu ()]
<|T(f = fu) () = (f = F) @)+ | T fu(x) = fulx)]-

Usando esta desigualdade e supondo que x € A m temos que

S€

A< limsup [T, f(x) — f(x)]

t—tp

< limsup[]T,(f—fn)(x) — (f = fu) )|+ T fu(x) = fu(x)]

t—ty

< Timsup [T (f = fu) (x) = (f = fu) ()| + limsup |7 £, (x) — fu(x)]

= limsup |T;(f — fn)(x) = (f — fu) (X)|.

t—1p

Portanto x € Ay, , verificando-se a Afirmagdo 1.

Afirmagdo 2: 1i_r>n MA 5, ) =0.
n—roo
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Para tanto, consideramos os conjuntos

B1={X€X§ IT*(f—fn)(x)|>352} ¢ Bz:{

= @) > 22 .

Notemos que Ay, C By UBj;. De fato, se x € (B; UB5)€ entio x satisfaz

L(f = f) @ <T(f = L)@ <5 e [(f=f))] <

l\)|>>
1\3|>J

Assim, pela desigualdade triangular temos que

limsup |7 (f — fu)(x) = (f = fu) (¥)| <

t—1y

)

N|>>

LA
"3

o que nos dd que x ¢ Ay, . Portanto, podemos concluir que Ay, C B U B; e consequentemente

MA 3 ) <MB 1)+ B 7).

Usando o fato de T* ser (p,q)—fraco e a desigualdade de Tchebyshev, obtemos

0< A 3 )
<p( T (= f)) > 22 }) +u({rexs (7= £l > 22 })

- (Cll(faé—zfn)lm)"+ (Il(fizfn)llu)p o0,

quando n — oo pois f, — f em LP(X, . Verificando-se assim a Afirmagdo 2.

Das afirmagdes 1 e 2 podemos concluir que

0< @ 1)< limfA 5 )=0,

n—yoo

de onde segue-se que
(A ,)=0, paratodo A>0. (2.2)

Para finalizar a demostrac@o de (a) escolhemos A, = 1/k, k=1,2,3,... e escrevemos

{xEX; limsup |T; f(x) — f(x)| > 0} UAl/k

t—1

Como A} C Ay, CAyy3 C---, concluimos usando (2.2) que

u ({xeX : liirist(l)lplTrf(x) —f(x)| > 0}) =u (kQAl/k>

= li
kglgo('A l/k)
=0.

Portanto, [ll_gl T; f(x) = f(x) em quase todo ponto de X e f € F}, como clamdvamos, finali-
0

zando assim aprova do item (a).
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Procedemos agora com a prova de (b). Seja (f,) uma sequéncia em LP(X, i tal que
Tim () — £(5) 1 = 0 e que

u <{x € X : limsupT; f,,(x) — liminf 7; f;, (x) > O}) =0.

Entdo, neste caso € suficiente mostrar que

U ({x € X :limsupT; f(x) —litrgitnfT,f(x) > l}) =0.

t—ty
Considere os conjuntos:

e A={x e X;limsupT;f(x) —litniitnfT,f(x) >k
0

t—1

* Ay, ={xeX:limsupT;(f — fu)(x) —litrgilnfﬂ(f—fn)(x) >4

t—ty

. A)’n =A\ {x € X;limsupT; f,(x) —litrgitnfT,fn(x) > 0}.
0

t—to

Novamente teremos ft Ay, ) = fA). E ainda,

limsup 7; f (x) < limsup T;(f — f,)(x) + limsup 7; f,, (x)

t—1 t—1 t—1

liminf7; f(x) > HminfT;(f — fu)(x) + Hminf7; £(x),
de onde concluimos que

limsup7; f(x) — litrgitnfT,f(x) <limsupT;(f — f,)(x) + limsup 7; f (x)

t—ty t—ty t—to

— litrgglfﬂ(f — fn)(x) — htrg}(r)lthfn(x)

= limsup i (f — f)(x) = liminf 7 (f — ) (x).

t—ty

Assim, Ay, C Ay, . Para finalizar, usando que

limsup 7; (f = fu) (x) =liminf 7, (f — fu) (x) < 2T7(f = fu) (%),

t—1

provamos que Ay, C P = {x € X;|T*(f — fn)(x)| > %} e o resto segue identicamente ao caso
anterior. n
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3  Transformada de Fourier

3.1 Transformada em L!(R")

Definiciio 3.1.1 A transformada de Fourier de uma funcdo f € L'(R"), denotada por ﬁ é
definida como

~

FE= [ rwe=dax 3.1)
onde EER "ex-E=x &+ +x,6p

Observe que a func¢do festé bem definida, pois
F(0)e ™o = [£(x)]
e portanto, f(x)e~*% € L'(R").

Listaremos algumas propriedades da transformada de Fourier em L!(R"), as quais serdo de
grande utilidade no decorrer do trabalho. Usaremos a nota¢do f(x) — g(§ para indicar que

gd= f(§
Proposi¢do 3.1.1 Seja f € L'(R").
(i) f(x+h) — e f(cﬁ para qualquer h € R ™.

(ii) e ™ f(x) — f(é—l— h), para qualquer h e R ™.
(iii) f(ax) — a’"f(a’lﬁ, para qualquer a > 0.
o\“ o
w (3) -5 “Fa
.\ J\*“
W e (5) 76
(vi) f(Rx) — f(Rﬁ para qualquer rotagéo R.

(vii) Se g € L'(R") entdo,

| 70)s0dy = [ 1)z0)dy.
R~ Rn
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Demonstracio:

(i) Seja 7,f(x) := f(x+h). Aplicando a defini¢do de transformada de Fourier, obtemos:

W= [ wfe " Ear

Pela invariancia da integral por translacoes:

wf(§ = / T f (x— h)e 8 gy

n

= | flx+h—h)e 5y
Rn

= & f(x)e*"x'édx
Rn

_ (S,
(ii) Se definirmos g(x) = f(x)e """, entdo decorre facilmente da definigio:

8§ = [ fwe e iay

_ f(x)efix~(h+§ dx
Rn

= (& h).
(iii) Defina d,(x) = f(ax),a > 0. Aplicando a transformada a fun¢do, obtemos
Q§= [ flave4dx.
RI’L

Fazendo a mudanca de varidvel y = ax teremos que a~'dy; =dx;,i=1,....ne

dAa(& = /e_i“lyl'él---/f(y)e_ialy”'é"a_”dyn...dyl

=a™ | e ™ S ay
Rn
=a"f(a™'§

(vi) Facamos a mudanca de varidvel y = Rx. Tem-se |det(R)| = 1 e, por R ser um operador
ortogonal, (R'y,§ = (RR ~'y,R§ = (y,R&:
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Joo S @I = [ gt Eaer(Ray

= | fe ey

~

— 7(RS.

(vii) Se g € L'(R") entdio para todo & R ", g(§ é limitada:
@3 < [ ls@ldr <o

Logo / f(x)g(x)dx é integravel e podemos aplicar o teorema de Fubini:
Ri’l

/nf(x)E(X)dx = /nf(x) /Rng(y)e_iy'xdydx
= / ) / fx)g(v)e " dydx

=/ &b / fx)e™™Vdxdy

Rn

~

= [ g)f(y)dy.

R~

Se f € L'(R") ndo é necessariamente verdade que fel (R™); por exemplo, considere

~

f(x) = X(ap)(x) a fungdo caracteristica do intervalo (a,b). Se &= 0 teremos f(§ =

~

f(0) =b—a; se & 0, entéo:

= ey

e—ibé _ e—iaé
= _ T

2 _.bta 2 —~
Como | — Ee"<b3)5| = z com &£ 0 e néo é integrdvel, concluimos que | f(§| ndo é

integravel em R.
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Como podemos definir a transformada de Fourier em fungdes de L?>(R")? Em geral, nio é
verdade que se f € L*(R") entdo f € L' (R"); basta tomar como exemplo a seguinte fungio:
B 0, x€& (—oo,1]
o={ i Ve

que é quadrado integravel mas ndo € integravel. Entdo, aqui, a expressdo (3.1) ndo faz
sentido.

Na proxima secdo, estudaremos algumas caracteristicas das fun¢des de Schwartz que nos
ajudardo a definir a transformada em L*(R").

3.2 Transformada de Fourier em Espacos de Schwartz e sua extensao para funcoes em
L2(R™)

As propriedades abordadas sobre o espaco de Schwartz enfatizam o bom comportamento da
transformada neste espaco. Mostraremos que as fungdes de Schwartz sdo integraveis, portanto
a transformada estd bem definida e que ela leva bijetivamente .’ (R") em . (R"), o que ndo é
verdade em geral para as funcdes integraveis.

Definicao 3.2.1 (Multiindice) Um multiindice é uma n-upla ordenada de niimeros inteiros ndo
negativos, ou seja, é um elemento do conjunto

8:{% (OC 1,'7an)’al€{07172737"'}}'

Se o= (a0 1, ++,0) é um multiindice e x = (x1,- -+ ,x,) € R", denotaremos:
. Hx:a 1+ o,

a0

o x% =x]"x; O

..xn
c 0%=0M09®...09%.

Agora podemos definir o espaco de Schwartz:

Definicio 3.2.2 (Espaco de Schwartz) O espaco de Schwartz .# (R") é o espaco das funcéoes
C* com decaimento no infinito, isto é,

SR ={gC “(R"):[||§| @ <o paraquaisquer ofzN )},

onde ||| (p = Hxa&me ¢é uma seminorma.
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Utilizaremos a seguinte caracterizagdo para as funcdes de Schwartz:

Teorema 3.2.1 Seja f € C*(R"). Entdo f € #(R") se, e somente se,

‘l‘im XPf(x)=0, VeEN . (3.2)
X|—ro0
Demonstracao: Ver demonstragdo em [13]. |

Do teorema acima concluimos que as derivadas parciais de f vao mais rapido para 0 do que
as poténcias x*, o€ N, vdo para o infinito, quando |x| — oo

Teorema 3.2.2 Seja p € [l,0).  Entdo o espaco de Schwartz . (R") é denso em
(L2 R, [lzr)-

Demonstracdo: Sejam ¢€ . (R ") e r um nimero real tal que r > n/2. Entdo

1

19 0 = [ 4P 169] 7 s

1
= sup (1+ |x[*)"|éx P/ ———dx <o
xeﬂgﬂ( [x[%)" | ) | e TP

Concluimos, portanto, que .~ (R") C LP(IR"). Por outro lado, como C’ (R") é denso em L” (R")
(ver em [13]), teremos

LP(R") = (G (R™, [ - lr) € (Z(R2, || - [[r) € LP(R),

de onde concluimos que (-7 (R",|| - ||r) = LP(R"). |

Assim, fica bem definida a transformada de Fourier de uma fun¢do de Schwartz f por

Fg= [ fexeSax
Rn
e valem as propriedades da Proposicao 3.1.1. Estaremos também interessados em discutir sobre
a inversa da transformada de Fourier; em L' (R") também podemos descrever tal funcio (ver

em [14]), porém estamos mais interessados na teoria das distribui¢des e, portanto, iniciaremos
este estudo pelas funcdes de Schwartz.

Teorema 3.2.3 Seja f € .7 (R"). Entdo fe C”e
99f = (~)% x@f), VeEN f. (3.3)
Demonstraciao: Ver Teorema 2.2 de [13]. [ |

Teorema 3.2.4 Para todo f € /' (R") e todo € N §, 0*f € .7 (R") assim como

(@ef) =i T eaf§ &R ™ (3.4)
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Demonstracao: Ver Teorema 2.3 de [13]. [

Para provarmos a férmula da transformada inversa precisaremos ainda do seguinte Lema:
Lema 3.2.1 Sejama € C\ {0} e g(x) = e~ com Rea > 0. Entdo g§=e 1§ 2/4“(1I —1yn/2

Demonstracao: Faremos apenas a demonstracdo para n = 1 pois o caso geral segue imediata-
mente através deste. Comecemos observando que g’'(x) = —2axg(x) e, pelos Teoremas 3.2.3 e
3.2.4 obtemos: _ :

NE— s e — Lo s— S o

(&) (G=—i (g)(d= 5 (&)(§=~ ;5

oo

Observando ainda que g(0) = / e dx = (@ ~")'/2, a unicidade da solugdo do Problema

—o0

de Cauchy

nos garante que

como queriamos demonstrar.

Agora podemos demonstrar que a transformada € invertivel no espago de Schwartz e tal
inversa possui propriedades semelhantes as suas.

Teorema 3.2.5 Sejam f,g € .7 (R"). Entdo f € .7 (R"), vale a férmula da inversdo

1

/R F(e ™dE VYxeR ", (3.5)

e

[ 7e= ] r@ (3.6)

Demonstraciio: Sejam f,g € . (R"). O Teorema 3.2.3 nos diz que f € C*(R") ¢ juntamente
com o Teorema 3.2.4 e fato de que

~

@< [ = 1f 1 = 17l < 1F
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paracada o= N,

E%0PF(E =& “(~)B (P =I(~i) B (-2 E*(Bp)(d
= |(~)*B (~i)l EP )& = 1@ “(P )G
<[[9* P )l

Logo, ||| ]| l(g < oo, provando que fe LR,

Se f,g € .(R") entdo a funcio f(x)g(y)e *Y ¢ integravel em R?" para todo A€ R, pois

/n/nf(x)g(y)e—iﬂoy dydx = /Rnf(x)g(ac)dx< 0o

uma vez que f € L'(R") e g € L' (R") e é limitada.

Pelo Teorema de Fubini:

Js@aas = [ [ st dda
B / ; / ,1g(y)f(X)e"'3” dxdy

= [ )@y,
Rn

de onde segue (3.6). Vale observar que f e g sdo uniformemente continuas, logo podemos
escrever:

7(0) [ gwdx = lim [ f(x/} g)d

= lim /R 80/} f)dy
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Tomando g(x) = e~H?/2 na igualdade anterior, o Lema 3.2.1 nos d4 que

—fO)@x "2 [ eI
— £(0)(2x n/z/ ot/ V2

Rn

= (2% "f(0),

= x| Fo)y

Portanto, pelo item 1 da Proposi¢do 3.1.1, obtemos

logo

Considerando o operador

definido por

obtemos que

Ge ®Cdé=( f)V(x), VxeR"

)C

225
Por outro lado, se tomarmos g(x) = f (—x) = f(Rx) o item iv) da Proposi¢do 3.1.1 nos diz que
g(§= f(R§= f(—x) e assim podemos concluir que

— [ F(ge “ivia
Rn
= x| F(-ge G ag

=25 ™ [ B(ge 5ag
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e por fim provamos que a transformada de Fourier restrita ao espago de Schwartz possui uma
inversa. |

Teorema 3.2.6 (Teorema de Plancherel) Se f € . (R") entdo

1Az = 1122
Demonstra¢io: Tomando g = f na equacdo (3.6) obtemos

715 = [ 17Pdx= [ f70dx= [ Foieiay= [ Forftdy =171

Fica entdo provado que a transformada de Fourier restrita a . (R") é uma isometria . |

Pelo Teorema de Plancherel e pelo Teorema 3.2.5 podemos afirmar que a restricao da Trans-
formada de Fourier .7 : (Z(R"),|| - ||;2) — (- (R"),]| - ||;2) ao espago de Schwartz é um
isomorfismo de espagos vetoriais normados; portanto tanto a transformada quanto sua inversa
podem ser extendidas como operadores lineares continuos de .7 (R") = L?>(R") em L*(R"),
permitindo, assim, definir a transformada de Fourier e sua inversa em 2 (R™) por:

f=1limf  f=1limf,
k—yoo

k—boo

onde { f;} é uma sequéncia qualquer em Schwartz convergindo a f em L? (R™).

3.3 Transformada de Fourier no Espaco da Distribui¢ées Temperadas

Aliada a teoria das distribui¢des, a transformada de Fourier possui grande importancia na
teoria de equacdes diferenciais. Aqui, estenderemos as interessantes propriedades do espacgo de
Schwartz ao seu dual topolégico, denominado espagos das distribui¢des temperadas .’ (R").
Para maiores detalhes sobre os espagos referidos nesta se¢do, consutar [13].

Definicao 3.3.1 (Distribuicoes Temperadas) Dizemos que . (R ") — C ¢é uma distribui-
cdo temperada, se

a) ¥ linear;

b) ¥ continua; i.e., para qualquer {¢ ;} € S (R") com ¢; — 0 quando j — o a sequéncia
numérica (W ;) — 0 quando j — oo.

Assim, definimos naturalmente neste espago:

Defini¢iio 3.3.2 Dada v . '(R") sua transformada de Fourier & . '(R") é definida por

W= ()A), para qualquer ¢ S (R "), (3.7)



assim como sua transformada inversa é dada por
W= § paraqualquer ¢ /(R ™).
Podemos ainda definir a derivada de um distribuicao temperada:

Definicdo 3.3.3 Sejam ;e N [ e f € /' (R"). A derivada 9% f de f é o funcional

2% F(R") —C
o —(=1) #f(a%

Proposi¢io 3.3.1 Sejam @& S (R ") e . '(R"). Defina

Entdo

yeEC “(R)NS(R),
o= Yo
onde Y& ¥ '(R") é definida como YW@y = W @ para qualquer ¢g¢ /(R "), e

I*(wp=(d "ypre=w(d @ VYEN .

Demonstracao: De 3.9 ¢ 3.10 ver em [14] e de 3.11 ver em [13].

Valem também para as Distribui¢des Temperadas os seguintes teoremas:
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(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Teorema 3.3.1 Seja f € .¥/(R"). Denotando x*f o produto da fungdo ¢x) = x * com a dis-

tribuicdo temperada f, entdo

i) (%f)" =il g f;
ii) 9%f = il% (x® )",

Demonstracao: Ver em [13].

3.4 Espacos de Sobolev

Aqui faremos um pequeno resumo com as principais propriedades dos espacos de Sobolev
a serem utilizados, que no dardo a base necessdria para justificar os cdlculos que nos induzirao

ao resultado desejado.

Definicdo 3.4.1 Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev de ordem s, denotado por H*(R"),

como
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BN = (7 € /@) Il = ([ 10418 17 20 )" <4es)

Teorema 3.4.1 Para cada s € R o espaco de Sobolev H(R") é um espago de Hilbert quando
munido do produto interno

<.->pst H'(R")xH'(R") — R
(r9) <tz [ (141627 534

Definicao 3.4.2 Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Diremos que X estd imerso conti-
nuamente em Y ou que a imersdo de X em Y é continua, quando X C Y e existe uma constante
C > 0 tal que:

Ivlly <Clpv|lx, WveX.

Teorema 3.4.2 Sejam s,k € R, com k >0 e f € H'(R"). Entdo d%f € H"¥(R") para todo
natural o< k.

Demonstracao: Seja oc N ( tal que o< k e, portanto, & k < 0. Entdo, pelo Teorema 3.3.1
segue que

L A+1E 24077 2ae [ (141 2 HE 27l 2a
< [ +IE 2y g 2ae

< [ (118 217 2
Portanto 0% f € HSK(R™). |

Lema 3.4.1 Sejam a,b € [0,) e s > 0. Entdo existem constantes positivas mg e My, depen-
dendo apenas de s, tais que

mg(a’ +b*) < (a+b)° < Ms(a’ +10b°). (3.12)
Demonstracao: Ver lema 1.1 de [15]. [ |

Teorema 3.4.3 (Teorema de imersao de Sobolev) Suponha que s > k+ 5.

(@) Se f € H*(R"), entdo (d%f)" € L'(R") e || (9%f)" |I;1 < C||fllus para |@< k, onde C
depende apenas de s — k .
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(b) H*(R") estd imerso continuamente em
et (g) = { 7 € @Y lim 1 (1) =0, Ve (0,1, |
x| —o0
Demonstracao:
(a)

o7 |ag = [|eefig |ag
< [1g7 | [ag
= [ (&P (e | g | ag
< [P (14182 7 |a
< [(+1g2)™” (1+I<§ )75 | ag
= [O+1gH)" |7 |ag

< [(1+16 )75 |ac

onde a dltima desigualdade deve-se a | @< k.
Entdo, rearrumando a integral e aplicando a desigualdade de Schwartz:

Jloer@ |ag < [(+182)" |7 (dé
< [(1g) T (112 | 7eg g
<[+ 2)“41/2 ey

_ [ [+ 2)"‘%15} "\l

74 | dé] "

d&

1+ 2
zando o Coroldrio 2.1.2 e propriedades da fungdo em B, que as integrais

/ dé . / d&
A

onde B = {x € R": |x| < 1}, sdo finitas e, portanto, podemos escrever

:
/1+I<E =), 1+I4§ /Bf<1+|€f§2>“"<°°'

Considere g(§ =

1/2
Por fim, resta provar que C = / ( = ] < oo, Para isso mostraremos, utili-

1 .
———— > que ¢ claramente ndo negativa. Como s —k > n/2 > 0,
(1+1§2)
teremos

1 1

8(§] = (1+|E 2y * < 260




(b)
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(i) A desigualdade acima vale para todo &€ R "\0, em particular para &€ B €. Assim,
para todo & B ¢ temos que |g(§| < [ 207K, com 2(s — k) > n, por hipétese.
Pelo Coroldrio 2.1.2 , g € L(B°).

(i) Temos que g é uma fun¢do continua e limitada em B , portanto

dE _ _
/Bmg/BMdé_M(tB)< .

1/2

d

De onde podemos concluir que C = / W] ¢ uma constante que depende
1+

apenas de s — k, seguindo, assim, o item (a).

Iniciaremos fazendo a seguinte observagdo: se f,f € L'(R") entdo || f]l. < ||fll1 e

f= (f)v x-q.t.p. Agora, dividiremos nossa demonstracdo em dois casos:
Caso1l: k=0 R R
Teremos ||| = ||(f) Y]l < ||f]|,1 € pelo item anterior, usando ¢ O:

1A llee < ANl < ClIf ]

Caso2: k>1 -
Pelo item anterior temos que ||[0%f||;1 < C||f ||z, logo

10% flloo = |(@%F)"||ew < [10%F |1 < CIIF|l1zs-

Como || fllek= =Y. |0%]leo, concluimos que
|k

I fllcke= < (k+1)C| £l s

O Teorema 3.4.2 nos diz que % e H*¥(R"), Voe {0,1,---,k}. Como s —k > n/2
entdo f(* e CO=(R"), de onde segue que f € C**(R") e a inclusdo desejada.
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4 O Problema de Carleson para n=1

Neste capitulo daremos uma estimativa para a funcdo maximal S*(x) = sup |u(x,?)| associ-
>0
ada a solugdo u(x,t) da equagdo linear de Schrédinger com dado inicial em Espacos de Sobolev

de indice s > 1/2 dada por L. Vega em [1]. A partir desta estimativa é possivel dar uma prova al-
ternativa ao problema proposto por Carleson em [7] para indices maiores que 1/2; aqui daremos
nossa versao para esta prova.

4.1 Equacao Linear de Schrodinger em Espacos de Sobolev

Nesta secdo estudaremos a solugdo para o sistema linear

a d%u
la_(xvt) = ﬁ()@t% (xvt) S (R7R+)7 (41)
u(x,0) = f(x), xER,

onde f € H*(R) com s > 1/2. Mostraremos que o sistema (4.1) tem uma tnica solu¢do que
depende continuamente dos dados iniciais.

Vamos comecar esclarecendo o significado da derivada temporal em (4.1): vimos em 3.4.2 que

2
Vf e H (R) = —i% € H%(R).

a
Entdo, se u € H*(R) é solugdo de (4.1), deve-se ter FR € HS’Z(R); portanto, é natural requerer

que a derivada temporal exista nesta topologia, isto &,

i u(H—h})l—u(t) B (_i;_zbzt(t))

=0. (4.2)
h—0

Hs2

Teorema 4.1.1 O problema (4.1) tem, no mdximo, uma solugdo.

Demonstracao: Ver em [15]. [ |
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4.1.1 Encontrando a solucao do sistema

Vamos considerar o sistema (4.1) com dado inicial no espaco de Sobolev. Tomando a
transformada de Fourier com respeito a x em cada igualdade do sistema:

{ iou(&r) = Lu(&),
u(50)= f(§
obtemos um novo sistema

~

{a,@t)zi\i *a(én),
u(§0) = f(§,

cuja solugdo € dada por
(&) =e "EUF(S

Aplicando a transformada inversa nos dois lados da equagdo, teremos

u(x,1) = (1471 F(§) V. (4.3)

Pela Proposicao 3.3.1 a Equacao (4.3), ¢ > 0, resulta em:

u(x,t) = (87 f(x)

€ €SCrevemos

u(x,t) =S, f(x). 4.4)

Agora descreveremos algumas propriedades da familia de operadores {S;},- __, definida em
(4.4), considerando f € H*(R) . O caso geral em dimensdo n é uma aplicagdo direta do caso
em dimensdo 1.

Proposicio 4.1.1 Seja S, f(x) = (¢/l€ * F(§) V. Entdo:
i) Paratodot € R, S; : H(R) — H*(R) € uma isometria, ou seja,
1Seflls = [1.£ 1l zs-
ii) S;08 =S,
iii) So=1e(S;) ' =5_.

iv) Fixando f € H®, a fungdo ¢y : R — H*(R) definida por ¢s(t) = S;f(x) é uma fungdo
continua.



Demonstracao: Para o item i) comecamos calculando a norma de S; f em H*:

1, f :/Rn(lﬂ‘ﬁ )7 10 78] 2a

= [ (418717 2ag

= [|.f [l
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Da igualdade acima, podemos concluir que S; f estd em H*(IR) sempre que f estd, logo a fungdo

estd bem definida, e suas normas coincidem.
Para o item i1) calculamos primeiramente S, 7 f.

Spaf(x) = {07 fyv

_ {eit|<§ z(eiﬂ{ Zf)VA}v
= {elE (e )"},
Portanto,
Se4if(x) = 810 (Szf)-
Temos que

Sof(x) = {1 F}V(x) = ()" (%) = £ ().

Desta igualdade junto com a equacao (4.5) concluimos que

(St)_l _ €i(_t)A,

4.5)

e fica demonstrado o item iii). Por fim, para o item iv), mostraremos a continuidade, mas

primeiro fagamos uma observagao:

(141§ 2P°1(e" — e ) FI2 <2(1+1& 2’171,

logo, para cada ® termo da esquerda é dominado por uma func¢do integravel. Como

lim (14§ 2)%] (e — et )12 =0

t—&0

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

t—7T

lim 67(6) — 93l e =lim [~ (116 25" = € *) 20

€% i€ NP2 g5
= [ lim(1 41 21 - € ) FRag=0

de onde concluimos a continuidade.
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4.2 Estimativa da fun¢io maximal

Estamos interessados em demonstrar a seguinte estimativa forte

(fiss00r o) " <l

para o operador maximal S* f(x) associado a solu¢do da equag@o linear de Schrodinger com
dados iniciais em espagos de Sobolev com indice s > 1/2ea > 1.

Nesta sec¢do iremos demonstrar alguns resultados parciais que combinados resultam na
estimativa acima, que € nosso objetivo principal no trabalho. Gostaria de chamar atencao ao
fato de que chamaremos sempre por ¢ qualquer constante que se apresente em nossas contas.

Teorema 4.2.1 Se 0 < [k a > 1, entdo

) 1/2
[ | S| a2} <eln “6)
—u(x —_— c a2 - .
Y a ﬁ 9 (1+|x|)a —~ H231/2+ /2
= | 9P ? 1
Demonstracdao: Chamando g(x) = / —u(x,t)| dt e h(x) = —— e usando a desi-
gualdade de Holder, temos que ||gh||;1 < ||g|z=||h||1; ou seja,
ab ’ d aP 1
(oo} oo x [ee]
—u(x,t)| dt———— < / —u(x,t)| dt —_—
/oo/oo 3[3 ( ) <1+|X|)a - —o0 3ﬁ ( ) H(1+|X|)a Ll
Loc
2 = | 9P
= (a—l) /_w B—ﬁu(x,t) dt
LOO
Basta provarmos que
1/2
/Oo Zpunt)| dt < [l fll 8172402
Loo
para completarmos a demonstracao do teorema.
Vimos em (4.3) que
u(x,1) = / F(ge e 7teireqe (4.7)
R

Fazemos a seguinte mudanca de varidvel:
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e —tl/2 se &0
i 12 se &0

onde 0 < < oo,

Entao

u(x,1) :/Rf(cie s 2’e"’“'édé = %/oo"[—l/zf<rl/2)eif o7 gz

0

_%/0 T—l/zf(rl/Z)eit =72 g p
_ %/w T2 p(g1/2) i 7 g
0

+%/°° T2 p( 12 o= 4
0

Considere as funcdes

%7:—1/2f(T1/2)eix(—r1/2)7 se 0,

U(x7 j' =
0, se 0,

e

%T—I/Zf(_,cl/Z)eix(—rl/z), se 0,

V(x77: -
0, se 0.

Observe que ao tomar a transformada de Fourier inversa com relacio a varidvel t da soma U +V,
obtemos exatamente a fungdo u(x,r) e, portanto:

ux,3=U(x,3+V(x,7. (4.8)

Aplicando a igualdade de Plancherel e a desigualdade (3.12), obtemos:
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2

B
J drt

) —u(x,t)zdt 72 ;
ry: My

— [ _PPlatey Par

Sc/ PP |U(x g [Pdec / PPV (xg [Pdr
0 0

<c [ @P P arc [ P |f(-1R) P
0 0
Por fim, fazemos a mudanca de volta para &

2

o | 9B oo
|| Fputen| a <c [Cag27P 178l (280
+C [ OEHP 17 22448
<c [E 2 158 25
0
cf (;<I<t PR 2018 ) 2ag
<c [ (+ig 22 |p 2
= C”fH[z_Iz&l/z
Portanto,
1/2 ) 12
o aﬁ 2 - aﬁ
(/oo B_ﬁu(x’t) dt ) < (}scgﬂg - a—ﬁu(x,t) dt)
I
<C[fllg1r2
de onde segue o resultado. -

Chegamos, por fim, no nosso objetivo principal; a partir dos resultados apresentados anterior-
mente podemos concluir a seguinte estimativa:

Teorema 4.2.2 Seja f € H*(R) com s > a/2 e a > 1. Entdo

( / rs%n%fﬁ) " <l
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Demonstracao: SeJa < p< s. Pelo Teorema de Imersdo 3.4.3, tomando k =0 e n =1,
teremos:

| (x)] =§glo>lu(x,t)| < e, )lleo < efluaCes )| o

1

oo 2
u<x,->HH,p=(/ (1+1F 2)Plagy] zdr) . Usando o Lema 3.4.1:

a2y = [ (142 |ty 2as
<c [ (e 31 2 18 20)itx 1 Y s
— (1t 3 2 + 1 DPute ) I

2 2
= (lluGe.0) 2 + 1DPulx )11 )

onde a ultima igualdade decorre do teorema de Plancherel. Assim, pelo Teorema 4.2.1:

L5108 SC@</Z'”<X”)'2d1) T
+C/R (/Z|Dfu(x,t)|2dr>(1f#

—C[HfH 1+||f||H2;H ]

Por hipétese s > a/2, portanto s > —1 e

1£15 - < 1F N7

Resta-nos apenas tomar gle forma que 2p- 1 < s e terminamos nossa demonstragao. Lembre-

s—1/2
2

. Tomando

mos que tomamos p> 1/2; ao escrevermos p= 1 /2 + gqueremos que &
s—1/2

, teremos &> 0 e por fim 2p- 1 < s de onde segue que

2 2
1 e < M1 f s

e podemos concluir nossa estimativa. |
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4.3 O problema de Carleson, s > 1/2

Da Proposi¢do 4.1.1, temos que

lim [lu(-,1) = f(-)|lms = 0.

t—0

Desta convergéncia forte em H*(R) podemos concluir que existe uma subsequéncia u(x,1,) tal
que

lim u(x,t,) = f(x) x-q.t.p..

t,—0

De fato, como s > 1/2 > 0, temos que

lu(-52) = fllz2 < Nlu,2) = fllms =0

Portanto, como é bem conhecido da teoria da medida, existe uma subsequéncia u(x,#,) conver-
gindo g.t.p. a f. O problema proposto por Carleson diz que a sequéncia em si converge ¢.t.p. a
f quando s > 1/4. Sua demonstracao é bastante sofisticada, sendo necessaria uma base tedrica
matemadtica mais ampla do que a nossa proposta; sendo assim, daremos uma prova para s > 1/2
usando a estimativa (4.2), a qual simplifica este problema.

Iniciamos observando que podemos conduzir o teorema anterior a fim de obter a seguinte
equivaléncia:

Teorema 4.3.1 Seja g € L*(R) e a > 1. Entdo

1/2
(firewry i) <l “9)

onde Ttg(x):/w it n52< &(§

gt

Antes de comec¢armos a demonstrar o teorema provaremos o seguinte resultado:
Afirmacao: O operador

A L 2(R)— H'(R) (4.10)
,_ 8() o
o= 0= ()
tem por inversa
A7l HY(R) —  LA(R) (4.11)
fee AT = (Fas )"

e é uma isometria.
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Demonstracao: Pelo teorema de Plancherel, ambas as aplicacOes estdo bem definidas; assim,
basta fazer a composta e verificar, sem dificuldades, que uma € a inversa da outra. E mais,

lelie = 12 = [ 2+ @ | = 146)

e portanto, € uma isometria. [ |

Agora, vamos a demonstracao do Teorema:
Demonstracao: Definida a aplicagdo acima, podemos escrever

Tig(x) = Si4(x) = T “g(x) = S 4(x).

Assim, teremos
T8l 2wy = IS"& 2wy

<clla s

=clgllzm,y »

como queriamos demonstrar. [

Para obtermos o resultado de Carleson faremos a seguinte variacido do seu problema:

Teorema 4.3.2 Para toda g € L*(R, ) tem-se

im X) — = eix§ g\(é
timfig(x) = [ o

em quase todo ponto x € R.

Demonstracao: Podemos usar o Teorema 2.2.1, pois pela defini¢do 2.2.2, se a estimativa
vale, entdo o operador 7* € (2,2)-forte e pela Proposicao 2.2.1 segue que é (2,2)-fraco. Pelo
item b) do Teorema 2.2.1 o conjunto

F= {f e L% lim T, f(x) existex—q.t.p}
t—1y

dx
é fechado em L2 R,V, onde VE) = / _
(R, ¥ VE) e 0T )
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Considerando g no espago de Schwartz teremos que g é uma fungdo integravel e portanto

)~ Tos(o) =| [ eerd’ G ag [ ot B
- /:eixg (eitgz B 1) (1f(gz)s/2d§'

< [l =) g

< clg(d]

Assim,

lim |T;g(x) — Tog(x)| <lim
t—0

t—0./—

(e =) | 2 e

Como

iy (¢5'-1) =0 o (¢4 1) e <2 gy

que observamos acima ser uma funcao integravel, podemos usar o Teorema da Convergéncia
Dominada e obter

‘ B <1 S e ﬂ
lim|Tig(x) —Tog(x)| <lim | Ke 1>‘(1+52)S/2 :

= [t (e )| e
—0,

e obter a convergéncia em quase todo ponto.

Portanto se F' = {f €L?; tlg? T, f (x) existe x — q.t.p} entdo .# C F C L? e assim
0

I’=7CcF=FcI”

Dai podemos concluir, por Schwartz ser denso em L2, que para toda funcio em L?
lim |T;g(x) — Tog(x)| =0
t—0

em quase todo ponto. |

Por fim, obtemos como coroldrio a prova alternativa ao problema de Carleson.
Coroléario 4.3.1 Seja f € H*(R) com s > 1/2. Entdo

imS; f(x) = f(x) x—g.r.p.
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Demonstracao: Se f € H*(R) com s > 1/2. Entdo podemos concluir que
m LA f(x) =ToA " f(x) x—q.t.p,
t—0

e portanto
lims, £(x) = im A~ £(x) = TogA ™! £(x) = Suf (x) = /()

em quase todo ponto de x € R. |
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5  Uma breve discussao sobre outros valores do indice s e da dimensdo n

5.1 O que acontece quando 1/4 <s<1/2?

Nao sabemos se a estimativa (4.2) vale neste intervalo; mas se fosse provada a validade
desta, poderiamos usar a técnica acima, pois ela ndo depende do indice s e sim se a estimativa é
valida ou nao.

5.2 Em dimensoes maiores

O objetivo inicial deste trabalho era demonstrar a estimativa principal (4.2) para dimensodes
maiores ou iguais a 1. Perceba que falamos que o resultado de Carleson € o melhor que temos
em espacgos de Sobolev na reta; porém serd possivel demonstrar tal resultado para dimensoes
maiores? O trabalho de Vega trouxe uma grande contribuicdo para esta conjectura; se a es-
timativa de Vega for verdadeira para n > 1 entdao obtemos exatamente o mesmo resultado que
provamos na reta; ou seja, para s > 1/2 terfamos a convergéncia em quase todo ponto da solugo
da equacdo linear de Schrodinger ao dado inicial. A prova é a mesma.

Entdo, por que ndo o fizemos? Depois de muitas tentativas em entender a prova no caso
geral, em uma pesquisa a artigos relacionados encontramos um escrito por Si Lei Wang, ver
em [16], no qual o autor da contra-exemplos para os quais o Teorema 4.2.1 ndo é verdadeiro,
ficando, assim, comprometida a validade do Teorema 4.2.2 que € crucial na demonstracdo da
estimativa (4.2).

A seguir, faremos um resumo sobre os melhores resultados para o indice s para os quais o
problema de Carleson € positivo e como se resolveu o problema de Vega. Para tanto, usaremos
a seguinte afirmacao:

Afirmacao A(s): Denote por B" a bola unitdria em R”, n < 2, e B a bola unitdria na reta. Seja

S*f(x) = sup|ug(x,t)|, onde
teB

) = g [ €058 e

a solucdo da equacdo linear de Schrédinger com a qual estamos trabalhando. Entdo, existe um
numero C independente de f tal que

18" fll 28y < Clf N s (- (5.1)

A afirmacdo A(s) estd relacionada ao problema de convergéncia pontual introduzido por Carle-
. = . .- it|E 2 it|E @
son; foi estudada por vérios autores e pode ser generalizada ao substituirmos e" 4 por e" [
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a > 0 sob o sinal da integral em (4.4).

* O caso n=1. Resultados para 0 <a <1 e a > 1 podem ser achados em [17]. Por
exemplo, no caso a > 1 Sjolin [18] mostrou que s < 1/4 é necessdrio e suficiente para
A(s) ser verdadeira.

* O cason = 2. Para o caso a > 1 areferéncia é Tao, Vargas [19] para resultados recentes.
Esses sdo do tipo em que A(s) vale para s = 1/2 — &€ onde €6 um ndmero positivo
pequeno.

* O caso n > 3. Para a > 1 Sjolin [18] prova, usando suavizacdes locais, que A(s) é ver-
dadeira para s > 1/2 e n > 2. Independentemente, Vega [1] usando o caso geral da nossa
estimativa obteve o mesmo resultado que Sjolin; apds as discussdes sobre sua validade
em Si Lei Wang(1991) [16] e B. Walter(1996) [20] € possivel validar a estimativa e obter
o resultado de [18].

A relagdo entre suavizagdo local e estimativas maximais pode ser encontrada em [18] e [21].0
estudo sobre a estimativa A(s) é alvo de nossos trabalhos futuros, uma vez que para fazé-lo é
preciso o uso de uma matemdtica mais avancada.
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