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Resumo

Este trabalho tem sua motivagdo no modelo geométrico construido para aproximar o
comportamento das solugoes das equagoes de Lorenz. Simultaneamente Afraimovich em
[17] e Guckenheimer e Williams [18] construiram um modelo geométrico. Essencialmente
ele consiste na construcao de medidas fisicas e ergodicas para dois tipos de aplicagoes,
uma unidimensional que é seccionalmente expansora (piecewise expanding) e outra bidi-
mensional que contrai as folhas de uma folheacao invariante. A primeira faz uso de um
operador (operador de transferéncia) agindo no espago das fungdes de variagao limitada,
enquanto que a segunda utiliza o teorema de representacao Riesz bem como algumas outras

propriedades topologicas.



Abstract

This work has its motivation in the study of the ergodic properties of the Lorenz geomet-
ric model, constructed to approximate the behavior of solutions of the Lorenz equations.
Simultaneously, Afraimovich in [17] and Guckenheimer and Williams [18], constructed a
geometric model that mimics the dynamics of the original Lorenz equations. Here, we
build ergodic physical measures for two types of applications that arise from the Lorenz
geometric model. The first one is a piecewise expanding one-dimensional map and the
second is a two-dimensional application wich contracts the leaves of an invariant foliation.

To construct the ergodic physical measure for the one dimensional Lorenz map, we
make use of an operator (transfer operator) acting in the space of bounded variation func-
tions, while the second uses the Riesz representation theorem and some other topological

properties.
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Introducao

Estudado pela primeira vez no inicio dos anos 60 por E. Lorenz, o fluxo descrito pelas

equacgoes polinomiais

z = 10y — 10x

y = r—y—2x2
. 8

¢ = zy—3%

trouxe um impacto positivo no estudo dos Sistemas Dinamicos. A motivagao original de
Lorenz era estudar os fendmenos naturais relacionados com a previsao climatica. Tomando
conhecimento através de Saltzmann de alguns sistemas de equagoes relacionados com o
clima, Lorenz decidiu utilizar a nova tecnologia computacional, que desabrochava naquela
época, em equagoes simplificadas descritas acima dos modelos de Saltzmann.

No estudo dessas equacgoes, Lorenz se deparou com um estranho fenémeno, desconhecido
até entao, a sensibilidade as condigoes iniciais. Isso gerou a nogao de atrator estranho, que
veio a ser estudada com intensidade nos anos 70 e 80. Apesar de ser um topico relativa-
mente cléssico em Sistemas Dinamicos e de claro interesse em areas mais aplicadas, muitas
questoes relevantes so6 foram respondidas recentemente, como a existéncia de medidas fisi-
cas, e varias outras continuam em aberto.

O objetivo do projeto é estudar algumas propriedades ergédicas do modelo geométrico
de Lorenz, como a existéncia de medidas ergodicas e fisicas, para as aplica¢oes que estao
envolvidas no modelo.

Com este intuito o capitulo 1 trata da mateméatica necessaria para a construgao tedrica
dos resultados principais. Nele s@o abordados topicos de EDO, teoria da medida, teoria
ergddica. No capitulo 2 inicia-se a discussao sobre o modelo geométrico de Lorenz. A
construcao do modelo, aplicagao de Poincaré do fluxo e propriedades das funcoes coor-
denadas sao os topicos abordados neste capitulo. Veremos que a aplicacao de Poincaré,

11 11
c—=, =] X [—5, 5] \ ' — R, do modelo geométrico pode ser escrita como

P(x,y) = (f(x),9(,y)),

isto é, uma das fungoes coordenadas é unidimensional. Esta propriedade é bastante ttil
para o estudo do modelo, e dela, surgem vérias outras propriedades a respeito do modelo

geométrico. O capitulo 3 trata da existéncia de medidas ergodicas e fisicas para transfor-
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magoes expansoras por pedagos, provada pela primeira vez por Lasota e Yorke em [21].
Veremos que o nimero destas medidas que sao absolutamente continuas com relagao a
medida de Lebesgue ¢ limitado pelo ntimero de singularidades da aplicagao. No nosso
caso, uma vez que a aplicacao envolvida com o modelo geométrico possui uma tnica sin-
gularidade, teremos unicidade. A existéncia é provada usando-se o chamado Operador de
Transferéncia (ou de Perron-Frobenius). Finalizamos o trabalho com o capitulo 4. Nele
construimos uma medida ergodica e fisica para a aplicagao de Poincaré do modelo. Esta
construcao se baseia na existéncia da medida ergodica e absolutamente continua para a

aplicacao unidimensional f, do modelo geométrico e no teorema de representacao de Riesz.

0.1 Preliminares

0.1.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias

Nesta se¢do, f denotard um campo de vetores f : £ — R™ de classe C! definido no
aberto E C R™ e ¢ : [a,b] x E — E denotaré o fluxo determinado por f, onde [a,b] é o

intervalo maximal da solugao de 2’ = f(x).

Definigao 0.1.1. A wariedade estdvel W*(zx) do ponto x € E é o conjunto dos y € E tais
que tlim ¢1(y) = = analogamente, a variedade instavel W"(x) do ponto x € E é o conjunto

dos y € E tais que tlim o (y) = x.

Definicao 0.1.2. Dados dois campos de vetores f; : By — R" e fy : B — R™
e seus fluxos ¢ e ¢?, dizemos que os campos f; e fy, ou que os fluxos ¢} e ¢?, sdo
diferenciavelmente conjugados se existe um difeomorfismo g : £y — FE5, chamado de

conjugacao diferencial, tal que para todo t € R,
¢;og=gog¢,

Definicao 0.1.3. Dados dois campos de vetores f; : By — R" e fy : E5 — R™ e seus
fluxos ¢} e ¢?, dizemos que os campos fi e fo, ou que os fluxos ¢} e ¢?, sao topologicamente
conjugados se existe um homeomorfismo ¢g : £y — FE5, chamado de conjugacao topoldgica,
tal que para todo t € R,

drog=godp;

Definigao 0.1.4. Uma singularidade xq de f é hiperbdlica se todos os autovalores gener-

alizados da parte linear, D f(zg), do campo f em z, tém parte real nao nula.
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Definicao 0.1.5. Dizemos que um conjunto S C R é uma superficie imersa de classe
C! e dimensdo k se existe uma aplicacao injetora g : R¥ — R™ de classe C! tal que

g(R¥) = S e a aplicacdo linear Dg : R¥ — R™ ¢ injetora para cada r € RF.

Exemplo 0.1.1. Cada oOrbita nao compacta de f, pela unicidade e diferenciabilidade
(campo de classe C1), ¢ uma superficie imersa de classe C? e dimensdo 1, pois a trajetoria
r: R — R" & injetora, de classe C? e 2/(t) = f(x(t)) # 0. De fato, 2/(t) = f(x(t)), como

f e x(t) sao C', pela regra da cadeia temos que 2’ é de classe C' e z(t) de classe C?.

Teorema 0.1.1 (da Variedade Estavel). Seja o € E uma singularidade hiperbdlica do
campo de vetores f : E — R™. A wariedade estdvel W*(xy) € uma superficie imersa
de classe C' e o espago tangente a W*(xq) € o subespago vetorial de R™ gerado pelos

autovetores generalizados associados aos autovalores de D f(xy) com parte real negativa.
Demonstragao. Ver [15] pagina 296. O
Observagao 0.1.1. O resultado dual vale para variedade instdvel.

Teorema 0.1.2 (Hartman - Grobman). Seja g € E uma singularidade do campo de
vetores f : E — R™ de classe C' definido no aberto E C R™. Se xy € uma singulari-
dade hiperbolica, entao f em x¢ € localmente topologicamente conjugado ao campo linear
Df(zo) : R™ — R™.

Demonstragao. Ver [15] pagina 291. ]

0.1.2 Resultados de Teoria da Medida

Neste capitulo, a tripla (X, X, 1) denotara um espago de medida, onde X é um conjunto
qualquer, X a o-algebra associada e y uma medida. O simbolo M T (X, X) sera usado para
denotar o espaco das fungoes X-mensuraveis nao negativas definidas em X e tomando seus
valores em R = R U {—o00,+00}. Além disso, dado um aberto U C R" o simbolo By
serd usado para denotar a classe dos borelianos de U, em particular Bgr~ sera usado para
denotar a classe dos borelianos de R"”. Da mesma maneira os simbolos Leby e Lebgn (ver
[3] pag. 239 para esta definigao), serdo usado para denotar a classe dos conjuntos Lebesgue
mensuraveis de U e de R" respectivamente.

Agora apresentaremos algumas propriedades técnicas sobre conjuntos que serao usadas
algumas vezes nesta segao.

Sejam X uma o-algebra e (A4,) C X uma sequéncia arbitraria. Entéo existe:
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1. uma sequéncia (Ey) C X crescente By C Ey C --+ C E, C --- tal que U b, = U Ay
k=1 n=1

2. uma sequéncia (Ey) C X decrescente £y D Fy D -+- D Ep D -+ tal que U b, = U Ay
n=1 n=1

3. uma sequéncia (Fy) C X tal que F,,, N F,, = () paran # m e U F, = U Ay
k=1 n=1

k
Demonstracao. 1. Defina Fj, = U A,, desta maneira construimos os termos da sequén-

n=1
cia (Ey) procurada;

2. Defina E), = U Ay
n=~k

3. Dada uma sequéncia arbitraria (A,) construa a sequéncia encaixada do item 1.. A
partir dela defina Fj, = E, \ Fy_; onde Ey = 0;

O]
Proposicao 0.1.1. Seja (X, X, ) um espaco de medida.

1. Se (A,) C X € uma sequéncia crescente, entio [ (U An) = lim p(A4,);

n=1

2. Se (A,) C X € uma sequéncia decrescente e p(A,,) < 0o para algum ng , entio
M (ﬂ A") = lim p(Ay);
n=1

Demonstracao. 1. Defina a sequéncia (Ey) por By = Ay e Ey = A\ Ap_1. Esta

sequéncia ¢é disjunta e vale

U B = A
k=1 k=1

n
além disso temos que U E, = A,. Assim
k=1



0.1. PRELIMINARES 5

(09) (0

2. Defina A = ()72, 4, e seja A, tal que u(A,,) < oo B, = A, \ A, para n > ny.
Entdao B, C B,.1 para todon > nge |Jo- B, = A,, \ A. Portanto, usando a

n=ng

propriedade anterior e o fato de u(4,,) < oo, temos

(Ang) — (A) = p(An, \ A)
(i
= limu(B,)

= limu(A,, \ 4,)
= limp(A,,) — lim p(A,)

= p(Ang) — hran (1(An).

Consequentemente p(A) = lim, p(A,).
[

Teorema 0.1.3 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,), uma sequéncia mond-

tona crescente em M™ que converge para f pontualmente. Entdo

/ fdp = lim / jm (1)

Demonstracao. Uma vez que f é o limite de fungoes mensuraveis temos que f é mensu-
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ravel(ver [2], pagina 12, corolario 2.10). Como f,, < fn,41 < f temos que

[ < [ fusdu< [ gan

para todo n € N n > 1. Portanto

lim/fnd,u < lim/fdu.

Agora considere 0 < a < 1 e seja ¢ uma funcao simples e mensuravel satisfazendo 0 <
p < f. Seja
An ={z € fulz) > ap(z)},

assim A, € X, A, CA,1e X = U A,. Entao vale a seguinte desigualdade

n=1

/A agdy < /A fuln < [ fuis )

Uma vez que a fungéo de conjunto definida por A(E) = [}, ¢du para todo mensuravel

E € X ¢ uma medida e sequéncia (A,,) ¢ encaixada com X = U A,, temos que

/gpd,u:lim/ wd|t.
An

tomando o limite em (2) encontramos a relagao

e / edp < lim / Jndp
/ edp < lim / Sndt.

Além disso, como ¢ é uma fungdo simples arbitraria em M™ satisfazendo 0 < ¢ < f

/ fdp = sup / edp < lim / Jndp.
©

Unindo este fato com a desigualdade oposta obtida inicialmente obtemos (1). ]

n=1

e fazendo o — 1 obtemos

concluimos que
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Lema 0.1.1 (Lema de Fatou). Se (f,)n € uma sequéncia em M*(X,X), entao

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

Demonstracao. Seja g, = inf{f, fms1, -}, assim g,, < f,, sempre que m < n. Portanto

/%WS/%@ m <n,
/gmdugliminf/fnd,u.

Uma vez que a sequéncia (g,,) é crescente e converge para o liminf f,, aplicamos o

logo

teorema da Convergéncia Monotona para obter

/liminffnd,u = /gmd,u (3)
< liminf/fndu. (4)

Teorema 0.1.4 (da Convergéncia Dominada). Seja (f,)n, uma sequéncia de fungoes in-
tegraveis que converge pu-qtp para uma funcao real mensurdvel f. Se existe uma fung¢dao

integravel g tal que | f,| < g para todo n, entao f € integravel e

/fd,u = / lim f,dy = lim /fnd,u.
Demonstragao. Seja E = {z|f,(z) /= f(z)}. Inicialmente, vamos supor que a convergén-
cia é em todo o conjunto. Feito isso, basta aplicar o resultado a sequéncia g, = f,xEe
convergindo para g = f,xge. portanto, suponha que (f,,) converge para f em todo ponto.
Uma vez que |f,| < g temos que |f| < |g| portanto f é integravel. Uma vez que g+ f, > 0

aplique o lema de Fatou para obter
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/gdu+/fdu = /(g+f)du

= /lim (9 + fn)dp
= /liminf (9 + fo)dp
< /lim inf (g + fn)du

< liminf/(g+fn)d,u

= liminf (/gdu+/fndu)
= /gdu—i—liminf/fnd,u,

/fd,uﬁ liminf/fnd,u.

Agora fagamos a mesma coisa para g — f,, pois g — f,, > 0,

/gdu—/fdu = /(g—f)du

= /ﬁm(g—fn)du

_ /liminf (g — F)dn
< / liminf (g — £,)dp
< liminf/(g—fn)d,u

= liminf (/ gdy — /fndu>
= /gdu+liminf—/fndu
= / gdp — limsup / fndpt,

donde
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donde
limsup/fnd,ug/fd,u. (14)
Portanto
limsup/fndug/fd,uSliminf/fndu, (15)
donde

/ f = lim / Fudy.

Definigao 0.1.6. Uma sequéncia de fungoes reais mensuréveis (f,,) é dita convergir em

]

medida para uma funcao real mensuréavel f se

lim p({x € X :|f(z) = fu(z)| = }) = 0 (16)

n—:aoo

para todo @ > 0. Uma sequéncia de fungoes reais mensuréaveis (f,,) ¢ dita Cauchy em

medida se

dim e ({o € X : |fn(2) = ful@)] 2 a}) =0 (17)
para todo a > 0.

Teorema 0.1.5. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes reais mensurdveis que é Cauchy em
medida. Entao existe uma subsequéncia que converge pu-qtp e em medida para uma fungdo

real e mensurdvel f.

Demonstracao. Considere uma subsequéncia (gx) C (f,) tal que o conjunto Ey, = {x|gxs1(x)—
gr(x)] > 27F} & tal que p(Ey) < 27%. Seja Fy, = 52, E tal que Fy, € X e pu(Fy) < 2~ (k=1),
Sei>k>jeux¢ Fy, entdo

9:i(x) — g;(x)] < |gi(x) — gima(@)| + -+ + |gj41(x) — g;(2)] (18)
1 1 1
< o +”'+§<_2j71' (19)

Seja F' = (,—, temos que F' € X e u(F) = 0. Segue-se que (g;) converge em X \ F.
Defina f por
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0 se zeF '

f(x):{limgj(x) se ©¢F

entdo (g;) converge pu-qtp para a fungao real mensuravel f. Fazendo i — oo em (4),

concluimos que se j > k e x ¢ Fj, entao

1
2k—1'

1
£@) = g5(0)] £ 55 <

Isto mostra que a sequéncia (g;) converge uniformemente para f no complementar
de cada Fj. Para ver que (g;) converge em medida para f, sejam « e € numeros reais
positivos e escolha k suficientemente grande tal que u(F}) < 2=~V < inf (a,€). Se j > k

a desigualdade acima mostra que

{reX:|f(@)—g(2)l 2a} C {zeX:|f(z)-gix) 227"}
C Iy

Além disso, p({x € X : |f(z) — g;(x)] > a}) < p(F)) < € para todo j > k e portanto (g;)
converge em medida para f. ]

Definigao 0.1.7. Seja (X,X) um espago mensurdavel. Uma carga é uma fungao real A

definida em uma o-algebra X tal que:

L. A(D) = 0;

2.\ < An> = Z)\(An) para toda sequéncia (A,) C X onde os A,, sdo conjuntos
1

n=

disjuntos;

n=1

3. Se A= (U An>, onde a sequéncia (A4,) C X é disjunta, entdo a série Z AA,) é
n=1

n=1
[eS)

absolutamente convergente, i.e., E IA(A,)] < +oo.
n=1
Observacao 0.1.2. Observe que, por definicao, uma carga nao assume 0s “valores” 400
e —oo. Além disso, no item 3, se isto nao fosse verdade a carga nao estaria bem definida,
uma vez que pelo teorema de Riemann, poderiamos reordenar os termos da série de modo

que a soma daria qualquer niumero real.
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Definicao 0.1.8. Seja A uma carga em X. Um conjunto P é dito ser positivo com relagao
a Xse A(ENP)>0para todo E € X. Por outro lado, um conjunto N ¢é dito ser negativo
com relagao a A se \(ENN) < 0 para todo F € X. Um conjunto M é dito ser um conjunto
nulo para A se A(E N M) = 0 para todo F € X.

Observe que a uniao de conjuntos positivos é positivo. De fato, sejam P;, P, dois

conjuntos positivos e F € X. Seja P = P; U P, e observe que

EnP = (PNE)U(PNE)
= (PANE)U([PAN(RNE)UIPfN(PNE))
= (ANE)U[PN(RNE))U[PIN(RNE)
= [(PANE)UP)N(PNEYU(P,NE)]U[PN(PNE)]
= [PN((PANEYU(BNE)U[(PFNE)N P,

Uma vez que esta tltima uniao é disjunta temos

AMENP) = AMAN((ANE)U(RNE)]U[(PINE)N B
= MBENn((ANE)U(RNE)]) +A((PFNE)N R
> 0

pois P, e P, sao positivos.
Feito essa observagao, podemos enunciar o teorema de Decomposicao de Hahn que sera

a base para a prova do teorema de Radon-Nikodym.

Teorema 0.1.6 (Teorema de Decomposi¢cao de Hahn). Seja A uma carga em X entao
existem conjuntos P e N tais que X = PUN e PN N = 0 tal que P € positivo ¢ N ¢

negativo com relacao a .

Demonstracao. Seja P a classe de todos os conjuntos positivos. P é nao vazia, uma vez

que § € P. Sejam o = sup {A\(A) : A € P} e (A,) C P uma sequéncia de conjuntos tais que
oo

a=lim\(A,)eseja P = U A,. Uma vez que a uniao de conjuntos positivos e um conjunto

n=1
positivo, a sequéncia (A,,) pode ser escolhida de modo que seja monotona crescente, pois

podemos definir uma nova sequéncia de positivos com estas mesmas propriedades fazendo

E, = Ui:l A,,. Suponha que isto foi feito! P é positivo para A pois
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AMENP) = MEN G An)

A(G ENA,)

= lmA(ENA,)
> 0

visto que todos os termos da sequéncia sao maiores ou iguais que zero. Além disso temos
que o = lim A\(A,,) = A(P) < 0.

Agora seja N = X \ P. N e P serao os nossos candidatos para formar a decomposigao.
Para mostrar que eles de fato formam a decomposicao procurada devemos provar que N
é negativo, pois ja foi mostrado que P é positivo e as outras propriedades (X = PUN
e NN P = () sdo obvias. Facamos isto por contradi¢ao supondo que esta afirmacao é
falsa. Entao existe um mensuravel £ C N tal que A(E) > 0. E nao pode ser um conjunto
positivo, pois caso contrario F'U P seria positivo e teriamos A\(EU P) = A\(E) + A(P) > «,
contradizendo a definicao de o. Entao F contém um conjunto de carga negativa. Seja ng

o menor natural tal que E contém um conjunto F; com A(FE;) < —. Agora observe que
nq

NE\ E)) = ME) — ME)) > A\E) > 0.

Portanto E'\ E; nao pode ser um conjunto positivo pois se P, = P U (E'\ E}) temos que
P, é positivo e A(Py) = A(PU(E\ E1)) = A(P)+ A((E'\ E1)) > a contradizendo mais uma
vez a defini¢do de a.. Portanto (E \ Ej) contém um conjunto de carga negativa. Seja ng

o menor natural tal que £\ E; contém um conjunto mensuravel E, tal que \(Es) < .

N2
Mais uma vez, como antes, F \ (E; U F3) nao é um conjunto positivo, assim nos tomamos

-1
o menor natural ng tal que E \ (E; U E») contém um mensuravel E5 tal que A(F3) < —.

ns

Repetindo este argumento, seja n; o menor natural tal que existe um mensuravel Ej C

EiNEyN---NEg_1 com A\(E) < —— . Assim nés encontramos uma sequéncia disjunta
ng
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o0

1
(Ex) de conjuntos mensuraveis tais que A(Ej) < ——. Seja F' = U E}, assim temos
N
k=1
[e.e] o0 1
AF) = ;)\(Ek) < —;n—k <0.

1

Visto que as cargas nao assumem —oo, temos que esta tltima série converge e que — — 0.
M,

Seja G um subconjunto de E'\ F', como este conjunto ndo pode ser positivo tome G C E\ F’

tal que A(G) < 0. Para k suficientemente grande temos que A(G) <

1 contradizendo
o fato de que ny é o menor natural tal que existe um Ey C E\ By N EyN---N Ey_; tal
que \(Ej) < —nik. Consequentemente todo mensuravel G C E \ F deve ter A(G) > 0.
Portanto £\ F' ¢ um conjunto positivo para \. Uma vez que \(E'\ F') = A(E) — A(F) > 0,
concluimos que P U (E \ F') é um conjunto positivo com carga excedendo «, o que é uma

contradigao. Portanto N = X \ P é negativo para A e a decomposigao foi obtida. O

Definigao 0.1.9. Seja A uma carga em X e sejam P e N uma decomposi¢ao de Hahn para
A. A wvariacao positiva e variacao negativa de X, sao as seguintes medidas finitas, definidas

respectivamente por

ANE)=AENP) XA (E)=-AENN)

para todo mensuravel F € X. A wvariacao total de A é a medida finita definida por
A(E) = AT(E) + A (B).

O lema seguinte torna bem definida a defini¢ao acima. Isto ¢, mostra que as variagoes
positiva e negativas de A nao dependem da decomposicao de Hahn escolhida. Devido a
importancia secundaria de AT, A\~ neste texto, a demonstracao do referido lema nao foi

dada. Porém, o leitor que se interesse pode consultar [2], pagina 82, lema 8.3.

Lema 0.1.2. Sejam Py, N1 e Py, Ny duas decomposicoes de Hahn para A e E € X. Entao
MENP)=XNENPF) e MNMENN)=ANENN,).

Definigao 0.1.10. Uma medida A\ em X é dita ser absolutamente continua com relagao a

medida u em X se quando E € X e p(E) = 0 implica que A(E) = 0. Denotaremos este
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fato por A << pu. Uma carga A é absolutamente continua com relagao a carga p quando a

variagao total |A| de A for absolutamente continua com relagao a |u|.

Observagao 0.1.3. Sempre que a medida p da definicao acima estiver subentendida e nao
houver perigo de confusao, diremos apenas que \ € absolutamente continua. Em geral,

neste texto, usaremos este termo quando p for a medida de Lebesque m.
Teorema 0.1.7 (Radon-Nikodym). Sejam A e p medidas o-finitas definidas em X e
suponha que A << p. Entdo existe uma fungao f € MT(X,X) tal que
ME) = / fdu, EeX. (20)
E
Mais ainda, a fungao f € unicamente determinada p-qtp.

Demonstracao. Suponha inicialmente que as medidas A e p sao finitas. Seja ¢ > 0, P(c) e
N(c) a decomposi¢ao de Hahn de X para a carga A — cu. Se k € N considere a seguinte

sequéncia de conjuntos mensuraveis

k
A1 =N(c), A =N((k+1o)\|J4;
j=1
Agora observe que os conjuntos A, k € N sao disjuntos e
k k
N(je) = | A4;.
J=1 J=1
Segue-se
k—1 k-1
Ay = N(ke)\ | N(je) = N(ke) n () P(jo).
j=1 j=1

Consequentemente, se £ ¢ um subconjunto mensuravel de A entdo £ C N(kc) e E C
P ((k —1)c), portanto

(k= De(E) < M(E) < ken(E). (21)

Agora defina o conjunto B por

B=x\J4, =) PGe)

Jj=1
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assim teremos que B C P(kc) para todo k € N. Isto implica que
0 < keu(B) < AB)A(X) < 0

para todo k € N, portanto p(B) = 0. Uma vez que A << p, concluimos que A\(B) = 0.
Defina f, por:

) (k=1)c se x€ Ay
fc(x)_{ 0 se z€B

Dado um mensuravel E temos que E, é a unido disjunta, £ = (ENB) U (EN Ag),
k € N, portanto segue-se de (2) que

[ atw<xE) < [ ot s [ ot cutx).

Agora faga ¢ = ¢,, = 27", n € N, e obtenha a seguinte sequéncia f. de fungoes

Defina f, por:

) (k=1)27" se wE A
fcn(x>_{ 0 se z€B
Dai concluimos
[ fesdi <XE) < [ fosdi 2 () (22)
E E

para todo n € N. Seja m > n, e observe que

/ Fodi < A(E) < / fordpi+ 27 u(X)
E E

/ Fondi < A(E) < / Fordpi 27" u(X)
FE E

o que implica em

para todo E € X. Seja E o conjunto dos pontos onde o integrando é positivo e negativo.
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Desta forma concluimos que

/E.fn - fmdﬂ‘ < 27" (X)),

sempre que m > n. Logo f. converge em medida e em média para uma funcao f. Uma

vez que f., € M, pelo teorema 1.4 podemos supor que f € M. Mais ainda,

/Efcndu—/Efdu‘ S[EIfcn—fldué/lfcn—fldu,

portanto através de (3) concluimos

NE) =tim [ fodu= [ fin

para todo F € X. Isto completa a prova da existéncia no caso em que A e y sao medidas

finitas. Agora provemos a unicidade pu-qtp de f. Com este intuito, suponha que f,h € M™*

NE) = [ fau= [ nau

para todo E € X. Decomponha X como unido dos conjuntos E; = {z|f(x) > h(x)} e
Ey = {z|f(z) < h(z)}. Assim

e que

/If—h!du: F—hldut [ b= fldp

Ey Es

- /f—hd/mL/ h— fdu
Ey Es
= 0.

Portanto f = g pu-qtp. Agora suponha que A\ e u sdo medidas o-finitas. Seja (F,) uma
sequéncia de subconjuntos tal que E, C FE,,; para todo n € N tal que u(E,) < oo,
A(E,) < 0o. Use o resultado anterior para obter uma fungao h,, definida em E, tal que

hy, = 0 no complementar de E,, e A\(E) = fE hndp. Sen < m entao X, C X,, e isto implica

/hnd,u:/hmdp
E E

para todo mensuravel £ € X,,. Pela unicidade de h, temos que h,(z) = hy,(x) p-qtp

que
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x € E, sempre que n > m. Agora defina f, = sup{hi,ho, -+, h,}. Assim (f,) é uma

sequéncia monotona crescente em M™ e seja f = lim f,,. Se ' € X entao

NENE,) = /Efndu.

Uma vez que (E N E,) é uma sequéncia crescente de conjuntos cuja uniao ¢ E segue-se do

teorema da Convergéncia Mondtona que

AME) = limA(ENE,)

-t s
= /E fdu.

Para mostrar a unicidade de f o raciocinio é exatamente o anterior. O

Definicao 0.1.11. Sejam p e A medidas o-finitas tais que A << p. Entao a funcao f tal
que A(E) = fE fdp sera camada de derivada de Radon-Nikodym de A\ com relagao a p.

Observagao 0.1.4. Neste texto, frequentemente usaremos a expressao X = fu para indicar
que f € a derivada de Radon-Nikodym de \ com relagao a p. Portanto quando definirmos

uma medida A por X = fu queremos dizer que, para um conjunto mensurdvel E, \(E) =

[ fdp.

Seja (X, X, u) um espago de medida, (X', X’) um espago mensuravel e f : X — X’
uma fun¢ao mensuréavel. A seguinte definigao é do que vem a ser uma medida induzida em

(X', X') por uma aplica¢do mensuravel f cujo contradominio é X".
Definicao 0.1.12. f %y : X’ — R definida por

fruE) = p(f~(E))
é chamada de medida tmagem de p por f.

Teorema 0.1.8 (Teorema de Mudanga de Variavel). Seja (X, X, 1) um espago de medida,

f: X — X" uma funcao mensurdvel e f * u a medida imagem.

a) Seja g: X' — R uma fungio mensurdvel ndo negativa. Entdo
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//gd(f*u)z/XQOfdM;

b) Uma funcdo mensurdvel g : X' — R ¢ f * p-integrdvel se, e somente se, go f ¢

p-integrdavel e neste caso vale

[ ot = [ go s

Observagao 0.1.5. Observe que no item b) nao exigimos que g > 0. Além disso, exigimos

apenas a mensurabilidade de f, o que mostra o nivel de generalidade da iltima (11).

Demonstragio.  a) Seja A’ € X'. Analisemos primeiramente o caso em g = x4 fungao

caracteristica do conjunto A’.

| xwdtr e = )
= ()
= /XXfl(A’)d,u

= /XA’Ofd,U
X

O resultado se estende, sem dificuldades técnicas, para fungoes simples, e por isto,
omitirei esta parte. Para o caso mais geral considere uma sequéncia (g,) de fungdes

simples tal que 0 < g, < gny1 < g Vn € N tal que g, — g. Entao

[ adrem = /X lim g, d(f + 1) (23)

;. n

= lim . gnd(f * p) (24)

= 1 Lo fd 25
im /X gn o fdu (25)

= /limgnofd,u (26)
X n

~ [ gesan 1)
X
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onde, nas implicagoes (23) = (24) e (25) = (26) foi usado o teorema da Con-

vergéncia Monoétona.

b) Decomponha g em sua parte positiva e negativa, i.e., escreva g = g* — ¢~ onde

g" (x) = sup{g(x),0} e g~ (z) =sup{—g(z),0}.

Assim, tome sequéncias ¢ T g" e g, T ¢, temos assim
/ gd(f xp) = / 9" —gd(f *p)

= /,g+d(f*u)—/X/g‘d(f*u)
= /llimgid(f*u)—/,ng;d(f*u)

= lim/g;{ofdu—lim/gnofdp
X X

= [ gtofdu— | g~ o fdu
Joor s,
= [ g0 s

O

Definigao 0.1.13. Dada uma aplicagao f : X — X onde (X, X, pu) é um espago de
medida. Dizemos que f preserva medida pu se u(f~*(A)) = u(A) para todo A € X. Neste

caso, dizemos também que u é f-invariante.
Um resultado imediato, mas que sera usado muitas vezes é o
Corolario 0.1.1. Seja f mensurdvel, entao p € invariante por f se, e somente se fxu = .

Demonstracao. Se p é f-invariante, entao dado A € X
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fru(A) = p(f(A) (28)
= /Xfl(A)dM (29)

— [ xaesiu (30)

= [ ad(s (31)
=[x pu(A), (32)

onde (30) = (31) pelo teorema de Mudanga de Variavel. Logo f*u = p. Reciprocamente,
se A € X entao f * u(A) = pu(A) implica em u(f~1(A)) = u(A) pela definigao de f * p.
Concluindo a prova da proposigao.

]

Definicao 0.1.14. Seja U C R” um aberto e g : U — R" uma funcao, dizemos que g é
localmente lipschitziana ou localmente Lipschitz se para todo x € U existe V, vizinhanca

de x e uma constante C,, tal que

Voox,y € Ve, lg(y) — 9(2)] < Caly — 2.
Proposicao 0.1.2. Seja g : U — R" localmente lipschitziana. Se A € Leby € tal que
m(A) =0, entdo g(A) € Leby e m(g(A)) = 0.

Demonstracao. Uma vez que todo aberto é uma reuniao enumeréavel de compactos e m é
uma medida, faremos a suposicao que existe um compacto K tal que A C K. Para cada

x € K, existe uma vizinhanga V, de x e uma constante de Lipschitz C,, tal que

V o oy,zeVy,  |g(x)—gW)| < Colz -yl

Como K é compacto podemos tomar um ntmero finito dessas vizinhancas V,,,---,V,, e

Y Im

m
um nimero finito de constantes C,, , - - - ,C,, com K C U Vi,-Seja C = max{C,,, -+ ,Cy, }.

=1
Dado € > 0 seja G aberto tal que A C G e m(G) < e. Para cada © € A seja Q(z) o cubo
com centro em z tal que Q(z) C G e Q(z) C V,, para algum i. Se y € Q(z)



0.1. PRELIMINARES 21

IN

Cly — |
< Cr(Q(z))vn

l9(y) — g(z)|

IA

onde 7(Q(x)) ¢ o raio (semi-lado) de Q(z). Se Q(g(z)) denota o cubo de centro g(z) e
raio (semi-lado) Cr(Q(x))\/n, temos que

9(Q(x)) C Qg(x)).
Agora usaremos o seguinte lema cuja demonstracao pode ser encontrada em [20] pag. 158
proposigao 7.3.1 (olhe também a observagao da péagina 163).

Lema 0.1.3. Seja J a colecao de todos os cubos fechados com centro na origem de R™. Se
Q € J indicaremos Q(x) = x + Q. Suponha que A € limitado e para cada x € A associe

um cubo Q(z). Entdao existe uma sequéncia de pontos {x;}; € A tais que

1. Ac|JQ(x));

Jj=

2. todo ponto de U Q(x;) pertencem no mdzimo a4 conjuntos dos Q(z;), i.e., Z XQ@,) < 4"

j=1 j=1

Portanto, pelo lema, existe uma subfamilia de {Q(x)},ca, digamos {Qy }ren tal que

KCUQk e ZXQk§4n.
k=1 k=1

Portanto temos
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A
(]
3*
Y
S

IN
]

3*

3

IN I IA
2R Q
Q Q =
:31\3\:
U
mﬁgﬁi
IR

Como € é arbitrario, temos que m*(g(A)) = 0 ou seja g(A) € Lebgn € m(g(A)) = 0.
Um resultado bastante conhecido, assim como sua demonstragao, que pode ser encon-

trada em [6] ¢ a

Proposigao 0.1.3. Seja g : U — R"™ uma funcio de classe C' definida num aberto

U C R". Entao g € localmente lipschitziana.
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Agora segue o resultado conhecido como “férmula de mudanca de variavel”. Sua demon-
stragdo pode ser encontrada em [3] (pag. 338) ou em [20] (pag.178). Esta versao ¢ pre-
cisamente a encontrada em [20] (pag.178), porém [3], trata este teorema de maneira mais
detalhada, como por exemplo, separando o caso linear do nao linear, bem como alguns

outros detalhes.

Teorema 0.1.9 (Formula de Mudanca de Variavel). Seja f : V — W uma bijecao C*
de um aberto V de R™ numa aberto W de R™ Df(x) # 0 para todo x € V. Entdo valem:

a) Se ECV éum conjunto Lebesque-mensurdvel, entio f(FE) é um Lebesque-mensurdvel

e

m(f(E)) = [E D f|dm.

b) Sege L*(W), entdo (go f)|Df| € LY(V) e

/ngmz/V(QOf)\Df\dm-

Demonstracao. UJ

Teorema 0.1.10 (Teorema de Diferenciacao de Lebesgue). Se f é m-integrdvel em R™.

Seja Q(x,r) um cubo de centro x e semi-lado r > 0. Entdo

- 1
lim Q) /QW) fly)dy = f(x) m — qtp.

Teorema 0.1.11 (Teorema de Densidade de Lebesgue). Seja A um conjunto mensurdvel
em RY. Seja, para cada x € A, {I,(x)}, uma sequéncia de intervalos fechados tais que

I,(x) — x. Entao
m(L,(x) N A)
To(L(1) — X4 m—qtp.

Se f é m-integrdavel em R™. Seja Q(x,r) um cubo de centro x e semi-lado r > 0. Entao
i o [ fwdy = 1(@) t
im ———— y)dy = f(x) m — qtp.
r—0 m(Q(ZE, T’)) Q(z,r)

Outro teorema bastante usado neste texto é o famoso

Teorema 0.1.12 (Teorema de Fubini). Sejam (X, X, pu) e (Y,Y,v) espagos de medida o-
finitos, T = puxv a medida produto em Z = X xY de p porv. Se a fungiao F em Z = X XY
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em R € integrdavel com respeito a 7, entio as funcgoes reais f : X — R eg:Y — R,

definidas por

f(l‘)Z/YFde, g(y)Z/XFydu

possuem integrais finitas e
/ fd,u:/FdW:/gdu.
X z Y

/XUym}duzfzmw:/y{/xpdu}du

Agora enunciaremos um teorema cuja demonstracao e detalhes podem ser vistos em

Em outras palavras

[19]. Para isto, vamos relembrar algumas defini¢des necessarias.

Defini¢ao 0.1.15. Um espago topologico (X, 7) é dito ser localmente compacto se todo

ponto de X possui uma vizinhanca cujo o fecho é compacto.

Definigao 0.1.16. Um espago topologico (X, 7) é dito ser Hausdorff se dados dois pontos
distintos x,y € X, existem vizinhancas V, e V,, tais que z € V,, y € V, e V. NV, = 0.

Teorema 0.1.13 (de Representagao de Riesz). Se X € um espago topoldgico localmente
compacto e Hausdorff, entao todo funcional linear limitado e positivo, ®, definido em

Co(X,R) € representado por uma inica medida boreliana regular u, no sequinte sentido:

of = [ fdy
para toda f € Co(X,R). Além disso || f|| = p(X).

Topologia no Espaco das Medidas

Nesta secao, sera construida uma colecao de subconjuntos do conjunto das probabil-
idades borelianas definidas numa variedade compacta M. Este espaco de medidas sera

denotado por
S(M).

Tal colecao satisfaz os axiomas de espacos topologicos.
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A Topologia fraca*

A ideia intuitiva de proximidade entre duas medidas é se elas dao origem a integrais de
fungoes continuas proximas. Para tornar esta ideia precisa temos a seguinte definicao do

que vem a ser uma vizinhanca nesta topologia.
Definigao 0.1.17. Dada uma medida p € §(M ), um conjunto finito F' = {¢1, ¢, ,dn}

de fungoes continuas ¢; : M — R e um nimero € > 0, definimos

Vin R0 = (e s0n s | [ oan— [ < v o)

Portanto, as vizinhancas da topologia fraca® sao definidas desta maneira, e variando o
conjunto F' e o nimero ¢, temos toda a colecao, onde cada vizinhanga de uma medida p é
denotada por V(u, F€).

A proposicao seguinte caracteriza a convergéncia de medidas neste espaco.

Proposigao 0.1.4. Uma sequéncia (pn)nen C S(M) converge para a medida p € S(M)

na topologia fraca™® se, e somente se,
/gbd,un — /gbd,u para toda funcao continua ¢ : M — R.

Demonstracao. Tome uma fungdo continua ¢ : M — R e defina o conjunto F' = {¢}.

Como p,, — p temos que dado € > 0 existe um ng tal que p, € V(u, F,¢€). Isto significa

]/mm—/mM

Ou seja, [ ¢dpu, converge para [ ¢dpu.
Reciprocamente, suponha que f ¢dpu, converge para f ¢du para toda fungao continua

que

< €.

¢, entdo dado qualquer F' = {¢y, ¢a, -+ , N} € €, existe um ny tal que p, € V(u, F,€) para

n > ng. Com efeito, se F' = {¢1, ¢2, -+ ,dn} entdo para cada j existe n; tal que

‘/ijd#n —/¢dﬂ

Dai, tome ng = max{n,--- ,ny}. ]

<€ paratodo n>n,;.

Outra caracterizagao da convergéncia de medidas é dada na seguinte proposi¢ao (para

consultar a demonstragao veja [1]).
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Proposicao 0.1.5. Assuma que a sequéncia (u,) converge para a medida v na topologia

fraca™®. Entao

1. limsup p,(K) < p(K) para todo conjunto compacto K C M;

n——:aoQo

2. liminf p,,(U) > pu(U) para todo conjunto aberto U C M ;

n—-—aoo

Proximo passo serd mostrar a metrizabilidade e a compacidade deste espago. Usaremos
o lema seguinte, onde C°(M) denotara o espago métrico das fungoes continuas ¢ : M — R

cuja métrica é a da convergéncia uniforme:

d(p1,p2) = sup|p1(x) — @ao(x)| : x € M.

Lema 0.1.4. Se M ¢é um espago métrico entao C°(M) € separdvel, isto €, possui subcon-

Jjuntos enumerdveis e densos.
Teorema 0.1.14. S(M) munido da topologia fraca * é metrizdvel e compacto.

Demonstragao. Usamos o lema 1.2 para tomar um subconjunto F = {p,, : n € N} enu-
merével e denso na bola unitéria de C°(M).

Agora dado um par de medidas (p, u12) defina

/ Ondpn — / Ondpn

Vamos mostrar que esta expressao estd bem definida e é uma métrica em 8(M). Para

. (33)

=1
d(pr, p2) = Z on
n=1

isto, lembre que as fungoes ¢, estdo na bola unitaria, de modo que sup |p,| > 1 e que
as medidas p; sao probabilidades, o que implica na limitacao do termo geral da soma por
227" e consequentemente, pelo teste de comparagao, na convergéncia de (33).

Agora, para comprovarmos que esta expressao ¢ uma métrica precisamos mostrar
Lo d(py, p2) = 0 <= g = po;

2. d(py, o) > 0 <= py = po;

3. d(p, p2) = d(pa, p);

4. d(p, p2) < d(p, ps) + d(ps, pi2)-
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Entretanto, o tinico axioma nao trivial para se provar é o 1.. Vamos prova-lo. A
hipotese de d(p1, o) = 0 implica que [ ,dur = [ pndps para toda ¢, € F. Como para

cada elemento ¢ na bola unitéaria, existe uma sequéncia (p,) C F convergindo para ¢

/ pdpy = / pdjs (34)

vale para toda funcao ¢ na bola, pois a convergéncia uniforme implica na convergéncia das

temos que a igualdade

integrais. Como toda funciao de C°(M) possui algum multiplo na bola unitaria concluimos
que a relagao (34) vale para toda funcdo continua. Portanto py = pus.
Agora vamos mostrar que d gera a topologia. Dado ¢ > 0 fixe IV suficientemente grande,

de modo que
- 0
27" < -
> 2" <3
n=N
eseja Fy = {p1, 2, -+, pn} 0 conjunto formado pelos primeiros N elementos do conjunto

)
F. Além disso seja € = 7 Afirmo V(u, F,e) C B(p,6). De fato

<eparatodol <n<N

V€V<M7F76) - ‘/@n_/Wn

= 22_" /gpnd,u—/gpndl/
n=1
N 00
< Y 2T+ Y 227"
n=1 n=N+1
< 0,
0 que prova a afirmagcao.
Reciprocamente, dado Fy = {11, 19, - ,9¥n} e € > 0, e selecione elementos distintos

de ¢n,, -, Pn, distintos de F tais que

l[dn;, — 5| < g para todo 1 < j < N.

Agora vamos fixar § > 0 suficientemente pequeno para que 2" < i para todo 1 < j < N.
Afirmo que B(u,6) C V(u,Fn,€). De fato
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<9

— <2y paratodo 1 <j < N

/cpnjdu—/sonjdv
— ‘/wjdu—/wjdv

Isto prova a afirmacao.

<2”j5+§<eparatod01§n§]\7.

Agora vamos provar que o espago em questao é compacto. Para isto, usaremos o
teorema da Representacao de Riesz enunciado nas preliminares de teoria da Medida. O
objetivo é mostrar que toda sequéncia (ju;)ren C S(M) admite uma sequéncia convergente
na topologia fraca®, visto que, j4 mostramos que o espaco & metrizavel.

Para isto F = {¢, : n € N} um subconjunto de C°(M) que enumerével e denso na bola
unitaria. Entao para cada n € N a sequéncia de ntimeros reais ( f Ondpig)ken € limitada

por 1 o que implica na existéncia de uma subsequéncia convergente (k;;’) jen onde
/ gpnd,uk;z converge para algum nimero ¢, € R quando j — oo.

Podemos também escolher a subsequéncia (k*');en de (K7*!)jen. Entdo defina I; = k;j
para cada j € N. Agora observe que cada (I;)jen ¢ uma subsequéncia de cada (k7)jen, a

menos de um numero finito de termos. Portanto

(o) = /SDndu?j — ¢,, para todo n € N.

Agora vejamos que
o(p) = lim/<pdulj existe, para toda funcio ¢ € C°(M). (35)
j

Para isto, suponha primeiro que ¢ esta na bola unitéaria de C°(M). Dado € > 0 encontramos

on € F tal que || — || < e Entao

‘ / odpy, — / Ondyu,

<e€
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para todo j. Como fgondulj — ¢p, temos que

lim sup/@d/uj —lim'inf/gpdmj < 2e.
; j

J

Uma vez que o € é arbitrario, concluimos que lim / @dyy,; existe. Portanto provamos a
j

relacdo (35) quando a fungao esta na bola unitaria. Para uma funcao ¢ qualquer, repita

este procedimento para ¢’ = . o que completa a prova de (35). Agora, suponha que

Il
a fungao ¢ ¢é positiva em todo ponto, entdo ¢(¢) > ming > 0. Portanto, o operador

linear ¢ : C° — R & positivo. Além disso, ¢(1) = 1 portanto existe alguma probabilidade

boreliana p tal que
o) = [ i

para toda func¢ao continua . Agora a igualdade em (35) pode ser reescrita da seguinte

maneira;:

/go = lim/gpdulj para toda ¢ € C°(M).
J

Pela proposi¢ao 1.4 temos que a subsequéncia (,ulj) jen converge para /i nha topologia fraca™.
E isto completa a prova deste teorema.
[

Os proximo resultado serd usados mais a frente. Para detalhes da demonstragao o leitor

pode consultar [1] ou [13].

Proposicao 0.1.6. Sejam v uma probabilidade num espago métrico compacto M, ¢ :
M — [0,400) v-integrdvel e p;, i > 1, uma sequéncia de probabilidades em M convergindo

i na topologia fraca™®. Se p; < v para todo i > 1 entao u < pv.

Demonstracao. Seja B um conjunto mensuravel. Para € > 0, seja K. C B um compacto
tal que u(B\ K.) e (¢v)(B \ K.) sdo ambos menores do que €. Seja A, uma vizinhanca
aberta de K. definida por A, = {z : d(z, K.) < r} para um r suficientemente pequeno de
modo que (A \ K¢) e (ov) p(K\ K) sejam ambos menores do que € e tal que a fronteira
de A, tenha medida p nula. Entao g = lim g; implica u;(Ae) < (¢v)(A.). Fazendo ¢ — 0
no6s temos u(B) < (pv)(B). O
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0.1.3 Teoria Ergodica e Medidas Fisicas
Ergodicidade

Teorema 0.1.15 (Teorema Ergodico de Birkhoff). Seja f : X — X uma transformagao

e (X, X, u) um espago de medida onde p € f-invariante.

1. Se p € LY (X, ) entio o limite
1 n—1
lim - j
Jim ;0 (7 ()

existe em p-qtp x € X;

2. Sep e LP(X,p) com1<p< oo entio a fungao ¢ definida por
1 n—1
Br) = tim L3 ()
=0

pertence a LP(X, 1) e satisfaz

n—1
. ~ 1 ;
Jim 15— = o(f()]| =0, (36)
j=0
p
pof=0, p—qtpreX (37)

3. Para toda ¢ € LP temos

/ pdp = / pdj.

Definicao 0.1.18. Dizemos que um conjunto mensuravel A C X é invariante por f se

fY(A) = A. Uma fungao mensurével ¢ : X — R & invariante por f se 1 o f = 1.

Definigao 0.1.19. Seja f : X — X uma transformacao e (X, X, 1) um espago de medida
onde p é f-invariante. Dizemos que f é ergddica para p se para todo conjunto A € X,

f-invariante vale p(A) =0 ou pu(A) =1

Observagao 0.1.6. Qutros termos que sao utilizados para dizer que f € ergddica para j

s@o: p € ergddica para f ou o sistema (f, ) € ergddico. Além disso, para expressar o limite
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1 _ . ) ) )
lim,, .o — Z?:Ol ©(f(x)), o chamamos de tempo médio, tempo médio de tempo médio de
Birkhoff ou média temporal.

A préxima proposigao caracterizard um sistema ergddico e, consequentemente, nos
ajudaré a entendé-los. Além disso, a proposigao nos fornecera algumas ferramentas para

provar quando uma transformacao f é ergddica.

Proposicao 0.1.7. As sequintes propriedades sao equivalentes:
(1) O sistema (f, ) € ergddico;
(2) Se o € LN(X, 1) é f-invariante, entdo ¢ é constante p-qtp;
(8) Se p € LP(X, ) € f-invariante, entao ¢ € constante u-qtp;

(4) Para todo A, B € X temos
1= A
Jim =37 (7 (A) N B) = p(A)u(B);
=0
(5) p € LY(X, ) temos que

P(z) = /sodu, p-qtp = € X.

Demonstragao. (3) = (1). Se A é f-invariante, entdo a funcdo caracteristica x4 é f

invariante. De fato

xaof = X1
= X(A)-

Como x4 € LY(X, ) temos que x4 é constante. Logo deve ser 0 pu-qtp ou 1 p-qtp.
Portanto, p(A) = [ xadu = 0, no primeiro caso, ou pu(A) = [ xadp =1 no segundo caso.

(1) = (2).Se ¢ € L'(X, ) é f-invariante o conjunto A. = {x|p(z) < c} é f-invariante
para cada c¢. Uma vez que f ¢é ergodica, temos que pu(A.) = 0 ou 1. Isto implica que ¢ é
constante u-qtp.

(2) = (5). Uma vez que, pelo teorema Ergodico de Birkhoff ¢ € L! e, além disso, ¢ é

f-invariante, temos que ¢ é constante u-qtp. Dai temos
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/sodu =

pois u(X) = 1.
(5) = (4). Por (5) e pelo teorema Ergodico de Birkhoff temos
1 n—1
u(4) = [ xadp = Jim 3" a(P @)

=0

Portanto
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H(A(B) = p(d) [ xadn (38)

— [ () (e (39)

-/ nhinmﬁszﬁ ) (40)

= / lim % i:XA o f! (XB)> dp (41)

= / . nz:l Xf-i XB) dp (42)

=7E&;/<ka ) (43)

~ = f (Z Yros ) (44)

= Jm © Z / Xs-scadp (45)

= m Z u(f~(4) N B)dp, (46)

onde em (42) = (43) foi usado o teorema da Convergéncia Dominada, pois o integrando

em questao ¢ dominado pela fungao constante g = 1 que é integravel, uma vez que a medida

¢ uma probabilidade.

(4) = (1). Se A é f-invariante, aplicamos (4) nos conjuntos A e A observando que,

pela f-invariancia, f7/(A) = A para todo j. Portanto temos

HA(A) =

n

n

lim — A%)dp

EMZ# )04
1n1

lim = AN A%)d

lim = u )dp

= 0.
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Caso p(A) = 0 o resultado esta provado. Se p(A) # 0 entao u(A°) = 0, o que implica em
u(A) =1, pois p é uma probabilidade.

]
Proposigao 0.1.8. Se existe um conjunto denso F' C L' tal que
p= / edp,  p-qtp

para toda ¢ € F, entao f € ergodica.

n—1
Demonstracao. Uma vez que a sequéncia — Z @ o f7, pelo teorema Ergédico de Birkhoff,

n
j=0

converge para @, em L'(X, i), precisamos mostrar apenas que para ¢ € L*(X, p)

=0.

1

lim

n—:ao

1n71 .
EZsOOf]—/sodu
=0

De fato, uma vez provada esta propriedade, dado um € existird um ng tal que para n > ng
valem
€ €
<- e < -.
2 2

n—1 n—1

1 | 1 |

== polf ‘;Zs@Of’—/cﬁdﬂ
j=0 Jj=0

Portanto, somando essas desigualdades e aplicando a desigualdade de Minkowski (a de-

1 1

sigualdade triangular para a norma || ||1), teremos

s

Como isto vale, para todo € > 0, temos que

<

1

n—1
1 .
= _ ]
] njEZOsOOf

—+
1

1n71
EZwij—/sadu
=0

o= / odp,  p-qtp.

Entao vamos & prova. Dada ¢ € L*(X, ), tome € > 0 e g € F tal que ||p — g||; < §
Seja ng tal que n > ny implica

<

1n71 A
—ZgOfJ—/ng
n

€
3 .
1
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Entao para n > ng

n—1
1 | 1
EZQOOf—/sodu < EZs&@f——ZgOf‘
J=0 1 j=0 j=0 1
1n71
- EZQOf—/gdu +/9dﬂ—/<ﬂd#'
Jj=0 1
1 n—1 n—1
= —|D_wof=D gof
] 1

; | [ o]

1

1nl
EZQOf—/gdu
j=0

Agora observe que, pelo Teorema de Mudanga de Varidvel e lembrando que p é f-

invariante, temos

lpoff—gofll, = [[(e—9)oF|,
= /}(w—g)ijldu
- /I(so—g)Iijdu
- /|(90—9)|d(fj*u)

= /I(s@—g)!du

= lle—yll,

‘/gdu—/gocm's/\g—so\du:ug—goul,

€ como

concluimos que

1n71
EZsOOf]—/sodu
=0

€
< !I9—90H1+§+|Ig—solh =€
1
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Medidas Fisicas

Agora daremos a definicao do que é uma medida fisica ou medida de Sinai- Ruelle- Bowen
(SRB). Para isto, considere a

Definicao 0.1.20. Seja f : X — X uma transformacao mensuravel sobre um espago de
probabilidade (X, X, i), onde p ¢ uma probabilidade f-invariante, i.e., u(f~1(A)) = u(A)
para todo A € X. Seja 6, a medida de Dirac do ponto p € X. A bacia ergodica de p,
denotada por B(u) é o conjunto dos pontos z € X tal que

n—1
1 w*
- E dpi(z) — M,  quado n — 0. (47)
n

Jj=0

Onde o simbolo w* significa que a convergéncia é na topologia fraca*. Equivalentemente,
em virtude da proposicao 1.4, a bacia ergddica de u, denotada por B(u), é o conjunto dos

pontos z € X tal que

n—1
1 .

= p(fl(2) = /gpd,u para toda funcdo continua ¢ : X — R. (48)
=0

Definicao 0.1.21. Uma medida de probabilidade p que é f-invariante é chamada de
medida fisica ou Sinai-Ruelle-Bowen(SRB) para f se sua bacia ergodica B(u) tem medida

de Lebesgue positiva, i.e., m(B(u)) > 0.

Proposicao 0.1.9. Seja (X, X, u) um espago de probabilidade e f : X — X uma trans-

formagao mensurdvel que € p-ergodica. Entao u(B(u)) = 1.

Demonstragao. Uma vez que C°(X;R) ¢ um espago métrico separavel, com a métrica
da convergéncia uniforme, i.e, d(hy, he) = sup{|hi(z) — he(x);x € X|}  para hy,hy €
C°(X;R), tome um conjunto enumerével e denso, (¢i)rey € CY(X;R), em C°(X;R). Para
cada ¢y o teorema de Birkhoff garante a existéncia de um conjunto B, com pu(B,,) =1

tal que para todo z € B, vale

n—1
7&&%?%%ﬂ@ﬁ=/ww'

Seja

B =()B,..

k
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entdo u(B) = 1. De fato,

pois os B, tem medida p nula. Vamos mostrar que B C B(yu). Para isto, seja z € B,

e ¢ uma fungao continua e € > 0, observe que

I e - [oml < etre) - LY e

+

Y @)~ [

o

Como ¢x(z) — ©(2), seja ko, tal que para k > ky ocorra

[y

n—

1 €
= - J - 4
S wlf Zgok Fi(2))] < 5 (49)
7=0
Temos também que
/ prdp — / edp
pois wr — ¢ uniformemente. Portanto seja ki, tal que k& > k; ocorra
€
[ontu~ [ o] <5, (50)
Logo faca k > max{ky, ko}. Agora, considere um ng tal que n > ng implique
1 n—1 ; i
ngk(f (2)) = [ endp| < 3 (51)
=0

Some estas desigualdades para obter, se n > ng



0.1. PRELIMINARES 38

%iw(fj@))—/s@du < %2@(]"%@)-%2%@%@)
+ %ggok(fj(z))—/wkdu +‘/¢kdu—/s@du‘ <e.

Portanto B C B(u) e consequentemente 1 = u(B) < pu(B(p)) < 1 o que implica
u(BGD) = 1. =

Corolario 0.1.2. Seja (X,X, ) um espago de probabilidade e f : X — X uma trans-
formagao mensurdvel que é u-ergodica, onde p € absolutamente continua com relagao a

medida de Lebesque. Entao j1 € uma medida fisica para f.

Demonstracao. Se m(B(un)) = 0, entdo p(B(p)) = 0. Uma contradigdo pela proposi¢ao

anterior. ]

Vamos estender esta defini¢ao para sistemas dinamicos continuos, i.e., para fluxos. Seja
@', t >0, um semi-fluxo em X, i.e., ¢° é a transformacao identidade, e cada ¢! : X —
X, t > 0 ¢é uma transformacao mensuravel em X com ¢'™* = ¢! o ¢*, para todo t, s.

Uma medida é p é invariante pelo semi-fluxo se ela for ¢'-invariante para todo t > 0.

Definigao 0.1.22. A bacia ergddica de p, denotada por B(u), é o conjunto dos pontos
z € X tal que dada qualquer fungao continua ¢ : X — R

1

T
T/O (¢ (2))dt — /sﬁdu quando T' — oo. (52)

Definigao 0.1.23. Dizemos que p é¢ uma medida fisica ou Sinai- Ruelle-Bowen(SRB) para

o fluxo ¢' se a bacia ergodica de ¢' tem medida de Lebesgue positiva, isto ¢, m(B(u)) > 0.

0.1.4 Funcgoes de Variagao Limitada

Definicao 0.1.24. Seja f : [a,b] — R. Dado z € [a,b] defina a variagdo de f no ponto

T por

varg(x) = sup{z \f(z;) — flzjo)ja=20 <21 < -+ 2 = 2}
j=1
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A wariacao de f é denotada por var(f) e definida por
var(f) = vars(b).
Definicao 0.1.25. A funcao f é dita ser de varia¢do limitada se
var(f) = varg(b) < .

O espaco vetorial das fungoes de variagao limitada sera denotado por BV. Observe que
isto faz sentido. Considere fungdes f, g : [a,b] — R de variagao limitada, ¢ € R, = € |[a, b]

ea=x9<x <- <z, =>buma particao de [a,b]. Assim

(f +eg)(a;) = (f +eg)a;)l = [f(a) = floj0) +clgla;) — gl )]
< [flw) = fla)] + lellg(es) — g(xj 1]
= Z\(f+cg)(95]) (f +eg)zj1)] < Z\f flxja !+!C|Z|g ;) — g(x;-1)]

= variie(x) < wvarg(x) + |clvar,(z).

Em particular, fazendo x = b concluimos que, de fato, BV constitui um subespago vetorial
de C%[a, b], R).

Exemplo 0.1.2. Seja D C [a,b] um conjunto denso em [a, b] tal que o seu complementar
D¢ também seja um conjunto denso em [a,b]. Considere a funcdo caracteristica deste
conjunto, i.e, f = xp. Dado n € N, construa uma parti¢do particular de [a,b] de maneira

que z; € D e x4 € D¢ para 0 < j < n. Assim

n

> xo(w;) = xplr;)l = (0= 2) + [xp(®) = Xp(@a1)| + [xp(21) = xp(a)] = 1 —2.

De modo que var(xp) = sup{>_;_, [f(z;) — f(z;-1)[;a =29 <21 < -2 = b} > — 2.

Portanto, fazendo n — oo concluimos que yp nao possui variacao limitada.

Exemplo 0.1.3. Usando o exemplo anterior concluimos que xg € xr\g@ nao sao funcoes

de variagao limitada.

Exemplo 0.1.4. Suponha que f é ndo decrescente. Temos f(z;) — f(z;-1) > 0 de modo
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que

D) = flag)l = D fw) = flwi)

Assim, var(f) < oo.

Exemplo 0.1.5. Suponha que f é nao crescente. Como BV é um espaco vetorial e —f

¢ nao decrescente concluimos, pelo exemplo anterior, que f é de variacao limitada, pois

Teorema 0.1.16. Suponha que f : [a,b] — R tem varia¢ao limitada, entdo

1. Para todos os x,y € [a,b] com x >y vale
[f (@) = f(y)| < wvarp(x) —vars(y); (53)

2. Para todo s € [a,b] os limites lim f(z) existem;

r——8

3. O conjunto dos pontos de descontinuidade de f é enumerdvel.

Demonstracao. Do item 1.: Dada uma particdo a = yo < y1 -+ - yn = y de [a,y], uma vez

que a =yo < Y1 - Yo =y < T é uma partigao particular de [a, z] temos
varg(x) 2 Y _1f(y) = fly-)| + £ (@) = £(v)
j=1

Visto que a = yo < Y1+ Yn = y € uma parti¢do arbitraria de [a,y], tomando o supremo

sobre as particoes do lado direito da desigualdade, concluimos que

varg(x) > varg(y) + | f(x) — f(y)],

e portanto,
vars(z) —varg(y) > |f(z) — f(y)].

Do item 2.: Uma vez que var(f) < oo ese x > y vale vars(z) > vars(y)+|f(x)— f(y)]

temos que vary : [a,b] — R é uma fungdo nao decrescente que assume apenas valores
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finitos. Portanto os limites laterais lim wvar;(z) existem. Suponha que x — sT e tome

r—8

s <y <z, assim

|f(z) — f(y)| < |varg(x) —vars(y)| — 0 sempre que z,y — st

pois os limites laterais lim wvar,(x) existem. Portanto também existem os limites laterais
r—S8
para f. O caso em que * — s~ se trata com o mesmo raciocinio.
Do item 3.: Usando a relacdo (1) concluimos que se vary é continua no ponto x o
mesmo valerd para f. Como vary : [a,b] — R é monoétona nao decrescente temos que

seus pontos de descontinuidade é enumeréavel. Portanto o mesmo vale para f. O

Corolario 0.1.3. Seja f : [a,b] — R wma funcao de variacao limitada. FEntio f €

continua m-qtp = € |a,b).
Demonstracao. Um conjunto enumeravel tem medida de Lebesgue nula. ]
A seguinte proposicao serd usada frequentemente neste texto.

Proposigao 0.1.10. Suponha ([a,b], Biay, 1) € um espago de probabilidade e p << m,
onde m é a medida de Lebesgue restrita a [a,b]. Suponha que p = fm onde f é uma
fungao de variagao limitada. Entao existe um intervalo J C [a,b] tal que f(x) > 6 > 0

para todo x € J.

Demonstracao. Seja E C [a,b] tal que m(E) > 0e f > 0 em m-qtp € E. Como f ¢é

continua em m-qtp = € [a, b] temos que f é continua em m-qtp x € E. Entao deve existir

um zo € F tal que f(zg) > 0 e f é continua em xy. Portanto dado § = M > (0 existe

um intervalo J = [zg — €,y + €] C [a, b] tal que para todo = € J |f(xg) — f(x)| < J e isto
3

implica que f(z) € <f(930) f(xo))‘ Ou seja f >0 em J. O

2 72
Definigao 0.1.26. A variacao var,(f|n) sobre um intervalo n C M é definido por

n
vary(fln) = sup Y [f(2i1) = f(zi)]
i=1
onde o supremo ¢ tomado sobre o conjunto ¥, de todas as particoes finitas infn < 2y <
ry < - <x, <supn, n<1lden.

A seguir estao enumeradas mais algumas propriedades com respeito a fungoes de vari-

acao limitada. Para detalhes o leitor pode consultar [14].
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P1. var,(¢1 + v2) < varypr + var,ps;

P2. var,(¢1 - p2) < varyp: sup, |pa| + sup,, [pi|var,es;

P3. vary(p1 - ) < varypysup, ] + sup, |DY| [ edm, se ¢ é C';
P4. vary|e| < varyp ;

P5. var,(p o h) = varyue se h :— h(n) ¢ uma homeomorfismo;

P5. var, [ ¢(t,)do(t) < [wvar,p(t,-)d0(t) para toda probabilidade 6 no espago T' e para
toda ¢ : T'x M — R com varp(t,-) < oo para todo t € T}

Agora apresentamos um importante resultado, o teorema de Helly, que seré utilizado na
prova de um importante teorema. Para demonstra-lo precisaremos do teorema de Cantor-

Tychonov, de analise na reta. Para ver a demonstracao deste tiltimo o leitor pode consultar
4]

Lema 0.1.5 (Cantor-Tychonov). Seja X C R enumerdvel. Toda sequéncia simplesmente

limitada de fungoes f, : X — R possui uma subsequéncia simplesmente convergente.
Demonstragao. Ver [4]. O

Lema 0.1.6 (Teorema de Helly). Seja ¢, : M — R, n > 1 uma sequéncia de fungoes em
M e assuma que existem constantes K1 > 0 e Ko > 0 tais que sup v, < Ki evary, < Ky
para todo n > 1. Entdo existe uma subsequéncia (n, )r € uma fungdo vy : M — R com
sup g < Ky e var(v)o < Ky tal que (1, ) converge para 1y quando k — oo m-qtp e em
L (m).

Demonstragdo. Defina as sequéncias (¢;)), e (1, )n por ¢ (x) = var(yn|pa) € ¥, () =
P —1h,. Assim definidas, as sequéncias (¢F),, sio uniformemente limitadas e seus termos
sao fung¢oes nao decrescentes. Sendo uniformemente limitadas sao, em particular, simples-
mente limitadas e quando consideradas suas restrigdes sobre QN|[0, 1], i.e. %ﬂ@m[m], temos
uma sequéncia de fungoes que satisfaz as condigoes do teorema de Cantor-Tychonov, i.e.
existe uma subsequéncia de indices (ny); tais que w,jfk(q) converge para um numero real
Y3 (q), para todo niimero racional ¢ € [0, 1]. Como cada ¥ ¢ uma funcdo nio decrescente,
temos que i (q1) < i (g2) sempre que q; < ¢o. Portanto, podemos estender a fungao T

para todo o intervalo [0, 1] da seguinte maneira:

vy (z) = inf{y)5 (q) : ¢ € [x,1] N Q}.
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Agora vejamos que wffk (z) converge para 9 (r) para todo ponto de continuidade = de
wéc, um conjunto cujo complementar é enumeravel. De fato, dado um ponto de continuidade

x, e qualquer § > 0, podemos fixar racionais q; e go com q; < x < @9 tais que

Uy (2) — 6 < Yy (@) < g (2) < Ug(q2) < g (x) + 0.

Entao para um k suficientemente grande,

Uy (2) — 26 < Uy (q) — 0 <y (1) <y, () <y (g2) < g (q2) + 6 < g () 426

o que prova afirmacao.

Agora considere Joi a funcao continua a direita que coincide com waﬁ em todo ponto de
continuidade de 15 e defina 1y = JF{ — %‘ . Segue-se que 1, converge para v, exceto,
possivelmente, num conjunto enumeravel £. Em particular, v, — 1y m-qtp e em L.

Finalmente,

[Yo(a)] = lim |¢p, (a)] < Ky e

> [tbo(az) — tho(by)] = liglz [tny, (@) =, (b)] < sup var(in,) < K,
j=1 j=1

para todoa e a; < by <---<a, <bsem [0,1] \ E. Uma vez que 1)y é continua a direita
temos que sup vy < Kj e var(iy) < Ko. ]

0.2 Modelo Geométrico de Lorenz

Nesta secao faremos um breve estudo do seguinte sistema de equagoes polinomiais

i = 10y — 10z (54)

y = 28z —y—xz (55)
8

Z = zy— 3% (56)

mais conhecido como equacoes de Lorenz. Este sistema foi introduzido inicialmente em
1963 pelo meteorologista Edward Lorenz em seus estudos climéticos. O objetivo sera
construir um fluxo que possua propriedades similares as da solugao determinada pelas

equagoes polinomiais (54), (55) e (56) porém mais faceis de serem estudadas. O ponto
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de partida sera o teorema de Hartman-Grobman enunciado nas preliminares deste texto,
que conjugarad topologicamente, numa vizinhanca da origem, o fluxo determinado pelas
equagoes de Lorenz, com o fluxo linear determinado pela sua diferencial calculada na
origem. A partir dai faremos algumas hipoteses sobre a “solucao” e chamaremos o resultado
da construcao de fluro geométrico de Lorenz. Simultaneamente Afraimovich em [17] e
Guckenheimer e Williams [18] construiram um modelo geométrico para o fluxo observado
por Lorenz.

Comecemos observando que os autovalores da derivada do campo na origem

—10 10 O
28 —1 0
8
0 0 —
3
. 8
sao Ay = 11,83, Ay = —22,83, A\3 = —— e, portanto, pelo Teorema de Hartman-

Grobman, numa vizinhanca da singularidade og = (0,0, 0), o fluxo definido pelas equagoes
de Lorenz é topologicamente conjugado ao fluxo linear definido pela derivada do campo

numa vizinhanga origem. Isto é, ao fluxo
t _ At Aot Ast
X' (20, Y0, 20) = (woe™", yoe ™", 20¢”"),

onde (g, Yo, 20) ¢ uma condigao inicial proxima da origem.

Observando a relagao

A
O<?1§—)\3<>\1<—>\2 (57)

iniciaremos nossa analise considerando um campo linear (z/,v',2") = (\z, Ay, A\32),
definido no cubo [—1, 1], onde os \; satisfazem a relagao (57). As trajetorias deste campo

sao dadas pelo fluxo definido por

X' (z0, Y0, 20) = (o™, yoe?!, 20e™) (58)

onde (zg, Yo, 20) € uma condicao inicial proxima de (0,0, 0).

L
Considere as regioes S = {(:p,y, 1): x| < 2 ly| < 5},

S™={(z,y,1) € S:x <0}, St ={(z,y,1)€S: x>0}
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S =85 uUSt=9\T, onde I'={(z,y,1) € S:x=0}.

Suponha que S é uma secao transversal para o fluxo de modo que toda trajetoria
eventualmente cruza S na dire¢ao negativa do eixo z. Agora considere as regioes ¥ =
{(z,y,2) : |z =1} = 2T UX~ onde ¥* = {(x,9,2) : ¥ = £1}. Para cada condicio inicial
(%0,%0, 1) € S* 0 tempo 7 tal que X*(zg,40,1) € X & obtido pela equagio

|xoe’\1t| =1,

1
isto é, depende apenas de zp. Mais precisamente 7(zg) = —)\—log|a:0|, onde zyp # 0 e
1

T(z9) — oo quando xzy — 0.

Figura 1: Regioes
Temos entao

XT(x0,40,1) = (sgn(xo), yoe ™), X470}
_22 _ 23
= (sgn(zo),Yolzo| 1, |z0| *1),
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x
onde sgn(x) = —.
|z \ \
Observe que 0 < —A3 < A\ < —A\g, portanto 0 < a = —)\—3 <l<pg= —>\—2. Agora,
1 1
seja L : S* — ¥ dada por:

L(z,y,1) = (sgn(x), ylz|’, |2]*) .

Parametrizando a fronteira de S*, observamos que L(S*) tem a forma de um trian-
gulo(nos planos * = £1) sem os vértices (+1,0,0), pois estes pontos seriam a imagem
do segmento I' = {(x,y,1) € S: x = 0}, que nao esta contido na regiao S*. De agora em
diante, nés denotaremos por ©* o fecho de L(S*), ou seja, inclua os vértices (£1,0,0).
Usando contas analogas, observe que os segmentos S*N{x = xy} sdo levados em segmentos
YN{z =z}

Os conjuntos ©* devem retornar para a seccao transversal S através de um fluxo descrito
por uma composi¢ao adequada de uma rotagao R., uma expansao Eig e uma translacao
Ty. Além disso, assumimos que os “triangulos” L(S*) sdo comprimidos na y-diregao e
esticados na x-direcao.

Observe que o ponto de equilibrio na origem é hiperbolico, com autovalores A\; ~ 11, 83,
A & —22.83 e A\3 & —2,67, portanto, pelo teorema da variedade estavel, sua variedade
estavel W*(0) e instavel W*(0) estao bem definidas e sao de dimensao 2 e 1 respectivamente.

Para (z,y, z) € ¥* rotacao Ry ¢ dada pela matriz

0 0 =1
R, = 0 £1 O
+£1 0 O

A expansao Ey, que ocorre ao longo do eixo x, é dada pela matriz

Ey =

o O >
o = O
_ O O

satisfazendo as condigoes 027 < 1 e #a2!™* > 1. A primeira condi¢do garante que a
imagem da aplicacao resultante esteja contida em S, enquanto que a segunda garante que
a aplicagao seja seccionalmente expansora.

As translacoes T : R? — R? sao escolhidas de modo que a direcao instavel, partindo

da origem, seja levada na fronteira de S (a direc¢ao instével é Ay, olhe a figura para entender



0.2. MODELO GEOMETRICO DE LORENZ 47

melhor) e que as imagens de ¥* sejam disjuntas. Assim, a composicio T o E+ o Ry leva
segmentos XF N {z = 25} em segmentos S N {x = z;}. A construgio acima nos permite
descrever, para t € R, a orbita X*(z) para cada z € S. Seja W = {X'(z),z € X, t € RT}

o conjunto onde o fluxo X* atua. O fluxo geométrico de Lorenz é entao a dupla (W, X*)

Figura 2: Regioes
Definimos entao a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré, P : S* — S como

P(e.y) TioFE.goR,oL(x,y 1), sex >0
x,y) =
Y T oFE goR_oL(x,y,1), sex<0

Observando a caracteristica da composicio T o Ey o Ry em levar segmentos ¥ N {z =
2o} em segmentos SN {x = x1} com a defini¢do da aplicagdo L definida acima, concluimos
que se II é uma folheagao de S em segmentos S N {z = z(} a imagem P(y,,) da folha
Ywo) = SMN{x = 0} estd contida na folha yp(,, ). Isto &, a folheagao II ¢ invariante por P.

Diante disso P tem a forma P(z,y) = (f(z), g(x,y)) para alguma fun¢ao f: I\ {0} — [
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11
e g(I\{0})xI — [ onde I = [—5,5]
Observe que

onde f; = (—=1)'0 - x + b;, 1=0,1;

e
(2.1) g(z®,y,2”%), sex <0
x,y) =
I Y gO(xavyax/6>7 sex >0
. L N 1 1
onde ¢1|I~ x I — I e go|It x I — I séo aplicagoes, com I~ = [—5,0), It = (0, 5]

Algumas propriedades da aplicagao f: Seguem algumas propriedades da aplicagao

f que sao consequéncias da construgao feita acima:
1. a simetria das equagoes de Lorenz implica que f(—xz) = —f(z);

1 1
2. f & descontinua em = = 0 com limites laterais f(07) = 7 e f(0r) = —5 pois P nao
é definida em T, pois I' C W*(0,0,0);

3. f ¢ diferenciavel em I\ {0} e f'(z) > v/2;
4. os limites laterais de f’ em x = 0 sdo f'(07) = 400 e f'(07) = —o0.

Expressoes para a derivada DP Relembre que P = T, o K, o Ry o L. Usando a

regra da cadeia e a definigao de cada aplicacao temos que para cada (x,y) € S* e x > 0:

azr®t 0

DL(x,y,1) = (

DP(x.y) = ( faz=t 0 ) .

Para z < 0 o calculo é semelhante.

Propriedades da aplicagao g:
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St

Figura 3: Regioes

0 1
1. Para todo (z,y) € S* e z > 0, temos a—g(:v,y) =28, Como 3 > 1, |z] < 3 existe
Y
0 < A< 1 tal que

0
ol <A
dy
O mesmo vale para z < 0.
dg _ 1
2. Para todo (z,y) € S* e x # 0, temos a—(m,y) = B2~ Como B —a >0e |z| < 3
x
temos que
0
1Y) < .
Ay

Observe que da primeira propriedade, nés obtemos o fato de g contrair os segmentos
de reta S N {z = zo}. Isto &, existe C' > 0 tal que para cada vy € I e para cada y;,ys € 7y

temos

[P (y1) — P"(y2)| < CX"[yr — 2. (59)

0.3 Medida Fisica para Transformacoes Expansoras por

Partes

Neste capitulo, a variedade M sera o intervalo fechado [0,1]. Aqui demonstraremos a

existéncia de uma medida SRB para transformagoes expansoras por pedagos f : M —
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M. O motivo desta construcao é o fato da funcao unidimensional de Lorenz satisfazer
esta propriedade, e se tornar naturalmente, um caso particular. Isto é, se f é a funcao

unidimensional de Lorenz,

1 1
(S
1D f ] 1D £l

- D 1 1 .
sao de variagao limitada, onde 7; = [—5, 0) e n = (0, 5] Vejamos:
Em cada um dos subintervalos, ocorre que a derivada é monotona. Isto decorre do fato
de que nestes ramos a fungao f é concava em um e convexa no outro, pois é a composicao

de uma funcao afim com uma fungao convexa. Logo

B
1D D f ]

também serao fungoes monodtonas. Pelo exemplo 0.1.4 temos que

1 1
(S
1D f | 1D f s |

sao fungoes de variacao limitada. Este fato, como veremos logo a frente, faz desta aplicacao
um caso particular de uma aplicagao seccionalmente expansora(ou Expansoras por Partes).

A seguir enunciaremos algumas hipoteses sobre uma transformacgao f : M — M
que assumiremos como validas. As duas primeiras, 1. e 2., definem o vem a ser uma

transformacao seccionalmente expansora.

1. Existe 0 = ag < a1 < --- < @; = 1 tal que a restri¢do de f a cada n; = (a;_1,a;) é
de classe C*', com |Df(z)| > 0 para todo z € g; e i = 1,--- ,1. Além disso, a fungao
1

Gn; = T~ Dossui variagao limitada para todo ¢ =1,--- [
© DS

Seja PM) alguma particao de M em intervalos 7 tal que 1, C n C 7; e fly € continua. Além
disso, para n > 1, seja P™ uma particdo de M tal que P (x) = P™(y) se, e somente
se, PO (f7(x)) = PV (fi(y)) para todo j = 0,--- ,n — 1. Para um subintervalo n € P,

(n) _

= ———. A segunda condicao é:
"D

denote g

2. Existe 7 > 0e A\ < 1 tal que sup g,(]n) < C1 A} para todon € P™ e para todon > 1.

No que segue, C; > 0 sera fixada suficientemente grande de modo que varg,, < C; para
todot=1,---,1[.
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Agora definiremos o operador £ : BV(M : R) — BV(M : R) chamado de operador

de Perron-Frobenius ou Operador de Transferéncia da aplicacao f da seguinte maneira:

L= 3 0o Ul " = 3 [q o) ]xm (60)

nepP®
Note que pela propriedade 1. f|, : 7 — f(n) é estritamente mondtona e consequente-
mente injetiva, portanto, cada y € f(n) possui uma tnica pré-imagem z e a inversa (f|,)
estéd bem definida.
Proximo teorema é conhecido como a desigualdade de Lasota-Yorke, ela nos mostraréa
que este operador estd bem definido, fazendo n = 1 na desigualdade, bem como nos
ajudara a provar outros resultados. Para demonstra-lo precisaremos de uma desigualdade

preliminar.

Proposicao 0.3.1. Ezistem Ag € (A\,1) e Cy > 0 tal que

vargf?") < CoNy (61)
para todon € P™ en > 1.

Demonstragao. Dado n € P e 0 < j <n,seja&; € P9, 7 € PUe( e Pln—j—1)
definida por n C &;, f/(n) C 7, e f7T(n) C (.
varg,g") < ZSUP gg neiy Lvargs, - sup gg)
n—1 '
< > OGO

j=0

= (C7/A)nAT.
Agora fixe Ay € (A\1,1) e Cy = sup {(C3A;)n(AX9)" : n > 1}. Concluimos que

varg ) < Oy} (62)

para todo n € PM™ en>1.
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Teorema 0.3.1 (Desigualdade de Lasota-Yorke). Existe Cyp > 0 e A\g < 1 tal que

var(L"p) < Corgvar(p) + Cy / lo|ldm

para todo n > 1 e toda fun¢ao ¢ de variag¢dao limitada.

Demonstracao. Pela definicao do operador £ temos

LMo = Z ( Vo) o (fn)~" Xfn(n), para todomn >1.

nepP®)

Agora, usando as propriedades P1., P2. e P5. encontraremos a seguinte desigualdade

var(L"p) < > [(vargi™ + 2sup g{) - sup|(gln)| + sup g{” - var(pln)].  (63)

De fato,

var(L"p)

IN

IN

IN

nepPn)

> var((g§9) o (f"1m) " X prim)

nepPn)

> var((g”) o (f'1m) " sup [xgmenl) +sup (|57 ) o (f* 1)) var(xsmm)
nepP)

> war((g{Me) o (f"n)") + 2sup ([(g57%) o (f"m) ')

nepPn)

> vary (95" ¢)) + 2sup (|(9) © (F"1m) 7!

nep®)

> vary (") sup|eln| + sup g\ [var (ln) + 2sup [(g5e) o (f*1n) "]
nepn)

Z Uarn(gf?")) sup |¢|n| + sup \gé"”var(gp\n) + 2sup ‘(g,sn)gp)|

> wary (g sup [pln| + sup |90 [var (ln) + 2sup |(95™)] sup [(¢]n)|
S (vary(gt) + 2sup | (9)]) sup o ln| + sup (g yvar (o)
nep)
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Assim

var(L"p) < Z (varn(gqg”)) + 2sup (gf?"))) sup |¢|n| + sup (g,g"))var(<p|n). (64)
nepP®)
Agora usando O teorema do valor médio e P4.:

sup (gln)| < varlglal + o [ felam < var(oln) + s [ lam (69

Agora, substituindo (61) e (65) em (64), obtemos

var(L") < Z [(ngg +2C1 A7) - (var(g@]n) + ﬁ/\g&\dm) + C’M’fvar(ﬂn)}

nepP®)
1
< a0y Y warlel)+3628 3 - [l
1
< 4GS Y var(pln) +3CA5 ) SUP{m:nep(”’}/lw\dm
1
= 40 Y varel) +3CN s (s € P S [ felam
nepP® 1 neP
1
= 4Cy)\} Z var(<p[n)+36’2)\§sup{—:nGP(")}/\g0|dm Z 1
a m(n) <
nepP nepP

1
= 4Cy)\} Z var(p|n) + 3Co)3 sup{m e PMY / ||dm#(P™)
nep)

< CNlvar(e) + Ks(n) / pldm

1
onde C3 = 4Cy, A3 = Ay e K3(n) = 3Co o (#P™) sup{m :n € P}, Temos entdo

var(L"p) < Cs \jvar(p) + Ks(n) / lpoldm. (66)

Préximo passo é tirar a dependéncia de K3 de n. Com este intuito, fixe N > 1 tal
1 ~
que Cs\Y < 3¢ denote K = maz{K3(n): 1 <n < N}. Entdo dado n > 1 escrevamos

n=qN +rcomqg>0el<r < N. Usando esta limitagao sucessivas vezes temos
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1Y\ » 1
var(L"p) < (1 +-F i) K/ loldm + ﬁCgAgvar(go). (67)

De fato:

var(L"p) = wvar(LNL"Nyp)
Cs Y var(L" N p) + K3(N) / 1L N p|dm

IA

IA

Cs Y var(L" N p) + f/(\'/ 1L Nop|dm

1 .

E’UGT(LR_N@D) + K/ 1L Nop|dm
1 N

= §var(L”_Ngo) +K/ loldm

IN

Portanto

1 N
var(L"yp) < §var(L”_Ng0) + K/ loldm (68)

Diante desta desigualdade, aplique-a fazendo a substituicao de n por n — N para obter

seguinte:

var(L" V) = var(LVNL"H )

1 N
< §var(L"2th)+K/|g0\dm.

Agora substitua esta tltima desigualdade em (68) para obter

1 N
var(L"p) < §var(L”_Ncp)+K/|go|dm
11

< 3 [§var(L"2Ngo)+l?/|<p\dm] +R’/|¢|dm

1 1\ »
= ﬁvar(ﬁn_ﬂvgo) + (1 + 5) K/ lo|dm.

Portanto
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1 1\ ~
var(L™p) < ﬁvar(ﬁn_mvgo) + (1 + 5) K/ |pldm. (69)

Agora use (68) novamente, substituindo n por n — 2N:

va’r(L"’QNgo) = var(LNL”’BNgo)

1 .
< §var(L”3Ng0)+K/\g0\dm.

Substitua esta ultima desigualdade em (69):

var(L™p)

IN

1 1\ ~
ﬁvar(ﬁn_ﬂvgp) + (1 + 5) K/ loldm

1 (1 ~ 1\ ~

) {—var(ﬁn_:wgo) +K/ |<,0|dm] + (1 + —) K/ lo|dm
22 |2 2

1 n—3N 1~ 1Y ~

= ﬁvar(ﬁ; ®) + §K loldm + [ 1+ 5 K [ |pldm

IA

1 1 1\ -~
= ﬁvar(L”*SNgo) + (1 tot ?) K/ loldm.

Esta quantidade de passos é suficiente para perceber que em ¢ passos nés teremos

)f(/wdm-
)& [Ioam. o

1 1 1 1
n — n—qN 44
var(L"p) < 2qvar(£ ©) + (1 + 5 + 52 + -4 Y

E equivalentemente

. 1 . 11 1

Em (68) substitua n por r e obtenha

varll) < CaXjoar(y) + Kalr) [ leldm

< C’g)\gvar(go)—i-f(/|go|dm.

Substituindo, esta ultima desigualdade em (70) obtemos o desejado, i.e.,
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IN

1 1 1 1 ~
var(L"y) ﬂvar(LTSO) + <1 + 3 + 72 +- 1+ Qq_l) K/ lo|ldm
1

IN

1 ~ 1 1 ~
% {CgAgvar(cp) + K/ |gp|dm] + (1 + 3 + 72 4+ 4 qu) K/ lpldm

1 1 1 1 1Y\ »
= —C’g)\gvar(go)+<1—l——+—+---+ +2—)K/|gp|dm

94 92 2¢—1 " 9q
1, 11 1\ -
= 503)\31)@7“(90)4— 1+§+§+---+§ K [ |¢|ldm,

e isto € a relacao desejada.
Agora, para concluir, escolha Cy > max{2[A(, C3} e maX{Q%, A3t <A< L.
O]

Corolario 0.3.1. Seja C(a) o cone de fungoes ¢ : [0,1] — R tal que p(x) > 0 para todo

z €(0,1] e varg < a [ @dm. Entdo, se a € suficientemente grande, existe N > 1 tal que

LN¥(0(a)) € O(3).

1 1
Demonstracao. Seja A\ = 3 e N > 1 tal que CoA}Y < 1 Entao, para ¢ € C(a),

1 a a
vy < = < _ =
vsr(L¥) < 4varg0+00/g0dm_ (4—1-00) /gpdm 2/@0dm

sempre que a > 2Cy.

O

Uma vez provado que o operador de transferéncia esta bem definido, proxima proposi¢ao
nos da uma importante relacao, chamada de relacao de dualidade. Esta féormula esta

diretamente relacionada com a utilidade do operador.

Proposigao 0.3.2. Para p,v € L'(m) vale

[ @ewdm = [ oo pyam. (71)

Consequentemente, para v, € BV (M : R) vale (71).
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Demonstracao. De fato

[ewepin =3 [ (@) wep)im (72)

l
- o (flo,) ) wIDf|  dm 73
;/ﬂm(s@ (11,)7") wlDs (73)

l
- Z/(‘Df‘l (f|77j)1) VX f () dm (74)

~ [ @oyvam (76)

onde (72) = (73) devido a férmula de mudanca de variavel e as demais implicagoes
sao contas diretas.
[

Esta proposicao nos ajudara a conectar propriedades ergddicas de f com propriedades
espectrais do operador L. Em particular, pontos fixos de £ definem medidas f-invariantes
e absolutamente continuas com relagdo a m (medida de Lebesgue). Esta relagao se tornaré

clara com a seguinte proposicao:

Teorema 0.3.2. Seja py € L'(m) e nao negativa tal que L(po) = ¢o. Entio a medida

m
de probabilidade gy definida por pg = fQOOd € f-invariante e absolutamente continua.
Poam
d
Reciprocamente, se uma medida finita pg, f-invariante, € tal que pg << m, entao pg = d_,uo
m

satisfaz Ly = ¢g.

Demonstracao. Precisaremos do seguinte lema:

Lema 0.3.1. Sejam A, medidas o-finitas no espago mensurdvel X tal que A << p e

d\ . . . . .
h = —. Se g é mensurdvel e nao-negativa, entao

dp
/gd/\ = /ghd,u.
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Demonstracao do lema: Suponha que g = yg, para algum mensurivel E. Entao

/gd)\ = /XEd)\

= AE)

= /hdu
E

- / xehdy

= / ghdp

Por linearidade, o resultado vale para funcoes simples. Agora, considere uma sequéncia
crescente (g,), de fung¢oes simples, tal que g, T ¢g. Usando o teorema da Convergéncia

Monoétona, temos:

/gd/\ = /limgn)\
= lim/gnd)\

= lim / gnhdp

= /limgnhdu

= /ghd,u.

Observe, nas contas acima que, uma vez que h > 0 a sequéncia (hg,), ¢ mondtona nao
decrescente tal que hg, — hg, de modo que pudemos aplicar o teorema da Convergéncia
Monétona novamente para esta sequéncia. Concluimos, desta forma, a demonstragao do
lema.

Voltando a demonstracao do teorema, relembre que a medida o é f-invariante se, e

somente se, f * g = o. Portanto, para um conjunto mensuravel £ temos:
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FrnolB) = po(F(E) (77)
= /Xfl(E)duo (78)
— [ e sn (79)
= [wo nigEyan (50)
= [ G fdm 1)
= [ 2 e (52)

%o
= [ & ydm (83)
¥o
= E(fSOOdm)dm (84)
= f;f;mmm (85)
— J0(E) (36)

onde (78) = (79) segue da igualdade x;-1gy = X © fduo, (79) = (80) da relagao
Yo = % e do lemma, (7) = (8) da proposicao (3.2), (83) = (84) do fato de Ly = g e
as demais diretamente das respectivas definigoes.

Reciprocamente, suponha que py << m, @g = 5—7?1 e lo ¢ f-invariante. Sendo f-
invariante, vale f % ug = po e, pelo teorema de Mudanga de Variavel, temos, para todo F

mensuravel:
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[ Lenam = [ &n)xeyim (87)
— [ e o fdm (38)
= [ txwo Do (59)
— [ e S (90)
= [ oed(f o) (01)
— [ Cweino (92)
~ [ (xeheudim (93)
= [ udim (94)

onde (87) = (88) segue da proposicao (3.2), em (88) = (89) o integrando foi comutado,
(89) = (90) é consequéncia do lema (3.1), (90) = (91) segue do teorema de Mudanca de
Variavel, (91) = (92) da f-invariancia de pg e (92) = (93) novamente do lema (3.1).
Diante disto, seja A = {z|Lpo(z) > po(z)}:

/ | Lo — poldm = / | Lo — poldm + | Lo — poldm (95)
A Ae
= / Lo — podm + / o — Lpodm (96)
A c
— 040 (97)
=0 (98)

onde (96) = (97) pela observacao feita acima que [, Lypodm = [ podm para todo
mensuravel £. Portanto temos Ly = g m-qtp e como iy << m o resultado vale mg-qtp.
O]

Um corolario da proposicao 3.2 é o fato de L ser um operador limitado, cuja norma é

igual a 1.

Corolario 0.3.2. O operador L € limitado e ||L||; = 1.
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Demonstracao. Primeiramente observe que |Lo| < L|p|. De fato

Lol = Z o (fIn) "Xt
ep(1

< Z Lf (FIm) Xy
ep(1

= Z o (fIm)~ Xz
et

= > % (f1m) ™" Xsm)
neP(1
= L\s@l-

Agora observe que por um lado temos,

gl = / |Looldm

onde, respectivamente foi usado o fato de |L¢| < L|yp| e a proposigao 3.2. E isto implica
que ||L]] < 1.

Por outro lado, fazendo ¢ = 1 temos
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L1 = /|L1]dm

= /L|1|dm

_ / (L1)(1)dm
~ [ e fyam

= /ldm

= 1

Dai ||£]| > 1. Portanto ||£]| =1 e £ é um operador limitado.
]

Teorema 0.3.3. A aplicagao f possui uma probabilidade g, f-invariante e absoluta-
mente continua com relagdo a medida de Lebesque m. Além disso, se p € outra medida

f-invariante e absolutamente continua, entao p = em onde @ possui variagao limitada.

n—1
Demonstracao. Defina a sequéncia ¢, = —Z L71. Pela desigualdade de Lasota-Yorke,
n
=0
observando que varl = 0, (¢,), possui varia¢ao limitada uniformemente, i.e.

n—1 n—1
1 , 1
vare, < - g var(L71) < - E Co/dm = Cp.
Jj=0

J=0

Além disso, temos

n—1 n—1
1 - 1
nd :—g L71d :—g dm =1 tod >1
L/n@ m njoy/m m njog/n m para todo n -~

e entao (¢, ), € também uniformemente limitada, i.e

sup p, < wvarey, + /(pndm < Cy+ 1

Consequentemente, pelo teorema de Helly, existe uma subsequencia (p,,, )r que converge

em L'(m) para uma fungio ¢ de variagao limitada. Agora observe que
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1
k

De fato, temos:

1 nE—1
Lo, = L|— L1

Nk

7=0
g =0 g
R | 1
= =) LIl —Lm™l - —
N e Ty T
ng—1
= iz Li1+i(mk1—1)
ng 0 ng

Além disso, £ é um operador limitado em L*(m) o que nos d4, passando (99) ao limite, que
Ly = g, i.e. ¢y é um ponto fixo para L implicando na f-invariancia da probabilidade u
definida por p = pgm.

Para provar a outra afirmagao, suponha que p é f-invariante e absolutamente continua
com relagdo a medida de Lebesgue. Entao temos p = ¢¥m com [[¢||; = 1 e Ly = 1.
Mostremos que 1 coincide em m-qtp com alguma 1) de variagao limitada. Para isto, con-
sidere uma sequéncia de fungoes (¢);, cujos termos sao de variagao limitada, que converge

para 1 em L'(m). Admita que ||1;]| < 2 para todo I. A proposi¢ao 3.1 nos fornece

1 n—1 ' 1 n—1 ‘
il N < = J . dm < 2C
var (n; @Dl) < H;Co ()\Ovarwl+/|wl|dm) Co/|¢z| m < 2C,
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temos também

1~
||EZU¢Z||1 < lllr < 2.
7=0

n—1
Logo, pelos mesmo argumentos anteriormente usados, a sequéncia — E L71); satisfaz as
n
Jj=0

hipoteses do teorema de Helly. Segue-se que existe uma funcdo v, e uma subsequéncia
np—1

(ng) tal que — Z L74); converge para b, em L'(m). Além disso teremos vary, < 2C; e
g 2
7=0
|[1/;||1. Diante destes dois tltimos fatos, podemos aplicar novamente o teorema de Helly na
sequéncia (1), e concluir que alguma subsequéncia (Elj ); converge em L'(m) para alguma

funcao ¢ tal que vary < 2Cy. Além disso,

ng—1

_ 1 .
[y =l = tim || > L =)l <l —¢lh
j=0

implica que v, converge em L!(m) para 1. Portanto, ¥» = ¢ m-qtp e teremos pu = 1hm =
pm. O]

1
|Df"]

Agora defina a fungao g; : M — R por g, (y) o (f"n) " (y)sey € f(n) e

gr(y) =0sey ¢ f"(n).

Lema 0.3.2. Para toda fungao integravel ¢ : [0,1] — R e todo n > 1 o iterado da medida

de Lebesque por f™ pode ser escrito f™ * (pm) = p,m, com
en =20 (po ("))
U

onde a soma € feita sobre os n € Pn) tais que m(n) > 0.

Demonstrag¢ao. Dado um mensurével B, por definicao temos

fx(emn)(B) = om (f(B)Nn)

= / wdm.
S (B)nm

Agora fagamos a mudanga de variavel y = (f*|n)~!: f(n) N B — f, para obter
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o (omln)(B) = /f o

— n 1d
/B s P o ) dm

_ n -1

% ny\—

= [ P e U
1
D7l o (f"n)~ anw)-(sw(f”ln)‘l)dm

5
VR

g (o (fMn)~")dm,

onde esta ultima igualdade segue, do fato, da expressao ( o (f"n)tx fn(n)) Ser zero

1
2
fora de f"(n). Isto prova que a densidade de cada f™*(wmln) é dada por g (w o (f*|n)~").

Escrevendo

=Y frx(emln),

nepn

onde os intervalos n € P™ tais que m(n) = 0 ndo fazem influéncia nesta soma, a demon-
strac@o do lema se conclui fazendo esta soma sobre os subintervalos de P" tais que m(n) >
0. O

Proposicao 0.3.3. Dado um conjunto A C [0,1], f-invariante, com medida de Lebesgue
positiva, existe uma probabilidade absolutamente continua com relagao a Lebesque e f-

invariante vy, tal que va(A) = 1.

Demonstracao. Para provar esta proposi¢cao, usaremos um lema que é um corolario da

proposigao 1.6. Para os detalhes da demonstragao veja [13].

-1
1 .
Lema 0.3.3. Todo ponto de acumulacao da sequéncia — E f7xm é uma medida f-
n
=0
mvariante e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

Seja Ao conjunto dos x € A tal que toda vizinhanga de x intersecta A num conjunto
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cuja medida de Lebesgue é positiva. Pelo teorema de derivacao de Lebesgue m(ﬁ) =
m(A) > 0. Além disso

Ac <f‘1(fl)> U <U ci> (100)
i

onde ¢; é uma singularidade de f. De fato, se z € A ndo é um ponto singular, entao f
restrita a uma vizinhanca suficientemente pequena de x é um difeomorfismo local. Como
esta vizinhanca intersecta A num conjunto de medida positiva, o mesmo deve acontecer

com f(z). Logo f(x) € 121\, o que prova a inclus@o. Isto também implica que

Ac (G f‘”(ﬁ)) U (U ci) . (101)

Seja (m] ;) a restricdo normalizada da medida de Lebesgue a A, e considere a sequéncia
de probabilidades

n—1
1 )
pan == 3 (ml )
=0
Observe que (m|;) = ¢m onde ¢ = X(KA . Agora usando o lema 3.2, seja ¢, a
m
densidade correspondente a f" * (m|;) e ¢, a densidade correspondente a f™ % m. Entao
vale . o1
pj < ~¢; < Ot para todo 7 > 0.
m(A) m(A)

. . . . . +
Isto implica que f4, admite uma densidade limitada por 0 A para todo n > 1
m

Segue-se do lema 3.3 que todo ponto de acumulacao da sequéncia ji 4, é uma probabilidade
absolutamente continua com relacao a Lebesgue e f-invariante. Chame de g4 um desses
pontos de acumulagio. A relacdo (101) implica f7 % (m|A)(A) > (m|A)(A) = 1 para todo

/\

j > 1, isto nos da MA,n(E) = 1 para todo n > 1 e pela proposigao [| 14 <A> = 1. Por outro
lado, pelo teorema 3.3 pua = wam onde p4 possui variagao limitada. Ou seja, existe um

intervalo J C [0, 1] tal que

w4 >0 emJ, para um 6 > 0. (102)

Isto implica que as restrigoes de p4 e m a J sao medidas equivalentes. De fato, sabemos

que g << m, agora suponha que ps(E) = 0 para um conjunto mensuravel £ C J.
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Entao fE odm = [ xppdm = 0, logo xpp = 0 m-qtp, portanto xg = 0 m-qtp, dai
m(E) = [ xgdm = 0. Portanto como p4 <ZA> = 1 temos que ZA intersecta J num conjunto
de medida de Lebesgue total em J. Em particular A tem algum ponto em J e pela defini¢ao
de A temos que AU J tem medida de Lebesgue positiva e, integrando (102) em A, temos
pua(A) > om(AnJ) > 0.

Agora defina v4 como a restricao normalizada de p4 ao conjunto A, i.e,

_ ,uA<B N A)

va(B) pa(A)

para todo mensuravel B.

Temos entdo v(A) =1ev << us << m. Além disso, v4 ¢ f-invariante

palf~H(B)NA)

(e = o
_ mlf BN A) (101)
Ha
_ ma(f7(BNA)) (105)
A
_ ra(B04) (106)
A
= va(B). (107)

onde (103) = (104) pela f-invariancia de A e (105) = (106) pela f-invariancia de
4. O que conclui a prova do resulado.
O

Proposicao 0.3.4. Todo conjunto A C [0,1], f-invariante, com medida de Lebesgue pos-
itiwa, possui medida de Lebesgue total numa vizinhanga de algum ponto singular: existe

e > 0 e um ponto singular ¢ de f tal que m([c —e,c+¢]\ A) =0.

Demonstracao. Seja v uma probabilidade f-invariante e absolutamente continua tal que
v(A) = 1. Pelo teorema 3.3, v = pm onde ¢ é uma funcdo de variacao limitada. Isto
implica que existe um intervalo J C [0,1] tal que o infimo de ¢ em J é estritamente
positivo (veja demonstragao da proposigao 3.3 anterior) implicando na equivaléncia entre

v e m em J. Portanto, como

v(J\A) =v(JNA°) =0= m(J\ A) = 0 (observe no lema anterior a defini¢ao de v)
(108)
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temos que, se J contém uma singularidade de f o resultado estda provado. Suponha
entdo que J nao contém uma singularidade. Considere os iterados f™(J) do intervalo J, a

propriedade de expansividade implica que
L(f"(J)) = C1ATI(J) onde I(J) significa o “comprimento do intervalo J”,

sempre que f™(J) ndo contém uma singularidade para 0 < j < n—1. Como o comprimento
de [0,1] ¢é finito, deve existir um primeiro N tal que f~(J) contém uma singularidade.
Isto quer dizer que fV|J é um difeomorfismo com sua imagem (lembre que a derivada é
sempre maior que zero onde ela esta definida). Sendo um difeomorfismo, f~|.J transforma
conjuntos de medida de Lebesgue nula em conjuntos de medida de Lebesgue nula, além

disso fV(J) é um intervalo. Portanto por (108) e pela invariancia de A temos

m(fY(T)\A) = m(fY(I)\ Y A) =m(fY(T\ A) =0.

]

Teorema 0.3.4. A aplicacao f possui um niumero finito, limitado pelo nimero de pontos

singulares de f, de medidas ergddicas absolutamente continuas com relagio a m.

Demonstragao. Seja p uma medida ergddica f-invariante e absolutamente continua com
relacao a medida de Lebesgue. Pelo teorema 3.3 © = ¢om onde ¢ = 5—:1 possui variagao
limitada. Portanto, pela proposicao 1.10, existe um intervalo J C M tal que ¢ > 0
em J e em f"(J) para todo n > 1. Isto implica que p é equivalente a m em J. Com
efeito, sabemos que p << m, agora suponha que p(F) = 0 para um conjunto mensuravel
E C J. Entao [, edm = [ xgedm =0, logo xge = 0 m-qtp, portanto xp = 0 m-qtp, dai
m(E) = [ xgdm = 0. Agora considere A’ C f(.J) tal que ¢ = 0 em A’. Entao u(f~(4)) =
p(A") = [, edp = 0 pois p & f-invariante. Como f~1(A") = (f1(A)NJ)U(f1(A)NJ°)
temos que 0 = p (f~H (AN ) +u(fH(A)NJ)=0+00quenosdapu(f1(A)NJ)=0e
consequentemente m (f~1(A’) N J), pois m << pem J. Agora, seja F;, = nN(f~1(A") N J)
para todo n € PM. Como fly € C temos que f é localmente Lipschitz em cada 7, e

portanto preserva a medida nula de subconjuntos de n. Dai, observe que

raynn) = U nn(r@yng | u (U {xi})

nepP®)

onde z; sao os pontos singulares de f. Portanto m(f (f~1(A)NJ)) = m(A) = 0 e
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¢ > 0 em fJ), e o mesmo vale para f"(J) para todo n > 1. Resulta que y e m sio
equivalentes de f™(J) para todo n > 1. Como pu é ergddica temos que p-qtp x € f"(J)

é genérico para u, e pela equivaléncia com m, m-qtp x € f"(J) é genérico para p, i.e, o
n—1

tempo médio — Z @(f?(x)) converge para [ ¢du, para toda fungao continua ¢. Por outro
n
J=0
lado, se a; é uma das singularidades, considere 7 o primeiro n tal que a; € f™(J), caso

contrario, o comprimento de f™(.J) seria ilimitado quando n — oo o que contradiz o fato

de f™(J) C I. Isto nos diz que duas destas medidas distintas, u; e p2, devem resultar
em dois f™(J) f™ (J) disjuntos. De fato, se f™ (J) N f™ (J) # 0, entdo m-qtp(Lebesgue)

7/

x€ f7(J)N f7(J) é u genérico. Isto implica que deve existir um z € f™(J) N f7 (J) tal
n—1 n—1
1 . 1 )
que — Zogo(fj (z)) = /gpd,ul e~ Zogo(fj (x)) = /gpd,ug para toda ¢ continua. O que
J= J=

nos da [ @dus = [ @dus e consequentemente g = py. Portanto, existem no méaximo [ — 1

(I & o ntimero de subintervalos da particio P™)) destas medidas. O

Observacao 0.3.1. Para a transformagao f do modelo geométrico de Lorenz, tomamos

[ =2.
Finalizamos esta se¢ao com a seguinte proposicao:

Proposicao 0.3.5. Para a aplicacao f de Lorenz, se pg € uma medida f-invariante e abso-

lutamente continua com respeito a Lebesgue, entao g € ergidica. Além disso m(B(uo)) =
1.

Demonstragio. Suponha que existe um conjunto mensuravel A C [0,1] com f~'(A) = A
com 0 < po(A) < 1. Entao

_ (BN A)
B fo(A)

definem duas medidas f-invariantes e absolutamente continuas com relagao a Lebesgue.

_ [L()(B N AC)

il B) pio(A°)

p2(B)

Pelo teorema 3.3 as densidades ¢; = d—ul sao fungdes cuja variacao é limitada.
m
Logo existem intervalos J; e Js tal que v; > 0 em J; e o > 0 em Jy. Afirmo que
Ji1 C A m-qtp e Jo C A° m-qtp. Ou equivalentemente m(J; N A°) =0 e m(JoNA) = 0.

De fato, se m(J; N A°) > 0 entdo por um lado ﬂdm > (0, mas isto implica que
AcnJdy m
w1 (J1 N A€) > 0, uma contradi¢do, pois
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pi(iNAS) =

Logo J; € A m-qtp e, pela mesma justificativa, J, C A m-qtp. Isto nos diz que A
e A€ possuem interior nao vazio m-qtp e consequentemente possuem medida de Lebesgue
positiva. Desta forma A e A€ satisfazem as hipoteses da proposicao 3.3, ou seja existem
€1 >0ee >0tal que m([c —e,c+e]\A) =0em([c—e,c+ e\ A°) = 0. Tomando

¢ = min{e;, €2} teremos que

m([c—ec+e\A) =0 (109)

m(jc —e,c+e)\ A°) = 0. (110)

Porém,

m(lc—e,c+e)\A) =0 = m(lc—€e,c+eNA)=0
— [c—¢€c+€ CTA mqtp
= m(c—ec+e¢NA) >0
= m([c—ec+e\ A% >0

o que por (110) é uma contradigao. Portanto ug é ergodica e portanto fisica.

Agora provemos que m (B(p)) = 1. Se isto nao ocorre, entao m(B(u))® > 0 e como
B(pp) ¢ invariante, temos que B(fo)¢ também o é. Use a notacdo A = B(u)® Pela
proposigao 3.4 existe uma medida de probabilidade 4 tal que pa(A) = 1, além disso, 4 é
f-invariante e pela proposi¢ao 3.5 (a parte ja provada dela), é ergddica. Como pq(A) =1
temos que pa(B(uo)) = 0, e por sua vez, po(A) = 0 temos que po(B(1o)) = 1. Portanto
to 7# t1a 0 que contradiz a unicidade de pp. Portanto m (B(u)) = 1.

O]

Unindo o teorema 3.3 com a proposicao 3.5 obtemos o
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Teorema 0.3.5. A transformacao unidimensional f de Lorenz possui uma unica medida
ergodica e absolutamente continua com relagdo a medida de Lebesgue que serd denotada
por y. Consequentemente piy € uma medida fisica para f e, mais ainda, sua bacia ergddica

tem medida de Lebesgue total, i.e, m (B(us)) = 1.

0.4 Medida Fisica para a Aplicagcao de Poincaré

Neste segao, p: S — [—5, 5] denotara a projecao canonica, i.e., p(z,y) = v e C° (S;R)
denotara o espago de Banach das func¢oes continuas munido com a norma do sup, i.e.,
|1|| = sup |¢()].

Agora, a partir da existéncia de uma medida SRB para a aplicagdo unidimensional de
Lorenz f, construiremos uma medida fisica para a aplicacao P de Poincaré. Para isto,
fixemos a notacao py para a tnica medida ergdédica absolutamente continua, e SRB, da
aplicacao unidimensional de Lorenz f. -

Sejam II a folheacao de S, cujas folhas sdo os segmentos verticais v, = {x X [—5, 5]}
com x € [—5, 5] e P:S* — S a aplicacao de primeiro retorno definida no capitulo 2.
Para esta aplicagao, valem as propriedades:

Al A imagem de qualquer 7, € II diferente de I', esta contida no elemento vp(,) € II;

A2 O comprimento de P™(v,) tende para zero quando n — oo, uniformemente, para

todos os 7, tais que o iterado P"(7,) esta definido.

11
Para uma funcao continua v : S — R, defina as funcgoes ¥_ : [—5, 5] — R e
11
(I [—5, 5] — R da seguinte maneira:

Y(x)= inf dp(z,y) e Pyp(r) = sup  P(x,y).

(z,y)ep~1(z) (z,y)ep=1(z)

Lema 0.4.1. Dada qualquer fungao continua v : S — R, ambos os limites

lim [ (o P")_duyse lim /(w o P") . duy

n—oo

existem e coincidem.
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Demonstracao. Seja ¢ : S — R continua, € > 0 e 6 > 0 tal que [(x1) — P(z2)] < €
sempre que |x; — 3| < . Uma vez que IT é uniformemente contraida por P, existe ng € N

tal que diam(P"(7,)) < d para todo v, € IT e todo n > ng. Por defini¢ao

(¥ o P™¥)_(2) = (¥ 0 P")_(f*(2)) = inf (] prsn(yyy) = if (Blpngrye ) (111)

Agora observe que P"*(v,) C P"(7yr(y)), 0 que implica na limitacao da expressao do
lado direito de (111) por

Portanto

o P an - [worn o | <

Além disso, usando o teorema de mudanca de variaveis, podemos substituir a segunda inte-
gral por [ (¢ o P™)_dpy pois puy é f-invariante. Como ([ (¢ o P™)_dpuy) € uma sequéncia

de Cauchy em R, temos que esta sequéncia é convergente. Mais ainda,

0<|(WoP")i(x) = (¥oP") (x)| = |supy

Pr(e) — If Pl | <€

para todo n > ng. Logo, as duas sequéncia do lema possuem o mesmo limite. O

Proposicao 0.4.1. Existe uma probabilidade pp em S tal que

[ e =t [ o Py =t [ (o P)duy
para toda func¢do continua v : S — R. Além disso, pp € unica e P-invariante.

Demonstragio. Sejam fi(y) o valor dos dois limites e Aj = {¢(z,y), (v,y) € pH(z)}.
Observe que 1 (r) = sup Aj e ¥_(x) = inf Af. Portanto, dadas ¢; e 1, temos que
Aj, + Ay, C AY 4y, 0 que implica em inf Aj +inf AY = inf Ay + Aj > inf A7 . e
sup A +sup Aj, = sup A + A7, <sup A7, ., . Concluimos entdo que (¢1)_ + () >
(Yr+2)_ € (B1)5 + ()1 < (&1 + )., em particular temos (g3 0 PY)_ + (s 0 P)_ >
(V1o P +thgo P")_ = (Y1 +1h2) o P")_ e (Y10 P") 4 + (Y20 P")y < (Y10 P +4hpo P"), =
((¢1 + 1hg) o P™) . Com essas observagoes temos que

JwioPdug+ [ wao Py dug = [ (14 w)0 Py
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J e Padug+ [aoPdus < [ (14 )0 Py,

e passando ao limite quando n — oo, chegaremos a essas duas relagoes (1) + 1g) <
() + 11(we) e (v + o) > f(1h1) + 1(1h2). Portanto, concluimos a seguinte relagao de
aditividade

[i(thr + ) = (1) + [i(32).

Além disso, para o € R temos ji(at)) = ap(y). Mais ainda, o funcional jz é limitado. De

fato tome 1 # 0 continua e @Z = —— e observe que

1]

(Forr), < swpd=1
= /(JOP">+duf§uf(5)
= tim [ (50 P") duy < ps(5)

) = () <els)
= A0 < ag(S)Yl

4

Portanto o funcional linear i : C° (S;R) é limitado. Agora tome ¢ € C° (S;R), com ¢ > 0,
dai

sup (x) > 0
(zy)ep~!(z)
= ¢y 20
= /¢ o P'duy >0
= lim/¢oP”de >0
= @) 20

portanto o funcional é positivo. Estes fatos reunidos colocam f nas hipoteses do teorema
de Representacao de Riesz que afirma a existéncia de uma tnica medida pup em S tal que

(y) = [dupp para toda funcao continua ¢ € C°(S;R). Para mostrar a P-invariancia
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de pp observemos que

e entao
i) = [ vdur (112)
= /Q/JOPd,up (113)
— [P epe) (114)

segue-se, pela unicidade do teorema de Representagao de Riesz, que P*pup = up. Portanto
up € P-invariante.
O

11
Lema 0.4.2. Seja ¢ : S — R uma fun¢ao continua e x € [—5, 5] tal que

tim 23 (o PULP @) = [ (0 PFladuy

1 :
para todo k > 1. Entdo lim,,_, - Z;:Ol (WV(PI(z,y))) = [ wdup para todo (z,y) € p~(z).

. o 11 .
Demonstracao. Primeiramente, vamos fixar ¢ > 0, um x € [—5, 5], como na hipétese, e

observar que

Pl(a,y) = (f(2),g (f7 (@), g (F772 -, 9(f(@),9(x,9))))) -
Isto implica que P’(z,y) € p~!(f’(x)). Portanto temos

inf Yo P¥a,y) <¢oP(P(z,y) <  sup o Plz,y)
(z,y)ep=1(fI(x)) (zy)ep=1(fi(x))

e usando a definicdo de (¢ o P*)+ temos

(o PP)_(f(x)) <o PH(P(z,y)) < (o PF)(f(2)) (115)

para todo (z,y) € p~'(z) e para todo k,j > 1.
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Além disso, pela Proposigao 4.1 temos que pp(10) = lim s ((¢ o P¥)4), isto implica que

existe um ky € N tal que

€

pp() = 5 < upl(V 0 PO)2) < pp(®) + 5 (116)

para todo k > ky. Por outro lado, por hipotese existe ng € N tal que

1

(o PHL)(f7 (@) < pp(( 0 PF)s) + % (117)

3
|

S|

pr((o Pr)y) —

<

N |
.

Il

o

para todo n > ng = ng(k).
Somando as desigualdades (116) e (117) temos

1

(o PL)(f (@) < pp(¥) + e (118)

3
|

S|

pp(Y) —e <

<
Il
o

Agora some a desigualdade (115) em j = 0---n — 1 para obter

|
—
—
—

n n—

(o P (P@) £ 3 o PAP(xy) <3 (o PL(f(@)

n—

<
Il
o
<.
Il
o
<
I
o

Unindo este ultimo fato com (118) obtemos

—

n—

pp() — e < (o P)(P!(2,y)) < pp(¥) + € (119)

S
<.
I
(=)

para todo n > ng = ng(k). Como € pode ser tomado arbitrariamente pequeno e n arbi-

trariamente grande, temos

n—1

LS woPay) — [ v

j=0

Teorema 0.4.1. O sistema (P, up) € ergddico.

Demonstracao. Vamos utilizar a proposicao 1.8 da se¢ao sobre teoria Ergodica. Segundo
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esta proposicao, precisamos mostrar que

n—1

1 i n—00
ﬁZsO(P](x,y)) — /@dup pi-q(tp

J=0

apenas para as fungoes ¢ de um conjunto denso F' C L. Escolheremos F = C°(S,R).

Portanto, dada ¢ : S — R continua, temos que (¢ o P¥)y : M — R & limitada e

portanto ps-integravel. Logo, existe B,opr C [—5, 5} tal que
1 n—1
lim 3" (0o PL(f(a)) = [ (oo P)udy
§=0

onde juf(Byopr) =1, pois puy ¢ ergodica. Pelo lema 4.2, no conjunto p~*(Byopr) C B, vale

n—1
1 i n— o0
ngO(PJ(x,y)) — /sodup
=0

onde B, ¢ o conjunto dos pontos z € S tais que

n—1
1 )
lim — g po P(z) :/godup.
J=0

n—oo N, <

Portanto, para que pp seja ergodica, resta mostrar que pup(B,) = 1.
1

11 1
Uma vez que o espago C’O([—§, 5], R) das fungoes continuas 1 : [—5, 5] — R é denso
11 1
em Ll([—§, 5],uf), tome uma sequéncia (1), C C’O([—é, 5], R) de fungoes continuas tal
L' (uy)
que v, — XB, pi- Uma vez que Xp=1(B . pi) = XB,, i © P temos que
L' (up)
Unop = Xpi(B_ ) = XB, . OD- (120)

Agora observe
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/;bnopd,up = leIEO (¢nopoPk)_d,uf (121)
— tim [ (oo M)y (122)
ot [ () (123)
= Jim [ @)dus (124)

— [ vy (125)

onde (121) = (122), pois como observado no inicio da prova do lema 4.2, P* tem a
forma
PHa,y) = (fM@),g (@) (72 o(f (@), g(x,))))) ;
(122) = (123) segue do teorema de mudanca de variaveis; (123) = (124) da f-
invariancia (e portanto da f*-invariancia) de us e (124) = (125) pois a expressao nao
depende mais do indice k.

. - L (uy) ) A
Uma vez que nés temos a convergéncia v, — xp__,, temos também a convergéncia
@poP

das integrais. De fato, para um n suficientemente grande e € > 0 arbitrario

[ sy = Bl = 1 [ sy = [ iy

= ‘/<¢n—XBka>dﬂf|

/ |wn - XBSDOPk ‘dljjf
1 = x5, |1

€.

I VAN

IA

Por um lado temos,
/wnduf — /“Lf(BgooPki> - ]-7

por (120) e observando que

(120) - /¢n Opd,uP - /Xpl(BwoPk)d'uP
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temos

[ondns = [ uopdur

- /Xpl(BLpopk)d/JLP

= pp(p™ (Byorr)),

portanto, pela unicidade do limite, up(p_l(B¢opk)) = 1. Consequentemente, como B, D
p~H(Byopr), temos que pp(B,) = 1. Logo pp ¢ ergodica.
O]

Concluimos este trabalho mostrando que pp ¢ uma medida fisica para P.
Teorema 0.4.2. up € uma medida fisica para P.

Demonstracao. Seja ¢ : S — R uma fungao continua. Como S é compacto, ¢ é uni-

formemente continua. Portanto, para todo € > 0 existe d > 0 tal que

p(21,91) — (w2, 92)| < € sempre que |(z1,y1) — (22,32)| < 0.

Além disso, dado (a,y1), (a,y2) € p~(B(uy)), a contragao uniforme das folhas, equagdo
(59) (propriedade 2, pagina 44, capitulo 2), nos diz que |P"(a,y1) — P™(a, y2)| — 0 quando

n — o0. Portando seja ng tal que n > ny implique em
[P"(a,y1) — P"(a,y2)| <.

Portanto

9(P"(a, 1)) — @(P"(a,32))] < € sempre que n > n,
dai
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n—1 n—1 n—1
1 - 1 : 1 A
=S e(Pila) — = S ePilaw)| = — > e(Piam)
7=0 7=0 j=
1 |« ;
= - > o(Pi(a, 1))
j=0
1 no n—1
= 1> ePia )
j=0 j=no+1
1 no 1 n—1
< - > e(Pi(a,y)) — o(P(a,yo))| + =
7=0 j=no+1
1 no n—1
< EZ‘@PJCL% w(P(a,42))| + =
7=0 Jj=no+1
n—1
1 1
< —C+ - €
n n
Jj=no+1
1 1 &
< —CH+ -
. +nze
7=1
1
< —C+e
n
fazendo n — oo, temos
1 n—1 1 n—1
nh_{noo EZ@(PJayl EZSOP]@?M
=0 §=0

Como o € é arbitrario, temos que o tempo médio de Birkhoff é igual para todo ponto

em p~'(a) onde a € B(uy), i. e
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médios de Birkhoff sao iguais, para toda fungao continua ¢ : S — R, i.e,

n—1 n—1
1
lim |- PJI —

para todos (z,y1), (z,v2),€ p~'(z) com z € B(uy). Consequentemente, p~'(B(uy)) C
B(up) como m(p~t(B(uy))) = 1 temos que m(B(up)) = 1. O
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