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Resumo

Neste trabalho o ponto crucial é a obtengao de uma representacao holomorfa para superficies
de curvatura média um no espago hiperboélico. Esta representacao possui uma grande semelhanca
com a representacao de Weierstrass para superficies minimas em R3. A partir disso, obteremos
uma gama de resultados acerca da teoria de superficies de curvatura média um, completas e de
curvatura total finita em H?3.

Palavras-chave: Superficies Minimas, Espaco Hiperbdlico, Representagao de Weierstrass.



Abstract

In this work the crucial point is to obtain a holomorphic representation for mean curvature
one surfaces in hyperbolic space. This representation has a great resemblance to the Weierstrass
representation for minimal surfaces in R?. From this, we obtain a range of results about the theory
of mean curvature one surfaces complete and finite total curvature in H?3.

Keywords: Minimal Surface, Hyperbolic Space, Weierstrass Representation .
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Introducao

Em 1987, no artigo [2], Robert Bryant mostrou que as superficies de curvatura média
constante um em H? sao projecoes de curvas nulas em SL(2,C), e assim encontrou uma
representacao holomorfa de tais superficies. Em esséncia Bryant encontrou uma representacao
analoga a representacao de Weierstrass para superficies minimas em R3. Ainda, Bryant obteve
resultados importantes sobre superficies de curvatura média um em H? com curvatura total finita
e completa, estes resultados impulsionaram o estudo das superficies de curvatura média um em
H3. Devido a grande importancia do trablho de Bryant as superficies de curvatura média um em
H? sao chamadas Superficies de Bryant.

No primeiro capitulo, apresentaremos as ferramentas basicas para uma boa compreensao
do trabalho. Mais precisamente, faremos um breve estudo sobre alguns resultados de geometria
riemanniana via método do referencial movel.

No segundo capitulo, faremos uma introducao da teoria de superficies em H?. Além disso,
definiremos uma aplicacao aniloga a aplicacao normal de Gauss em R? e mostraremos um resultado
anélogo ao caso das superficies minimas em R3. Veja:

Proposigao. A aplicacao [eg + e3] : M — S2_ é conforme se, e s6 se, f é totalmente umbilica
(neste caso [eg + e3] reverte a orientagao) ou f satistaz H = 1(nesse caso [eg + e3] preserva a
orientagao).

No terceiro capitulo demonstraremos o teorema principal do trabalho. Segue abaixo o
enunciado.

Teorema. Seja M? uma superficie de Riemann e F : M? — SL(2,C) uma imersao nula.
Entao eyo F = f : M? — H? é uma imersao conforme com H = 1. Reciprocamente, se M?
é simplesmente conexo e f : M?* — H? é uma imersao com H = 1, entao existe uma imersao
F : M? — SL(2,C) holomorfa, tal que f = ego F. Ademais, F é tinica a menos de uma
multiplicagao por uma constante g € SU(2).

No dltimo capitulo, estudaremos as superficies de Bryant completas de curvatura total
finita e apresentaremos alguns exemplos. Segue um importante resultado dete capitulo.

Proposigao. Sejam do? uma pseudo métrica e A* = {w € C;0 < |w| < 1} um disco furado.
Suponhamos que (A, do?) possua curvatura 1. Suponhamos também que a drea de A* na métrica



do? ¢ finita. Entao, existe uma coordenada holomorfa local z sobre A, = {w € C; |w| < €}, para
algum e > 0, com z(0) = 0, e § > —1 um numero real tal que sobre A., nés temos
_ AP+ 1)2(=2)

<= 05 (2P dz® dz.

2
dO’A

Ademais, (8 é tinica, e z é tinica a menos de uma dilatagao Az, onde |z| = 1.

O resultado acima sera importante para estudarmos imersoes f : M — H?® de curvatura
média um, onde M nao é simplesmente conexa. Da teoria de superficies minimas completas e
de curvatura total finita sabemos que a aplicacao normal de Gauss e a diferencial de Hopf sao
meromorfas, ver [16]. Porém, este resultado é falso na teoria de superficies de Bryant completas
e de curvatura total finita. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema. Seja f : A* — H3 uma imersao conforme de curvatura média 1, completa em

z = 0 e de curvatura total finita. Entao, a aplicagao hiperbélica de Gauss [eg + e3] : A* — S?
estende-se holomorficamente em z = 0 se, e s6 se, a ordem de Q em z = 0 é pelo menos -2.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢oes e alguns resultados basicos de geometria
Riemanniana com o intuito de fixar a notagao, admitindo que o leitor seja familiarizado com os
pré-requisitos necessérios. Para este capitulo as principais referéncias sao

1.1 Superficies de Riemann

Nesta sessao faremos um breve estudo sobre a teoria de Superficies de Riemann. O objetivo
principal é obter a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie de Riemann via formas
diferenciais. Nossas principais referencias sao [0] e [18].

Primeiramente vejamos dois exemplos de superficies de Riemann importantes. Sejam z =
(21,22), w = (wy,ws) € C? considere a seguinte relacao de equivaléncia.

WS 2= w,

para algum A € C*. Denotemos as classes de equivaléncia desta relagdo por [z, z5]. Definamos
CP' = {[21, 22]; 21, 20 € C}. CP* ¢ dito espago projetivo complexo. Consideremos P' = C U {oo},
P! ¢ dita esfera de Riemann.

Podemos identificar CP' e P!, basta tomar a aplicacdo 7 : CP* — P! tal que

22
(21, 29] = —.
21
Esta aplicagao estd bem definida. De fato, suponha que w = (wy,wy) é multiplo de z = (21, 29),
logo existe A € C* tal que w = Az. Dai, g—f = j—f e, portanto, m estd bem definida.

Definicao 1.1.1. Um divisor sobre uma superficie de Riemann M € uma combinac¢ao linear de
um numero finito de pontos de M com coeficientes inteiros.

Definicao 1.1.2. Se D = Zp nyp € um divisor, entao o grau de M ¢ a soma

deg(D) = Z M-

11



Definicao 1.1.3. Se f € uma fun¢ao meromorfa sobre uma superficie de Riemann M, e p € uma
ponto de M, definimos a ordem de f, v,(f), por

k  se ftem um zero de multiplicidade k em p
o(f) =1 —k seftem um pdlo de multiplicidade k em p
0  sefé holomorfa e nao nula em p

Toda fun¢ao meromorfa possui uma quantidade finita de zeros ou polos e, portanto,

D = ZVp(f>P

¢ claramente um divisor. O divisor D =} v,(f)p ¢ chamado divisor principal.

Definicao 1.1.4. Seja w uma 1-forma meromorfa sobre uma superficie de Riemann M, ep € M.
Definamos a ordem de w em p por

vp(w) = vp(fp),
onde f, € a representacao de w no ponto p, i.e, w estd representado localmente como fpdz numa

vizinhanga de p.

Esta definigdo nao depende da vizinhanga coordenada ver [6].

O divisor
(w) = Zup(w)p

p

é dito divisor candnico da forma meromorfa w. Segue um importante resultado, sua demonstragao
pode ser encontrada em [I8].

Teorema 1.1.1. Se w € uma 1-forma diferencial sobre uma superficie de Riemann compacta M,
entao

deg((w)) = —x,

onde x € a caracteristica de Euler-Poincaré da superficie de Riemann.

Seja ¢ : S? — C U {0} a projegao estereografica(estendida). A métrica em S? induz uma
métrica padrao sobre C U {oco} dada por

_Ad¢® dC

(1+¢()?

Ademais, a métrica tem curvatura 1 sobre C U {oo}, ver [6]. O teorema abaixo segue de [9].
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Lema 1.1.1. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e do? uma pseudo métrica

sobre M tal que (M, daz) possui curvatura Gaussiana 1. Entao existe uma fung¢ao meromorfa
£: M — CU{oo} tal que £*(p) = do?, isto €

, 4dé® dE
do* = ———.
(1+¢€¢)
Ademais, se &€ : M — C U {oo} também satisfaz (£ )*(p) = do?, entio & = %= onde a,b sio

be+a’
constantes complezas satisfazendo |al* + [b]* = 1.

Segue um importante resultado da teoria de superficies de Riemann simplesmente conexas, sua
demonstragao pode ser encontrada em [0].

Teorema 1.1.2. Se M € wuma superficie de Riemann simplesmente conexa entao, M €
conformemente equivalente a um e somente um dos casos sequintes:

(1) CU{oo};
(ii) C;
(iii)) A ={z€C;|z| < 1}.

1.2 O Método do Referencial Modvel

Nesta sessao introduziremos o método do referencial movel para variedades Riemannianas.
Este possibilitara fazermos um estudo da curvatura seccional de variedades utilizando formas
diferenciais.

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. Sejam p € M e U C M uma vizinhanga
de p em M, onde seja possivel definir campos diferenciaveis de vetores eq, ..., e, tais que

<€Z‘, 6j> = (51]

. . . - . 7Y
O conjunto {e;};_, & chamado referencial ortonormal mdvel em U. Sejam {w'},_, formas

diferenciais em U tais que
( —
w (€j> = (5”
As formas w' sao chamadas coreferencial assosciado a {e;} . Temos o seguinte resultado.
Lema 1.2.1. Escolhido um referencial {e;};_, num aberto U de wma variedade Riemanniana M,
existe em U um (dnico) conjunto de formas diferencias {wg}, onde w] = —w' e satisfazem

j
n
i _ koA
dw' = E W A Wy
k=1

13



A demonstracao do lema anterior pode ser encontrada em [5].
As formas w] sdo chamadas formas de conexdao de M no referencial {e;};_,. As formas de
conexao permitem definir uma nocao de derivagao covariante para campos em M.

Proposicao 1.2.1. Sejam X,Y campos diferencidveis em M e {e;} um referencial em U C M.
Suponha que Y =" y;e; e faca

n

V=3 {dyxX) + ng(xm} s

j=1
Entao VxY independe do referencial {e;} e, portanto, estd bem definido em M.

A demonstracao do resultado acima segue de [5].
VxY é dito derivada covariante de Y em relacao a X. A derivada covariante possui
importantes propriedades dadas pela proposicao seguinte.

Proposicao 1.2.2. Sejam X,Y,Z campos diferencidveis em M, f e g funcoes diferecidveis em
M e a e b nimeros reais entao

(i) VixsgzY = [VxY +gVzX;

(ii) Vx(aY +bZ) = aVxY +bVxZ;
(i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;
(i) (VxY,Z) +(Y,VxZ) = X({Y, Z));

(v) Sep e M, (VxY)(p) sé depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y ao longo de
uma curva parametrizada o : (—e€,€) — M, com a(0) = p, e /(0) = X(p).

A demonstragao do resultado acima pode ser encontrada em [5].
Note que _
(Vxei,e;) = wi (X),

donde '
wi(er) = (Veeise) .

Definamos as formas €;; por Q;; = dw! — S21_ wF Aw].

Estas sao ditas formas de curvatura de M no referencial {e;} .

Para cada p € M, e cada par de vetores X,Y € T,M, a matriz (£2;;),(X,Y) pode ser vista
como a matriz da aplicacao linear

(Rxy)p : T,M — T,M
em relacao a base {ey,...,e,} .

14



Rxy ¢ chamado operador curvatura de M. Como §);; = —€;; e §;; ¢ uma forma bilinear
alternada, temos as seguintes equacoes para o operador curvatura: Se X,Y,Z e T sao campos
diferencidveis em M entao

(RxyZ,T) = —(Ryx2,T) (1.1)
(RxyZ,T) =—(RxyT,Z) . (1.2)

Derivando exteriormente a equacao

n
dw' = E w? A w;-
i=1

temos
n . n .
0 = Zdwk/\wi —Zwk/\dwi
k=1 k=1
n . n .
= Zwl/\wf/\wi —sz/\ dw]
ik=1 i=1
n n
= Zwl A (wa Awy — dw))
=1 k=1
n
= Z w' A Qyj
i=1
Portanto,

A equagao (1.3) é chamada primeira identidade de Bianchi. Em termos de operador curvatura,
ela se traduz da seguinte forma. Se X,Y e Z sao campos diferenciaveis em M,

0 = ) W AQyX,Y,Z)

— Z {W'(X)Qy(Y, Z) — ' (Y)(X, Z) + ' (2)Q2;(X,Y) }
= Zksz - szy + nyZ, €j> .

para j = 1,...,n. Dai,
RxvZ + Ry X+ RzxY =0 (14)

15



Note que valem as seguintes igualdades

(RxyZ,T) 4+ (RyzX,T) + (RzxY,T) = 0
(Ry;T,X) + (RyrY, X) + (Rpy Z,X) = 0
(Rzr X, Y) +(RpxZ,Y) + (Rx;T,Y) = 0
(RrxY, Z) + (RxyT, Z) + (Ryr X, Z) = 0

Somando as equagoes acima e utilizando ([1.4)), temos
(RzxY,T) + (RryZ,X) = 0.

Dai, por (1.2)), temos
(Rxy Z,T) = (RyrX,Y).

Como as formas €);; sao formas de grau dois, elas podem ser escritas
Qi = L R AW
ij = —52 ikl A\ W
kl
As fungoes R;ji; sao chamadas as componentes do tensor curvatura de M. Notemos que
(Rege (€i),€5) = Qilen, er)
1
= 3 Z Rjistw® A w(er, )
st
Rijwi
= <Reiej(ek)7 6l> .

As formas de curvatura nos permitem definir a curvatura seccional de uma variedade. A partir
de agora faremos uma introducao de tal conceito.

Seja P C T,M um subespago de dimensao dois do espaco tangente 7,M. Tomemos um
referencial {ey, ..., e, } em uma vizinhanga de p de tal modo que {e;, e5} geram P. Temos o seguinte
resultado.

Proposigao 1.2.3. O nimero (212),(e1,e2) depende apenas do subespago P.

A demonstragdo da proposigao acima segue de [5] pag. 54.
O numero

p(P) = —(Cua)pler, eq)
<(R6162)p(61)762>

é chamado a curvatura seccional de M em p segundo P.
Temos o seguinte resultado.

16



Proposicao 1.2.4. Seja P C T,M um subespago de T,M. Se X,Y € P sao vetores linearmente
independentes de T,M e {e;} é um referencial ortonormal tal que {e1,es} gera P, entao

(RxyX,Y)
K(p) = —
e
onde A(X,Y) € a drea do paralelogramo formado por X eY.
A demonstrac@o do resultado acima pode ser encontrada em [5] pag. 55.

Definicao 1.2.1. Diz-se que uma variedade Riemanniana M, € isotropica em p se todas as
curvaturas seccionais em p tém o mesmo valor, isto é, se K,(P) ndo depende de P C T,M.

Finalmente, temos o resultado que traduz a importancia das formas de curvatura de um
referencial.

Proposigao 1.2.5. Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e {e;} um referencial em uma
vizinhang¢a de p. Entao M € isotropica em p se e so se

Qij = —pri N wj.

A demonstrac¢ao da proposigao anterior pode ser encontrada em [5] pag. 55.
Naturalmente, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.2.2. Diz-se que uma variedade Riemanniana M tem curvatura constante, se K,(P)
nao depende de p e P.

1.3 O Espaco de Lorentz-Minkowski-L*.

Nesta sessao exibiremos as equacoes de estrutura do espaco de Lorentz-Minkowski 4.
Tomemos em R?* o semi produto interno definido por

(T,y) = —x1y1 + ToYo + T3Ys + Ta4ya,

onde T = (r1,%9,73,24),y = (y1,Y2,93,91) € L1 O espago (R*,(.)) ¢ dito espago de Lorentz-
Minkowski e sera representado por L4
Sejam ey, €2, €3, e, campos diferencidveis sobre L* tais que

<ei7 €j> = 6j(siju

. —1 sej=1
Tl 1 sej=2,34

17
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Existem 1-formas (w®)}_, sobre L tais que
wi(ej) = Ejéij-

O conjunto das formas diferenciais (w')i_; ¢ chamado coreferencial assosciado ao referencial

(€;):_,. Para cada i, o campo e; induz uma aplicacao diferenciavel de; : L* — L1, Dai, podemos

escrever
4

de; = Z ekwfek. (1.5)
k=1
As 1-formas {wf }, sdo ditas formas de conezio de L* no referencial {ei}?zl .
Note que da igualdade (e;, e;) = €;0;; temos, aplicando a diferencial,

<d€l‘, 6j> + <€i7 d€j> =0.

Ademais, temos . .
w] = (dej, e5) = — (dej, e;) = —wj.
Dai, '
w] = —w},
onde 7,7 =1,..., 4.
Aplicando a diferencial na equagdo e usando o fato de que d(d(e;)) =0, i = 1, ..4, temos

4 .
= d()_eule;)
j=1
4 . .
= Z €j(dwle; —w! A de;)
j=1
4 A . 4
= Z ejldwle; — w] A (Z erwher)]
=1 k=1
4 4 4 '
= Z ekdwfek - Z € [Z ekwf VAN wfek]
k=1 =1 k=1
4 4 .
= Z[dwf - Z ejw! A wleey,
k=1 j=1

Portanto como {e;} é um conjunto linearmente independente, entao
4

dw! = Z erw A wl. (1.6)

k=1
A equagao ([1.6) é chamada equagdo de estrutura de 2.

18



1.4 Modelos de Espaco Hiperbélico

Nesta sessao apresentaremos alguns modelos de espago hiperboélico de dimensao 3.

1.4.1 Modelo do Semi-Espaco Superior
Seja
]Ri = {(I’l,ZQ,Ig) eR3 x5 > 0} )

Munindo R? com a métrica
2 2 2
o dxy+dry + drs
= 2
T3

ds

Y

definiremos H* = (R3, ds?). Este modelo ¢ chamado modelo do semi-espago superior.

As retas perpendiculares ao hiperplano x3 = 0, os circulos cujos planos sao perpendiculares a
x3 = 0 e cujos centros estao nesse hiperplano sao as geodésicas de H? neste modelo, ver [5] pag.
162.

1.4.2 Modelo de Poincaré

Seja B3 C R? uma bola aberta de raio 2 e centro na origem,
B’ = {p € R’ |p| < 2},
e introduza sobre B? a métrica
hii(p) = 0y
R

B? com esta métrica ¢ um modelo de espaco hiperbolico chamado modelo de poincaré.

1.4.3 Modelo de Minkowski

Consideremos o conjunto
H? = {v € L% (v,v) = —1, 2 > 0}.
Tomemos sobre H? a forma quadratica
—da} + dr} + doj + da}
induzida de LL*. Temos um importante resultado.

Lema 1.4.1. O Modelo de Minkowski de H? ¢ wma wvariedade Riemanniana completa,
simplesmente conexa e com curvatura seccional —1.
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O lema acima pode ser encontrado em [§] pag. 20. O resultado mostra que a forma
quadrética de L* quando restrita ao H? torna-se uma métrica bem definida.

As geodésicas neste modelo sao intersecoes de H? com hiperplanos que passam pela origem de
L4, ver [17] pag. 70.

Considere o conjunto

N? = {v € L% (v,v) = 0,20(v) > 0}.
Este conjunto é dito cone de luz. O espaco N3 é claramente uma variedade. Consideremos sobre
N? a métrica induzida de L*. Para cada ponto v € N? definamos [v] = {av, @ € R* } . Definamos
o conjunto
Sz, = {[v];v e N°}.

S?_ ¢ dito bordo assintético de H3. A partir de S%. podemos compactificar o espago hiperbélico,
assim escreveremos

H3 =HUS2.

Este serd o modelo de espaco hiperboélico que adotaremos no decorrer do trabalho.

1.4.4 Modelo Hermitiano

Consideremos as seguintes matrizes

(10 (01 (0 i (10
0=V 1) V10 )2\ =i0)3 o =1/

Estas matrizes sao chamadas Matrizes de Pauli e serao muito tteis para descrevermos a
representacao matricial do espaco hiperbolico. Identificaremos L* com o espaco das matrizes
‘H, hermitianas 2 x 2, pela identificacao

3 )

To+ T3 X1+ 129
x = (xg, 11, To, 13) € L & X = 140, Ex(j: ) 1.7
(07 1,42, 3) 0 0+k71 kY Ek T1 — 1Ty To— T3 ( )

Uma consequéncia desta identificacio é que dado x = (zg, 71,72, 23) € L* e seu associado

X:( To+ T3 Jfl—i"il’g

. € 'H temos que
Tl — 1y Tg— T3

det(X) = (vo+x3)(xo— x3) — (21 + 122) (21 — i22)
= (1’0)2 - (1’3)2 - (1’1)2 - (1’2)2

= —(z,z).

Dai,
det(X) = — (z,x).
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Tomemos © = (xg, Z1, %2, 73),y = (Yo, Y1, Y2, y3) € L. Pela identificagao de L* com o espago

vetorial H escrevamos

X:(x0+ff3 I1+i$2>7Y:(yo+fy3 y1+iy2)€H.
T1 — 12 Ty — T3 Y1 — Y2 Yo — Y3

Note que
1
(x,y) = —§tr(Xt02Y02).

X'y :i< —(w1 —iwg) (w0 + 3) )

—(xog — x3) (21 + i12)

De fato, veja que

o~ tiya)  (yo +ys)
Yoy =1 ( —(yo —y3) (1 —iy2) ) '

Escrevendo B = X'0,Y 09 onde B = (b;;) temos de (1.8) e (1.9) que

bin = =[xy + 2y — Toyo + T3ys + ToYs — T3Yo + i(T1y2 — T2y1)]

b = —[—oyo + T3ys + T1Y1 + Tays — Toys + Tayo + (—x1Y2 + 22u1)].

Portanto,

tT(XtUQYUQ) = by + by
2(zoyo — T1Y1 + TaYa + T3Y3)

Dai,
1
(x,y) = — Etr(XtagYag).

Portanto, em H, definiremos o pseudo produto interno dado por
1 t
(X,Y) = —Etr(XO-QY 09).

Considere
A={X e H;(X,X)=—1,tr(X) > 0}.

Note que A claramente pode ser visto como a representacao matricial de H?. Tal representacao
¢ dita forma hermitiana de H?. Consideremos o grupo de Lie, SL(2,C), formado pelas matrizes
2 x 2 complexas com determinante 1. Dado F' € SL(2,C), denotemos por F™* a matriz (F')'. Temos

o seguinte resultado.

Lema 1.4.2. H? pode ser representado matricialmente por {FF*; F € SL(2,C)}.
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Demonstracao. Basta mostrar que
A={X e H;det(X) = 1,tr(X) >0} = {FF*;F € SL(2,C)}.
Note que, dado F' € SL(2,C) temos que
(FF*)" = FF*
det(FF*) = 1
Ademais, como det(F') = 1 entao tr(FF*) > 0. Portanto, FF* € A. Logo,
{X e H;det(X) =1,tr(X) >0} D{FF*; F € SL(2,C)}.

Por outro lado, seja X € H tal que detX =1 e tr(X) > 0. Como X' = X entdo X possui um
autovalor A € R. Denotemos por v = (v1, v2) um autovetor associado a A tal que |vq|* + |va|* = 1.
O polinémio caracteristico de X é p(t) = t* — tr(X)t + 1. Note que,

1
p(x) =2 - \r(X) + 1.
Portanto, como A é uma autovalor entao % também ¢é um autovalor de X. Tomemos o autovetor
Zl _U_UQ ) . Assim, X pode ser escrito da forma
2 U1

X:E(S ?)E—l

> . Assim, como detF' = 1 entao F' € SL(2,C). Por outro lado,

U = (73, 77) assosciado a 1. Seja E = (

Tomemos F' = E( \/X i

0 A
note que
(5 ) (04
VA VA
= E(A 9)?
0 X
- XEE'
- X
Portanto, X = FF . 0

Considere SU(2) o subconjunto de SL(2,C) dado por
{X € SL(2,C); X' = X—l} .
SU(2) sera bastante utilizado no decorrer do trabalho.
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Definicao 1.4.1. Sejam G um grupo e M uma variedade. Dizemos que uma aplica¢ao
p:GXM-— M
€ uma ag¢ao de G sobre M quando satisfaz as sequintes condigoes
(i) Vge G, ¢: M — M dada por

bg(p) = ¢(9,D)

¢ um difeomorfismo.

(i1) Dados g1,92 € G,
Pgrg2 = Pgr © Pgo-

Lema 1.4.3. O grupo de Lie complexo SL(2,C) age sobre L pela aplicagao
¢:SL(2,C) x L* — L*
definida por ¢(g,v) = gvg*, onde v é uma matriz simétrica hermitiana e g* = g'.
Demonstrag¢ao. Note que vale (i) pois a multiplicagdo de matrizes é diferenciavel. Por outro lado,

bgigs = 91920(g102)"

= 91(92095)91
= 0q(92095)
Py © Pgy-
Dai,
Pgrg2 = D1 © Pge
e, portanto, vale (i7). Portanto, ¢ ¢ uma acao de SL(2,C) sobre L*. O

Obteremos agora a representagao matricial do cone de luz
N? = {v € L% (v,v) = 0,20(v) > 0}.

Mostraremos que a representacao matricial de N® é dada pelo conjunto A das matrizes positivas
semi-definidas de determinante zero nao-nulas. De fato, dado x = (g, 21, T2, ¥3) € N® temos uma

To+ %3 Ty + 122 ) . Por outro lado,

matriz associada X = )
Ty — 1y Tg— T3

(x,r) = —det(X) (1.10)
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De (|1.10) temos que det(X) = 0. Por outro lado, os autovalores de X sdo A\ = 0 e \y = 2z e,
portanto, A, Ay > 0. Dai, X é uma matriz positiva semi-definida. Ademais, como xq > 0 entao X
¢ nao-nula. Portanto, X € N.

Seja agora X € N. Particularmente, X ¢é hermitiana e, portanto, podemos encontrar
To+1x3 T+ i[L’Q

o, T1, T, 3 € R tais que X = )
0> ) s 3 q T — 1Ty To— T3

) . E claro que det(X) = 0 e, portanto,

<('-7;07 Xy, T2, fL'g), ($07 X1, T2, ..'L'3)> =0.
Como X € N entdo seus autovalores sao nao negativos. Por outro lado, os autovalores de X sao
m = 0 e ny = 2xg e, portanto, o > 0. Notemos que
(z0 — 23)(T0 + 23) = 22 + 2.
Dai, ¢ imediato que xp = 0 & X = 0 e, portanto, zo > 0. Logo, (x¢, 71, T2, v3) € N3.
Através da identificacao obtida escreveremos N? = N. Seja X = ( Tot T3 T1tim > eN.
1 — 1y To— T3
Como X ¢é positiva semi-definida entao xg + x3 > 0. Mas,
(w0 — 23)(T0 + 73) = 2% + 23 (1.11)
e, portanto, xy — x3 > 0. Assim, podemos encontrar um vetor nao-nulo (ay,as) € C? tal que
a1a; = To + T3;
A0y = o — I3.
De (|1.11]), temos que
(a132)(aza1) = 27 + 23.
Assim, existe a € R tal que
1+ ixy = € “a1as.

Tomemos by = €*/2a; e by, = €*/?a5. Logo,

X = (l’o+9§3 ZL‘1+iZL‘2>

r1 — 7;1}2 o — I3

_ bbby
by Doby

Portanto,



Sejam v € N e b = (by,ba), k = (ky, ko) € C? tais que

(5)Em-(8)m e

Logo, existem 6,6, € R tais que k; = €1b; e ky = €"2b,. Por outro lado, kiks = b1bs e, portanto,
isso mostra que 0; = 0,. Portanto, se § = 0; = 0, entdao k = ¢”b. Assim, dado v € N existe um

. . e~ - b — —
vetor nao-nulo (b, by) € C?, tinico a menos de multiplicacdo por e, tal que v = ! b1 by ).
by

Seja a aplicagio 7 : N — CP' definida por 7(v) = [by,by], onde v = ( 21 ) ( by by )
2
A aplicacdo 7 estd bem definida. De fato, sejam b = (by,by),k = (ki,ks) € C? tais que
v = b ( by by ) = k1 ( ki ks ) Como visto anteriormente, temos que k = e%b.
b2 k2
al,
[/ﬁ,kz] = [eioblaewbﬂ
= Gig[bl,bg]
= [by, by).

Portanto, 7 estd bem definida. A aplicacdo 7 identifica N® com CP'. Se v = ( 21 ) ( by by )
2

entao dado A € R7 temos que

e ()1 )

Dai,

() = [VAby, VAb,]
= VAlby, by]
= [b1, by]

= 7(v).
Portanto, esta bem definida a aplicacio 7 : S, — CP' dada por 7([v]) = 7(v). Assim, temos
uma identificagao de S2, com CP'.
1.5 Equacoes de Estrutura de H?

Nesta sessao, encontraremos equacoes de estrutura para o H?.
Consideremos as aplicacoes e, : H? — L%, onde oo = 0, ..., 3, tais que
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(i) e é a aplicagao de inclusao;
(i) ey, e9,e3 sa0 campos tangentes ortonormais sobre H3.

Assim, temos
-1, sei=j=0
<6i, €j> = 5ij7 Se i,j:1,2,3
0, sei=0¢ej=1,2,3
Seja
F = {(eo(p), e1(p), ea(p), es(p)); p € H*}.
F ¢ dito fibrado dos referenciais de H?. F é uma variedade de dimensao 6.
Consideremos as aplicacoes e, : F — L* a =0,..., 3, dada por
ealeo(p), e1(p), e2(p), es(p)) = ea(p)-
A aplicacao
ey F — L4
¢ uma submersdo. De fato, dado ¢ = (eo(p), e1(p), ea(p), es(p)) € F temos uma aplicacdo linear
(déo), : T,F — T,L* Sejam v € T,F e v : (—€,6) — F uma curva diferenciavel tal que
7(0) =g e v/(0) = v. Escrevamos () = (eo(p(t)), e1(p(t)), e2(p(t)), es(p(t))). Logo,
~ d, .
(deo)g(v) = = ((€)(7(t))le=o0
d
E(p(fmt:o
= 7'(0).
Portanto,
(déo)q(v) = p'(0).
Suponhamos que v € Ker[(deg),]. Assim, p’(0) = 0 e, portanto, a dimensao de Ker[(dep),] ¢ 3.
Por outro lado, a dimensao de T,F é 6 e a dimensao de T,H?® ¢ 3. Portanto, pelo Teorema do
Niicleo e da Imagem, temos que dim(Im](déy),|) = 3. Logo (dey), ¢ sobrejetiva e, portanto, € é
uma submersao.
Notemos (€y + €3) € N? e, portanto, estd bem definida a aplicagao (¢y + €3) : F — N3.
Mostraremos que (¢y + €3) : F — N?® & uma submersio. Com efeito, com as mesmas
notagoes do caso anterior, sejam ¢ = (eg(p),e1(p),ea(p),es(p)) € F e v € T,F. Tomemos

uma curva diferenciavel v : (—e,e) — F tal que y(0) = ¢ e 7/(0) = v. Escrevamos
V(1) = (ea(p(t)), ex(p(t)), e2(p(t)), es(p(t))). Logo,
(@6 +E)u(0) = L@+ @O
= S 0l0) + eslp(0)]imo

= p/(0) + (de3), (p'(0)).
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Portanto, (d(éy + €3)),(v) = p'(0) + (des),(p'(0)). Escreva p’'(0) = wv. Suponhamos que
v € Kerld(eg + €3)]. Logo,
v+ (des),(v) = 0. (1.12)

Dali,
— (v, v) = ((des)p(v), v) .

Por outro lado, como (e, ¢y) = 0 entao
((des)p(v), eo) + (€3, (deo)y(v)) = 0.

Dai, de (1.12)), temos que

(e — eg,v) = 0.

Notemos que, {eg,v) = 0 e, portanto,
(es,v) = 0. (1.13)

Logo, de (1.13)), temos
((des)p(v),v)y =0 (1.14)
Dai, de (1.14) e (1.12), temos que

0 = {(des)p(v),v) = = {v,v) .

Como v € T,H? entao v = 0. De maneira anloga ao caso anterior, podemos concluir que (€ + €3)
¢ uma submersao.

Ao invés de e, escreveremos e,, onde a = 0,...3. Assim, a partir de agora, as aplicagdes e,
estarao definidas em F.

Note que, existem (tnicas) 1-formas diferenciais sobre F tais que

3

_ k

dej = E epw;
k=0

Observe que

Dai, A
Wi = —wj,
onde i,j =1,2,3.
Note que,
—w) = (de;, e0) = —{e;, deg) = —w}.
para i = 1,2, 3. Desta forma,
w? = Wy,



para ¢ = 1,2, 3. Escreveremos
i_ i, 0
Ww=wy =w;.
Portanto, temos as seguintes equacgoes

3

deg = Z ejw’ (1.15)
j=1
3 .
de; = eqw" + Z ejw] (1.16)
j=1

Diferenciando (|1.16)) e usando o fato de que d(de;) = 0 temos

0 = d(de;)

3
= d(eowi + Z eng)
j=1
3
= d(ew') + Z d(ejw))
j=1

3 3
= deg Aw' — epdw’ + Z dej Nw! — Z e;dw?
j=1

Jj=1

NE

3 3 3

_ koA i j k j k

= E epw” A w' — egdw; + (eow’ — E ekwj) ANw] + g erdw;
k=1 1 k=1 k=1

3 3
= Zek[wk Aw' — dwF + wa AW!] + eg[—dw’ + ij AWl

k=1 j=1 j=1

o .
Il

Portanto, temos as equagoes

3
dw' = ij Aw! (1.17)
j=1
3
dw :wl/\u)j—i—Z:w,i/\wé€ (1.18)
k=1

As equagdes (1.17) e (1.18) sdo chamadas, respectivamente, primeira e sequnda formas de
estrutura de H®. As formas de curvatura sobre F sio

3
Qij = dw; — E w,’f/\cu;-C =+w' AW,
k=1
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Denotemos por ds? a métrica sobre H?. Note que

(deg, deg) = <Z ejw!, Yy ejw!) = (W) + (W) + (W)
j=1 j=1
Como ey é uma submersao entao podemos escrever
d82 — (wl)Q + (w2)2 + (w3)2‘

Em N? serd tomada a métrica induzida de IL?, e esta serd denotada por do?. Em S sera
tomada a estrutura conforme induzida de N* Note que,

d(eo + 63) = deo + d63

3 3
= Z ekwk + 60w3 + Z ekwlg
k=1 k=1
= (eg +e3)w® + ey (W' +wz) + ex(w? + wi).

Em particular,

(d(eg +e3),e1) = (w'+wi)
(d(eg + e3),e2) = (W +w3)

Portanto,
(d(eg + e3),d(eg + e3)) = (W + w3 )® + (W + wi)>.

Como ey + e3 é submersao podemos escrever
do® = (d(eg + e3),d(eg + e3)) = (W' +w3)? + (W +w3)?
Consideremos [eg + €3] a reta que contém (eg + e3) e a origem, fica bem definida a aplicacao
[eo +e3] : F — S%..
Sobre S?, tomaremos a orientagao

(W + w:,l)) A (w2 + wg)

1.6 Forma de Maurer-Cartan

Nesta sessao definiremos a forma de Maurer-Cartan. Esta goza de importantes propriedades
que serao fortemente utilizadas no decorrer do trabalho. A seguir encontraremos a forma de
Maurer-Cartan do espago hiperbolico, obtida atraves da agao de SL(2,C) sobre L%
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Definig¢ao 1.6.1. Seja G C GL(n,R) um grupo de Lie matricial com algebra de Lie g C gl(n,R),
e seja g = (g;) a fungao que mergulha G em My, com diferencial dg, : T,G' — Tya)Mpxn =
M, wr. Definimos a forma de Maurer-Cartan de G como

W = g(a)_ldga-

Pode-se escrever simplesmente
w =g 'dyg.

Note que, dado w = g~ 'dg temos que
dw=d(g ") ANdg + g~' Ad(dg).

Mas, d(dg) =0, e dai
dw =d(g~") Ndg.

Para encontrarmos d(¢g~'), considere a matriz e = (d;;) como uma aplicagao constante G — M,
e note que

0=d(e) =d(g~"g) = d(g~")g + g 'dg.
Entao, d(g7') = —g7(dg)g~! e, portanto,

dw = —g ' (dg)g~ " Ndg = —(g7"dg) A (g7 'dg) = —w A w.

Logo, temos
dw = —w A w.

Segue um importante resultado.

Teorema 1.6.1 (Cartan). Seja G um grupo de Lie, formado por matrizes, com algebra de Lie g
e w a forma de Maurer-Cartan. Seja M uma variedade tal que existe uma 1-forma,p, valuada em
g tal que

dp = —o N .

Entao para qualquer x € M existe uma vizinhanga U de x e uma aplicagao f : U — G tal que
f*(w) = ¢. Ainda, se M é simplesmente conexa e verifica as condigdes acima entao, a aplica¢ao
f estd definida globalmente sobre M.

O teorema acima ¢ um poderoso resultado, sua demonstragao pode ser encontrada em ([I1])
pag. 18.
Temos o seguinte resultado.

Lema 1.6.1. Seja B(t) = (b;;(t)) uma familia suave de matrizes inversiveis n X n, assim para
todo s € (—¢,¢)
d /
pr det(B(t)) = tr(B (s)B~*(s))det(B(s)).
t=s
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Demonstragao. Seja A(t) = B(t)B~'(s), assim A(s) = Id e pelo lema anterior teremos que

/

det(A(t)) = tr(A(s))

dt

— (B(5)B ()
Logo,
L) qet(BOB () = (B ()57 (9).
ou seja,
det(B_l(s))% _ det(B(1)) = tra(B'(s)B~!(s))
Portanto

dt lt=s
0
Segue do lema acima que
tr(dgg™") = 0.
Dai, como tr(dgg™') = tr(¢g~'dg) entao
tr(g 'dg) =0 (1.19)

A equagao ([1.19)) mostra que a forma de Maurer-Cartan assume valores na algebra de Lie s((2, C).
A partir da agao de SL(2,C) sobre L* temos o seguinte resultado.

Lema 1.6.2. O referencial e,, eq, €3, e3 pode ser visto no conjunto das matrizes 2 X 2 hermitianas
como

(i) eo = gg*
(ii) e1 = go1g”*
(i) eg = goag”
() e3 = gosg”
Estamos denotando por g* a matriz G'.

Demonstracao. Ver [§], pag. 125. ]
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Utilizaremos as equagoes acima, juntamente com as equagoes de estrutura.
Como visto anteriormente, temos

3

de, = E ejw’

Jj=1
3
_ i J
de; = eyw —i—E e;w; -
j=1

Aplicando a diferencial na equagao (i) temos

dgg* + gdg* = de,.
Dali,
* « 1 2 3
dgg* + gdg® = ew + esw” + esw
= wle, + egwf + egwi’

g(wlal + w?oy + w303)g*

Desta forma,

3 14 5.2
" . w W+ w "
dgg” + gdg _g(wl_w%' 3 )g
Logo,
3 14 5,2
1 wf wy—1 w W+ w
g~ dg+dg*(g") _<w1—w2i W )
Escreva
1 a11 Q12
da —
g% <@21 a22)
e

Assim, temos que
® (11 + b11 = W
[} a21+621 =w — w1
® ay + by = —w

e app + by =w +w?i
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Aplicando a diferencial na equagao (ii) temos

dgog* + gordg™ = dey

1 2 3
w e, + eawi + eswy

w'gg* + wigoagt + wigosg®

= g(wlao + wfag + w:fag)g*.

Dai,
1 3 .
* * W+ wl lwl *
dgo1g* + goi1dg* =g ( i Wl — ) g
Portanto,

_ .l w4+ wd w?
91d901+01d9<9)1:( cot g

Por outro lado,
aig + b1 ayy + oy >

“ldgo, + o1dg*(g*) ! =
g a9 1dg*(g") Az + b1y as + bio
Dai, temos as equacoes abaixo

L] a12+621 :w1+w§’

a1 + 622 = W%Z

929 + bll = —w%z’

o a21+612:w1—w%

Aplicando a diferencial na equagao (iii) temos
dgoag* + goadg* = e,w® + ejwy + ezws
= w?goog” +wygoig” + wygosg’

= g(w2cro + w%al + wgag)g'

Dat,
. . w? + Wl Wl .
dgosg* + goadyg Ig( o) L fwg g
Donde,
_ .l el w? 4+ Wl wi
g 'dgos + o2dg (9") 1:( w) ? wQ—QwS :

Desta forma,
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- B (bor — a12)  i(ag; + bao)
14 do* (")) = Z( 21 12 ’
g dgos + oadg*(g") < —i(age + b11) i(agy — bi2)

Dai,

o i(by — ayp) =w? +ws
o i(ay +bxp) = w%

o —i(ag +byy) = ws

o i(ag — bpp) = w? — w3

Aplicando a diferencial na equacdo (iv) temos

dgosg* + gosdg® = wie, + wéel + wgeg

= g(Wo, +wior +wios)g*

Dalf,
dgosg* + gosdg* =g ( Wl — i w

Logo,

_ N w3 wi + wi
g 'dgos + o3dg* (g") 1:( 1 2 3 g8

Por outro lado,

_ e\ a1 +b bio —a
gld903+03dg <g) 1:( 11 11 12 12)

ag) — boy  —agy — by

Logo,

® (17 +bll :w3

[ ] 612 — Q12 = w% +W§Z

® (921 —b21 :wé —w?Q)Z

® (99 + 622 = —u)3
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Por outro lado, o traco de g~'dg ¢ nulo e, portanto,
aip = —ag2.
Pelas equagoes obtidas temos,

bz — a1z = wj + w3
aiz + b12 = wl + in

ay — ag = w* + iw?
11 = —a22

3

: _ 2 3
Z(agl — blg) = W" — Wy
921 + b12 = wl — wl

Portanto, temos

B w? + iw}
an = T
Y - @) i)
2
y — (W' + wi) —i(w? + wi)
2
(WP )
Q22 = - 9
Finalmente, temos a forma de Maurer-Cartan
_ 1 w3 + iw? wh —wl) +i(w? —w?
97y =5 ( (! ) — i(w? + ) | —(333 +z'(w§). v ) (1.20)

1.7 Correspondéncia de Lawson

A correspondéncia de Lawson estabelece uma relagao entre superficies de curvatura média
constante nos espacos R? S* H?. A esséncia desta relacdo estd no teorema fundamental as
superficies. Nesta sessao faremos um breve estudo sobre a Correspondéncia de Lawson. Para
mais detalhes consultar [§].

Seja M3(K) a tnica forma espacial completa de dimensdo 3, simplesmente conexa, com
curvatura seccional constante K. Assim, a menos de isometria, por ([5]), temos trés possibilidades

M3*(0) = R?
M3 (-1) = H?
M*(1) = §°
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Seja ¥ uma superficie de Riemann e considere f : ¥ — M?(K) uma imersdo com métrica
induzida ds? =< . >. Considere V a conexao de Levi-Civita e K a curvatura Gaussiana de f(3).
Denotaremos por S o operador forma da imersao f. Como a imersao f estd bem definida, entao
satisfaz as equagoes de Gauss e Codazzi

K — K = det(S); (1.21)
(S(X,Y]), Z2) = (VxS(Y), Z) = (VyS5(X), Z), (1.22)

onde X,Y, Z campos diferenciaveis em .
Assumiremos, daqui por diante, que a curvatura média, H, de f é constante. Portanto,

H = 5r(S)

¢ constante.
Tomemos ¢ € R. Definamos,

S = S+cld

K = K-—ctr(S)-¢

Tomando X, Y, Z campos diferenciaveis sobre X, temos

(SX.Y),2) = (S+eld(X,Y]),2)
= (S(IX,Y)), 2) + e {1d([X, Y1), 2)
= (S(IX,Y]), 2) + c((VxY = VX, 2))
(S(X,Y]), 2) +e((VxY, Z) - (Vy X, 2).

Como S satisfaz as equacoes de Codazzi, temos

(SUX. YD), 2) = (S(X,Y]).2) + e (VxY, 2) — (V¥ X, Z)

= (VxS(Y),Z) = (VyS(X), Z) + c((VxY,Z) — (Vv X, Z))
= (Vx (S—l—c]d)( ), Zy —(Vy (S +cld)(X), Z)

= (VS > <vy5( ), >
Por outro lado,
K—K = (K -K)+ ctr(S) + ¢ = detS + ctr(S) + & = det(S + cld) = det(S).
Ademais, temos

%tr(g) = %(tr(S) +2¢)=H+c.
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Assim, pelo teorema fundamental das superficies, existe uma imersao f : ¥ — M3(K) com
métrica induzida ds?. Portanto, como as imersdes f e f possuem a mesma métrica entdao f(X) e
f(X) sao localmente isométricas. Ademais, a curvatura média, H, de f é

H = étr(S) =H +c.

Portanto, temos uma correspondéncia entre superficies de curvatura média constante H em M3(K)
e superficies de curvatura média constante (H + ¢) em M?*(K — 2cH — ¢?). Em particular, dada
uma imersao minima f : ¥ — R3 existe uma imersao ]7: ¥ — H? de curvatura média constante
—1 tal que f(X) e f(X) sao localmente isométricas. As superficies dadas pelas imersoes f e f sdo
ditas superficies primas.
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Capitulo 2

Teoria Local das Superficies de H?

Neste capitulo estudaremos a teoria das superficies em H? via método do referencial mével.

2.1 Curvatura Média e Gaussiana

Sejam M uma variedade de dimensao 2 conexa e orientada e f : M — H? uma imersao suave.
Definamos .7-"} C M x F o espago tal que dado (m, e, €1, €2, €3) € }"} tem-se

(i) f(m) = eo(f(m))
(ii) ey, ey € ortonormal a f(M)
(i) es L f(M)

.7-"} é dito fibrado de primeira ordem do referencial. Tomemos em M a métrica dsff = (df, df)
induzida da imersdo. Adotaremos o referencial ey, ..., e3 sobre f(M) tal que ey descreve f(M),
e1,ex geram Ty M e e é normal a f(M) no ponto f(m). Este referencial é dito referencial
adaptado. As aplicagoes, e, serao vistas, agora, como aplicacoes

ek:}_} — LY,

onde k = 0, 1,2, 3. Identificando T,,, M com T, f(M) tomaremos os vetores ey, €z, €3 como vetores
sobre o plano tangente em M. Para facilitar a notacao vamos supor que todas as aplicagoes e
formas estao definidas em F } da maneira padrao.

Notemos que a diferencial exterior de f satisfaz

deo = df = w'e; + w?ey + wies.
Dai, podemos escrever

w'(e;) = (df (e;), e5) = (ej, e5) = b
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Portanto,
df (e3) = w'(e3)er + w?(e3)es + w?(e3)es = w.

Por outro lado, dfy,(e3) ¢ um vetor no plano T,y M, logo w? = 0. Assim, podemos escrever

O elemento de area é dado por w! A w? > 0. Das equacoes de estrutura,
dw® = WP Aw! + W A WP
Por outro lado, como w?® = 0 entao
WIAW Wl AW =0.

Pelo lema de Cartan, ver [5], existem h;; = hj; sobre F ](cl) tais que

w? = hpw' + hypw?,

wg = hojw! + hoow?.
Desta forma, faz sentido definir a forma quadratica

IT = hyy(wh)? 4 2h19w' ® wW? + hgg(w?)?

sobre M.
Note que

do? = —WIAW —w'AW?
(hglu)l + h22w2) N (huu)l + h12w2) — wl A w2
= (1 -+ h%Q — h11h22)w1 N w2.

Portanto, definiremos a curvatura Gaussiana de M por
K=-1- h§2 + hllhgz.
A equagao acima ¢ dita equacao de Gauss. A curvatura média de f(M) é definida por

_ hi1 + hay
—

H
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2.2 Aplicacao Hiperbélica de Gauss

Definiremos agora uma aplicacdo aniloga a aplicacdo normal de Gauss para imersoes em R3.
Note que, para todo ey = f(m), a geodésica orientada em H? passando por ey na direcao e
intercepta o bordo ideal, S?, em dois pontos. Denotaremos estes pontos por [eg + €3] e [eg — e3].
Como a geodésica estéa orientada, podemos considerar [eq — e3] o ponto inicial e [eg + e3] o ponto
final. Desta forma fica bem definida a aplicagao [eg + e3] : M — S% . Esta é a aplicacdo anéloga
a aplicacdo normal de Gauss em R3.

Se M C R3, temos que a aplicacao normal de Gauss ¢ conforme se, e s6 se, M é totalmente
umbilica ou minima. Temos um resultado analogo em H?.

Proposigao 2.2.1. A aplicagdo e+ e3] : M — S% € conforme se, e sé se, f € totalmente
umbilica (neste caso |ey + e3] reverte a orientacdo) ou f satisfaz H = 1(nesse caso [eg + es)
preserva a orientagdo)

Demonstragio. Primeiramente mostraremos que [eg + e3] ¢ conforme se, e somente se, do} =
(d(eo + e3),d(eq + es)) ¢ um multiplo de ds7.
De fato, suponhamos que [eg + e3] é conforme. Note que

[€0+€3] =eyte3= {>\<€0+€3),/\ > 0}

Tomemos um representante de A(eg+ e3) de [eg + e3], logo (Ad(ep + e3), Ad(eo + e3)) ¢ multiplo de
ds%. Dai, do é miltiplo de ds7.
Reciprocamente, suponhamos que daj% é multiplo de ds?. Dai, para cada representante A(eg+e3)
de [eg + e3] tem-se que (d[eg + es], d[eg + e3]) ¢ multiplo de ds? e, portanto, [eq + es] ¢ conforme.
Note que,
doj = (W' +wy)” + (W +wy)”.

Usando as equagoes

3 1 2
Wy = hnw +h12w

1 2
Wy = hglw +h22w,
temos

doi = ((1—hi)w' = h1aw?)? + (=hipw' + (1 = hgg)w?)?
= (W21 = hay)® + hdy) + (WP (hdy + (1 = ha)?) — 2hypw! ® w¥(2 — hay — hao)

Usando o fato de que

k= —1—h3+hiihe
hiy + hag
2
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temos

dof = (W')*(=2h11 + hiy =k + haha) + (W°)* (=K — +hiihas — 2hap + h3y) + dhipw! @ W*(H — 1)
= (w1)2h11(—2 + 2H) — k;((wl)Q + (w2)2) + (w2)2h22(2H — 2) + 4h12w1 & w2(H — 1)
= (H = 1)(2(w")hi1 + 2(w*)*has + dhiow' @ w?) — k((w')? + (w?)?)

Escrevendo

g(w',w?) = (H = 1)((@")?*(hi = has) + (0°)*(hoa — hnr) + 4hiow' @ w?),

temos que
dOJQf = (H - 1D(2(w")?h1y + 2(w?)?hoy + 4hipw' ® w?) — k((wh)? + (w0?)?)
= q(w!,w®) + (@HH((H = 1) (71 + hag) = k) + (W*)*((H = 1)(ha1 + has) — k)
= qw' W)+ (W) + W*)*)(Q2(H - DH — k)
= qw'w?) + (2(H* - H) — k)dsfc
Finalmente,

do} = (2(H® — H) — k)ds} + (H — 1)((h11 — hao)(w")? + 4hisw' @ w® — (hay — has)(w?)?).

Note que ((h11 — haa)(w")? 4 4h1ow! @ w? — (h11 — hga)(w?)?) nao ¢ miltiplo de ds7.
Portanto, do} ¢ miltiplo de ds} se, e 56 se,

(H - 1)(h11 - h22) == (H - 1)h12 - O

Desta forma, pela igualdade acima, se H = 1 ou f é totalmente umbilica temos que [eg + €3]
é conforme.
Por outro lado, se [ey + e3] é conforme entao temos as seguintes possibilidades

(i) H=1,
(ii) f totalmente umbilica;
(iil) H # 1.
Mostraremos que no terceiro caso f é totalmente umbilica. De fato, seja U =
{m € M; H(m) # 1}. Claramente U ¢é aberto e, portanto, f ¢ totalmente umbilica. Seja V' uma
componente conexa de U. Fagamos A = d(eg + e3). Note que, como f(U) é totalmente umbilica

entao

Av = kv.
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Por outro lado, pela féormula de Codazzi, ver [5] pag 138, temos
(VxA)(Y) = (VyA)(X),
onde (V,A)(Y)=Vx(AY) — A(VxY) e (VyA)(X) = Vy(AX) — A(VyX). Dai, como

(VxA)(Y) = Vy(kY) — A(VyY) = X (k)Y + kVxY — kVxY

(VyA)(X) =Vy(kX) — AVyX) =Y (k)X + kVy X — kVy X
entao
X(k)Y =Y(k)X.

Como X,Y sao campos arbitrarios entao

Portanto, H é constante em cada componente conexa. Em particular, H é constante sobre V.
Por outro lado, como H é continua entdo H é constante sobre V. Desta forma, temos que V C U.
Como V é conexo entdo V é conexo e V contém V entdo V = V. Pelo fato de M ser conexo e V
ser aberto e fechado temos que V' = M. Logo, H(m) # 1 para qualquer m € M. Em particular,
f € totalmente umbilica. Finalmente, [ey + e3] é conforme se, e s6 se, H = 1 ou f é totalmente
umbilica.
Se H = 1, entao
dUJ% = —kds?c.

Logo, k£ < 0.
Ademais,

(w2+wg’)/\(u}1—|—w§) = (wQ—hglwl—hggwg)/\(wl—hn—hlng) = (1+h21h12—h22h11) = —k‘wl/\wg.

Portanto, [eg + e3] preseva a orientagao.
Se f é totalmente umbilica entao

(WHw)A (W HHws) = (W —ho1w' —hgw*)A(w —hi —hipw?) = (=14+2H - H*)w'Aw? = —(H—-1)%w'Aw?.

Portanto, [eg + e3] reverte a orientagao. O
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Capitulo 3

Teorema da Representacao de Bryant

Neste capitulo, demonstraremos o teorema principal do trabalho.
No grupo de Lie complexo SL(2, C) temos a forma de Maurer-Cartan g~'dg, ver A partir
disso tomemos a forma quadrética

¢ = —4det(g~'dg)

sobre SL(2,C). Tal forma fornece uma métrica sobre sl(2,C). De fato, note que
6 = [(W' —iwg)” + (W F i) + (W +iwy)?). (3.1)

Dai, ¢ é positiva definida e, portanto, define uma meétrica sobre a éalgebra de Lie sl(2, C).

Seja M? uma superficie de Riemann. Dizemos que F': M? — SL(2,C) é nula quando F*(¢) é
uma forma identicamente nula. Ademais, podemos notar que F' ¢ nula se, e s6 se, det(F~'dF) = 0.
De fato, basta notar que

F*(g~'dg) = F'dF.
Donde, F*(¢) = —4det(F~'dF).

Segue o teorema de Bryant.

Teorema 3.0.1. Seja M? uma superficie de Riemann e F : M?* — SL(2,C) uma imersdo
holomorfa nula. FEntdo eg o F = f : M? — H3 € uma imersio conforme com H = 1.
Reciprocamente, se M? é simplesmente conexa e f : M? — H? ¢ uma imersao com H = 1, entao
existe uma imersio F : M? — SL(2,C) holomorfa, com respeito a estrutura complera sobre
M?, tal que f = ego F. Ademais, F € tinica a menos de uma multiplicacio por uma constante
g € SU(2).
Demonstrag¢ao. Com o intuito de facilitar as contas, consideremos

w=w+iwv? T =w—iw

Note que,

_ 1 w3 + iw? (w! —w3) + i(w? — w3)
1 S nl 1 3 3
Frar =g (s Dt © NS
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Escrevamos

F* (W’ +iw?) = 2a
Fllo! bud) —i? +ud)] = F'@—m) =20
Frlw! —ws) +i(w* —w3)] = F(w+7) =2y,

onde a, 3,7 sao 1-formas holomorfas sobre M?2.

De (3.1)) temos
F*(¢) = [F*((w' —iw3)? + (w® +iw])? + (w? + iw3)?)]. (3.2)
Por outro lado,

Fr((w! —iw3)” + (0 +iwg)?) = F([(0" —iws) +i(w” +iwg)] ® [(w! — iws) —i(w® + iw;)])
= F'(w+7) Q@ F(w—mn)
= 460®~y

Desta forma,
F*(¢) = [F*(wl — iw%)Z + F*(w® + iw%)Q + +F*(w2 + iw31)2] = 4(042 +68®7).

Como F' é nula entao
A +ey=0.

Notemos que

F*(w*) = a+a

Frw) =

Logo, temos as seguintes equagoes

F'(¢) = 4(*+8®7)=0
F*(w*) = a+a
F*(w) = B+7.

Tomemos f = ego F: M? — H3. Logo,
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f*(ds*) = F*oej(ds?)
= F (W) + (W) + («*)?)
= Fwew+ (w)?)
= F (W) + Fwe)
= (a+@)?+(B+7)°2(B+7)
= (@ +8ey)+ (@ +807+e0a+400+707]
= 2a@a+8R3+7R7%.
Portanto,
s} =20@a+0RB+7®7. (3.3)

Por outro lado, note que a expressio 2a @@+ F® [+ Q7 é positiva definida, pois caso contrario
F nao seria uma imersao. Portanto, de , temos que f é uma imersao. Mostraremos que o
fato de F' ser nula mostra que F' é conforme. Com efeito, seja <, > o produto interno dado pela
forma quadratica ¢. Considere z = u + iv uma coordenada em M, assim

F*(®)(v)

O(dF (v))

F*(®)(0,F — i0,F)

O(dF (0, F — i0,F))

O(F, —iF,)

< F,—1F, F,—1F, >

= <F,F,>—<F,F,>-2i<F, F, >.

0 =

Donde

<F,F,> = <F,F,>
<F,F,> = 0.

Portanto, F' é conforme. Desta forma, como ¢y é a aplicacao de inclusao entao

< fusfu> = < fo,fo>
<fu>fv> = 0.

e, portanto, f é conforme.

Mostraremos que H = 1. Note que toda superficie de Riemann pode ser parametrizada
utilizando parametros isotérmicos, ver [6]. Assim, sejam U C M um aberto simplesmente conexo
e ¢ uma l-forma do tipo (1,0) definida sobre U tal que a métrica dsff induzida sobre M pela

imersao seja dada por dsff = ¢ ® 0.
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Faz sentido considerar funcoes complexas A, B, C' sobre U tais que

F*(w? +iw]) = 24¢
F*(w—-7m) = 2B¢
Frlw+m) = 20¢
A+ BC = 0

2AA+BB+CC = 1

De fato, note que a existéncia de funcoes A, B, C' complexas que satisfazem

Ap = «
By =
Cop = 7.

é imediata. Observado este fato, temos que
?+B®y=0= ¢(A’>+ BC) = 0.
Desta forma, podemos supor que A, B, C satisfazem a equagao
A*+ BC = 0.

Note que, B B B B B
2000+ R F+707 = (24A+ BB+ CC)¢p ® ¢ = dsj.
Portanto, podemos considerar - B N
2AA+ BB+ CC = 1.

Consideraremos, agora, fungoes p,q : U — C tais que

QW =~
(ST,
< R

pp+qq3 = L
Observe que tal escolha de fungoes p, ¢ verifica a igualdade
A*+ BC =0.
Ainda, note que

2AA+ BB+ CC =1= (pp+qq)* = 1.

46



Desta forma, podemos supor sem perda de generalidade que pp+ qg = 1. Fica claro que é possivel
a escolha de p, ¢ com tais propriedades.

Note que, como «, (3,7 sao 1-formas holomorfas em U C M, entao A¢, B¢, C'¢p sao claramente
holomorfas sobre U. Logo, como

P B
qg A

onde A # 0, entao § ¢ meromorfa sobre U.
Podemos notar que a 1-forma
pd(})
pdq — qdp =
—q*d(?)

Assim, temos que pdq — qdp é uma 1-forma holomorfa sobre U. Particularmente, pdq — qdp é
do tipo (1,0).
Consideremos a aplica¢do h : U — SU(2) definida por

h— ( ¢ P ) .
p q
Como h € SU(2) entao hh* = I. Logo,

(Fh)(Fh)* = F(hh*)F* = FF*.

Portanto, eg(Fh) = eo(F).
Por outro lado, temos que

_ 1, w3 + jw? (W' —w3) + i(w? — w3)
FldF = o ((w1+w§)—i(u1)2+w§) —(Zg‘Hw%) 3 )

— « v

= (5 _

A C

= ¢<B —A)

B pqg —q°

- om0

Note também que

=

I
VRS

|
= <
< 3
~_
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Portanto,
(FR)™'d(Fh) = h " (F 'dF)h+ h 'dh
9
— h—1¢(p§ 1 )h+h—1dh
P —pq
—q? —p dg —dp
_ g P4 q)(q _p)+(q _p)
<¢(p2 —pq P dp dq )
- (dq —dﬁ—qszﬁ)
dp —p¢ +dq
( ) ( dg —dp—q¢ )
dp —po+dg

gdg+pdp —qdp +pdq — ¢ )
—pdq + qdp pdp + qdgq

Por outro lado,

(FR)™d(Fh) = %(Fh)* < (w! + wcg; —i—_;d(%c; + w?) © __C‘)(?Z33++i§i%)_ “ ) '

Logo,
E(Fh)* w3 + iw? w+ ([ gdg+pdp —qdp+pdq—¢
2 -1 —(w+iw?) )\ —pdq+qdp pdp + qdq '

Portanto, temos as seguintes equagoes

(Fh)*(w) = %(Fh)*(w+ﬁ+ﬂ)

(—qdp + pdq — ¢) + (qdp — pdq)
—¢

(Fh)"(w®) = S(Fh) (@’ +iwf) — (—w? — iw?))

—qdq + pdp — (pdp — qdq))

|
OA[\DI»—‘

(Fh)*(—m) = —¢ — 2(qdp — pdq).

A aplicagdo Fh: U — SL(2,C) satisfaz a equagao f = ego F = eq(Fh).
Sabemos que,
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wi AW+ wh AW = 2HW' AW?

do®* = —Wdnw' —winw?=0.
Portanto,
TAw = (W —iwd) A (W' +iw?)
= W AW i Aw? —iwd Aw + Wi AW
= (WP Aw? —iws Awh)
= 2Hiw' A W2
Portanto,

(FR) (mAw) = ((Fh)(m) A (Fh)"(w)

= (=06 —2(gdp — pdq)) A =9
= ¢ N ¢+2qdp—pdg) N ¢.
Como qdp — pdq e ¢ sao do tipo (1,0) entao (gdp — pdq) A ¢ = 0. Logo,
(FR)* (T Aw) = ¢ A ¢.

Temos ainda que

wAD = (w'+iw?) A (W —iw?)
= —2iw' AwW?
Das equacgoes
WAD = —2iw' Aw?
TAw = 2Hiw' Aw?
temos que
TAw=—HwAw.
Logo,
(Fh)*(mn Aw) = —H(Fh)"(w AD).
Donde,

ONP=HoNA .
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Portanto, como ¢ A ¢ # 0 temos que H = 1. Fica provado entdo que a imersao f = eo(F') possui
curvatura média 1.

Reciprocamente, seja M? uma superficie de Riemann simplesmente conexa e f : M? — H3
uma imersio com curvatura média 1. E possivel definir uma 1-forma ¢ globalmente sobre M? de
modo que ds} = ¢ ® 0.

Tomemos a aplicagao holomorfa G : M? — SL(2,C) tal que ¢y o G = f. Desta forma, note
que

[lwow) = (eoG)(wew)
= G'oej(w®w)

= G'(wRw)
2
— de B
= 0® 0.
Logo, podemos assumir que G satisfaz G*(w) = —¢.
Sabemos que
_ 1 w3 + iw? (w! —wi) +i(w? — wi)
1 Tk 1 3 3
GG = QG ( (W +w3) —i(w? +wi) —(wW? + iw?) '

Por outro lado, sabemos que f*(w?) = 0. Dai,

frW?) = (e00G)'(w”)
G* o e (w?)
G*(w”)
0

Note que w? é uma 1-forma real, e escreva G*(w?) = p. Dai, G*(w® + iw?) = ip. Tomemos

G*(w — m) = 7. Logo, B

G (m) == — 1.
Mostraremos que como a curvatura média, H, da imersao f é 1 entdao a 1-forma 7 é do tipo (1,0).
De fato, temos que

TAW=—wAW.
Donde,
G (mANw) = -G"(w AD).
Dali, _
(—p—mA-9¢=9A¢
Logo,



Portanto, como ¢ ¢ uma 1-forma do tipo (1,0) entao n é do tipo (1,0).

Note que
G'(w+7) = G(w)+G(T)
= —¢+G*(m)
= —¢+—6—1
- —20-7.
Portanto,

GldG:%G*(wi+iw% w4+T ):%(ip —2¢‘—ﬁ)_

w—7m  —(w+iw?) n o —ip

Considere a 1-forma sobre M dada por

_ (w7
: ( no—ip ) '
Vale salientar que p toma valores em SU(2).
Escrevamos w = G~1dG. Assim, temos que

2w =+ «,

_ (0 —=2¢
onde o« = 0 0 >

Sabemos que w satisfaz a equagao de compatibilidade e, portanto,

dw = —w N\ w.
Dalf,

2dw = d(p+ a)G*(w)
= —(pt+a)A(p+a)
= —uANpt+tpuNhat+aoaANpt+ala
Logo,
du+pAp=—(da+pAha+aAp+ala).

Note que, como ¢ é do tipo (1,0) entao d¢ = 0. Dai, daw = 0. Ainda, é claro que a A a = 0.
Portanto,
dpu+pNp=pNa+alp.

Por outro lado, note que
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/Moa:oa/\u=<8 22¢0/\P).

Como p é um 1-forma real, em particular, p é do tipo (1,0). Logo, ¢ A p = 0. Portanto,
dp+pAp=0.

O Teorema de Cartan, (1.6.1)),garante que existe uma aplicacdo h : M? — SU(2), tnica a
menos de translacao a esquerda por uma constante, tal que

1= h~'dh.

Denotemos por p, ¢ funcoes sobre M? tais que

h= ( ¢ P ) .
p q
Definamos a aplica¢io F' = Gh™! : M — SL(2,C). Note que,

F=Gh'= Fh=G= dFh+ Fdh=dG.
Dai,
dF = (dG — Fdh)h™'.
Logo,
F'dF = F*dGh™* — (dh)h™".
Por outro lado, note que F~! = hG™! e u = h™dh. Dai,

FYF = (hG™YHdGh™ — (hp)h™*
= WG 'dG)h™ — huh™!
= h(G'dG — p)h ™t

L0 =2,
(8 )

o L (q - 0 —2¢ 7 D
t dF_2<p G)'(O 0 )'(—p Q)

Dai, F : M?> — SL(2,C) satisfaz

Donde,

2

Flgp = 9% 4 ) .
(p2 —pq ¢
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Donde,
2
ap —q
dF = F .
< P> —pq ) ¢
Como ¢ ¢é do tipo (1,0) entao
oF
oz

Logo, temos que F' é holomorfa. Ademais, como

0.

det(F~'dF) = 0,

entao F' é nula.
Por outro lado, como h € SU(2) temos h* = h™!. Logo,

FF* = (GhY)(Gh™)
= G Y ()G
- G
Dali,
eo(F) = eo(Gh™) = eo(F) = f.
Finalmente, mostramos que existe uma aplicagao nula holomorfa F : M?* — SL(2,C) tal que
epo FF=f.
Por tltimo, mostraremos que F' ¢ tnica a menos de uma multiplicagao a direita por uma
constante g € SU(2). De fato, sejam Fy, Fy : M? — SL(2,C) imersoes nulas e holomorfas tais

que
ego Iy =eyoFy = f.

Note que
FlFl* = FQFQ*

Dai,
Fy = B[F5(F))™.

Definamos a aplicagao g : M? — SL(2,C) dada por g = F;(F;)~'. Por outro lado, note que
Fr = g*F%. Dai,

Como F; é inversivel, entdo gg* = I. Portanto, g € SU(2).
A aplicacao g pode ser vista como
q =D
( P q ) >

Desta forma, como ¢ é holomorfa entao p,p, ¢, sao holomorfas. Logo, h é uma funcao constante.
Portanto, F} = Fyh, onde h € SU(2). O
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Observagao 3.0.1. A partir do teorema acima temos o sequinte diagrama

M—ESL(2,C).

HS

As sequintes observacoes mostram as semelhancas entre a representacao de Bryant e a
representacao de Weierstrass. Na representacdao de Bryant se substituirmos H? por R®, H = 1 por
H = 0, o produto interno dado por ¢ pelo produto interno canénico em C*, F : M — SL(2,C)
com det(dF) = 0 por a : M — C? onde |o/| = 0 e ey € por Rp temos a representacio de
Weierstrass. Veja o diagrama.

M*‘X>(C3

N

R3
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Capitulo 4

Superficies de Curvatura Média 1

Completas de Curvatura Total Finita em
H3

Na teoria das superfies minimas em R?, as superficies completas e de curvatura total finita tém
grande importancia. Neste capitulo, faremos o estudo das imersoes f : M — H3 de curvatura
média constante 1 onde dsfc ¢ completa e (M, ds?c) possui curvatura total finita. Continuaremos a
considerar todas as formas e aplicagoes sobre F }

Da teoria de superficies minimas em R3 temos o seguinte resultado.

Teorema. Seja f : M — R3 uma imersao minima tal que a métrica induzida é completa e
de curvatura total finita. Logo,

. . . . —2 . . —2
(1) Eziste uma superficie de Riemann compacta, M, e um conjunto finito E C M tal que M?>
e M~ — E sdao conformemente equivalentes, isto é, existe um biholomorfismo entre M? e

EcC.
(ii) A aplica¢io de Gauss N : M — S? ¢ holomorfa e estende-se a uma aplicagdo meromorfa

N:M — S Ademais, o grau de N € a curvatura total dividida por —4m.

A demonstracao pode ser encontrada em [16].
Mostraremos, em breve, que o teorema acima nao é totalmente verdadeiro para superficies
completas, de curvatura total finita e curvatura média um em H?3.

Proposicao 4.0.2. A forma quadrdtica @ = (1—hq1+ihi2)(w)? € wma forma quadrdtica holomorfa
bem definida sobre M.

Demonstragao. Sejam

n = (w4 wy) —i(w +wi)
w = w 4w’
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Lembre que

3 1 2
w;y = hnw +h12w

w% = h21w1+h22w2.
Dai,

n = (W'+wsy)—i(w+wl)
= (W' — hpw' — hiow?) — i(w? — hyrw! — hgow?)
= w!' —iw? — hjw! + ihpaw! — hisw? + ihagw?
= w'4iw? —ihjw? — hpw! + ihw' — hiow?
= w'+iw? — by (W' +iw?) + h(iw' — w?)
= (W' +iw?)(1 = hi1 + hi2i)
= w((1 = hyy1) + hyat).

Portanto,
n=w((l = hn) + hiai).
Logo,
Q= ((1—hn) +ihip)(w)* = n @ w,
e, portanto, Q esta bem definida sobre F } Em particular, esta bem definida sobre M. Por outro

lado, como todas as formas sao holomorfas entao Q é holomorfa. O

A forma diferencial Q é dita diferencial de Hopf.
Lembre que
doj = (@' +w3)" + (% +wy)?
¢ a forma quadrética induzida da aplicagao [eg + e3] : M — S% | ou seja, daj% ¢ dada por
(d(eg + e3),d(eg + e3)) . Desta forma, podemos notar que

da?zn@ﬁ.

Observagao 4.0.2. Se Q = 0, entao seque que n = 0. Logo, dcr]% = n®n = 0. Portanto, a
curvatura seccional de f(M) € zero e, portanto, f € totalmente umbilica. Como H = 1 entdo
f(M?) é uma horoesfera. Daqui por diante assumiremos que Q ndo € identicamente nulo.

Tomemos o divisor

B=Y 1,(Qp

peEM

onde Vp(Q) é a ordem de anulamento de Q em p € M.
Denotemos por |B| o suporte de B, ou seja, o conjunto formado por p € M tal que v,(Q) > 0.
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Lema 4.0.1. |B| € um conjunto discreto

Demonstracao. De fato, note que |B| = {p € M;Q(p) =0}. Como Q ¢é holomorfa e ndo é
identicamente nula entdo |B| é discreto. O

Proposicao 4.0.3. A forma quadritica do ¢ wma pseudo métrica sobre M tal que (M,do%)
possui curvatura Gaussiana constante 1.

Demonstragao. Seja p € M e tome z : U — C uma carta coordenada holomorfa com p € U e
z(p) = 0. Passaremos a ver a forma Q|y como uma forma quadratica sobre z(U). Assim, como
z(p) = 0, pela identificagado Q(0) = 0. Portanto, podemos escrever

Qlu = (2)" Ph(z)(dz)?,

onde h(z) é holomorfo e h(0) # 0. Por outro lado, sobre U ds} pode ser escrito da forma
ds}ly = e**dz ® dz, onde \ é uma fungio continua sobre U. Note que,

Q0 = QW) ® ()
= e e we)
= do?@dsfc

Logo, sobre U, temos
|z|2”P(Q)|h(z)|2(dZ)2 ® (dz)* = e”da]%dz ® dz.

Dali,
dotly = 2|27 Q|h(2)|2e P dz @ dz.

Mas a funcdo, em f(U), g(z) = |2/*#*(Q|h(z)|?e~** possui zero, pelo menos em z = 0. Ainda,
note que g é nao negativa. Portanto, daj%|U é uma pseudo métrica. Portanto, dafc é uma pseudo
métrica sobre M.
Mostraremos agora que (M, daj%) possui curvatura Gaussiana 1. De fato, sejam n; = w! +wi e

Ny = w?+ wg. Assim, 1y, 72 podem ser vistos como as formas de conexao do referencial ey, e5 para
(M, do?). Mostraremos que

di; = —n' A1’
Para isto basta mostrarmos que

dw? = —n* An?.

Note que
n=mn'"—in*=w((l = hu) + hisi).

Logo,
nAT = —2in' An*
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Por outro lado,

=N /\ﬁ = 5&)((1 - hn) + hlgl) A Ld((l - hll) — Zhlg)

i
= ;O—hnf+ﬁgwAw
- ;1—%u+hi+%gwAw

- (—K)%w A,

onde K é curvatura de M na métrica dsfc. Portanto,
nAT=(—K)wAw. (4.1)
Note que

do = dw'+idw?
= —ws Aw? — w3 AW +i(—wi AW — Wi AW?)
= w AW —iw? AW
= WA (W —iwh)

= W Aw.
Ainda,

dn = dw'+ dw —i(dw® + dw3)
= (—wy Aw? —wi Aw?) +dwy —i(—wi Aw' —wi Aw® + dwi)
= WA (W +w) —wy Awl — W AW — (w0l Aws — WP AWP)
= wi AW +wl) +w* +wd)
= wiAn.

dn = iwAn

7
dwi = -nAT
Wy 27] n
Dai, _
i
mﬁzanAnz—#AHQ

e, portanto, (M, daj%) possui curvatura seccional 1.
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Proposigao 4.0.4. Sejam do? uma pseudo métrica e A* = {w € C;0 < |w| < 1} um disco furado.
Suponhamos que (A, do?) possua curvatura 1. Suponhamos também que a drea de A* na métrica
do? € finita. Entdo, existe uma coordenada holomorfa local z sobre A, = {w € C;|w| < €}, para
algum € > 0, com z(0) =0, e § > —1 um numero real tal que sobre A., nds temos

4B+ 1))

do?(s =
7 AT T () 2

dz ® dz.

Ademais, € unica, e z € unica a menos de uma dilata¢io Az, onde |z| = 1.

Demonstragao. Seja L = {y € C;R(y) < 0}. Note que a aplicacdo exp : L — A* dada por
exp(y) = eV = w ¢é a aplicagdo de recobrimento universal de A*. Tomemos a pseudo métrica
do? = exp*(do?) sobre L. Assim, (L,do?) possui curvatura gaussiana constante 1. Note que,
exp(y + 2mi) = expy = w. Assim, tomando a aplicagdo g : L — L dada por g(y) = y + 2mi,
podemos escrever exp(g(y)) = exp(y) = w. Dai,

(exp og)*(do®) = d&*.

Portanto, do? ¢ invariante pela transformagao y — y + 2.
Note que, como L ¢ simplesmente conexo e do? e (L, do?) possui curvatura seccional constante
1, entdo segue do lema (1.1.1)) que existe uma aplicagdo meromorfa £ : L — C U {oo} tal que
&*(n) = do. Dali,
_,  Ad¢®dE
d0_2 — 6 6

(1+€6)?
Considere a composigao o g : L — C U {oc}. Note que,

(Eog) () = gro&”

= (expog)*(do?)
= do*

Portanto, pelo lema (1.1.1]), existem (a,b) € C* com |a|* + |b|> = 1 tais que

£y + 2mi) = —Zgg)) ;2

Podemos tomar a e b de modo que £ seja dado por

&(y + 2mi) = 27 (y),
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onde a € [0,1) é um ntmero real. Em geral, temos &(y + 2k7i) = e*™2¢(y). Desta forma, fica
bem definida a aplicagao ¢ : A* — CU{oo} dada por ¢(w) = ¢(e¥) = e~ *¥¢(y), y € L. De fato,
sejam w € A* e y,y € L tais que e¥ = e¥ = z. Logo, y = y + 2kmi. Dai, temos que

() = eV E(y + 2mi)
e e2mog(y)
= oW mg(y)
e ¢(y)
(e’
Portanto, 1) esta bem definida. Notemos também que v é meromorfa sobre A*.

Por outro lado, temos w*(w) = e*e~ ¢ (y) = £. Portanto, tomemos a coordenada holomorfa
z: A* — P! dada por z(w) = w*(w). Logo, temos a féormula

d(w) ® d(wy)

do? =
T T T ey
Note que
d(w*y) = aw® hdw + war dw.
Donde,
d(w) @ d(w) = |w** Vay + wi' [*dw @ dw.
Portanto,

do? 4w @ Day + wi'|Pdw @ dw
T (1 + [weo?)?

Usaremos a hipotese de que A* tem &area finita para mostrar que @ é meromorfa em w = 0,
isto é, ¢ nao tem singularidade essencial em w = 0. Assumindo este resultado, temos que se ¥
é meromorfa em w = 0 entao existe n € Z tal que w1 (w) é uma fun¢do holomorfa nao nula
numa vizinhanca U, = {w € C; |w| < p} de 0. Desta forma, em U,, podemos definir uma funcao
holomorfa g tal que 1(w) = w"e9™). Feito isso, temos os seguintes casos:

(i) a+n>0

Neste caso, tomemos = a +n — 1. Assim, § > —1. Consideremos a aplicacao

z: U, — P!
g(w)
w — Wwe B+1

Temos que z é uma coordenada holomorfa de U, e z(0) = 0.
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Lembre que,
~ AwPCeVay + wy'Pdw @ dw

(14 [wey]?)?

Ainda, sobre U, temos ¥(w) = w"e?™), logo

do?

AwPe Doy +wip P = 4w D|awed + w"(ne? + wed.g )|?
= Al Ve’ Pla +n +wg

4|w|2’3|629||oz +n+ wg/|2

Notemos que,

eﬁ ’
dz:ﬁ+1(ﬁ+1+wg)dw.
Logo,
__ e g 6 i
dz®dz:m|a+n+wg|dw®dw.
Dai,
12
dw®dt = —— TV gas

€341 ||o + n + wg' |2
Por tltimo, note que

’wa¢‘2 _ ‘wawneg‘Z _ |wﬁ+leg’2 _ ‘weﬁp(ﬁ—&-l) _ (zZ)B'H,

Portanto, temos que

4|w|? @) + wi'|Pdw @ dw
(1 + [weep]?)?

4B+ 1)?[w[Ple]

[P |(1+ (22)7+1)2

4(68 + 1)%|w|?? P4

— (ﬁ(l—l—)(li)’[”l)z |dz®d§

46 +1)*(2z)°

— o (=) dz® dz

z®dz

Finalmente, obtemos
4(B+1)%(zz)?
2 p—
do (05 (22)7)2 dz ® dz.
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(i) a+n<0

g

Basta considerar § = —(a+n —1) e z(w) = weF+1.
(iil) @+ n=0

Como n é inteiro e 0 < o < 1 entao a = n = 0. Logo,

o A © dY

(1+9u)>

Seja ¢p(w) = Z:é:g uma rotagao de ¥ tal que ¢(0) = 0. Trocaremos 1) por ¢. Segue-se dai que

existe 3 > tal que ¢ = %! numa vizinhanca sobre 0 € U,. Dai,
,  ddo®@dd  4(B+1)%(2z)°

o° = (1+¢5)2 = (1+(z§)5+1)2dz®dz'

Resta mostrar que a aplica¢ao w®(w) é meromorfa em w = 0.
Na mesma notagao de [3] temos

dd(w") © Ay

dd°log(1 + [w* ¢ (w)[*) = (1 + [wog )2

Logo, como a area de (A*, do?) é finita temos
/ dd°log(1 + |w*(w)[*) < co.
A*

Tomemos € > 0 e definamos a aplicacao 1; = (1) sobre o disco {w|0 < |w| < 1+ €} tal que

¢ ndo possua zeros ou polos sobre [w| = 1. Para nao sobrecarregar a notacao escreveremos b ao
invés de QZ

Seja h(w) = 1+ |w*(w)[*. Note que h(w) nao possui zeros e h(w) > 1. Dai, pelo corolario
(1.5) de 77, temos que

" d /
N(D,r) < / (/ ddclogh)—p + Clogr + C'.
1 JA P

P

Mas,
/ ddlogh < oc.
Ap

Dai,

N(D,T)S/ (/ ddclogh)%jLC’logerC'g/ C'Nd—pp+0logr+0'.
1 Ja L

P
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Logo,
N(D,r) < Cilogr + Csy

e, portanto, 1 tem uma quantidade finita de pélos em A*. Logo, dilatando e restringindo a A*,
podemos assumir que ¥ nao possui polos sobre A* e é continua sobre o bordo |w| = 1.

Sejam A~ = {z € A*; 2 € RT} e 3 € R, consideremos sobre A* o tinico ramo de 2” tal que
17 = 1. Assim, esta bem definida a aplicacao

C(y) =y**v(y*) : A~ — C.

A aplicacdo ¢ possui uma extensdo natural ¢’ : A* — C dada por ¢'(y) = y**1(y?). Assim,

diremos que ¢ ¢ holomorfa. Abusando da notagdao, nao faremos distingao entre ( e ¢'. Seja
_ 4dendE
- (1+€9)?
Note que o pull-back de p via w*(w) : A* — C ¢ 4mlog(1 + |w*(w)]?). Como a aplicagao

y — y? ¢ um duplo recobrimento de A* entao

a forma de area da esfera P'.

/ dclog(1 + |¢]?) < 0.
A*

Logo, a imagem esférica de ((A*) é finita. Portanto, podemos tomar um conjunto compacto
K C C com medida, usual, positiva tal que ((y) = k tem um nimero finito de solugdes para
k € K. Reduzindo A*, podemos supor que ((A*) N K = (). Em particular, ((A7) N K = 0.

Definamos os conjuntos
B ={z€A%27" % <|2| <3.27"7% =31 /4 < argz < 3m/4},

onde m € N.
Definamos as fungoes

Cm(y) = C(27™y),

onde y € By. A sequéncia de fungoes holomorfas ((,,(y)) claramente nao assume valores em K e,
portanto, podemos usar o teorema de Montel, [I0]. Dai, por [I0], concluimos que ((,(y)) é uma
familia normal. Portanto, existe uma subsequéncia (,, (y) que converge uniformemente sobre
conjuntos compactos a uma funcao holomorfa ou converge uniformemente ao oo € P

Suponhamos que (,, (y) converge para uma funcao holomorfa. Em particular, ¢, (y) converge
no conjunto

1
K = {z € By |2z| = 5,%(2) > 0}.
Dai, (,, (y) é limitada e, portanto, existe uma constante M tal que

onde y € K. Note que,
L
ka (y) = ka(ée 9)7

63



onde 6 € [0, 7/2]. Por outro lado,

G (y) = C(27™ry) = (27 y)**((27™y)?).

(G ()| = 1627 )| = |27 e ((27™ 1)) < M

onde y € K e 0 € [0,7/2]. Seja a € N tal que a > «, logo
(2T (2| < [[(27m e g (2l < I,
onde y € K e 0 € [0,7/2] Portanto, w*(w) é limitada nos arcos
C = {z €Cyz=2"m"1ei ¢ ¢ [O,7r/2]} ,
onde k € N. Para cada k € N definamos o anel
Ay ={ze G2 < |z <27™ arg(z) € [0,7/2]} .

Pelo teorema do Modulo Méximo, [10], w®) deve ser limitado uniformente em cada anel e,

portanto,
[w* P (y)| < M,

onde y € A. Portanto, podemos encontrar uma vizinhanca de w = 0 na qual w®) é limitada. Dai,
pelo teorema de Casorati Weierstrass, [10], w = 0 ndo é uma singularidade essencial e, portanto,
w*) possui uma singularidade removivel w = 0.

Por outro lado, se a sequéncia (,, (y) converge para oo entdo definamos a sequéncia

1
me(y) = :
G (9)
onde y € K. Logo, nx(y) converge para 0. Anélogo ao primeiro caso, temos que m nao possui

uma singularidade essencial em w = 0.
Portanto, 1 nos dois casos nao possui uma singularidade essencial e, portanto, 1) ¢ meromorfa

em A.
O

Semelhantemente ao caso R? temos o seguinte resultado.
Teorema. Seja f : M?* — H? uma imersao de curvatura média 1 satisfazendo

i) A métrica induzida ds% é completa;
f

(ii) A curvatura total de M € finita.
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Entio, M € conformemente equivalente a uma superficie de Riemann compacta M menos um
nimero finito de pontos E C M. A demonstracio pode ser encontrada em [16] pag. 81.

A partir de agora identificaremos M com M — E. Os pontos de E sdo ditos fins da imersao.
Segue o lema abaixo.

Lema 4.0.2. Se |B| nao possui pontos de acumulagao em E, entao |B| € finito.

Demonstracao. De fato, suponhamos que |B| é infinito. Logo, podemos tomar uma sequéncia
pn € |B| com p,, # ppy1. Como |B| C M entao p, é uma sequéncia limitada e, portanto, p,, possui
um ponto de acumulagao pgy. Logo, po € M ou py € E. Se py € M entao |B| possui um ponto de
acumulacao em M, mas isto é absurdo, pois, |B| é discreto em M. Portanto, | B| possui um ponto
de acumulagao em FE. O

Lema 4.0.3 (Ossermann). Seja h(z) # 0 uma funcao analitica em A* = {z € C;0 < |z] < 1} e
considere ds? = |h(2)|?|dz|?. Se ds* é completa em z = 0 entdo h(z) tem no mdximo um pdlo na
origem.

Demonstragao. Ver [16] pag. 83. O

Na teoria das superficies minimas em R?, temos que a diferencial de Hopf estende-se aos fins
da superficie ver[16]. Segue o resultado analogo em H?.

Proposicao 4.0.5. O suporte do divisor B ¢ finito em M e Q estende-se a M meromorficamente.

Demonstragao. Mostraremos que |B| é finito. Pelo resultado anterior, basta mostrar que |B| nao
possui pontos de acumulacao em E. Como a curvatura total, na métrica ds?, é finita, entao a area
de M com relagao a pseudo métrica dO'J% é finita. Pela proposigao (), segue que, se e € M entao
existe uma coordenada local holomorfa z : U — C sobre U C M onde e € U, z(e) = 0 e um
namero real 5 = [((e) tal que

A4(8 +1)*(27)"

0+ (7)) dz ® dz.

2 _
daf—

Denotemos U — {e} = U*. Particularmente, z nao se anula em U*. Sabemos que
Q® Q = ds} ® do.

Logo, como Q se anula em |B| entdo do} se anula em |B|, Ainda, como Q nao se anula em U*
temos

BN (U*) = 0.

Portanto, | B| ndo possui pontos de acumula¢ao em E. Portanto, |B| é finito.
Mostraremos que Q se estende meromorficamente sobre M. De fato, como Q nao se anula em
U* e é holomorfa, entao existe uma fungao h(z) holomorfa sobre z(U*) tal que

Qly- = h(z)(d2)*.
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Dai, de -
R Q= ds? ® dafc

temos que

_ 1+ ()72 h(2) P
dsfc!U* = TG+ 123 dz ® dz.

Se b > [ é um inteiro, podemos tomar uma vizinhaca suficientemente préoxima de e tal que

|k (2)[*

|2

dsf[ <c dz ® dz,
para alguma constante ¢ > 0 e numa vizinhanca deletada V' de e em U.

Pela desigualdade, acima, como ds?c é completo em e temos que |h(z)z7°|?dz ® dz é completo.
Segue do lema de Osserman (5.0.4) que h(z)z~® tem um polo no infinito e, portanto, h(z)z=" tem
um polo em z = 0. Assim, h(z)z~% ¢ meromorfa em z(U). Dai, h(z) é meromorfa em z(U). Donde,
Q é meromorfa em e.

Portanto, Q estende-se meromorficamente em M. O

Assim podemos definir v,(Q) para qualquer p € M. Deste modo, podemos ver a caracteristica
de Euler-Poincaré como

X(T) = —deg(B) = 5 3" m(Q),

pEM

onde B ¢ o divisor de Q como uma funcao meromorfa em M.
Corolario 4.0.1. Para todo e € E, (e) > v.(Q) + 1.

Demonstracao. Notemos primeiramente que podemos tomar a vizinhanca V*, mencionada acima,
suficientemente pequena de modo que

(22)P < 8.

Desta forma,
h 2

(22)°

Portanto, como ds? ¢ completa em e, entao |?Z(;)LQ dz ® dz é completa em e. Logo, % possui um

poélo em z = 0.
Pelo resultado anterior, h(z) possui um poélo de ordem —v,(Q). Portanto, podemos escrever

2
dsf

h(z) = p(2)

- Z_Ve(Q) ’
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onde p(z) # 0. Portanto,
hz) _ pz)
2’3 - Z/B*Ve(Q)'

Dai, como p(z) # 0 entdo a ordem do polo da fungao %, emz=0,¢

ﬁ - Ve(Q)'

Portanto,

Ble) —re(Q) = 1.

4.1 Exemplos

Como é de se esperar, as imersoes de curvatura média um no espaco hiperbélico e as imersoes
minimas em R? nem sempre partilham as mesmas caracteristicas. Vejamos agora alguns exemplos
que ilustram algumas diferencas entre as duas teorias.

Suponhamos M? uma superficie de Riemann e F' : M — SL(2,C) uma imersao holomorfa
nula. Assim, podemos escrever

F, F
F:(F; Fj),F1F4—F2F351,

onde F; é holomorfa sobre M.
Na mesma notacao da prova do teorema da Representacao de Bryant, escreveremos

9
FlF = (Zg _iq ) ¢, PP+ qq = 1,

onde ¢ é do tipo (1,0) sobre U C M e p,q sao fungoes holomorfas sobre U com § meromorfa.
Consideraremos também
(37)
p a9 )

A aplicacao Fh: U — SL(2,C) satisfaz
f = Fh(Fh)".
Donde,
eo+es = Fh(og+ o3)h"F*

2.0 .
= Fh(o O)hF
—2F( ) (g p)F

(p)(qp)

9 Fiq+ Fop
Fsq + Fyp

> ( Fig+Fop Fsq+ Fup )
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Também podemos escrever
fze():FO'oF* = FF".

Pela nossa identificacdo de S2, com CP' temos
leo + €3] = [Fiq + Fop, F3q + Fup).

Por outro lado, note que
2

pqg —q
dF = F .
( p° —pg ) ¢
Donde,

p(Fig+ Fop) = dFy
p(Fs5q + Fyp) dFs

Portanto,
[eo + e3] = [Fiq + Fap, F3q + Fup] = [dFy, dF}).
Por outro lado, note que
Q® Q= daj% ®ds?c.
Dai,
Q® Q = 4(pdq — qdp) ® (pdg — Gdp) ® ¢ © ¢.
Portanto,

Q = 2(pdq — qdp) ® ¢

é a diferencial de Hopf.
Note

o d(p/q) ®@d(p/q)
doy =1 (1+ [p/q|?)?
Dai,

/K:_4/ d(p/q) ® d(p/q)

(L +Ip/al?)*
Portanto, a curvatura total de ds? sobre U ¢ a area, contada com as multiplicidades, da imagem
esférica da aplicagao p/q: U — PL.
Exemplo 1. Considere a aplicacao F': C — SL(2,C) dada por

ro=(1 1)

wio-(4 )
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Portanto, imediatamente, temos que det(dF,(v)) = 0 e, portanto, I’ ¢ nula. Note também que
dF,(v) =0 0v=0
e, portanto, F' é uma imersao. Portanto pelo teorema de Bryant, F'F™* ¢ uma imersao de curvatura

média um em H3. Note que,
Fplgr= (20
a 0 )

Temos, entao, pgp = ¢*¢ = 0 e p?¢ = a.
Donde, g =0e ¢ = 1%. Logo,

A imersao encontrada é totalmente umbilica e possui curvatura média constante um e, portanto,
¢ uma horoesfera. A métrica dsfc coincide com a métrica no plano euclidiano, ver [12]. Logo, o
plano e a horoesfera sao superficies primas e, portanto, sao localmente isométricas.

Exemplo 2. Seja M =C e A € C|{0}. Tomemos a aplicagao F': C — SL(2,C) dada por
Flz) = cosh(Az) — Azsenh(A\z)  Asenh(Az)
2= A lsenh(Az) — zcosh(\z)  cosh(\z)
Logo,

el cosh(Az) —Asenh(\z)
| —Alsenh(Az) + zcosh(Az) cosh(Az) — Azsenh(\z)

Notemos que F' é holomorfa pois suas entradas sao holomorfas, dai

[ =X*zcosh(Az) M cosh(\z)
dF_( —zAsenh(Az)  Asenh()\z) dz.

Portanto,

Flgp cosh(Az) —Asenh(\z) —A2zcosh(Az) N cosh()\z)
N —\"tsenh(A\z) + zcosh(Az) cosh(\z) — Azsenh(\z) —zAsenh(Az) Asenh(Az)

:—v<i'4)w
z —Z
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Dai, det(dF') = 0 e, portanto, F' é nula. Além disso, F' é uma imersao. De fato, dados
[ —vX’zcosh(Az) vA*cosh(Az)
v,z € C temos que dF.(v) = ( —zvAsenh(Az)  wvAsenh(\z) d
cosh(Az) = senh(\z) = 0. Portanto, claramente temos que v = 0. Dai, F' ¢ uma imersao.
Tomemos

z2 = 0 < v = 0 ou

¢ =—N(1+22)dz (4.2)
uma 1-forma definida globalmente sobre C. Desta forma,
dst =@ ¢ = [A*(1+ 22)°dz ® dz

é a métrica induzida em C.
Podemos definir as aplicacoes p, ¢ sobre C de modo que

PP = —\2%dz (4.3)
— ¢ = Ndz (4.4)
pgd = —N’zdz (4.5)
De (4.3) e (4.4]) temos
2 2
L e
De (4.3]) e (4.5)) temos
1
2 _
T =15z
Logo, podemos definir,
z
- 46
1
4(z) = ——=——= (4.7)

Donde,

Desta forma,
dz ® dz

2 — 4 — D — qdp) = 4— .
doy = 4(pdq — qdp) @ (pdg — qdp) it
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Note que,

Q = 2(pdg—qdp)® ¢
—9
= S ®-N(1+23)dz

1+ 2z
= 2)\%(dz)?
Logo,
Q = 2)\%(d2)%.
Por outro lado,
dFy, = —X*zcosh(\2)
dF3; = —zAsenh(\z).
Dalf,
[dF}, dF3] = [~ \2zcosh()\z), —zAsenh(A\z)] = [Acosh(\z), senh(\z)].
Portanto,

leo + e3] = [Acosh(Az), senh(Az)].

Esta imersao é dita Enneper primo.

Seja f : C — R? a imersao minima tal que f(C) ¢ a superficie de Enneper. Por,[12], a métrica
induzida sobre C pela imersao é ds% = [N*(142%)%dz ® dz. Portanto, ds7 = ds%. Dai, as imersoes
f e f sdo primas. Em particular, as imersoes f e f sao localmente isométricas.

Ainda, por [12], como ds% ¢ completa sobre C entdo ds7 também ¢é completa sobre C.

Pode-se notar que
dz ® dz
do% =4—"""

f (1+ 22)2
é a métrica padrao sobre C U {oo} restrito a C.
Portanto, a curvatura total na métrica ds; é dada por -area(P') = —4.
Notemos que a aplicagao hiperbolica de Gauss [eg + e3] : C — S?_ sera dada por

leo + e3](2) = [Acosh(Az), senh(\z2)].
Assim é claro que essa aplicagao omite [\, 1] e [A,—1]. Além disso, como [eg + e3] é holomorfa

entao [eg+ e3] ndo pode omitir um outro ponto. Portanto, [eg+ €3] cobre o restante de S? infinitas
vezes.

Exemplo 2. Sejam M = C* e p um namero real satisfazendo p > —%, 1 > 0. Considere a
aplicacao holomorfa multivaluada
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P = L (b et
V2u T\ ettt (p 1) )

Logo,
gp— b (e Dpt —p(p Dz N pp 1) et =) dz
CV2ut 1 plp+ 1)z —(p+Dpz1 ) au+1 T .
Note que
= 1 (n+1)z=# —pz~ Wt
T2\ —ptt (p 1)
Portanto,

1 -1 _ —(2u+2)
Fl4F — plpt+1) . = dz.
V2u+ 1\ 2 —z

Tomemos a aplicacao F:C— & L(2,C), onde C* ¢ o recobrimento universal de C* ¢ F ¢ o

levantamento univaluado de F. Assim, F' é uma imersao holomorfa nula. Escrevendo f = FF™,

temos
= ("5 iy ) (e ) (B W5y )

Assim, f: C* — H3 ¢ uma imersao bem definida de curvatura média constante um.

Tomemos
plp + 1)(1 4 (22)%41)

(2 + 1)z

Podemos definir sobre C* fungoes p e ¢ tais que

o=

plp+1)
= ——27z dz 4.8
21z w1’ © (4.8)

2 plp+1) 5,
= ——=2Mdz. 4.9
R (49)

De (4.8), temos
22
pq =

1+ (zz)2H1

De (4.9), temos
Z4u+1

T 1A ()

22u+1/2 q( ) _ »—1/2

—F— € .
v/ 1+(2z)2#+1 14+(2z)2m+1

p

Portanto, p(z) =
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Logo,

P _ ops1
q

Portanto,

1 Ur/a) ® dlp/q)
(1+1[p/q*)?
d(zZ“H) ® d(z2+7)
(1 + [220H1]2)2
(2p + 1)%(22)*
(14 (27)%+1)2

2 _
daf—

dz ® dz.

Por outro lado, como -
Q®Q:dsi®dafc,

entao
f(p+ 1)

0 Q=41 (d2)? ® (d2)2.

Portanto, a diferencial de Hopf sera dada por

Q= —QM(dz)z.

A aplicacao hiperbolica de Gauss sera dada por

[€0+63](2) = [dFl,ng]

= [+ 127 (4 1)2"]
= [1,z].

Esta imersao é dita Catendide Primo.

Por, [12], como a métrica dsfc coincide com a métrica induzida da imersao minima, dada pela
representacao de Weierstrass, que descreve o catendide, entao dsfc é completa.

Note que a curvatura total da imersao ¢ —4r(2u + 1).

A aplicagao hiperbolica de Gauss pode ser vista em P! como uma aplicagio [eg+e3] : C* — P!
tal que [eg + €3] = 2.

Podemos ver que f(C)* é uma superficie de revolugao pois f é da forma f = AXA*, ver [§].

4.2 Condicoes de Extensao Meromorfica

Nesta sessao encontraremos condigoes para as quais a aplicacao hiperbodlica de Gauss e a
diferencial de Hopf possam estender-se meromorficamente aos fins da superficie.
Seguem alguns resultados.

73



Lema 4.2.1. Uma funcgao inteira possui uma singularidade removivel no infinito se, e so se, €
constante.

Demonstragao. De fato, seja f : C — C uma fungao inteira com uma singularidade removivel
no infinito. Dai, f(1/z) possui uma singularidade removivel em z = 0 e, portanto,

f(l/Z) = Zanzn,
k=0

onde (a,) € C. Portanto,
f(z) = Zanz_".
k=0
Como f é inteira temos que a, = 0, para k > 1.

Reciprocamente, se f(z) é constante entdao f(1) é constante e, portanto, possui uma
z
singularidade removivel em z = 0. [

Lema 4.2.2. Uma fungao inteira tem um polo no infinito de ordem m se, e so se, € um polindémio
de grau m

Demonstragao. De fato, suponha que f : C — C possui um pélo de ordem n no infinito. Dai,
por definicao, f (%) tem um poélo de ordem n em z = 0. Portanto, podemos escrever

1 . 7,1 -
f(;) =a 2 "t a2 L+ ;akzk,

onde a_,,a_ynyi1,...,a0,0a1, ... € R. Logo,

x
f(2) =a_pnz" +ap 12"+ + Z apz "k,
k=1

e portanto, como f é inteira temos que ay, as,... = 0. Dali,
1
f2)=a_p2"+a_p 12"+ ..+ ag

e, portanto, f ¢ um polinémio de grau n.
Reciprocamente, escrevamos f(z) = an2" + an412" ! + ... + ag, onde a, # 0. Desta forma,
temos que f (%) claramente possui um poélo de ordem n em z = 0. O

Teorema 4.2.1. Suponha M? simplesmente conexa e f : M* — H? uma imersio completa, com
curvatura média 1, de curvatura total finita. Entao, M € conformemente equivalente a C. Toda
aplicagao F : M* — SL(2,C) fornecida pelo teorema da representacio de Bryant satisfaz

2
FF = ( nte T )dz,

U —T1Te
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onde z € a coordenada padrao z : C — C, identidade, e r1,7r9 sdo polindmios em z sem zeros
comuns. Reciprocamente, dado um par de polindmios sem zeros comuns, digamos (ry,r3), temos
que eziste ' : C — SL(2,C) tnica a menos de translagio a esquerda satisfazendo a equagao
acima. A aplicacio f = FF* : C — H? ¢ entdo wma imersao conforme, de curvatura média 1,
e curvatura total —4mn, onde n € N.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que M nao pode ser compacta, logo M nao é
conformemente equivalente a esfera de Riemann. Ainda, sabemos que M é conformemente
equivalente a M — F onde E ¢é finito e nao vazio, logo M nao é conformente equivalente ao
disco de Poincaré. Portanto, como M é simplesmente conexo entao pelo teorema ((1.1.2)), temos
que M é conformemente equivalente a C.

Pelo teorema da representacdo de Bryant, existe uma imersao nula F' : C — SL(2,C) tal
que f = FF*. Como F & holomorfa entao as componentes de F~'dF sao 1-formas holomorfas.
Ainda, como F' é uma imersao entdo as entradas de F~'dF nao possuem zeros comuns sobre C.

Escrevamos
F, —F
1 _ 1 3
F dF_(F2 Fl)dz,

onde F;(z) sao fungdes inteiras sem zeros comuns satisfazendo
F? = F,F;.
Assim com as mesmas notacoes do teorema, podemos escrever
- Py —F pq —¢°
F 1dF — dZ =
( Fy, —F ) ( p —Pq

A métrica induzida induzida da imersao f : C — H? é dada por

S

f*(ds*) = ds?r
= 2aRa+08R[B+707

= 2pa’|o]* + [p[*|o]> + |q*|0|?
= (2|F1|2 + |F2|2 + |F3|2)dz ®dz

Dividiremos a prova em dois casos, F» =0 e Fy Z 0.

Suponhamos Fy = 0, entao
F? = Fy 3= 0. (4.10)

Dalf,
ds?c = |F3]?dz ® dz.

Ademais, como as fung¢oes nao possuem zeros comuns entao, pela equagao (4.10]), F3 ndo se anula
em C. Portanto, como ds?c é completa entao, pelo lema de Osserman, temos que F3 nao tem uma

singularidade essencial em z = co. Assim pelos lemas (4.2.1))e (4.2.2)), F3 é um polinémio ou Fj3

75



é constante. Mas, F3 é nao nulo e, portanto, F3 é constante. Portanto, basta tomar o par de

1

polinémios constantes (1, 72) = (0, (F5(0)) e nosso problema estara resolvido.
Suponhamos agora que Fy # 0. Note que
Fy

p_ 2 :C — P

qg B
Como haviamos observado anteriormente, a curvatura total finita era dada pela imagem esférica
da aplicacao §. Mostremos que § é meromorfo em z = oo. De fato, suponha por absurdo que
z = 00 € uma singularidade essencial de §, entao pelo teorema de Picard,[10], § assume todos os
valores em P! infinitamente, com no maximo duas excecoes. Dai, pode se concluir que a imagem

esférica de § ¢ infinita e consequentemente a curvatura total de M é infinita. Absurdo. Portanto,
§ ¢ meromorfo em P'. Donde, Fy/F; ¢ meromorfo em P!,

Note que Fy/F; : P! — P! ¢ uma aplicacao meromorfa e, portanto, existem polinémios 7y, 7o,
primos entre si, tal que

Fg/Fl = Tl/TQ.

Considere a aplicagao meromorfa
G= FQ/?“l = F1/7“2.

Podemos notar que GG nao possui polos em C, ou seja, as singularidades de G sao removiveis. De
fato se existisse um poélo a € C de ordem k de G terfamos que

_ [
G(z2) = m,
onde f & holomorfa e f(a) # 0. Dali,
o f rif

(z —a)*’ (z —a)*

Dai, como F; e F, ndo possuem polos teriamos que ri(a) = m(a) = 0, mas isto é absurdo.
Portanto, G' nao possui poélos.
Note que valem as seguintes equagoes

F = Fy =

F, = nG;

Fi = nG;

F! = FF;.
Dali,

r3G* = r G Fs.

Note que G # 0 pois caso contrario Fy e F3 se anulariam simultaneamente. Portanto, podemos

escrever )
rsG
Fg == 2—

r1
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Considere funcao
G F;
P=—=—.
Note que como P é quociente de funcoes inteiras entao P é meromorfa. Como F3 é inteira e 1,1
nao possuem zeros comuns entao, por um argumento usado anteriormente, as singularidades de

P sao removiveis e, portanto, P nao tem polos em C. Temos as seguintes equagoes

Fy, = rryP;
F2 = T%p,
Fy = riP.

Podemos escrever

.2
FYF = ( nle T ) Pdz.

1 —T1Tre
Mostraremos que P é constante.
De fato, note que

7”1/7"2 = Fl/F2 :p/q
Dai,

Q = 2(pdg—qdp)® ¢

= 2p’d(q/p) ® ¢

= 2p%d(ry/r1) © 6

= 2r%d(ry/r1) ® ¢

= 2(rodr; — ridry) @ ¢

= 2(rodry — ridry) ®@ Pdz

Por , Q é meromorfo em z = co. Portanto, como r1, 75 sao polindmios entao teremos que

P meromorfo em 2z = co. Notemos que P nao pode ter zeros pois F' é uma imersao. Denotemos
o0s zeros de ry POr 2, ..., Z,, logo a fungdo h : C — C definida por h(z) = (2 — 21)...(z — 2,) P(%)
para z # z1,...,2, € h(z1) = ... = h(z,) = 0 é uma funcao inteira sobre C. Portanto, como P
possui polo em z = oco entao h(z) possui polo em z = oo e, portanto, pelo lema , h é um
polinébmio. Dai, P é um polinémio. Portanto, por temos que P é constante. Podemos

supor, sem perda de generalidade, que P = 1. Isto prova a primeira parte do teorema.
Reciprocamente, dado um par de polindémios (ry,7) primos entre si, considere a equagao

diferencial IF ,
ar 7o —T2
dz F(z) ( 7”% —Tr1ra ) ’

com condigdo inicial F'(0) = I, onde Iy é a matriz identidade. Assim, podemos encontrar uma
tnica solugao F': C — SL(2,C). Dai, temos

FldF = ( s T ) .

’I"% A D)
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Considere f = FIF™*, logo, pelo teorema da representacao de Bryant, é claro que f é uma
imersao de curvatura média 1. Pelo que vimos anteriormente, temos que

dst = 2|F1]? + |Fo]? + | Fs|*)dz ® dz.

Dai,
dsj = 2lriral” + [r3]* + [r]]")dz @ dZ = (Ira]* + |ra[*)*d2 @ d=.

Note que r; e r, nao se anulam simultaneamente e, portanto, podemos encontrar k£ € N tal
que
1 [? o+ Jrof* > k. (4.11)

Observe que na métrica da? = kdz ® dz temos que (C,da?) é completo. Logo, por (|?]), temos
que (C, ds?) é completo.

Finalmente, do teorema de Picard, [10], temos que a imagem da aplicagao ry/ry : P! — P!
cobre P! n vezes, onde n = max {grau(r;), grau(ry)}. Mas, a area da esfera ¢ 47 e, portanto, a
area coberta pela imagem de ry /7y é 4wn. Portanto, a curvatura total de f(C) ¢ —4mn. O

Definigao 4.2.1. Sejam A* = {z € C;0 < |z| <1} e f : A* — H? wma imersao de curvatura
média 1 conforme. Dizemos que a métrica induzida ds? € completa em z = 0 se dada qualquer
curva y(t) em A* que tende a zero quando t — oo tem comprimento infinito.

O proximo resultado estabelece uma condigao necessaria e suficiente para que a aplicagao
hiperbodlica de Gauss estenda-se meromorficamente.

Proposigao 4.2.1. Seja f : A* — H?® uma imersdao conforme de curvatura média 1, completa
em z = 0 e de curvatura total finita. Entdo, a aplicagio hiperbolica de Gauss [eg+e3] : A* — S2,
estende-se holomorficamente em z =0 se, e so se, a ordem de @ em z =0 € pelo menos -2.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Q = 0 em A*. Logo, f(A*) é totalmente umbilica e, portanto,
a aplicagdo hiperbolica de Gauss [eg + e3] é constante. Portanto, z = 0 é uma singularidade
removivel de [eg + e3]. Dai, [eg + e3] ¢ meromorfa em A.

Assumiremos que Q # 0. Sabemos que do? é uma pseudo métrica onde (A, do?) tem curvatura
1. Portanto, pela proposi¢ao existe um disco Af = {z € C;0 < |z| <€} C A* e uma
coordenada z holomorfa tal que para algum § > —1, temos

4B+ 1)2%(22)Pdz ® dz
(14 (22)7+1)?

2 __
doy =
Escrevamos,

Q = h(z)(dz)*

sobre z(A.). Como Q estende-se meromorficamente em z = 0, entdo h(z) e meromorfa em z = 0.
Note que a quantidade de zeros de uma aplicagao holomorfa ¢ finita. Assim, podemos tomar € > 0
suficientemente pequeno, de tal maneira que h(z) # 0 em z(A¥).
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Considere o conjunto _
A7 ={y € C;R(y) < loge} .

Tomemos aplicacao de recobrimento exp : ﬁ: — A¥ dada por exp(y) = e¥. Note que, para
z € A} temos que

ePv = P,

Como Ke ¢ simplesmente conexo, pelo teorema da representacao de Bryant, temos uma
aplica¢ao holomorfa F': A, — SL(2,C) tal que

f(e") = F(y)F(y)-
Por outro lado, sobre o disco A} temos
4(8+1)%(22)°

(15 ()
= h(z)(dz)?

2
dO'f -
Q

dz ® dz

Sabemos que existem aplicagoes p, ¢ e uma 1-forma ¢ tais que

G2 — 43p/a) ®dlp/q)
! (1+ |p/al?)?
Q = 2(pdg—qdp) ® ¢

Dali, escreveremos

d(g) = (B+1)27dz.

Assim, £ = 2P+,

Mas,
do} = 4(pdq — qdp) ® (pdg — gdp).
Logo,
(B D(z)°

Note, ainda que,

pdq — qdp = —¢*d(p/q).
Dali, temos a equagao

z 6
Donde,

l

it
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Como g = 2P*1! entdo
2Pt

P i@

Q = h(z)(d2)? = 2(pdg — qdp) @ ¢.

Notemos que

Logo,
2(8+1)2°
h(z)dz = ———— )
(2)d2 1+ (2z)PH+1 ®9
Portanto,
5 (L GDRE)
2(+1)28
Note que,
2
Flqr = 1 74 ) .
( P> =g ¢

Portanto, sobre 3:, temos

_ B+l 1 _
=) B+1 —371 1 B+1 h
Fridr - ( e TEr )( b EAG)

1) LB+1
1+(22)P+tT 1+(2z)f+1 2<ﬁ + 1)’26
Dalf,
_ —2h(2) 1 —z B+
FYdF = ——~ dz.
2(8+1) ( S A
Note que,
fer2m) = f(e").
Logo,

F(y + 2mi)F*(y 4 2mi) = F(y)F*(y),

para todo y € EZ‘

Seja h : ﬁj — SL(2,C) uma aplicacao dada por h(y) = F~'(y)F(y + 2mi). A aplicagao ¢é
claramente holomorfa.

Note que,

h(y) = (FH(y)F(y + 2mi))t
= Fty+2mi)(F-1)
= F*(y+2mi)(F 1) (y)
= FYy+2mi)F(y)
= hl(y)
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Logo, h*(y) = h™'(y), dai h € SU(2). Portanto, como h é holomorfa entdo h é constante.
Escreveremos h(y) = H. Desta forma,

F(y+2mi) = F(y)H.

Note que,
FYy+42mi) = H'F(y)
dF(y +2mi) = dF(y)H
Dali,
F Yy 4 2mi)dF(y + 2mi) = F~ ( + 2mi)dF (y)H
(H'F~(y))dF (y)H
= H- (F Hy)dF(y)H
Portanto,

F~ Ny 4 2mi)dF (y + 2mi) = H(F~' (y)dF (y)) H.

Lembremos que, em termos de z = €Y,

1 —2h(2) 1 —z B+
F dF_—Q(ﬁ—I—l)(ZﬁH 1 dz.

Dai, fazendo a substituicao de z por y, temos

. —eVh(e? | a1y
Fre) = 35 (ot ) e

2(8+1) —1
Logo,
) ) _eyh<ey> 1 _6_(5+1)(y+2ﬂ'1)
F~ Yy + 2mi)dF (y + 2mi ( , evdy.
(y ) (y ) (B + ) (B+1)(y+2mi) —1 Y
De
F~Yy +2mi)dF(y + 2mi) = H ' (F ' (y)dF (y))H,
temos,
1 _ e~ (B+1)(y+2mi) o 1 —e—(B+D)y
( e(B+1)(y+2mi) -1 =H e(B+)y -1 H.
Escrevamos,

hi1 hig
H pum
( hor  hao ) ’
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onde hy; = hgs € hoy = —hio. Portanto, temos a equagao

hiy + hipePtDw+2m)  _p o= (B+D(y+2md) _p o hip — hore= BTy o= (BHDy 4 by
Rop + hopeBTDW+2m)  _po o=(B+D)w+2m) _poo ) T\ Zhy 4+ Ry eBDY peBHy poo :

Da igualdade acima, temos

h12€(ﬁ+1)(y+2m) _ _hmef(ﬁﬂ)y
—hy e B2 o = _hase= BtV 4 p
oy + hopeBHDWH2m)  — g eBHDY
Note que,
h12e(ﬁ+1)(y+2ﬂi) — _hme*(ﬂﬂ)y — h12€2(5+1)(y+m) = —hy.
Dati,
|h12|‘€2(5+1)(y+m)’ = |h21|-

Mas, como h € SU(2) entdo hg; = —hye. Dai, podemos escrever |his| = |hg1| = k. Portanto,

k<|€2(ﬂ+1)(y+ﬂ'i)‘ . 1) —0.
Por outro lado, escrevendo y = y; + iy, temos
|e2(6+1)(y+m‘)| — 2(B+)yr

Lembre que y € EZ‘, isto é, Ry < loge < 0. Dai, y; < 0. Ademais, estamos supondo 3 > —1.
Portanto,

2(8+ )y # 0.
Dai,
|62(ﬁ+1)(y+7ri)| — 2By 7& 1.

Logo, k = |hi2| = |ho1| = 0, e portanto, hjy = hoy = 0.
Note que H € SL(2,C), e portanto,

Das igualdades anteriores, temos
h226(6+1)(y+2m) — +h116(5+1)y'

Dai,
RgpePHD+m) — p

Portanto,
h11h2262(ﬂ+1)(y+7m) _ (h11)2.
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Donde,
62(,6’—|—1)(z,1—l—7ri) _ (h11)2.

Portanto, hy; = +eBHDWHm) o pyy = e~ (BHD(y+m)

Finalmente,
e(B+D)(y+mi) 0
H=0 .
< 0 e_(ﬁ"'l)(y"rﬂ”b) )

onde 0 = +1. _
Definamos a aplicagdo G : A¥ — SL(2,C) dada por

—(B+1)y/2 0 1 0
e
G(y) = F(y) ( 0 e(B+1)y/2 ) < 1 1 ) :

Note que, G(y + 27mi) = 0G(y). De fato,

) , e~ (B+1)(y/2+i) 0 1 0
Gy +2mi) = F(y+ 2mi) 0 (B (y/2+i) 11
—(B+1)(y/2+m) 0 10
e
= FlyH ( 0 e(B+ ) (/2+i) ) ( 11 )
o(B+1)mi 0 e~ (B+1)(y/2+i) 0 10
= F(y)o 0 (i 0 o (B+1)(y/2-+mi) 11

—(B+1)y/2 0 1 0
e
= F(y)a( 0 e(B+1)y/2 ) ( 11 )

= oG(y)
. Uy M
G o ( Ug Vg ) ’

onde u;,v; : AY — C. Como G é holomorfa entao u;, v; sao holomorfas e, portanto, as aplicagoes

Escrevamos

wom A¥ — CU{oo} sao meromorfas.
ug? vy

Note que,
(751 . 1
() =0l )
67(/8+1)y/2
= F(ZJ)( e(B+1)y/2 )
_ 1
= e HEE(y) ( o(B+1)y )
(P B
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Por outro lado, escrevamos



_e_(ﬁ"‘l)y

— —eYh(eY 1 .
Lembre que, F~'dF = 2(ﬁ4£1)) ( () _q ) eYdy. Dai,
]_ _6_(6+1)y
dF = F ( By . ) Ay)dy,
onde A\(y) = _Qe?;i(f)y). Portanto,
dFy, = (Fy + F2€(ﬁ+1)y))\
ng = (F3 + F4€(’6+1)y)>\
Note que,
1 F1 + F2€(6+1)y)
F(y) ( e(B+1)y ) =A ( (Fy + Fye@yy |-
dF}y 1 )
Portanto, ( dF, ) = F(y) < e(B+1)y ) - Dai,
dFy ) _ (B+1)y/2 u(y) ‘
dF3 us(y)

Finalmente, a aplicagao hiperbdlica de Gauss de f: AY — C é dada por

[eo + e3](e”) = [u1(y), ua(y)].

Note que
wi(y + 2mi) = ou;(y),
onde ¢ =1, 2.
Definamos aplicagoes u; : AF — P! dadas por

u;(2) = ui(y),

onde eV = zei = 1,2. Se 0 = 1 temos que u;(y + 2mi) = u;(y). Assim, mostremos que u; é
univaluada. De fato, por indugdo, note que u;(y + 27ti) = u;(y) onde ¢t € Z. Dados y,% tais que
v = ¢¥ temos que y = y + 2kmi para algum k € Z e, portanto, u;(y’) = u;(y). Dai, @;(2) esta
bem definida e, portanto, é univaluada.

Se 0 = —1 temos que u;(y+27i) = —u;(y). Dados y, y tais que e¥ = ¢¥ temos quey = y+2kmi
para algum k € 7Z e, dai, temos que u;(y') = —u;(y). Portanto, @;(2) = +u,(y). Assim, u;(2) é
duplamente valuada.

Quando u(y) # 0 temos



Mostraremos a aplicacao Z:f : A? — P! dada por

onde y é tal que €Y = z, estd bem definida. De fato, sejam vy, yo € A’ tal que e¥' = e¥? = 2. Logo,
existe t € Z tal que y; = yy + 2tmi. Logo,

u .
(1) = (y2+ 2tmi)

Uy

us(yo + 2t7i)
1(y2 + 2tmi)

(y)

ES|§§

Isto prova que a aplicacao Z—j

univaluada.
Note que Z—f é a aplicagao normal hiperbolica de Gauss, obtida através da identificacao candnica

estd bem definida, noutras palavras a aplicacao em questao é

de CP! com P'. Portanto, para concluirmos a demonstracao basta mostrar que Z—f é meromorfo

em z = 0 se, e s6 se, h(z) tem um polo em z = 0 de ordem no maximo 2.
Para nao sobrecarregar a notagao ao invés de 72 escreveremos :*. Ademais, olharemos u;, v;,

ul
como fungoes de z de forma que u;(z) = w;(y) e vi(z) = v;(y), onde y é tal que eV = z. Desta
forma, na pior das hipoteses, u;, v; sao duplamente valuadas. Note que

d ((u v _ P z~(B+1)/2 0 10
G\ v ) T d ?) 0 Z(B+1)/2 11

—(B+1)/ B+1 »,—(8-3)/2 0 10
= [F < 0 (B+1)/2 ) +EP—— ( 0 L(B-1)/2 ﬂ ( 11 )

— = (B+1)
Zﬁ+1

(B+1)
2

27k 0 —z7k1 10
=G s )Ty )]0
_ —zh(z) [ z7F —z7F —z7k1 10
N F{ 4k (zk —zk +k 0 Zk-1 1 1
_ L.—k—-1 217kp
_ k;z_ 1+kh—
kzk—1 2 + K2k
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Note que,
B —zh

z

Para facilitar as contas, escreveremos k = . Portanto,

i u;y U1
dz \ u2 vz




Note que

Portanto,

G_IE B Sk 0 — k1 le;]gkh
dz ok Lk kb1 Zl4+kkh + okl

Dai, fazendo as contas, temos

Logo, temos

ﬂ;—10<_w+iv2 sy ).
g+1  (f+1)/2

Dai, note que
’ 1 —U1
= = 1 —=
Uy Z(ﬁ +1) < 5 T Ul)

v = %(mﬁ%ﬁ+mw+n)

(B+1)
Assim,
A 1 (2%h(z)  BH+1
) _2z<ﬁ—|—1 Ty )
Por outro lado,
Uu ’ u/
Su = (40 (g~ o 2] - )
= ) (o)
Donde,
" ’ ’ U
22uy + 2uy = (B4 1)z(v; — El)
Portanto,
1" / 2h 1 2
2uy + 2uy — (Z 2(2) + (6—2 ) )Ul =0,

isto é, u; é solucao da equagao

24" + o — (222(2) + (ﬁ Z 1)2) U =

86



Analogamente, podemos ver que u, também é solucao da equacao acima. Note que u; e usg
sao solucoes linearmente independentes. De fato, suponha por absurdo que exista [ € C tal que
uy = lugy. Logo, uy = lu,. Mas,

cu; = (B+1) (_Tul —i—vl)

i

zus = (B+1) (—Tuz +U2)

Daf,
Zul1 = zlu; = —uy + lug = 2(—vy + lvg) = vy = lvs.

Mas, isto € um absurdo pois G é inversivel. Dai, uq, us sao linearmente independentes.

1"

Suponhamos que Z—f se estende meromorficamente em z = 0. Escreva r = Z—f Dai, %7 possui
um polo simples em z = 0. De fato, seja n € N a ordem do pélo de r em z = 0, assim, podemos
escrever

r(z)=A_ 2z "+ A 2" L+ A2+ g(2),

onde A_j # 0, k=1,...n, e g(2) é holomorfa em A?. Dai,

o= —nA " (—n4+ DA 2 4 — Az 4 g (2)

ro= —n(—n—1)A_ 2" 4 L 4240270 4 ¢ (2)

Logo, podemos escrever

S = p(x) + 2" (2)

Zn+27"/l _ C_I(Z) + Zn+29//(z),

onde p(z) e ¢(z) sao polinémios. Dai,

1 "

T q(2) +g (2)2"?

7 ) g ()

a(2)+g" ()27
p(z)+g ()2
z = 0. Ademais, podemos supor ¢ suficientemente pequeno tal que p(z) + g (2)2"* # 0, assim
4(2)+g" (2)2"+2
p(2)+g (2)z+1

Podemos notar, pela nossa construgao, que p(0),¢(0) # 0. Logo, nao se anula em

temos que é holomorfa em A} e nao se anula em z = (. Portanto, da equacao

"

o q(z) + g ()2

SRR CEY{CED

1"

concluimos que 7 é meromorfa em z = 0 e possui um poélo simples em z = 0.
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AN
Por outro lado, considere S(r (’;—,) -3 (i—,) a derivada Schwarziana de r(z). Como -
S

tem um poélo simples em z =0 enta
que

(r) possui um polo em z = 0 de ordem no maximo 2. Note

U9 ’ ’ ’ ’ ’ ’
r=—=ur 71U =uy = 2(ur+rug) = 2u,
Uy

Derivando, novamente, temos

4

/ / " " 7 2// 2 ! ’ " " / /
Uy = UyT + U T + T Uy + 7 U = 27Uy = 27 (ugr Fugr U 7).

Portanto, como

" / 2h 1 2
P+ 2y — < (Z)+<ﬁ+ ) Uy = 0
2 4
temos que
2y +ur o uy +ru)) + 2(u)r 4 u) — ((B+1)?/44 2°h(2)/2) ruy = 0.

Dati,
"

' (ur2?) + 1 (2uy 22 + zup) + (22 + 2uy — ((B+1)?/44 2°h(2)/2) uy) = 0.
Logo, como u; é solugao da equacao diferencial, mencionada acima, temos que
r (ur2?) + 7 (2u) 22 4 zuy) = 0.

Portanto, escreveremos

1

!
T 2u z + g
r U 2
Donde

" ! " /
2 2 _ 2
T\ 2w ztun — 2(uy)® —
T/

(u12)?

Por outro lado,

r ? CA(u))?2? 4 dujug z + (ug)?
r’ (uy2)? '
Portanto,

’

7“// 1 /r// 2
S = — ) == =
AR
2ul 22y — 2(u))? —ud 14(u))?2? + dujur 2 + (ug)?

(w12)? 2 (u12)?
1 " ’
= Gu (—4(2%u; +uy2) +uy)

_ 1-(B+1) )

222

I\
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Dai, como S(r) tem um polo de ordem no méaximo 2 em z = 0, temos que hA(z) tem um poélo de
ordem no méximo 2 em z = 0. Donde a ordem de Q é pelo menos -2.

Suponhamos que Q tem um polo de ordem 2 em z = 0 Logo, h(z) tem um poélo de ordem 2.
Dali, a aplicacao 22h(z) ¢ holomorfa A.. Note que

" ! 2h 1 2
2 — (2 (2) + Ap+ 1) u=0 (4.12)
2 4
¢ uma equagao diferencial de segunda ordem complexa. Por outro lado, note que % é holomorfa

em z = 0 e, portanto, dizemos que z = 0 é ponto regular singular da equagao.

Suponhamos que o = 1, logo sabemos que u; e us sao univaluadas. Portanto como u; e us sao
solugbes da equagao entdo u; e ug sdo meromorfas em z = 0, ver apéndice C de [11]. Portanto,
r= Z—f é meromorfa em z = 0. Caso 0 = —1 entao sabemos que u; e us sao duplamente valuados
sobre A.. Note que, as aplicagoes z'/2u; e 2'/?u,y sdo univaluadas e, portanto, z'/%u; e 2'/2u, sdo
meromorfas em A.. Dai, r = Z—f é meromorfa em A.. O

Corolario 4.2.1. Se F : C — SL(2,C) ¢ uma imersao nula tal que f = FF* é completo e de
curvatura finita, e a aplicacao hiperbolica de Gauss estende se holomorficamente em z = oo, entao
f(C) € uma horoesfera.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que f(C) nao é uma horosfera. Portanto, f(C) nao é
totalmente umbilica. Assim, Q nao é identicamente nula. Pelo que foi mostrado anteriormente,
Q estende-se meromorficamente ao fim de C. Dai, Q ¢ meromorfa em P'. Logo, Q tem um poélo
em z = 00. Pela relagao de Riemann, temos

X(PY) = ~deg(B) = 3 3" 1,(Q).

Mas, a caracteristica de P! é 2. Dai, o grau do divisor de Q é —4, isto ¢é

Z vp(Q) = —4.

peEM

Por outro lado, pela proposicao anterior, como a aplicacao de Gauss hiperbodlica estende-se
meromorficamente em z = oo entao

Voo(Q) > —2.
Dalf,
—4=> 1,(Q) > vu(Q) > 2.

peEM

Mas, isto é absurdo.
Portanto, f(C) é uma horoesfera. O
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