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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos as superficies completas propriamente imersas
contidas em um slab do produto warped R x, P?, onde P? é uma superficie
Riemanniana completa com curvatura Gaussiana nao negativa. Sob certas
restrigoes sobre a curvatura média da superficie, mostraremos que tal imersao
ou nao existe ou deve ser uma folha da folheacao trivial totalmente umbilica
teR— {t} x P~

Palavras-chave: curvatura média, espaco hiperbdlico, espagos warped, imersao

propria.



Abstract

We study complete properly immersed surfaces contained in a slab of a war-
ped product R x, P2 where P? is complete with nonnegative Gaussian cur-
vature. Under certain restrictions on the mean curvature of the surface we
show that such an immersion does not exists or must be a leaf of the trivial
totally umbilical foliation ¢ € R — {¢} x P2.

Keywords: mean curvature, hyperbolic space, warped spaces, proper im-

mersion.
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Introducao

Para provar que toda hipersuperficie compacta com curvatura média cons-
tante mergulhada no espago euclidiano é uma esfera redonda, Alexandrov [1]
introduziu o que hoje é conhecido como método de reflexao de Alexandrov.
Ele observou que o método também funciona no espago hiperbdlico padrao,

gerando um resultado semelhante:

Toda hipersuperficie compacta com curvatura média constante mer-

qulhada no espaco hiperbdlico H" " € uma esfera redonda.

Para ver este resultado no contexto desta dissertacao, é conveniente
observar que é totalmente equivalente a assumir compacidade ou comple-
tude adicionada a propriedade de que nao hd qualquer ponto na fronteira

assintotica de H™ L.

Uma vez que no espago hiperbdlico existem outras hipersuperficies to-
talmente umbilicas, nomeadamente, horoesferas e hiperesferas, houve neces-
sidade de caracterizar essas também. Isto foi feito por do Carmo e Lawson

[4], utilizando o método de Alexandrov. Em particular, eles mostraram que:

Toda hipersuperficie completa com curvatura média constante mer-
gulhada no espago hiperbolico H™ 1 com um tinico ponto na fron-

teira assintotica € uma horoesfera.

Além disso, eles também observaram que este resultado nao é mais ver-

dadeiro se substituirmos mergulhada por imersa.
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O principal objetivo deste trabalho é apresentar a demonstracao de Luis

J. Alias e Marcos Dajczer para o seguinte teorema:

Teorema 1. Em um slab de R x,P? com fronteira Py, U Py, nao hd
superficie X* completa propriamente imersa com curvatura média

satisfazendo
sup || H|| < min H(t).
5

[t1,t2]

No Teorema acima, as folhas da folheacao P; = {t} x P? sdo hipersuperficies

totalmente umbilicas com curvatura média constante
H(t) = (log 0)'(t) = (¢'/0)(t).

O resultado acima foi publicado no peridédico Commentarii Mathematici
Helvetici no ano de 2006 (ver [2]).

No primeiro capitulo desta dissertagao, trataremos de conceitos e resulta-
dos basicos sobre geometria Riemanniana. Além disso, definiremos o espaco
hiperbdlico e teceremos um breve comentario sobre as superficies umbilicas
em H". Finalizaremos o capitulo enunciando o Teorema de Comparagao do

Laplaciano, que tem um importante papel na demonstracao do Teorema 1.

No segundo capitulo introduziremos o espaco produto warped R x, P?
e mostraremos que o espaco hiperbélico H? é isométrico ao espaco produto
warped R x. R2. Encerraremos o capitulo provando que as folhas da fo-
lheacao {t} x P? sao hipersuperficies totalmente umbilicas com curvatura
média constante H(t) = (¢'/0)(1).

Finalmente, no terceiro capitulo, apresentaremos a demonstracao do Te-
orema 1. Antes, porém, provaremos varios lemas que serao bastante tteis
para nos auxiliar e tornar breve a demonstracao do principal teorema. Con-
cluiremos o capitulo exibindo a demonstracao de Luis J. Alias e Marcos

Dajczer (ver [2]) para o teorema seguinte:
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Teorema 2. Se f : X2 — M3 = R x. P? € uma superficie com-
pleta propriamente imersa com curvatura média constante ||H|| < 1

contida em um slab, entao f(X) € a folha P;.

12



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos sobre geometria Rie-
manniana que serao utilizados no decorrer desta dissertacdo. A referéncia

principal para este capitulo é [5].

1.1 Variedades diferenciaveis
A nocao de variedade diferenciavel é necessaria para estender os métodos
do Célculo Diferencial a espacos mais gerais que o R".

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto
M munido de uma familia de aplicagoes injetivas X, : U, C R" — M,

definidas em abertos U, de R", satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) Uax(Ua) = M;

(ii) Para todo par de indices o, 3, com x,(Us) Nxp(Us) = W # 0, os
conjuntos x,;' (W) e XBI(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes xgloxa

sao diferencidveis;

(iii) A familia {(Xa, Ua)} € mazimal relativamente as condicoes (i) e (ii).

13



A familia {(X,,Us)} é denominada atlas. Cada (x,,U,) é chamado
parametrizacdo ou sistema de coordenadas. Ao conjunto x,(U,) chamaremos
vizinhanga coordenada de p. Uma familia {(x,,U,)} satisfazendo (i) e (ii)
é nomeada uma estrutura diferencidvel. Indicaremos por M™ uma variedade

diferencidvel de dimensao n.

Uma estrutura diferenciavel em um conjunto M induz de maneira natu-
ral uma topologia em M. Diremos que uma variedade diferenciavel M é

compacta quando M é um espago topoldgico compacto.

Definicao 1.1.2. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis de dimensao
m e n. Dizemos que uma aplicacao f : M — N € diferencidvel em p €
M se dada uma parametrizagio 'y : V. C R" — N em f(p), existe uma

parametriza¢io x : U C R™ — M em p tal que f(x(U)) C y(V) e a aplicagdo
ylofox:UCR"™ —R" (1.1)

¢ diferencidvel em x (p). A aplicagao f é diferencidvel em um aberto de M

se for diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Decorre do item (ii) da Defini¢ao 1.1.1 que a defini¢do anterior independe
da escolha das parametrizagoes. A aplicagdo (1.1) é chamada expressio de

f nas parametrizagoes x e y.

Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidavel. Uma aplicacao dife-
rencidvel o : (—e,e) — M € denominada curva (diferencidvel) em M. Sejam
p=«a(0) e D(M) o conjunto das funcoes diferencidveis de M em R. O vetor

tangente a curva o em t =0 € a aplicagao

f R d(f o)

dt

t=0

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é um espaco vetorial

denominado espago tangente a M em p, o qual indicaremos por T, M.

14



Exemplo 1.1.1. O conjunto TM = {(p,v);p € M ev € T,M} é uma
variedade diferencidvel de dimensao 2m, denominada fibrado tangente. (Ver

[5], pagina 13.)

Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicacao f : M — N é
dita uma imersdo se dfy, : T,M — Ty, N for injetiva para todo p € M. Se,
além disso, f for um homeomorfismo sobre ¢(M) C N, entdo dizemos que f

é um mergulho.

Definigao 1.1.4 (Variedade orientavel). Dizemos que uma variedade dife-
rencidvel M é orientével quando admite uma estrutura diferencidvel {(Uy,Xa)}

tal que

(i) para todo o, B com x,(Uy) Nxp(Us) =W # 0, a matriz da diferencial da

mudanca de coordenadas Xgl o X, tem determinante positivo.

Caso contrdrio, diz-se que M € nao orientavel. Se M € orientdvel, a escolha
de uma parametrizacao satisfazendo (i) € chamada de orientacao de M e,

neste caso, dizemos que M estd orientada.

Se M é orientavel e conexa, existem exatamente duas orientacoes distin-

tas em M.

1.2 Campos de vetores e métricas Riemanni-

anas

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M ¢é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor em
T,M. Em termos de aplicagoes, X é uma aplicagdo de M no fibrado tangente
TM. Se a aplicagao X : M — TM ¢é diferencidvel diz-se que o campo é

diferenciavel.

As vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma

15



aplicacado X : D(M) — F, do conjunto D das fungoes diferenciaveis em

M no conjunto F das fungoes em M, definida da seguinte maneira

Neste contexto, diremos que X ¢é diferencidvel se, e somente se, X f €
D(M) para todo f € D(M). Denotaremos por X'(M) o conjunto de todos

os campos diferenciaveis de vetores.

Se X e Y sao campos de vetores diferencidveis em M e f: M — R é
uma fungao diferencidvel, podemos considerar as fungoes X (Y f) e V(X f).
Tais operacoes, na maioria das vezes, nao conduzem a campos de vetores.

No entanto, a aplicacao

[ ] 0 X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) —~ [X,Y]=XY -YX,

define um campo de vetores chamado colchete de X e Y.
A operagao colchete possui as seguintes propriedades.

Proposicao 1.2.1. Se X,Y e Z sao campos de vetores em M, a,b sao

numeros reais e f,g sao funcgoes diferencidveis, entdo:

(a) [X,Y]=—]Y, X] (anticomutatividade);
(b) [aX +0bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade);
(o) [X,Y],Z]+ Y. Z],X]+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi);

(d) [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (/)X

Demonstragao. Ver [5], pagina 25.
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Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferenciavel M™ é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M
um produto interno

s Vs oM X Ty,M — R
p-ip P

que varia diferencialmente no seguinte sentido: se x : U — M é um sistema

de coordenadas locais em torno de p e x(z1,...,2,) = ¢ € x(U), entao
0 0
(T, 1) = =—(q), =—
N L))
¢ uma funcao diferenciavel em U para cada 7,5 = 1,...,n. As funcoes

gi; = gji sao denominadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema de

coordenadas x: U C R" — M.

Definicao 1.2.2. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Rie-

manniana € denominada variedade Riemanniana.

0
Exemplo 1.2.1. Considere o conjunto M = R™ com — identificado com
€T
e, = (0,...,1,...,0). A métrica é dada por (e;,e;) = d0;j. R" é chamado
espaco euclidiano de dimensao n e a geometria Riemanniana deste espaco €

a geometria métrica euclidiana.

Exemplo 1.2.2 (Variedade produto). Sejam M e M variedades diferencidveis,
onde {(Uw,Xa)} €{(V3,¥5)} so, respectivamente, suas estruturas diferencidveis.

O produto cartesiano

M x M = {(p,p);p € M,pe M}

¢ uma variedade diferencidvel, denominada variedade produto de M e M.

As aplicacoes

Zap(P, D) = (Xa(p), ¥5(P)),  (P,D) € Ua x V3

s@o parametrizagoes de M x M, i.e., {(Uy X Vi,245)} € uma estrutura dife-
rencidvel em M x M. Em relacio a essa estrutura diferencidvel, as projecoes

T:MxM—Mewm: MxDM— M sdo aplicacoes diferencidveis. Além

17



disso, se M e M possuem estruturas Riemannianas ( , )1 e {, )2, respec-
tivamente, entao podemos introduzir uma métrica Riemanniana em M x M
por

(u, U>(p717) = <d7T(p,z7) (u), dﬂ(p@@))l + <d7(p,ﬁ) (u), dT (p,p) (v))2,

onde (p,p) € M x M e u,v € Tipp) (M x M). Portanto a variedade produto

¢ uma variedade Riemanniana.

Definigcao 1.2.3. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomor-

fismo f: M — N € uma isometria se
(u,v), = (dfp(u), df,(v)) spy para todo p € M,u,v € T,M.

Observacao 1.2.1. A defini¢ao acima nos diz que duas variedades isométricas

sao indistinguiveis do ponto de vista métrico.

Definicao 1.2.4. Seja f : M™ — N™* uma imersdo. Se N possui uma

estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
(u,v)p = (dfp(u), df,(v)) y) para todo p € M, u,v € T,M.

A métrica de M é chamada entao a métrica induzida por f, e f € denominada

imersao isométrica.

Introduziremos agora a noc¢ao de conexao Riemanniana. A conexao é

uma generalizacao da derivada covariante de superficies.

Definicao 1.2.5. Uma conexao Riemanniana, ou conexao de Levi-Civita,

em uma variedade Riemanniana M € uma aplicagcao

Voo X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VY

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) fo+gyZ = fVXZ + QVYZ,'

18



(i) Vx(Y+2)=VxY +VyZ;
(iii) Vx(fY) = fVxY +(X[)Y
(iv) VxY — Vy X = [X,Y] (simetria);

(v) XY, Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ) (compatibilidade da métrica),
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

A existéncia e a unicidade da conexao Riemanniana sdo garantidas pelo

teorema de Levi-Civita. (Ver [5], pdgina 47)

Escolhendo um sistema de coordenadas (xi,...,z,) em torno de p e

X:inXi, YZZijgw

escrevendo

0
onde X; = ET teremos
i

VxY = Z (leyjrk + X(y )) X

Os coeficientes I'F., definidos por VxY = ZF - X}, sao denominados simbolos

59
de Christoffel da conexao.

Podemos expressar os simbolos de Christoffel, em termos dos coeficientes

da métrica Riemanniana, da seguinte forma

w1 0 0 0 m
I = Z{O gjk+a Gki — azkgij}g ;

onde (¢"™) é a matriz inversa de (ggm ).

A proposicao a seguir estabelece a relagao entre conexao e derivada co-

variante.

19



Proposicao 1.2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e V sua conexao.
Entdo existe uma unica correspondéncia que associa a cada campo de vetores
V' ao longo de uma curva o : I C R — M um outro campo de vetores s

ao longo de o, denominado derivada covariante de V' ao longo de «, tal que

D DV DW
@) GV W) =S
df 4 ~ . .,
(b) E(f{/) dtv + f , onde f € uma funcao diferenciavel em I,

(¢) Se V' ¢é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V(t) =
DV
Y(a(t)), entao = ViajatY-

Em termos dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante possui a

seguinte expressao

N

Definicao 1.2.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial

V' ao longo de uma curva o : I — M ¢é chamado paralelo quando —— = 0,

dt
para todo t €

Proposigao 1.2.3. Sejam o : I — M diferencidvel e Vi € Tyuy)M. Entao
existe um unico campo de vetores paralelo V', ao longo de «, tal que V (tg) =
Vo. Neste caso, V (t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de

Q.

Demonstragao. Ver [5], pagina 44.
|

Definicao 1.2.7. Um conjunto {Ey, ..., E,} € dito um referencial para M
se, para cada p € M, o conjunto {Ey(p),...,E.(p)} for uma base de T,M.

Isto implica que todo campo de vetores X € X (M) pode ser escrito da forma

X = i xiEia
i=1

20



onde as fungoes x; sao diferencidveis. Diz-se que um referencial € ortonormal
quando {E1(p), ..., E.(p)} for uma base ortonormal de T,M para cada p €
M. Um referencial € dito geodésico em p € M se, para todo i,j € {1,...,n},
tem-se Vg, E;(p) = 0.

A existéncia do referencial geodésico em p numa vizinhanga normal U
é garantida tomando F(q), ¥V ¢ € U, como o transporte paralelo de E(p) ao

longo da geodésica que liga p a q.

1.3 Curvaturas

Nesta secao, recordaremos os conceitos basicos de curvatura em uma
variedade Riemanniana. A curvatura, intuitivamente, mede o quanto uma

variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 1.3.1. O tensor curvatura ou, simplesmente, a curvatura R de

uma variedade Riemanniana M, € uma lei que associa a cada par X,Y €
X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixnZ, Z € X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Exemplo 1.3.1. Se M = R", entao € facil verificar que R(X,Y)Z =0, para
todo XY ,Z € X(R"™).

A seguir, enunciaremos algumas das propriedades da curvatura.

Proposicao 1.3.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M goza

das sequintes propriedades:
(i) R € bilinear em X (M) x X(M), isto é,

R(FX +gY,Z) = fR(X,Z)+gR(Y,Z)
R(X,fZ+gW) = fR(X,Z)+gR(X,W),
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com f,g € D(M), X,Y,Z,W € X(M);

(ii) Para cada X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X (M) € linear, ou seja,

RIX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X,Y)W
R(X,Y)(fZ) = [RX,)Y)Z,

com f € D(M) e Z,W e X(M),

(iii) (Primeira identidade de Bianchi) Para quaisquer X,Y, 7 € X (M) vale

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Demonstragao. Ver [5], pagina 79.
[ |

Escolhendo um sistema de coordenadas (x, U) em torno do ponto p € M,

onde =: X, escrevamos

a&:i

R(X;, X)) Xy = ZR”,CXl

Assim, Rﬁjk sdo as componentes da curvatura R em (x,U) e exprimindo Rf;jk

em termos dos coeficientes Ff} da conexao Riemanniana, obtemos

0
s Il s s s s
= Zr I, Zr it 5 rzk 5o
Além disso, é conveniente fazer a seguinte identificagao

<R(XZ7 X Xk; Z Ri]kgls - z]ks-

O operador curvatura estd intimamente relacionado com o conceito de

curvatura seccional (ou Riemanniana), que passamos a definir.
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Proposicao 1.3.2. Seja o um espago bidimensional do espago tangente T, M

e x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

__ (Blz,y)r,y)
VIePlyP = (z,9)*

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

K(z,y)

Demonstragao. Ver [5], pagina 82.

Definicao 1.3.2. Sejam p € M e o C T,M um subespago bidimensional.
O nimero real K(p,o) =: K(z,y), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é

chamado de curvatura seccional de o em p.

O préximo resultado garante que, numa variedade de curvatura seccional

constante, o tensor curvatura pode ser escrito de uma forma mais simples.

Proposicao 1.3.3. Sejam M uma variedade Riemanniana, p um ponto de
M e{ey,....en}, n= dim M uma base ortonormal de T,M. Escreva R, =
(R(es, ej)ex, er), i,5,k,l =1,...,n. Entao K(p,0) = Ky para todo o C T,M
se, e somente se, R;ji; = Ko e Rijjiy =0sei#kej#L.

Demonstragao. Ver [5], pagina 84.
[ |

Exemplo 1.3.2 (A curvatura de S™). A curvatura seccional da esfera unitdria
S™ C R™ € constante igual a 1. (Ver [Bl], pdgina 112)

Sejam p € M e x um vetor unitario de T, M. Definimos a curvatura de

Ricct no ponto p na diregao de x por

1

Ric,(x) = N tr(y — R(z,y)x).
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Se {e1,...,en_1,2} é uma base ortonormal de T, M, entao

—

n— n—1

. 1 1

Ric,(x) = — (R(z,e;)z,e;) = o E K(x,e;).
i=1 i=1

Observe que se M tem dimensao 2, entao Ric, ¢ a curvatura Gaussiana de

M em p.

Exemplo 1.3.3. Se M é conexa e tem curvatura seccional constante igual

a K, entao

1.4 Algumas funcoes importantes

O objetivo desta secao é definir alguns operadores que serao usados com

frequéncia no decorrer da presente dissertacao.

Definigao 1.4.1 (Gradiente). Dada uma fun¢ao f € D(M), definimos o
gradiente de f como sendo o tunico campo vetorial Vf € X(M) que satisfaz
a equacao

(Vf,X)=Xf, paratodo X € X(M).

Definigao 1.4.2 (Divergéncia). Sejam M wuma variedade Riemanniana e
X € X(M) um campo de vetores. A divergéncia de X ¢é o traco do operador
Y — VYX

Sejam X um campo diferencidvel de vetores em M e {Fy,..., E,} um
n

referencial geodésico em p. Escrevendo X = E L E) temos que
k=1

divX = Y (VX E)E;,E)

1,j=1
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n n

= S (Ve Y w BB E)

i,j=1
n

= Y (Bi(x) B, E;)(E;, Ej)

i k=1

= ZEZ(L), em p€ M.

i=1

Definigao 1.4.3 (Hessiana). Sejam M uma variedade Riemanniana e f uma

funcao diferencidvel. A Hessiana de f € o tensor simétrico

Hessf : X(M)x X(M) — D(M)

(X,Y) — (VxV/f,Y).

Definigao 1.4.4 (Laplaciano). Seja f : M — R uma funcao diferencidvel.
O Laplaciano de f em M € a funcao

Af - M — R
p +— div(Vf).

Observe que Vf € D(M). Se {&1,...,&,} é um referencial ortonormal,

entao

n

Af=div(Vf) =tr(X = VxV[f) =Y (Ve V[, &) = tr(Hess f).

i=1

Tomando, em p € M, o referencial geodésico {Ey, ..., E,} é possivel

expressar o Laplaciano de f por

Af(p) = div (Vf)(p)

= div (Z szz> ()
= qu(p)
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Lema 1.4.1. Sejam f,g € D(M). Entao

A(fg) = fAg+gAf+2(Vf, Vg).

Demonstracao. Fixe p € M e escolha, em p € M, um referencial geodésico

{E1,..., E,} em uma vizinhanga de p. Entao,

A(fg)p) = > EvEx(f9)(p)

k=1

= Y Ew(gBf + fEwg)(p)

k=1

— ZgEkEkf + Z EygExf(p) + Z EwgErf(p) + Z fExErg(p)

= [Ag(p) +9Af(p +22Ek:gEkf p)

k=1

= fAg(p) +9Af(p) +QngEkkak< )

k=1

= fAg+gAf+2(Vf,Vg)(p).

Em particular,

AfP=2fAf + 2|V
onde |V f]? é o quadrado da norma do campo V f.

Concluiremos esta secao escrevendo parte do que foi tratado acima em
um sistema de coordenadas locais. Indicaremos, como de costume, 88 = X;.
Seja f € C*(M), entao podemos escrever

Xf= Zma%f

i

26



Seja (, ) a métrica Riemanniana, definimos

B o 0 B PR B
gij_<6xi’6xj>’ G=1(gi5), G =(g97), g=detG,

onde 7,5 =1,...,n. Entao

Xf= sz Z 2iging" <X, i (g’fﬂ'a% )>

1,5,k=1

Segue-se da definicao de gradiente que

V= Z ( ) (1.2)

7,k=1

n

Se Y = E y;X; ¢ um campo de vetores, entao, conforme foi visto na

j=1
secao 1.2, temos que

VyX = Zyj{ () —|—ZxF }

7,k=1

Agora, pela definicao 1.4.1, temos que
divX = Z{ (25 +ZxF } (1.3)

Por outro lado, foi visto na secao 1.2 que

_ ngz 40 -2
&rj i 8xl Y

Logo
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ij=1

9 (105 9). (1.4
Substituindo (1.4) em (1.3), encontramos
. —~ [ 0 1 9
av X = Y {5+ o <1ogg>}
= S L)+ s )
= > VI f 92 5 108 9

= 2 g ) (1.5

Usando a definigao de Laplaciano e combinando as equagdes (1.2) e (1.5),

vemos que

zyl

¢é a expressao do Laplaciano em coordenadas locais.

1.5 Imersoes e segunda forma fundamental
Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M — M uma imersio.

Sejam V a conexao Riemanniana de M, X,Y € X(M) e X,Y € X (M)

extensoes locais de X e Y, respectivamente. Seja U C M um aberto tal que
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flu é um mergulho.

Para cada p € M, é possivel decompor TPM na soma direta
TPM =T,M® (TpM)la

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, se v €
T, M, podemos escrever

v:vT+vN,

onde v € T,M ¢ a componente tangencial de v e v™ € (T,M)* ¢é a compo-

nente normal de v.

Para definir a segunda forma fundamental da imersdao f : M — M é

conveniente introduzir previamente a seguinte defini¢ao.
Se X, Y sao campos locais em M,

B(X,Y)=VxY — VxY

é um campo local em M normal a M.

Observacao 1.5.1. B(X,Y) ndo depende das extensoes X, Y.

No que se segue, denotaremos por X (U)* o conjunto dos campos dife-

rencidveis de vetores normais a U ~ f(U).

Proposicao 1.5.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) —
X(U)* dada por

B(X,Y) = VY —VxY = (V5Y)",

€ bilinear e simétrica.

Demonstragao. Ver [5], pagina 108.
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Sejap e M en e (T,M)*. A aplicagao H, : T,M x T,M — R dada por
Hn(I,y) = <B(x7y)7n>v w7y€TpM7

é, pela proposicao anterior, uma forma bilinear simétrica.

Defini¢ao 1.5.1. A segunda forma fundamental /1, da imersao f sequndo

o vetor normal 1 € a forma quadrdtica associada a forma bilinear H,, isto €,

n(7) = Hy(z, ).

Como H, ¢ uma forma bilinear simétrica, a ela estd associada uma tnica

transformacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M que satisfaz

(Sy(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),m).

O operador S, é denominado operador (ou 1— tensor) de Weingarten de
f segundo n. A proposicao a seguir expressa o operador de Weingarten em

termos da conexao de M.

Proposigao 1.5.2. Sejam p € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma

extensao local de n normal a M. Entao

Demonstracao. Ver [5], pdgina 110.

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M. Se z,
yeT,MC TPM, sao linearmente independentes, indicaremos por K(z,y) e
K (z,v) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado

por x e y.

Teorema 1.5.1 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais em T,M.
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Entao
K(z,y) — K(z,y) = (B(x,2), B(y,y)) — | B(x,y)|*

Demonstracao. Ver [5], pagina 111.

Uma imersdao f : M — M é geodésica em p € M quando para todo
n € (T,M)* a segunda forma fundamental H,, é identicamente nula em p. A

imersao f é totalmente geodésica se é geodésica para todo p € M.

Diz-se que uma imersao f : M — M é minima quando para todo p € M

e todo n € (T,M)* tem-se que o trago de S, é nulo.

Definicao 1.5.2. Escolhendo o referencial ortonormal &1, ... ,&, de vetores

em (T,M)*, o vetor curvatura média de f em p é definido por

H =3 (1r 5. )6

k

Observacao 1.5.2. Verifica-se sem dificuldade que f € minima se, e somente
se, H(p) = 0 para todo p € M.

1.5.1 Hipersuperficies

Seja f : M" — M uma imersdo isométrica. Neste caso, diz-se que
f(M) C M é uma hipersuperficie. As vezes é utilizado o termo hipersu-
perficie para designar a imersao isométrica f. Se M e M sao orientaveis e
estao orientadas, entao o vetor unitario n normal a M fica unicamente deter-
minado ao exigirmos que sendo {ej,...,e,} uma base na orientagao de M,
{e1,...en,m} seja uma base na orientacdo de M. Assim, escrevendo I1, H,
S para indicar I1,, H,, S,, definimos a curvatura média da imersao como

sendo a aplicagao
H: M — R

p — tril.
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Tratando-se de uma hipersuperficie f : M™ — MTLH, a formula de Gauss
admite uma expressdo mais simples. De fato, seja n € (T,M)* unitdrio e
pe M. Como S: T,M — T,M é simétrica, existe uma base ortonormal de
vetores proprios {es,...,e,} de T,M com valores préprios reais Ap,..., A,
ie., S(e;) = MNe;, 1 < i < n. Considere uma base ortonormal de T,M
para a qual S é diagonal, ou seja, S(e;) = A\;e;, onde \; é autovalor préprio
de S para ¢ = 1,...,n. Logo, B(e;,e;) = \in e Ble;,ej) = 0, se i # j.

Possibilitando-nos escrever a equagao de Gauss da seguinte forma

K(ei, ej) — F(ei, €j> = )\1)\3

No caso em que f : M? — R3, o produto \;\; é conhecido como curvatura
Gaussiana da superficie M?. Neste caso, em uma superficie, a curvatura

Gaussiana coincide com a curvatura seccional.

1.6 Aplicacao exponencial

Seja M uma variedade Riemanniana. Uma curva a« em M é uma
geodésica em t € I se Vypo!(t) = 0. Neste caso, se v(t) = /(/(t), o/ (t)) é

a velocidade de «, temos que

d

Z(00) = —(a'(1),d'(1))

Concluimos que se « é geodésica, entao o vetor velocidade de v possui norma

constante.

Exemplo 1.6.1. Toda reta r contida em uma superficie S é uma geodésica
de S, pois 7"(s) = 0 para todo s € I, onde vy : I — S € uma parametriza¢ao

pelo comprimento de arco.
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Definiremos a seguir a curvatura geodésica de uma curva regular numa
superficie S C R3 cujo sinal depende da orientacao da curva e da superficie, e
caracterizaremos as geodésicas como sendo as curvas que possuem curvatura

geodésica nula em todos os seus pontos.

Definicao 1.6.1. Seja w um campo diferencidvel de vetores unitdrios ao
longo de uma curva parametrizada o : I — S sobre uma superficie orientada
S. Como |Jw(t)|| = 1 para todo t € I, temos que (w'(t),w(t)) = 0 para
todo t € 1. Portanto, %(t) ¢ paralelo ao vetor N(t) A w(t), isto €, eiste
A(t) € R, tal que

——(t) = M) (N(t) Aw(t)),

— D
onde N(t) = Noa(t). O nimero real \(t) denotado por {d—;ﬂ(t)] , € chamado

valor algébrico da derivada covariante de w em t.
D d —
Observacio 1.6.1. Note que A(t) = {d—;”(w} (t) = <d—"t"(t), N(t) A w(t)>,
- Dw ; w — )
pois —(t) € a componente tangente de E(t) e N(t) Nw(t) € um vetor

dt

tangente a S em «(t). Além disso, vale observar que o valor algébrico ld_;U]

depende da orientacdo de S e de a.

Definicao 1.6.2. Seja C' uma curva regular orientada contida em uma su-
perficie orientada S, e seja o : I — C uma parametrizacao de C, numa

wzinhanga de p € C, pelo comprimento de arco positivamente orientada.
a/

O walor algébrico d—(s) = ky(s) da derivada covariante de o em s €
s

chamada curvatura geodésica de a em p, onde a(s) = p.

Observacao 1.6.2. As geodésicas sao as curvas em S que tém curvatura
geodésica nula em todos 0s seus pontos.
O proximo resultado é consequéncia do teorema de existéncia e unicidade

de solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias.

Proposigao 1.6.1. Dados p € M e v € T,M, existe uma unica geodésica
a: I — M tal que a(0) =p e /(0) = v.
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Denotaremos por -, a tunica geodésica de M que passa por p € M com
velocidade v € T,M.

Exemplo 1.6.2. Os grandes circulos sao as unicas geodésicas da esfera S™.
Os grandes circulos de S™ sao obtidos intersectando-a com um plano bidi-
mensional que passa pelo centro da esfera. A demonstracdao desta afirmacao

pode ser consultada em [5], pdgina 57.

Definicao 1.6.3. Sejam M wuma variedade Riemanniana e p € M. A

aplicagao exponencial exp, : T,M — M € a aplicagdio diferencidvel

v
eap,(v) = (L, p,0) = 7 (\v\,p, m) |

onde y(t) = v(t,p,v) € a dnica geodésica satisfazendo v(0) =p e v'(0) = v.

Geometricamente, exp, € o ponto de M obtido percorrendo a partir de
p sobre a geodésica que passa por p com velocidade igual a %, um compri-
mento igual a |v|.
Exemplo 1.6.3. Na esfera S?, exp,(v) estd definida para todo v € T,S?,
uma vez que toda geodésica 7y da esfera estd definida em toda a reta. Se
v € T,5%, com |v] = 0,2m,4m,...,(2n+ 1), entdo exp,v € o ponto antipoda
—p de p. Para v € T,S?, com |v| =0,2m,4mx,...,(2n)m, exp,(v) € o proprio
.

1.7 O espaco hiperbdlico H"

Os espagos de curvatura seccional constante destacam-se por serem as
variedades Riemannianas mais simples. Uma importante propriedade dos
espagos de curvatura constante é que eles possuem uma grande quantidade

de isometrias locais.

Na secao (1.3) vimos dois exemplos de variedades Riemannianas de cur-

vatura seccional K constante, a saber, o espaco euclidiano R” com K = 0

34



e a esfera unitdria S® C R""! com K = 1. Nesta secio introduziremos
uma variedade Riemanniana, o espaco hiperbdlico H" de dimensao n, que
possui curvatura seccional K = —1. Para maiores detalhes sobre o assunto,

sugerimos a referéncia [6].

O espago euclidiano R", a esfera S™ e o espaco hiperbdlico H"” constituem
essencialmente as tunicas variedades Riemannianas completas e simplesmente
conexas, com curvatura seccional constante. Uma demonstracao para esta

afirmagao pode ser encontrada no capitulo VIII de [5].

1.7.1 O modelo do semi-espago superior

Apresentaremos a seguir um exemplo de um espago de curvatura cons-

tante —1.

Considere o semi-espago do R™ dado por
H" = {(x1,...,2,) € R% 2z, > 0}

e introduza em H" a seguinte métrica

9ij(T1, . T0) = 5 (1.7)

Observacao 1.7.1. Observe que H™ € simplesmente conexo.

Proposicao 1.7.1. O espagco H" munido da métrica (1.7) é uma variedade
completa cuja curvatura seccional é constante igual a —1. H"™ é chamado o

espago hiperbdlico de dimensao n

Demonstracao. Ver [5], padgina 134.
[ |

As geodésicas neste modelo sao as semi-retas e os semicirculos que in-
tersectam o plano {x, = 0} ortogonalmente. Uma demonstragdo para a

afirmacao anterior pode ser encontrada em [5], pagina 136.
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1.7.2 Superficies umbilicas em H"

Descreveremos a seguir as superficies umbilicas no espaco hiperbdlico, a

saber: as esferas, horosferas e as hiperesferas (ou superficies equidistantes).

As esferas hiperbdlicas sao as esferas euclidianas que estao totalmente

contidas em H". Um esfera em H" possui curvatura média constante maior

do que 1.

Figura 1.1: Esfera

Uma horoesfera pode ser descrita como uma esfera euclidiana em R’}
tangente a OH" ou como o hiperplano euclidiano horizontal em H". A cur-

vatura média de uma horoesfera é constante igual a 1.

T H
N

Figura 1.2: Horoesferas

As hiperesferas podem ser caracterizadas pelo fato de serem um conjunto
de pontos equidistantes de um dado hiperplano. Os hiperplanos sao exemplos

triviais de hiperesferas. Uma hiperesfera possui curvatura média constante
K el0,1).

N

Figura 1.3: Hiperplanos
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") AN

Figura 1.4: Esferas equidistantes

1.8 Teorema de comparacao do Laplaciano

Nesta secao discutiremos resultados fundamentais para a demonstracao
do principal teorema do tltimo capitulo. Inicialmente demonstraremos um
resultado sobre a Hessiana da funcao distancia e, em seguida, enunciaremos

o teorema de comparacao do Laplaciano.

Proposicao 1.8.1. Sejar: M — R definida por r(x) = d(x,p), onde d é a

0 0 0
fungao distancia. Entdo V*r | —, — | = 0. Além disso, se X 1 —, vale
or’ Or or

0 0

V2r( =—,X | =0, onde = € o vetor velocidade.
or or

Demonstragao. Aqui usaremos o fato que, para cada w fixado em T,M, as

0
curvas 1 — exp,(rw) sdo geodésicas com o vetor velocidade Ers Combinando

r
esse fato com a definicao de Hessiana para a fungao distancia r, temos

o 0 0 0 0
20 (0 O _ OO0 9
v T(@r’@r) ar or V%GTT
0
= —(1
87“( )
= 0.

Agora, aplicando o lema de Gauss (ver [5], pagina 59), temos que

0
V?”—E.

37



0
Portanto, se X L R obtemos
r

0 0 0
2 - — - — -
VT(aT,X) X&rr (VX8r>r

o 0
- _<VXE7§>7

pois X (%) r=X(1)=0.

Pela compatibilidade da métrica, encontramos que

0 1 g 0
2 (O _ v/ o 9
Vr(ar’X> 2X<(97“’87">'

Finalmente, como as geodésicas radiais sao parametrizadas por compri-

mento de arco,

o) 1
2, (9 _ = —
Vr(ar,X) 2X(1) 0.

Teorema 1.8.1 (Teorema de comparagao do Laplaciano). Seja (M™, g) uma
variedade Riemanniana completa. Suponhamos que a curvatura de Ricci de
M satisfaz Ric(M) > (n—1)kg. Sejar a distancia geodésica ao pontop € M.

Suponhamos ainda que a funcdao r é diferencidvel no ponto x. Entao
Ar(z) < Arg(z),
onde ri(Z) = r(x) = rop erg < T se 'k > 0. Se aigualdade é satisfeita,

entao a curvatura seccional de qualquer plano que contenha o vetor radial,

ao longo de geodésicas ligando p e x, € constante e igual a k.

Demonstragao. Ver [9], pdgina 287.

38



Capitulo 2
Espacos Warped

Neste capitulo introduziremos o espago produto warped R x, P? e mostrare-
mos que o produto warped R x.: R? é isométrico ao espaco hiperbdlico H?.
Encerraremos o capitulo demonstrando que as folhas da folheagao {t} x P2

sao hipersuperficies totalmente umbilicas com curvatura média constante

H(t) = (d'/0)(t).

2.1 Motivacao

O produto warped W = I x, M de um intervalo de reta / por uma
variedade Riemanniana M é o produto topoldgico I x M munido com a

métrica do produto warped:
d82 = W?dt2 + (Q o 7T])27T;\<4g]\/[7

onde g : I — (0,00) é uma fungao suave positiva e 77, my; Sa0 as projegoes

ortogonais de I x M sobre seus fatores correspondentes.

O estudo desta classe de variedades Riemannianas foi motivado a partir
de um artigo de S. Montiel [10] no qual sdo classificadas as variedades Rie-

mannianas que sao isométricas (localmente ou globalmente) a um produto
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warped deste tipo.

Nesta classe de variedades Riemannianas incluem-se as variedades de

curvatura constante.

- Sii
Proposicao 2.1.1. O espago hiperbdlico H* com a métrica g;j(z,y, z) = —;
z

¢ isométrico ao espaco warped R x . R2.

Demonstracao. Considere o espaco W? = R x. R? e introduza em W? a
métrica Riemanninana ds* = dt* + e*(du® + dv?). Seja H® = {(x,y,2) €

R3; 2z > 0}. Defina a aplicagao

f w3 — W3

(t,u,v) — (x,y,2) = (u,v,e").

Temos que f é diferenciavel, pois suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis

e, como z > 0, temos que

o H3 — W3
(ZL‘,y,Z) — (t,u,v):(—ln(z),x,y)

é diferenciavel. Assim, f é um difeomorfismo e podemos introduzir um pro-

duto interno em H® fazendo

<dfp(w1)7 dfp(wQ»f(P) - <’LU1, w2>p7

o que torna f uma isometria.

Sabemos que

df 2 — Q_F 24_ 2
r\ ot _allf)x azlf)y a31827

0 0 0 0
dfy, (a) =127~ + Q7 + a2

ox oy 0z
0 0 0
dfp ( ) = @135~ + a3 +ass—.

ox oy 0z

S
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Por outro lado,

(df,)
e, portanto,
0
(dfp) = 0
—_et
Entao 5
df. | =) =
e
Logo
(2.2
Ox’ Ox
(22
dy’ Oy
o 0

df:
dt
df;
dt
dfs
dt

= O

=}
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df
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dfs
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dfy
dv
df
dv

dfy
dv

ai
a1
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g0 0 0] 0 o 0 g 0
£2),,-(0(2)0(8),(28), - (2:8)
<8y 8z>f(p) <fp <8v> o ot ) ov’ Ot » 0z’ Oy

s . 1 s , . N
Portanto o espaco H® com a métrica gij(x7y, z) = 3 € 1sométrico a
variedade W3,

2.2 O espago produto M°® =R x, P?

Sejam P? uma superficie Riemanniana completa e M3 =R x, P? a va-

riedade produto R x P? dotada com a seguinte métrica Riemanniana warped

<7 >:dt2+g2(t><7 >IP’2
onde g : R — (0, +00) é suave.
Em M3 =R x P? a métrica se expressa matricialmente por

1 0 0
G= @) =1 0 0911 0*g12 |,
0 0%°g21 0°9o2

g1 G12
G =(955) = ( )
g21 g22
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é métrica em P2

Escreveremos
1 0 0
= @)= 0 02" 02"
0 o0 2g% o2g%

para indicar as matrizes inversas de G e (G, respectivamente.

=k = . , :
Denotaremos por I';; e I'*  respectivamente, os simbolos de Christoffel

157
das conexoes V e V, onde V é uma representacao para a conexao de Levi-
Civita em M3 e V representa a conexao de Levi-Civita em P2. Com o intuito
de nao sobrecarregar a notagao, quando for conveniente faremos a seguinte

identificagao (x1, 9, x3) ~ (t,u,v).

Para calcular os simbolos de Christoffel vale lembrar que

3
1 0 0 0
E 2 {fhlg] + E)x]g E)xmgj}g ’

m=1

donde concluimos que

—2 1 /70 _ \ _ 1 0 _ o _ \ _
Ly = B (%922) 7> + B (2%923 - %922) g

(0 N\, 1(.0 o\
= 3 (%911) g+ 5 <2£912 - %911) g
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Q|

0_ \_
_v 23 — %933) 923
0

0

0
1/0 0 1 0 B 19
5 (%922) g+ 5 <2%912 %922> g

2
F227

—99/911,

1/0 _ 93 1 0 _ 0_ \_s3
2 (%922) g+ ) (2%923 - 81}922) g
1/0 1 0 0 99
5 (%911) 9°+5 (28u912 02}911) g

M2
F117

—QQ/922>
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_ 2 ™2
= F21 = F12>

=3 =3

F12 = I‘21 = 0,

—2 —2

e
—1 —1
Doy = I'yy = —00'g12.
Para o cdlculo das curvaturas seccionais do espago R X, P?, observemos
que
A 2 3
Rig19 = Z Ri51G10 = Ryig10°911 + R15,0° 901,
=1
L 2 3
Riz13 = Z Ri31G1s = Riz10°12 + Ry310° 920
=1
e
LR 2 3
Rosos = Z RogoG13 = Roz00° 012 + Ri3p0°go2.
=1
A curvatura seccional segundo o plano gerado por —, — é (observe
81‘1 81’2
ue —, — sao ortogonais
d (9.1'1 8:[2 & )
— =2 4 =3 4 =3
e Rig1s  Ryp0°g11 + Ryg0°9:1 7 Ri91921
12= == = 2 = Itj9) + .
911922 07911 g11
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Por outro lado,

—2 — =2 — =2 0 —2 0 —2
Ry = Zrnrm - Zrmru + %Fn - arﬂ

Portanto

9 0
8 65133

sdo ortogonais)

No plano gerado por temos a seguinte curvatura seccional

(lembrando que —

0xq " Oy o
— =2 o =3 5 —2
o Riz13  Ry310°g12 + Ry310°922  Ri31910 E?»
B3=—-—"= 2 = 131
911933 07922 22

Porém

—2 0 —2
Rys Z 1j11P31 Z F31P1z + 11 Gtr 1=10
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= F§1F§3 %F;
1"
)
Logo
— —3 /!
Kiz = Ry = _?-
A curvatura seccional segundo o plano gerado por 5’_x2’ 3_963 ¢é dada por
—= =2 =3, —2 -3
Koy = R2323_ _ Rogp07g1o + Rogp0°ga2 _ RogpGra + R232922'
922933 — (J23)°  0*9110°922 — 0"(912)*  0*[911922 — (912)°]
Mas
—2 i o 0 0 —2
Rygy = ; Dooly — ; Daply + %FQQ - %F?Q
= F;2F§1 + f§2r§2 + F22F§3 - F;QF; - F§2F§2
TR T T
= Rim + (Q,)2921
e

3 3
—3 =l =3 — =3 0 =3 0 =3
R = [yl — I —Iyy — =—T
232 ?:1 221 31 ?:1 32l t g0 2 oy %2
—2 =3

=1 =3 =2=3 =3=3 —=1=3
= Dpollgy +Tgol'gy + Dopol'gg — I'gpl'yy = I'gplyg
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—3 =3 0 —3 0 —3
— Dl + %Fm - %FZ’)Q

= R?m - (Ql)lel

Portanto

—  Riygio+ (0)*(912)* + Riz920 — (0)*911922
92[911922 - (912)2]

R%21912 + R%21922 (Q,)2[911922 - (912)2]

0? [911922 - (912)2] 0? [911922 - (912)2]

- Kp (Q,)z
0? o)’

onde Kp é a curvatura de P?.

Em suma, as curvaturas seccionais de M? =R x, P? sao

/!

= _ 0
Kip =K =—%
%

K'j: 2
1, _ K /
K23:—§’—(3) .
0

Segue que o produto warped R x, P? possui curvatura constante  se, e
somente se, P? tem curvatura constante c e p satisfaz as seguintes equacoes

diferenciais: ¢” = —kp e (¢')* + co® = k.

Exemplo 2.2.1. Considere o espago W3 =R x . R?, i.e., W3 € a variedade

produto R x R? dotada com a sequinte métrica
<7 >:dt2+€2t<7 >R2'

As curvaturas seccionais de W3 sao dadas por
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Fazendo uso da Proposicao 1.3.3, concluimos que a curvatura seccional de

W3 =R x. R? é constante e igual a —1.

2.3 Folheacao de M?

A familia de superficies P, = {t} x P? forma uma folheagao de M? por

folhas totalmente umbilicas com curvatura média constante

H(t) = (log 0)'(t) = (d'/0)(t).

Com efeito, é conhecido que

Vi, X; =Y TEX,
k

e, portanto,
0 LR 10 2 3 o
© 3
_ 9 —k -1 0 =2 —3 o
Vx.g = ; P Xp = Ty 4+ Dig X+ T X, = (?> X, .
Donde ,
AX,) = -2X,
Y
€ /
0
A(Xv> = __Xl) )
0
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utilizamos acima os valores dos simbolos de Christoffel obtidos na secao an-

terior.

Por sua vez, os coeficientes da segunda forma fundamental sao

( /

bt = (A(Xa), Xo) = —-Z (X0 X, = —%911

/

<XuaX > = _5912

/

(XmX > = —%921

/

<XU7X ) = —%922

e, portanto, a matriz da segunda forma fundamental é dada por

/ /

Y

—?911 —?912 o
hi; = _ﬁl _ﬁl = _?gij .
g21 922
0 0

Logo as folhas da folheagao P; sao totalmente umbilicas.

A Matriz de Weingarten é

/ / /

0 0 0 0
- _?911 —?912 911 g12 ?
— _h..qt = _
W = hUg = Ql Ql 921 922 = Q/
——021 ——9g2 0 —
0 0 0
Logo
Q/
H == —tI‘(W) - ?

K, =detW) = (%)2

sao as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente.
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Capitulo 3
Resultados Principais

Iniciaremos este capitulo introduzindo conceitos que serao diretamente apli-
cados na demonstracao dos teoremas descritos na tltima secao do presente

capitulo.

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a demonstragao do se-

guinte teorema:

Em um slab de R x,P? com fronteira P, U Py, ndo hd superficie %

completa propriamente imersa com curvatura média satisfazendo

sup ||H|| < min H(2).
>

[t1,t2]

O teorema acima foi demonstrado por J. Alfas e M. Dajczer em [2].

No Teorema acima, as folhas da folheacio P, = {t} x P? sao hipersu-

perficies totalmente umbilicas com curvatura média constante
H(t) = (log 0)'(t) = (¢'/0)(1).

No contexto do teorema anterior, h& dois casos a considerar para os

quais H(t) = Hp é constante. Se p = 1, entdo Ho = 0 e 0 espago ambiente
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é exatamente o produto Riemanniano M3 = R x P2. No caso g = €!, temos
Ho=1e M3 =R x. P2 Neste dltimo, M? pertence & classe de variedades

chamada em [11] de espaco pseudo-hiperbdlico.

Finalizaremos abordando mais um resultado devido a J. Alias e M. Dajc-

zer (ver Teorema 4 de [2]).

3.1 Consideracoes iniciais

Ao longo deste capitulo, M* = R x, P? denota a variedade produto

completa dotada da seguinte métrica Riemanniana warped

() ) =mz(dt?) + o*(mr)ma(( , )p) (3.1)

onde o : R — (0,400) é uma fungdo warping, g e 7p Sa0 as projegoes
candnicas de R x P? em cada fator, e {, )p ¢ uma métrica Riemanniana em
P2

Admitiremos ainda que P? é completa, possui curvatura Gaussiana nao
negativa, e a curvatura geodésica dos circulos geodésicos (partindo de um
ponto fixado py) de raio 7 > ro > 0 satisfaz k, > —c/7 para alguma constante

positiva c.

Seja ¥.2 uma superficie Riemanniana. A fun¢do altura h € C®(X) ao

longo da imersao isométrica f : ¥? — R x, P? é definida por
h=mgro f.

Definicao 3.1.1. Diz-se que uma superficie estd em um slab quando sua

funcao altura estd limitada de ambos os lados.
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3.2 Resultados auxiliares

Fixada uma orientagao para R, considere T' € TR denotando um campo
vetorial regular unitario e, simultaneamente, seu levantamento para um campo
vetorial em T'M. Portanto, o gradiente de mr € C*°(M) é Vg = d/0t =T,
e o gradiente de h € C*(X) é

Vh=(Vrg) =T — (T,N) N, (3.2)

onde ( , ) é referente a métrica Riemanniana em %2, ( )T denota a compo-
nente tangencial do campo vetorial ao longo da imersao, e N é um campo

vetorial (local) regular normal e unitario.

Proposicao 3.2.1. Se Z € TM € um levantamento do campo vetorial Z €
TP, e V a conexdo de Levi-Civita em M?. Entao VT =0 e

VT =VrZ =T(log 0)7 = %Z =HZ, (3.3)
onde H = (log 0)' = 0/ o.
Demonstracao. De fato, conhecemos a seguinte relagao
Vi Xi= Y X
k

Dai,
- 1 0 2 3
VT = Z Xy = F11& + 1 Xy + 1, X, =0,
k=1
pois, conforme calculos feitos na secao 2.2, os simbolos fL = fi = fi’l = 0.

Temos ainda

3
= —k —1 0
Vx, I = E Do Xy = FlZE

k=1

—2 —3 0
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a /
Vx,T = Zrlgxk - F}Ba F T X, + Toa X, = (£> X,

k=1

— 0
VX, = ZF21Xk . +F21X +To, X, = (%) X,

)
VrX, = ZF31Xk - rgla + T X, +To X, = <%) X,,

vale lembrar, mais uma vez, que os simbolos de Christoffel foram calculados

na secao 2.2.
Assim, se Z =aX,+bX, € TM e a,b € R, temos
@TZ = @T(aXu + bXU) = vT(CLXu) + vT(qu)
= = o o
= aVrX,+0VrX,=a <—Xu) +b (—Xv>
0 o

/

/
= % (aX, +bX,) = %Z =T(log 0)Z =HZ

va = ?aXﬁbXUT = aﬁqu + vavT

/ /
- (n) ()
0 0
/ /

= 2 X, +bX,) =22
0 0

= T(log 0)Z =HZ,
onde a igualdade ‘H = log o = ¢’/p encontra-se demonstrada na segao 2.3.

Por simplicidade, usaremos a mesma notacao para um campo vetorial

em P? e seu levantamento para M3, bem como para as funcoes em R (i.e., g e
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0') e seus levantamentos para M3 (i.e., pomg e ¢’ omg). Mais tarde usaremos
que
VW =V, W —H(Z,W)T, (3.4)

onde Z, W € TM sao levantamentos de campos em TP, e V é a conexao de

Levi-Civita em P2.

Com a finalidade de demonstrar a afirmacao anterior, considere, em p,
o referencial geodésico {E1, By, E3 = T} e escreva VW = aEy + bEy + cEj,
Ey, By € TP. Observe que
(VoW E)y = Z(W,E)y — (W,VzE)u = Z(0*(W, E1)p)
= Z(0®)(W,Er)p + 0*Z(W, Ey)p
= 20Z(0)(W, Ex)p + Q2<@ZW> Ey)p
2

= EZ(Q)(V[/? E)u + <@ZVVa Ei)m

e, de forma andaloga é possivel obter

_ 9 X
(VW Eo)p = EZ(QNWa Es)m 4+ (V2 W, Es) ur.

Além disso,
(VoW, Es)ar = (NoW, Ty = ZIW, T pr — (W, V2T s = —(W, HZ) .

Portanto

VW= Z <2@<VV, Ei) a4+ (V2 W, EJM) Ei + (=(W,HZ)m) B

0
., Z(0) 3 e
— QTW + VW —HW, Z)T =V ;W — H(W, Z)T.

Note que (3.3) é tensorial em Z e, portanto, se mantém para cada Z €
TM satisfazendo (Z,T) = 0. Para todo campo vetorial V' € T'M, temos que

VvT =Vy_wnrT = HV —(V.T)T). (3.5)
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Em particular, observe que Y = oT' € T'M determina um campo vetorial

conforme nao nulo em R x, P? uma vez que

VY =Y (log 0)V = oT(log o)V = o (—) V=0V

para cada V € T'M.

De (3.2) e (3.5), obtemos
VxT = H(h)(X — (X,Vh)T) para cada X € TX.

Com efeito, note que, devido a equagao (3.2), T'= Vh+ (I, N)N. Se X €
T, entao

VxT = vX—(X,T)TT
= Vx_xvhrmnnrT

= Vx_xvnrT
— H)(X — (X, VI)T).

Segue que

Vx(Vh) = (Vx(T —(T,N)N))" = (VxT —(I,N) VxN))"
= HB)(X = (X, Vi) (T = (T,N)N)) = (T, N)(-AX)

= H(h)(X — (X, Vh)Vh)+ (N, T) AX paracada X € TX,
onde V é a conexao de Levi-Civita em Y2 e A = Ay denota a segunda forma

fundamental de f.

Proposicao 3.2.2. Seja Ho campo vetorial curvatura média de f, entao o

Laplaciano de h é dado por

Ah =H(h)(2—|VA|?) + 2(H,T). (3.6)
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Demonstracao. De fato, se {E; }i—1 2 uma base ortonormal para ¥2 temos que

2
Ah = div(Vh) = Y (E;, Vi, Vh).

i=1
Dali,

Ah = i(Ei,H(h)(Ei — (E;, Vh)Vh) + (N,T)AE;)

=1

= H(h) Y (Ei, By —H(h) Y (E;, Vh)(E;, Vh)

=1 =1

+ (N,T) )Y (E;, AE;)

]

= 2H(h) . H(R)||[Vh|]* + (N, T)2H
= 2H(Rh) — H(R)||Vh|?+ (H,T).

Em seguida, observe que cada funcao @/A) € C*(P) define uma funcao
Y € C*(M) do seguinte modo

&(tv m) = Qﬁ(x)

Por sua vez, podemos associar a ¢ € C*(P) uma funcao 1 € C*(%) definida

por ¢ = o f.

Proposicao 3.2.3. Nas condi¢ées acima, provaremos que Vi = Q‘Q@Iﬁ.

Demonstracao. Com efeito, de (1.2) obtemos

Vi) =

G192 — (g12)? [(922?% — G1900) Xy 4 (— G120 + 912%))@] (3.7)

_ 1 R . ) A
V = -2 u v Xu + (— u —+ v Xv .
v=e 911922 — (912)2 [(922¢ G129 ) ( G129 g12¢ ) }
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Combinando a equagao anterior com (3.7), encontramos

Vi =07V

Lema 3.2.1. Ao longo de f:3? — R x, P? temos que
Agp = A = 2((H, N) + H(R)(N, T))(N", Ve + VA (N, N),  (3.8)

onde N € um campo vetorial (local) regular normal unitario e N* = mp, (N) =
N — (N, T)T.

Demonstracio. Como Vi) = Vi) + (Vip)*, onde ( )* denota a componente
normal do campo vetorial ao longo de f, entdo as Hessianas de ¢ e ¢ estao

relacionadas por

<_A(?1Z)LX7 X> = <VX(?@E)L’X> = <VX(?%Z - V¢),X>
= <vX?"Z7X> - <VXV¢,X>
= ?%Z(X,X) - VQT#(X’X),

i.e,
V3(X, X) = V*(X, X) — (AwpL X, X)

onde X € T3. Portanto, se { E;};—1 2 ¢ uma base ortonormal, entao, ao longo

da imersao, temos que

2
A = Y V*(E;, Ei)+ V*)(N,N)
=1

= VR(Ey, Ey) + VAU(Ey, By) — (A By, Ei)
— (A B2, Bs) + V?)(N, N)
= A —2(H, V) + V3(N, N). (3.9)
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Pela Proposicao 3.2.3, Vi) = o~2Vi). Além disso, de (3.4) obtemos que

Vn-Vip = Ve Vb — H(h)(N*, Vi) T

e de (3.3) que V7V = HVip. Assim,

VnVy =

+

_|_

_|_

i+

onde o = o(h)

obtemos

<VNV¢7 N>

Vn(072Vi) = N(0 )V + 02V VY

(N* + (N, T)T)(0"*) Vi + 0’V Vi

[N*(072) + (N, T)T(¢")|V{ + 0 >V Vi

T(o *2>w + 0V Vi)

)Vlb +o VN*-{-(N,T)Tﬁ'(&

T( VY A+ 0 VNV + 0 N, )V VY
VT (0™2)Vi) + 072(V - Vi) — H(N*, Vi) T)

0 XN, T)V Vi)

207N, T)T(0)V¥Y + 0 >V n-Vi) — 0 *H(N*, V)T
0 (N, T>?T@12

—2072(0'/0)(N, T)V¥) + 0 2V - Vi) — H(N*, V)pT
0 (N, T>vT@¢

—207H(N, T)Vip + 072V y-Vih — H(N*, V)T

0 *H(N, T)V1)

0 2V N Vih — 0 H(N, T)V) — H(N*, Vi))pT

072 V-V = H(N, TYVY) = H(N", Vi)oT,

e H = H(h), e portanto, tomando o produto interno por N,

> - H<N*7 ¢77Z>IP’<T7 N>
+ (N, T)T)
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— H(N,T)(N*,Vi)e
- <¢N*©¢7N*>IP’_2H<N7T><N*7@¢>Pa

isto é,
V2)(N, N) = V2H(N*, N*) — 2H(N, T)(N*, Vi))p. (3.10)

Por outro lado,
(H,V¢) = (HN,o Vi)
= Ho *(N*+ (N, T)T, Vi)
= Ho %(N*, Vi),

mas

(H,N) = (HN,N) = H.
obtemos, portanto, a seguinte equacao

-

(H,V) = (H,N)o *(N*, Vi) = (H,N)(N*, Vi))p. (3.11)

Logo, segue de (3.8) e (3.11) que
Aip = Ap — 2(H, NY(N*, Vip)p + V2 (N, N).
Agora, aplicando (3.10) & equagao anterior temos
Ap = A = 2(H, N)(N*, Vid)e + V3 (N, N*) = 2H(N, T)(N*, Vi),
i.e,

A = A¢p — 2((H,N) + H{N, T)){N*, Vij)p + V2 (N*, N*).
|

Definicao 3.2.1. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma

60



aplicagao diferencidvel f : M — R € subharmonica se
Af >0,

onde Af € o operador Laplaciano de f. Se —f € subharmonica, entao diz-se

que f € superharmonica.

Definicao 3.2.2. Diz-se que uma variedade Riemanniana M ¢é parabdlica
quando nao admite uma funcao subharmonica ndo constante limitada supe-

riormente.

Lema 3.2.2. Seja (M, g) uma variedade compacta. Entdo, toda aplicag¢ao

f M — R subharmonica em M ¢é constante.

Demonstragao. Sejam f : M — R uma aplicacao diferenciavel e (M, g) uma
variedade diferenciavel compacta. Entao, pelo teorema de divergéncia temos

que
/ Afdp, = 0.
M

Mas, por hipotese, Af > 0, pois f é subharmonica. Entao, concluimos que

Af =0

Por outro lado,

AfE=2fAf +2|Vf2.

Logo
AfP=I|Vf]*>0.

Segue que f? é subharmonica. Aplicando o teorema de divergéncia, obtemos

| afdu, = [ 291Pdn, =0
M M

Temos pela equacao anterior que Vf = 0 e, portanto, f é constante.

que

Lema 3.2.3. (Khas minskii) Seja M uma variedade Riemanniana. Se existir
uma fungdo g € C*(M) superharmonica fora de um conjunto compacto K

tal que g(x) — 400 quando x — oo, entao M € parabdlica.
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Demonstragao. Ver [8], pagina 168.

~

Lema 3.2.4. Seja b = log 7, onde 7(q) = dp(po, q). Entdo

Ar — 771 <0,

Demonstracao. Na demonstracao deste resultado faremos uso do teorema de
comparacao do Laplaciano, que nos servira para comparar o Laplaciano da

funcao distancia em P? com o Laplaciano da funcao distancia em R2.

Escrevendo 1y = |z| = \/2? + 22, temos que
1 29

@ 0 =
31:% 0 8x1 x%-'-x%

e, analogamente,

0? x?
022 " (22 + x2)3/2

Assim, o Laplaciano de ry é dado por

x% + x%
@+ )
1
Va2 + 13
1

= — (3.12)

ATQ
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Por outro lado, em P? temos que a curvatura seccional é nao negativa e,
portanto, Ric(P?) > 0. Aplicando o teorema de comparaciao do Laplaciano e

usando (3.12), obtemos que

N 1
A’T’ASATOZ—:T.
r

3.3 Teoremas principais

Teorema 3.3.1. Em um slab de R x, P? com fronteira Py, U Py, ndo hd su-

perficie X2 completa propriamente imersa com curvatura média satisfazendo

sup ||H|| < min H(t). (3.13)
by [t1,t2]

Demonstrac¢ao. Com o intuito de demonstrar este teorema, inicialmente pro-

varemos a seguinte afirmacao: a superficie Riemanniana ¥2 é parabdlica.

Supondo que X2 é compacta, entdao decorre imediatamente do Lema 3.2.2

que X2 é parabdlica.

Para provar esta afirmacao quando Y2 é nao compacta, o lema 3.2.3 nos
diz que é suficiente mostrar que existe uma fungao g € C*(X) que é su-
perharmonica fora de um conjunto compacto e tal que g(¢) — +oo enquanto
qg — 00. Aqui ¢ — oo significa que ¢ esta deixando qualquer subconjunto

compacto de X2

Tomando ¢ = log #, onde 7(q) = dp(po,q). Pelo Lema 3.2.4, ¥ é su-

perharmonica visto que
A =i Y (AP — 771 <.

De Ay = Q*QA#} temos que 1) é, também, superharmonica, ou seja, Ay < 0.
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Entao, de (3.8) e possivel concluir que
Ap < 2((H, N + H(R) (N, T))(N*, Vip)p — V2H(N*, N*). (3.14)
Observe que
IN"lle = (N, N7
= (0NN
= o '(h)(N — (N, T)T,N — (N, T)T)"/*
= o '(M(N,N) = 2(N,T)* + (N, T)(T, T))"/?
= o '(W((T,T) = 2(N,T)* + (N, T)*(N, N))"/?
= o YT — (N,T)N,T — (N,T)N)'/?
= o '(W(Vh, V)2
= o '(W[Vrl,
onde
IVA||> = (T, T) — 2(N,T)* + (N,T)*(N,N) =1 — (T,N)* < 1.
Por hipdtese

—oo<h::igfh§h§5::suph<+oo,
b

de modo que infy o(h) = min,c, 7 0(t) > 0 e

o VRl VA 1
e . _ . 1
IN*|[p o(h) ~ infy o(h) ~ infy o(h) 1

Sev,w € T,Per >ry>0, entao

A A A

VQ@/A}(UJU) = <ﬁv(vw)7w>ﬁb
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A A

= (Vy(V(log 7)), w)p
= (V,(F7'V#), w)p
= (W, (VF) + o VE,w)p

= FHVL(VFA), w)p — 7 2(VF,0)p(VF, w)p

Quando v = w = V7, encontramos
V3 (v,0) = i 'V (v,0) — i 2(Vi, V)R = =72,

Quando v = 7 L V7 de comprimento unitario, tem-se

V2(VE, 7) = ¢ 'W2H(VE, 7) — ¢ 2(VE, VAR (VFE, T)p = 0

V(1 7) = I (r, 1) — ¢ 2(VE )2 = 7 Ry (q).
P 9

Assim, para qualquer v € T,[P obtemos

V(0 0) = =0, Vg + 7 ky(q) (0, 7)3

v

_TA72<07 @f‘ﬁ" - Cf72 <U, 7—)]%’

v

=2 lEIVAlE — e lollEl I

> —Ci7lz
onde C' = max{1, c}. Em particular, de (3.15) concluimos que

VEO(N*,N") = —Cr?| N

—C||Vh|?
Z 2(infy o(h))?
—C
2 ity oW (3.16)
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quando r = 7 o f é maior do que ry. Por outro lado, de (3.13) vemos que

(. N) + HOLTY) N Ve = (V] + IV el 99z
= (A +HOINe + 971

supy, || || + H(h)
rinfy; o(h)

< infy, H(h) + supy, H(h)

- rinfy, o(h) ’

IN

(3.17)

aqui infs H(h) = min,cp, 7 H(t) > 0 e supy H(h) = max,, 7 H(t) < +oo.

Em resumo, concluimos de (3.14) juntamente com (3.16) e (3.17) que

AYp < 2((H,N) +H(R)(N,T)) N, Vi)e — V2 (N, N)

< 2 (Rd ) A
S a<%+%> (3.18)

para certa constante positiva a, quando r é maior que ryg.

Seja g € C*(X) definida por
g=1 —o(h)=logr—o(h),

onde r = 7o feo(t) = ft o(u)du satisfaz o’(t) = p(t). Temos que os
subconjuntos K; = f~!([h, h] x B(po,j)) sdo compactos, pois f é prépria.
Por isso, como Y2 ¢ nao compacta, entao r satisfaz r(q¢) — +oo conforme

q — Q.

Por outro lado, de (3.6) temos que

Ao (h) =20(h)(H(h) + (H,T)). (3.19)
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De (3.13), encontramos
H(h) + (H,T) > inf 7(h) sup |H| > 0.
Consequentemente,
Aa(h) > 2inf o(h) <i121fH(h) —sup ||F1\|> > 0.
Além disso, obtemos de (3.18) que
Ag = Ay —Ac(h)

1 1 . . 7
< a (_ + T_Q) — 211%f Q(h)(IIZlfH(h) - Sgp ||H||)

r

< 0

se r > r; para certo r; > 1. Logo, X2 é parabdlica.

Uma vez que Y2 é parabdlica, ¢ suficiente observar que Ac(h) > 0 e
que o(h) < supy,o(h) = o(h). Isto implica que o(h) deve ser constante e,
portanto, Ao (h) = 0, o que nao é possivel. Concluimos assim a demonstragao

do Teorema 3.3.1. m

Teorema 3.3.2. Se f : ¥2 — M3 = R x. P? € uma superficie completa

propriamente imersa com curvatura média constante ||ﬁ|| < 1 contida em
um slab, entao f(X) é a folha P;.

Demonstra¢ao. Em virtude do Teorema 3.3.1, é suficiente estudar o caso
em que ||[H| = 1. Procedendo como na demonstracdo anterior, primeiro
provaremos que %2 é parabdlica. Isto é claro se ¥ é compacta. Suponha
entdo que X2 é nao compacta, tem-se, neste caso, que H(t) = 1 e, portanto,
(3.14) reduz-se em

Ah < 2(1 4 (N, T)(N*, Vi)p — V2HH(N*, N*) (3.20)

onde N = H é um campo global de vetores normais e unitarios ao longo da
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imersdo. Assim, 1+ (N,T) > 0 e utilizando (3.15) vem que

(1+ (N, )N Ve < (1+ (N, T)|N*[[p]|[V|le

< (L (TN [ellr Vi

VAl 1

infy o(h) r
VA

rinfy o(h)

< (1+(N,T)) V7 [p

< (14+(N,T))

Usando isso em (3.20) concluimos que

VA

T 2NN,
rinfy, o(h) VPNV, NT)

A <2(14(N,T))

O resultado obtido em (3.16) nos permite escrever a equagao anterior como

se segue
VA ClVh|?
rinfy o(h) = r2(infy o(h))

) 2|Vh|  C(1—(N,T)
= (1+(N.T) (rinfz o(h)  r¥(infs o(h))? )

Ay < 2(1+(N,T))

r o 72

< a(l+(N,T)) <1+ 1) (3.21)

para certa constante positiva a, quando r é maior que ry. Por outro lado,

neste caso o(h) = ["e* du = " e (3.19) torna-se
Ae =2(1+ (N, T))e" > 2(1 + (N, T))el > 0. (3.22)
Consequentemente, obtemos de (3.21) que

Ag = Ay —Ac(h)
= Ay — A€l
< (1+<N,T>)(§+E—Qeﬁ)go

r2
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se r > ry para certo r; > ro. Assim, raciocinando como na prova do teorema

3.3.1 vemos que X2 é parabdlica.

Para concluir a prova, temos de (3.22) que Ae" > 0. Como e" < el

obtemos da parabolicidade de ¥2? que e” e, portanto, h devem ser constantes.
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