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Resumo

Esta dissertacao estd baseada no artigo de Jocelino Sato e Vicente de Souza Neto inti-
tulado Complete and Stable O(p+1) x O(q+ 1)-Invariant Hypersurfaces with Zero Scalar
Curvature in Fuclidean Space RPY9+2 publicado na revista Annals of Global Analysis
and Geometry, volume 29, em 2006. O principal resultado desta dissertacao é o Teorema
de Classificacdo, que afirma o seguinte:

Uma hipersuperficie MPT9TY que € invariante pela ag¢do do grupo O(p + 1) x
O(q+1), p,q > 1, com curvatura escalar identicamente nula deve pertencer a
uma das sequintes classes:

(1) Cones com uma singularidade na origem de RPTIT2;

(2) Hipersuperficies possuindo uma drbita de singularidades e assintotando
ambos os cones C,, e Cg;

(8) Hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cy;
(4) Hipersuperficies regulares que assintotam o cone Cg;

(5) Hipersuperficies requlares que assintotam ambos os cones Cy, € Cg.

A demonstracao do teorema requer um estudo de uma equacao diferencial ordinaria
envolvendo as coordenadas das curvas, no plano, que geram estas hipersuperficies. Esta
equacao diferencial, por sua vez, estd associada a um campo de vetores X : R> — R? no
plano. O estudo do retrato de fase deste campo é fundamental. Através dele, foi possivel
traduzir o comportamento das trajetérias de X em informagoes com respeito as curvas
geratrizes e desta maneira obter o teorema.

Palavras Chave: Cone; Curvatura escalar; Curva geratriz; Grupo de Lie;
Hipersuperficie.



Abstract

This dissertation has as base Jocelino Sato and Vicente de Souza Neto’s paper cal-
led Complete and Stable O(p + 1) x O(q + 1)-Invariant Hypersurfaces with Zero Scalar
Curvature in Euclidean Space RPT4+2 published on the Annals of Global Analysis and
Geometry - 29 in 2006. The main result of this dissertation is the Classification Theorem,
which states:

The O(p+1) x O(q+ 1)-Invariant Hypersurfaces in RPTIY2 p q > 1, with zero
scalar curvature belong to one of the following classes:

(1) Cones with a singularity at the orign of RPT4+2;

(2) Hypersurfaces having one orbit of singularity and asymptoting both of the
cones Cy, and Cg;

(3) Regular hypersurfaces asymptoting the cone Cy;
(4) Regular hypersurfaces asymptoting the cone Cg;

(5) Regular hypersurfaces asymptoting both of the cones C, and Cj.

It was reached by the studies of the ordinary differential equation on R?, involving
the coordenate curves that generate these hypersurfaces. Such differential equation, in
its turn, is associated with a vector field X : R?> — R? on the plan. The study of the
orbits space in this field is essential; after all, because of it, it was possible to translate
the X orbits’ behavior into information concerning the profile curves and, finally, reach
the theorem.

Key Words: Cone; Hypersurface; Lie group; Profile curve; Scalar curvature.
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Introducao

Em 2000, o matematico Oscar Palmas publicou o artigo de nome O(2) x O(2)-invariant
hypersurfaces with zero scalar curvature pela revista Arquiv der Mathematik - 74. Neste
artigo o autor estudou o comportamento das curvas geratrizes para classificar as hiper-
superficies em R* com curvatura escalar nula que sao invariantes pela acao do grupo das
isometrias O(2) x O(2). Dois anos mais tarde, Jocelino Sato obteve uma generalizagao
deste resultado em seu artigo Stability of O(p + 1) x O(p + 1)-Invariant Hypersurfaces
with Zero Scalar Curvature in Fuclidean Space publicado na revista Annals of Global
Analysis and Geometry - 22.

O presente trabalho é baseado em um artigo mais recente de Jocelino Sato e Vicente
Francisco de Souza Neto publicado na revista Annals of Global Analysis and Geometry -
29 em 2006, intitulado Complete and Stable O(p+ 1) x O(q+ 1)-Invariant Hypersurfaces
with Zero Scalar Curvature in Euclidean Space RPT4T2. Neste artigo, Jocelino e Vicente
generalizaram o teorema de classifiacao dos artigos de Palmas e do préprio Sato com o
seguinte teorema:

Teorema de Classificacao. Uma hipersuperficie MPYi+L invariante pela acao do grupo
O(p+1)x0O(qg+1), p,g > 1, com curvatura escalar identicamente nula pertence a uma
das sequintes classes:

(1) Cones com uma singularidade na origem de RPTIT2;

(2) Hipersuperficies possuindo uma orbita de singularidades e assintotando ambos os
cones Cy, e Cg;

(8) Hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cly;
(4) Hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cg;

(5) Hipersuperficies requlares que assintotam ambos os cones Cy, € Cg.

Nossa dissertagao tem por objetivo demonstrar este teorema, o que de fato foi feito
ao final do capitulo 2. Alids, foi na construcao deste capitulo onde utilizamos de maneira
indispensavel o artigo de Sato e Vicente.

Reservamos o capitulo 1 aos assuntos basicos, necessarios ao entendimento dos con-
ceitos abordados no capitulo 2. Obviamente, para falarmos de conceitos como hipersu-
perficies e curvatura escalar é necessaria uma introducao a variedades diferenciaveis, por



isso fizemos uma breve introducao a geometria Riemanniana nas sete primeiras se¢oes do
capitulo 1; essencialmente, utilizamos [3] para a construcao destas segoes.

Também ¢é clara, a partir do préprio tema de nossa dissertagao, a necessidade de co-
nhecermos os grupos de Lie e a agao destes grupos em variedades; fizemos uma introducao
destes assuntos nas secoes 1.7 e 1.8.

Veremos no capitulo 2 que toda hipersuperficie invariante por O(p + 1) x O(q + 1)
estd associada a uma curva geratriz v : I C R — R?. Quando impomos a uma tal hiper-
superficie a condicao de que ela também tenha curvatura escalar nula, recaimos numa
equacao diferencial ordinaria envolvendo as fungoes coordenadas de sua curva geratriz.
Logo, fica clara a necessidade do estudo das equacoes diferenciais ordinarias, feito na
secao 1.9.

Na verdade, a secao 1.9 se revela a mais importante do capitulo 1 pois boa parte do
capitulo 2 é dedicada ao estudo do comportamento do campo associado a equagao diferen-
cial mencionada acima. Contudo, nao nos aprofundamos muito nas teorias apresentadas
nesta secao, assim como no restante do capitulo 1; o propédsito principal deste capitulo
é fornecer o conhecimento necessario e avancarmos para o capitulo 2, onde fizemos um
estudo mais profundo dos assuntos abordados nele.

Incluimos ainda um apéndice onde obtemos a expressao geral para as coordenadas
polares em R".

E importante ressaltar que os trés artigos citados aqui nao sao os unicos trabalhos
nesta area, uma série de outros artigos estao relacionados a estes. Hilario Alencar, por
exemplo, fez o estudo das curvas geratrizes para classificar as hipersuperficies minimas
invariantes por SO(m) x SO(m) em [I]. Além deste, Takashi Okayasu classificou em [7]
as hipersuperficies de curvatura esclar negativa e invariantes por O(2) x O(2). Outros
trabalhos podem ser encontrados na bibliografia de [§].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Variedades diferenciaveis e campos de vetores

Definicao 1.1.1 Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicacoes injetivas x,, : U, C R™ — M, de abertos U, de R", tais que:

(i) Ua Xa(Ua) = M;

(ii) Para todo par de indices a, 3, tais que Xo(Us) Nx(Us) = W # 0, os conjuntos
xgl(W) e x,, (W) sao abertos de R" e as aplicagoes xgl 0Xqa 1 X, (W) — x5 W)

sao diferencidvens;

(111) A familia {(Xa,Us)}a € mazimal com esta propriedade.

Ao par (Uy, X4), com p € X,(U,), denominamos parametriza¢io (ou sistema de coor-
denadas) de M em p; neste caso, x,(U,) é chamado uma vizinhanga coordenada em p.
Uma familia {(x,, U, )}o satisfazendo (i) e (ii) recebe o nome de estrutura diferencidvel
em M.

Observemos que uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma ma-
neira natural uma topologia em M. De fato, basta definir que A C M é aberto de M



se X' (A N x,(U,)) é um aberto de R™ para todo a. A topologia assim definida torna
todos os x,(U,) abertos e as aplicagoes x, homeomorfismos. Além disto, a topologia
induzida desta maneira é metrizavel como pode ser visto em [3].

Definicao 1.1.2 Sejam M™ e N" duas variedades diferencidaveis de dimensao m e n.
Uma aplicagao ¢ : M — N ¢ diferenciavel em p € M se dada uma parametriza¢dao
y:V CR"— N em ¢(p), existe uma parametrizacao x : U C R™ — M em p tal que
e(x(U)) Cy(V) e a aplicagio

y lopox:UCR™—R"

¢ diferencidvel em x Y(p). Dizemos que @ € diferencidvel em um aberto de M se é
diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

A aplicacao y~! o ¢ o x é chamada a expressdo de ¢ nas parametrizacoes X e y.
Dizemos que ¢ é um difeomorfismo se a expressao de ¢ em alguma parametrizacao for
um difeomorfismo.

Definicao 1.1.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplica¢ao diferencidvel o :
(—e,e) — M ¢é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Sejam «(0) =p € M e D(M)
o conjunto das funcgoes diferencidveis de M em R. O vetor tangente a curva o em t =0
¢ a funcao
a'(0) : D(M) — R
f doa)
dt

t=0
Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva « : (—e,e) — M
com «a(0) = p.

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é chamado de espaco tangente a
M em p e serd denotado por T,M. O conjunto T'M = {(p,v);p € M e v € T,M} é uma
variedade diferenciavel de dimensao 2m, denominada fibrado tangente.

Definigcao 1.1.4 Sejam M e N wariedades diferencidveis. Uma aplicagao diferencidvel
o : M — N € uma imersao se dyp, : T,M — T,, N for injetiva para todo p € M.
Se, além disto, ¢ for um homeomorfismo sobre ¢(M) C N, onde p(M) tem a topologia
induzida por N, dizemos que ¢ € um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N ¢é
um mergulho, dizemos que M ¢é uma subvariedade de N.

Observe que se ¢ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m ¢é
chamada a codimensao da imersao .

Definicao 1.1.5 Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M ¢é orientavel
se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy,Xq)}a tal que, para todo par o, com
Xo(Ua)Nx5(Us) # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas x,,' oxg tem determinante
positivo. Caso contrdrio, M € dita nao-orientavel.



Se M é orientavel, a escolha de uma parametrizacao satisfazendo a definicao acima é
chamada de orientacao de M e, neste caso, dizemos que M esta orientada.

Definicao 1.1.6 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M € uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicacoes, X € uma aplicagao de M no fibrado tangente T M. O campo é diferenciavel
se a aplicagio X : M — TM ¢ diferencidvel.

Se considerarmos uma parametrizacao x : U C R” — M, podemos escrever

X(p) = Zaxp)a%(p),

i=1

ox;
a parametrizagao x. Demonstra-se que X é diferenciavel se, e somente se, as fungoes a;
sao diferencidveis para alguma (e portanto, para qualquer) parametrizacao.
As vezes é conveniente pensar em um campo diferenciavel de vetores como uma
aplicacao X : D(M) — D(M), definida por

onde cada a; : U C R" — R é uma funcao em U e { 0 } ¢ a base de T,M associada
p

A interpretacao de X como um operador em D(M) permite-nos considerar os iterados
de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em M e f : M — R é uma
funcao diferencidvel, podemos considerar as fungoes X (Y f) e Y(X f). De modo geral,
tais operacoes nao conduzem a campos vetoriais por envolverem derivadas de ordem
superior & primeira. Entretanto, se denotarmos por X(M) o conjunto de todos os campos
(diferencidveis) de vetores em M, podemos verificar que a aplicagao

] 2 XM x X(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]= XY - YX,

define um campo de vetores chamado colchete de X e Y. A aplicacao colchete possui as
propriedades seguintes, cujas demonstragoes encontram-se em [3].

Proposicao 1.1.1 Se X,Y e Z sao campos de vetores em M, a,b sao nimeros reais e
f,g sao funcgoes diferencidaveis, entao:

a) [X,Y] = —[Y, X]| (anti-comutatividade);

(c
(d

(a)

(b) [aX +bY, Z] =alX, Z] + b]Y, Z] (linearidade);
) [[X, Y], Z)+[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);
)

[f X, gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X

10



1.2 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.2.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um pro-
duto interno ( , >p no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte
sentido: se x : U C R" — M € um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

0

9, N 0 .
X(z1, ey xy) = q € x(U) e o (q) = dx(e;), entao <8_xz(q>’ a—xj(q)>q = gij(T1, ..., T,) €

uma func¢ao diferenciavel em U .

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer que
para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em uma vizinhanca V de M, a
funcao (X,Y) é diferenciavel em V.

Definicao 1.2.2 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N € chamado uma isometria se

(u, v}, = (dfyp(u), dfp(v)) ;)
para todos p € M, u,v € T,M.

Definicao 1.2.3 Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencidvel
f: M — N ¢é uma isometria local em p se existe uma vizinhan¢a U C M de p tal que
f:U — f(U) € um difeomorfismo que satisfaz ao produto interno da defini¢ao anterior.

A defini¢ao acima introduz uma relagdo de equivaléncia entre duas variedades Rie-
mannianas. Duas variedades isométricas sao indistinguiveis do ponto de vista métrico,
isto é, medidas provenientes do produto interno tais como angulo, area, volume, compri-
mento e curvatura, sao preservadas através da isometria f: M — N.

Exemplo 1.2.1 (Variedades Imersas) Seja f : M™ — N™* uma imersio. Se N
possui uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
(u, v),, = (dfp(w), dfp(v)) s, wv € T,M. A métrica de M ¢é chamada entao a métrica
induzida por f, e f é dita uma imersao isométrica.

Definicao 1.2.4 Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é uma
aplicag¢io que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € TewyM. Dizemos que V
¢ diferenciavel se para toda funcao diferencidvel f em M, a funcio t — V(t)f é uma
fungao diferenciavel em 1.

, ¢ chamado campo wvelocidade (ou

. dy\ . . dc
O campo vetorial dc (E)’ identificado por o

tangente) de c.
A restrigdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.
Se M é uma variedade Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b Jde de\V?
gZ(C):/ <%,a> dt

11



Definicao 1.2.5 Uma conexao Riemanniana V em uma variedade diferencidvel M, €
uma aplicacao

Vo X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — VY

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVXxZ + gVy Z;
(il) Vx(Y+Z) =VxY +Vy Z;

(iil) Vx(fY) = fVxY +(X[)Y

(iv) VxY = Vy X = [X,Y] (simetria);
(v)

Para XY, Z € X(M) e f,g € D(M).

X(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,Vx Z).

Proposicao 1.2.1 Seja M wma variedade Riemanniana com uma conexdio V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V' ao longo de uma

curva diferencidvel ¢ : I C R — M um outro campo vetorial s ao longo de c, denomi-

nado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:

DV DW
() dt(v W)= o T ar
D df , . iy
(b) %(fV) V+ f , onde f € uma funcao diferencidavel em I;

(¢) SeV € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entao

DV
= Vie/atY.
7 de/dt
Um campo de vetores V' é dito paralelo quando —— = 0.
Um conjunto {Ej,...,E,} é dito um referencial para M se, para cada p € M,

o conjunto {E;(p),...,E,(p)} for uma base de T,M. Isto implica que todo campo de
vetores X € X(M) pode ser escrito da forma

X = i .’EiEZ',
i=1

onde as fungoes x; sdo diferencidveis. Um referencial é dito ortonormal se { E1(p), ..., E,(p)}
for uma base ortonormal de T}, M para cada p € M. Dizemos que um referencial é geodésico
em p € M se Vg, Ej(p) =0, para todo 4,7 € {1,...,n}.
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1.3 Curvatura

Definigao 1.3.1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M, € uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplica¢io R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z, Z € X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.3.1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M goza das sequintes
propriedades:

(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto

\.(-b N

R(fX +gY.Z) = [R(X,Z)+gR(Y.2),
RX,fZ+gW) = fR(X,Z)+ gR(X,W),

com f,g € D(M), X,Y,Z,W € X(M);

(ii) Para cada X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,
ou seja,
RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
RIX,Y)(fZ) = FR(X,V)Z

com f € D(M) e Z,W € X(M);
(iii) (Primeira Identidade de Bianchi) Para quaisquer X,Y,Z € X(M) vale

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Corolario 1.3.1 Valem as sequintes propriedades:

(a) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y, Z)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;
(b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T);

(c) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);

(d) (R(X,Y)Z.T) = (R(Z,T)X,Y).

Proposicao 1.3.2 Seja o um espago bidimensional do espago tangente T,M e x,y € o
dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)z,y)
VIEPlyl? = (z,y)?

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

K(x,y) =

13



Definicao 1.3.2 Dados um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M,
o numero real K(x,y) = K(p,o), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado
curvatura seccional de o em p.

Proposicao 1.3.3 Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina
uma aplicagao trilinear R : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R,(X,Y)I/V, Z> = <X7 W><Y’ Z> - <Y, W><X7 Z>,

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K
se, e somente se, R = KqR', onde R € a curvatura de M.

1.4 Curvatura de Ricci e curvatura escalar

Definicao 1.4.1 Seja x = z, um vetor unitdrio em T,M. Tomemos uma base ortonor-
mal {z1, 22, ..., Zn—1} do hiperplano de T, M ortogonal a x e consideremos as sequintes
médias:

1
n—1

(1) Ricy(x) = Z (R(z,z)x,zi), 1=1,2,..,n—1;

i

(i) K(p) = %chp(zj) = S (RGn)mz), G=1an

n(n—1) -

A média dada por (i) € chamada curvatura de Ricci e a expressao dada por (ii) é a
curvatura escalar ou curvatura média.

A proposicao seguinte garante que a definicao acima faz sentido.
Proposigao 1.4.1 Ric,(z) e K(p) nao dependem da escolha da base ortonormal.

Demonstracao. Seja Q) : T,M x T,M — R a forma bilinear dada por
Q(z,y) = trago da aplicagao z — R(z, 2)y.

Escolhendo x € T,M unitdrio, uma base ortonormal {z1, 29, ..., 2,1, 2, = T} para
T,M e utilizando o item (d) do coroldrio|1.3.1] temos

> (R(y, zi)x, zi)
= Q(yax)a

isto €, () é simétrica, donde (n — 1)Ric,(z) = Q(x,x) nao depende da base ortonormal.
Por outro lado, a forma bilinear ¢) em 7, M corresponde uma aplicacao linear auto-
adjunta K, dada por

(K(2),y) = Q(x,y).

14



Tomando uma base ortonormal {z1, ..., 2, }, temos
Trago de K = Z (K(25),25) = ZQ(zj, 2;)

J J
— (n—1)3_ Ric,(z) = n(n— DK (p).
J
Isso mostra que K (p) também nao depende da base ortonormal. 0

Definicao 1.4.2 A forma bilinear @ € chamada o tensor de Ricci.

n—1

1.5 Operadores diferenciais sobre variedades Rieman-
nianas

Nesta secao definimos quatro operadores importantes sobre variedades diferenciaveis:
o gradiente, a divergéncia, o operador de Laplace e o hessiano. Além das definigoes,
apresentamos as demostragoes das propriedades que serao tteis no trabalho.

1.5.1 Gradiente

Definicao 1.5.1 Seja f € D(M). O gradiente de f, denotado por grad f, é o campo
vetorial em M que satisfaz a sequinte condi¢ao:

(grad f,X) = X(f) =df(X), VX eX(M).

Nao é dificil ver que um campo Y € X(M) que satisfaca a condi¢ao acima coincide
com o grad f, isto é, o campo gradiente é inico. Também segue da definicao que

(i) grad (f +g) =grad f+grad g V f,g € D(M). Com efeito,

(grad (f +9). X) = X(f+y9)
= X(f)+X(9)
= (grad f, X) + (grad g, X)
= (grad f 4+ grad g, X).

(ii) grad (fg) = f grad g+ g grad f V f,g € D(M). De fato,

(grad (fg), X) = X(fg)

fX(g)+gX(f)

flgrad g, X) + g(grad f, X)
(f grad g, X) + (g grad f, X)
= (f grad g + ¢ grad f, X).
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Proposicao 1.5.1 Se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal local em M, entdo

grad f = ZEZ(f)EZ
i=1

n
Demonstracao. Escrevendo grad f = Z a; By, temos que
i=1

i=1
Logo,
grad f = ZEl(f)EZ
i=1

1.5.2 Divergéncia

Definigcao 1.5.2 Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V. A di-
vergéncia de X € X(M) ¢é a aplicagao dada por

div : X(M) — CO(M,R)
X — (div X)) = traco (Y — Vy X),

ondeY € T,M.

Sejam X, Z € X(M) e f € D(M). Decorre da definicao que

(i) div (X + Z) =div (X) + div (Z). Com efeito,

div (X +7) = traco (Y — Vy (X + 2))
= traco (Y — Vy X +Vy2)
= trago (Y +— VyX) +trago (Y +— Vy Z2)
= div (X) +div (2).

(i) div (fX) = fdiv (X) + (grad f, X). De fato,

div (fX) = trago (Y — Vy(fX))

n

= Y (B, fVEX + E(f)X)

=1
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n n

_ Z (B, fV5X) + Z (Ei, Ei(f)X)

= [ (E.VeX)+) (E(f)E;,X)

i=1 i=1
= ftrago (Y — Vy X)] <ZE EZ-,X>

= fdiv (X) + (grad f,X).

n

Proposicao 1.5.2 Se X = ZXiEi, onde {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal
i=1

local em M, entao

div X = Y (E(X;) — (Vg,E;, X)).

Demonstracgao. Sabemos que

n

divX = ) (VX E) :Z (Vg ( ZXE

i=1 =

ij=1 ij=1

Segue da ortonormalidade de {Fj,...,E,} e do item (v) da definigdo de conexao
Riemanniana que

n

div X = ZE =Y X)(VgE;, Ej)

ij=1

= ZE zn:VEE,,ZXE
=1 7j=1

Logo,
div X = Z —(Vg,E;, X)).

1.5.3 O operador de Laplace

Definicao 1.5.3 Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexdo V. O opera-
dor de Laplace € definido por

A: D(M) — D(M)
f — Af = div (grad f).
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Decorre das propriedades do gradiente e da divergéncia que:

(i) A(f+g) = Af + Ag. Com efeito,

A(f+9) = div (grad (f +9))
= div (grad f + grad g)
= div (grad f) + div (grad g)
= Af+Ag.

(ii)) A(fg) = fAg+ gAf +2(grad f, grad g), para quaisquer f,g € D(M). De fato,

Alfg) = div (grad (fg))
= div (f grad g + ¢ grad f)
= div (f grad g) + div (g grad f)
= fdiv ( grad g) + ( grad f, grad g) + gdiv ( grad f) + ( grad g, grad f)
= fAg+ gAf+2(grad f, grad g).

Proposicao 1.5.3 Se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal local em M, entdo
Af = Z(E(E(f)) — (Ve E)())).
i=1

Demonstragao. Segue das proposicoes e que

n

Af = Z(E¢<Ei<f>>—<inEi,grad )

= Y (E(E(f) — (VEE)([))

=1

1.5.4 Hessiano

Definicao 1.5.4 Sejam M uma variedade Riemanniana munida da conexao V e f €
D(M). Definimos o hessiano de f em p € M como o operador linear

(Hessf), : T,M — T,M
X +— (Hessf),X = Vxgrad f.
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Segue da definicao anterior que

((Hess /)X,Y) = (Vxgrad f, )Y
= X {(grad f, )Y — (grad f, ) VxY
= X(Y(f)) = VxY ().

Analogamente, verifica-se que (X, (Hess f)Y) = X(Y(f)) — VxY(f). Subtraindo esta
equacao da anterior segue que

((Hess f)X,Y) — (X, (Hess f)Y) (XY -YX)f = (VxY = VyX)f
(X Y]f = X YIS
0.

Logo, (Hessf), ¢ um operador auto-adjunto e, portanto, determina uma forma bilinear
simétrica em T,M dada por

(Hess f),(X,Y) = (Vxgrad f,,Y) .

1.6 A segunda forma fundamental

Seja f : M™ — M uma imersio. Sabemos que para cada p € M existe uma
vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade. Para simplificar a notacio
identificaremos U C M com sua imagem f(U) C M e cada vetor v € T,M,q € U, com
df,(v) € Tf(q)M. Usaremos estas identificagoes para estender um campo local de vetores
definido em U C M a um campo local de vetores definido em f(U) C M.

Fixado p € M, o produto interno em T,,M decompde T, M na soma direta

TPM = TpM D (TPM)J_7

onde (EM )+ é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Desse modo, para cada
ve,M,pe M, temos que

v=ov"+oN, W eT,M, N e (T,M)*

Os vetores vT e vV

tivamente.
Sejam V uma conexao Riemanniana de M e V uma conexao Riemanniana de M.
Dados X,Y € X(M), definimos a aplicacao

sao denominados as componentes tangencial e normal de v, respec-

B:X(M)x X(M) — (X(M)*
(X,Y) — B(X,Y)=VgY — VyY,

onde X e Y sao extensoes locais de X e Y a M. Podemos verificar que a aplicagao
acima é bem definida, isto é, nao depende das extensoes. Além disso temos a seguinte
proposicao:

Proposigao 1.6.1 A aplicagdo B : X(M)x X(M) — (X(M))* definida acima € bilinear
e simétrica.
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Demonstracao. Segue das propriedades de linearidade de uma conexao que B é linear
em X e aditiva em Y. Resta mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando
por f a extensao de f a U, temos

B(X,fY) = Ty_(__?) Vx(fY)
= fVxY = fVx(Y) + X(f)Y - X(f)Y.

Como f = f em M temos que X (f) = X(f) = X(f). Portanto, as duas tltimas parcelas
se anulam. Logo, B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear.

Para mostrarmos que B é simétrica, utilizamos a simetria da conexao Riemanniana,
obtendo

B(X,)Y) = V¥ -VxY
= V7X —Vy X + [X,Y] — [X, Y]
Visto que [X,Y] = [X,Y] em M, concluimos que B(X,Y) = B(Y, X).
Sejam p € M e n € (T,M)*. A aplicacdo H, : T,M x T,M — R dada por
Hy(z,y) = (B(z,y),n), =xy€T,M,
¢ uma forma bilinear simétrica de acordo com a proposi¢ao anterior.

Definicao 1.6.1 A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

11(x) = Hy(z, z)

¢ chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor 7.

Dada a aplicacao bilinear H, sabemos que existe uma unica aplicagao linear auto-
adjunta S, : T,M — T,M dada por

(Sy(x),y) = Hy(z,y) = (B(z,y),m) -

A proposicao seguinte nos oferece uma expressao de S, em termos da derivada cova-
riante.

Proposicao 1.6.2 Sejam p € M,z € T,M en € (I,M)*. Seja N uma extensdo local

de n, normal a M. Entao -
Sy(x) = —=(V.N)".

Demonstracao. Sejam y € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectivamente, e
tangentes a M. Entao (N,Y) = 0 e, portanto,

(Sy(z),y) = (BX,Y)(p),N) = (VxY — VXY N) (p)
= (TxV,N) = — (V,ViN) () = (¥ Ny>

para todo y € T,,M. O
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Exemplo 1.6.1 Consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1,
isto é, f: M"™ — WH; f(M) C M é entdo denominada uma hipersuperficie.

Sejam p € M e n € (T,M)*, |n| = 1. Como S, : T,M — T,M é simétrica, existe
uma base ortonormal de vetores préprios {E, ..., E,,} de T,M com valores préprios reais
Ay oy Apy tais que S,(E;) = NiE;, i =1,...,n. Se M e M sio orientdveis e estdao ambas
orientadas, o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que, sendo {F1, ..., F, }
uma base na orientacao de M, {Ey, ..., E,,n} seja uma base na orientacio de M. Neste
caso, os F; sao denominados direcoes principais e os \; = k; sao as curvaturas principais
de f. Agora, sabemos que o determinante e o trago de um operador sao independentes

das bases dos espacos envolvidos. Diante deste fato, chamamos os ntimeros

det(Sy) =A1-.- Ay e ltr(Sn) = %(/\1 + .+ )

n

de curvatura de Gauss-Kronecker e curvatura média, respectivamente.

O teorema a seguir relaciona a curvatura de M com a curvatura de M e suas respec-
tivas segundas formas fundamentais.

Teorema 1.6.1 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais em T,M. Entdao

K(lE,y) _F(xay) = <B($,$>,B(y,y)> - ‘B(:E,y)|2.

1.7 Grupos de Lie

Esta secao e a préxima sao dedicadas ao estudo dos grupos de Lie e as agoes destes
grupos em variedades diferenciaveis. Usaremos este estudo geral de modo especifico no
capitulo 2 onde estudamos a agao do grupo O(p + 1) x O(q + 1) na variedade RPTI+2,

Definicao 1.7.1 Um grupo de Lie € um grupo G que possui uma estrutura diferencidvel
e tal que as aplicacoes

m:GxG — G e G — G
(9.h) +— g-h g — g7
sao diferencidveis.

Exemplo 1.7.1 Sejam G = R" com a estrutura diferencidvel dada pela aplicagao iden-
tidade e m (x,y) = x +y a operacao de grupo. O inverso do vetor = é o vetor —z. Ambas
as operacoes da definicao sao claramente diferenciaveis. Entao R™ é um exemplo de um
grupo de Lie.

Exemplo 1.7.2 Seja G = SO (2) o grupo das rotagoes no plano. Em outras palavras
G cosf) —senf 0<fh<orh.
sen 6 cos
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onde ¢ denota o angulo de rotagao. E possivel mostrar que G, com a multiplicacao de
matrizes como operacao do grupo, é um grupo de Lie. Além disso, G pode ser identificado
com o circulo unitario

St = {(cosf, senf) : 0 < 6 < 2r}.

Exemplo 1.7.3 O conjunto GL(n), de todas as matrizes A € M, inversiveis, é um
grupo com respeito a operacao de multiplicacdo de matrizes. Além disso, sabemos que
GL(n) admite uma estrutura diferencidvel cujas parametrizacoes x, : U € R" — GL(n)
sao dadas pelas entradas a;; de A. Além disso, verifica-se que as operacoes de grupo sao
diferencidveis em GL(n). Logo, GL(n) é um grupo de Lie.

Definicao 1.7.2 Um homomorfismo entre grupos de Lie é uma aplicacao diferencidvel
¢: G — H tal que

plg-9)=0¢(g)-0(3), 9,9€G.

Se G e H sao grupos de Lie de dimensoes r e s, respectivamente, entao o produto
cartesiano G x H é um grupo de Lie com a operacgao de grupo dada por

(9,h)-(§,h) =(g-3,h-h), ¢,§€G, hheH,

a qual é uma aplicacao diferenciavel na variedade produto. Assim, por exemplo, o m-Toro
T" = S' x S x ... x ST é um grupo de Lie pois ¢ o produto cartesiano finito (r vezes) do
grupo de Lie S* ~ SO(2). A operagao de grupo em T?, por exemplo, é dada em termos
das coordenadas angulares (6, p) pela adigdo médulo 27

(va) ’ (Qla p,) = (Q,p)MOd 2m.

1.7.1 Subgrupos de Lie

Definicao 1.7.3 Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é dado por uma sub-
variedade ¢ : H — G, onde H é um grupo de Lie, H = ¢ (ﬁ) e ¢ é um homomorfismo.

Exemplo 1.7.4 Se w é qualquer niimero real, a subvariedade
H, = {(t,wt) mod 2m;t € R} C T?

¢ um subgrupo de Lie de dimensao 1 do bi-Toro 7?. Demonstra-se que se w é racional,
H,, é isomorfo ao grupo SO(2). Por outro lado, se w é irracional, H, é isomorfo ao grupo
de Lie R e ¢ denso em T?. A demonstracao desses fatos encontra-se em [6].

Exemplo 1.7.5 O conjunto O (n) = {X € GL(n); X'X = I}, com a operagao de mul-
tiplicacao de matrizes, é um subgrupo de Lie de GL(n). De fato, os itens abaixo sao
satisfeitos:

() I'=I=I'"[=1I=1=1¢cO(n);
(ii) AcO(n)=AA=T=A"1=A"= A1 €0O(n);
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(iii) A,B € O(n) = (AB) (AB) = (B'A") (AB) =1 = AB € O (n).

Logo, O (n) é um grupo. Além disto, O(n) admite a mesma estrutura diferencidvel de
GL(n) e a aplicagao identidade ¢ : O(n) — GL(n) fornece um homomorfismo entre
O(n) e GL(n). Portanto, O(n) é um subgrupo de Lie de GL(n) denominado grupo das
1sometrias.

1.7.2 Grupos de Lie locais

Definicao 1.7.4 Um grupo de Lie local consiste em abertos Vo C V. C R"™ que contém
a origem 0 e aplicagoes diferencidveis m : V xV — R", 1 : Vi — V que satisfazem as
sequintes condigoes:

(a) (Associatividade) Se x,y,z € V em (x,y) ,m(y,z) € V, entao
m(xvm(%'z)) - m(m(x,y),z);
(b) (Elemento Neutro) Para todo x € V' temos que

m(z,0) =m(0,2) = x;

(c) (Inverso) Para cada x € Vy temos que

m (z,i(x)) =m(i(x),z) =0.

Exemplo 1.7.6 Seja V = {x € R;|z| < 1} C R com a multiplica¢ao de grupo dada por

20y —x —y

m(x7y): ) aj?er

zy — 1

Através de um célculo direto verifica-se que as condigoes (a) e (b) da definigao acima
sdo satisfeitas. A funcao inversa é i(z) = x/(2z —1), definida para = € Vy = {=;|z| < 3}
Logo, m define um grupo de Lie local de dimensao 1.

1.7.3 Transformacao local de grupos

Definicao 1.7.5 Seja M uma variedade diferencidvel. Um grupo local de transformagoes
agindo em M ¢é dado por um grupo de Lie (local) G, um conjunto aberto U, com

{e}xMcUCGxM
e uma aplicagao diferencidvel b : U — M com as sequintes propriedades:
(a) Se (h,x),¥ (g% (h,2)),(g-h,z) €U, entio

¢<ng(h>x)) :¢(9h7$),
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(b) Para todo x € M,
(e, x) = x;

(c) Se (g,z) €U, entio (g7, (g,2)) €U e

V(g v (gx)) =2

Quando estiver clara a operagao no grupo, denotaremos (g, x) simplesmente por

g-x.
Verifica-se que para cada x € M, os elementos g do grupo G tais que g-x esta definido
formam um grupo de Lie local

G,={9€G:(g9,2) eU}.
Definicao 1.7.6 Um grupo de transformacoes agindo em M é conexo se

(a) G € um grupo de Lie conexo e M é uma variedade conezra;
(b) U C G x M ¢€ aberto e conexo;

(c) Para cada x € M, o grupo de Lie local G, € conexo.

1.8 Orbitas

Definigao 1.8.1 Dado um grupo de transformacgoes ¢ : U C G x M — M, um conjunto
O C M é chamado de orbita se satisfaz as sequintes condi¢oes:

(a) Sex € O, ge G eg-x estd definido, entio g-x € O;
(b) Se O C O ¢ O satisfaz (a) entio O = O ou O = .
O congunto de todas as orbitas de 1 é chamado o espaco de érbitas de .

No caso em que ¢ : G x M — M é uma transformacao global, a érbita O, que passa
pelo ponto x é definida por
O, ={g 29 €G}.

Definigao 1.8.2 Seja G' um grupo local de transformagoes agindo em M.

(a) O grupo G age semi-regularmente se todas as orbitas O tém a mesma dimensao
como subvariedades de M.

(b) O grupo G age regularmente se a acdo é semi-reqular e para cada ponto x € M
existem wvizinhancas U de x tais que cada orbita intersecta U em um conjunto
conexo por caminho.
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Exemplo 1.8.1 Tome G =R, M = R" efixea € R"—{0}. A aplicacao ¥ : RxR" — R"
dada por
VU x)=x+&, zeR" (R

é uma acao global de grupo. As érbitas sao retas paralelas ao vetor a. A agao é regular
e suas orbitas sao uni-dimensionais.

Exemplo 1.8.2 Sejam M = R", G = RT com a multiplicacdo como acao de grupo e
aq, ..., q, € R nimeros reais nao todos nulos. Seja ¥ : RT x R® — R" aplicacao dada
por

U\ x)= (A2, ..., A%z, .

As orbitas da aplicacao ¥ sao todas subvariedades de dimensao 1 exceto pela érbita
singular dada pela origem.

Exemplo 1.8.3 Sejam G = O(p + 1) x O(q + 1), RPT4+2 = RPFL x R p g > 1 e
n: G x RPHa+t2 - RPTIF2 5 acao do grupo de isometrias de G em RP9+2 dada por

n(A, B, z,w) = (Az, Bw).

Neste exemplo vamos estudar o espaco de érbitas da acao . Sabemos que os operadores
ortogonais preservam normas, isto €,

AcO(p+1),z e RFY = |Az| = |2|.

Logo, fixado zg € RP™ a érbita O, da acao (A, z) — Az esté contida na esfera SP(|z|) C
RPT! centrada na origem e de raio |2

Por outro lado, dado v € RPT™ com |v| = |z|, sabemos da dlgebra linear que é possivel
obter bases ortonormais V e V' de RPT™2 contendo zg|zo| ™! e v|v| ™!, respectivamente, e
um operador A tal que Azyg = v. Um teorema classico da algebra linear garante que A
é ortogonal. Portanto, a dérbita O,, é a esfera SP(|z|). Diante deste fato, observe que
o que distingue a érbita O,, das demais é apenas o raio |zy| da esfera SP(|zo]). Logo,
podemos identificar o espaco de érbitas da agao (A, z) — Az com o intervalo [0, 4+00).
Deste modo, o espago de érbitas da acao n pode ser identificado com o conjunto

T(RPTH2) = Q = {(z,y) e Rz >0, y > 0},
onde 7 : RFF! x R4 — R? é definido por 7(z,w) = (|2], |w]).
Definicao 1.8.3 Dado n : GxRP3+2 — RPYI+2 como acima, a distancia métrica orbital
da acdo n € a distancia candnica em R? restrita aos pontos de Q.
1.9 Equacoes Diferenciais Ordinarias
Sejam U um aberto de R x R* = R e f: U — R". Dizemos que
¥ = f(t, )
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é a equacao diferencial ordindria (ou EDO) em R™ definida por f. Se existir um caminho
diferenciavel x : I — R"™ definido num intervalo I C R tal que

(t,x(t) e U e 2'(t)= f(t,z(t))

para cada t € I, dizemos que x : I — R" é uma solucdo desta EDO. Algumas vezes x é
chamado de curva integral da equacao.
Fixemos um ponto (tg, x¢) € U. Se uma solugao = : I — R™ de 2’ = f(t,z) é tal que
to € I e x(ty) € U, dizemos que esta solugao satisfaz a condi¢do inicial x(ty) = z¢ ou o
problema de valor inicial
¥ = f(t,z), x(ty) = zo.

O teorema a seguir, cuja demonstracao encontra-se em [4], garante que sob certas
condicoes sempre existe uma tnica solugao para um problema de valor inicial. Em seu
enunciado, % ¢ a diferencial de f restrita ao subespaco R™ de R x R® = R**!,

Teorema 1.9.1 Se f(t,z) e a derivada parcial espacial %(t, x) sao aplicagoes continuas
de (t,z) no aberto U C R™! entdo, dado qualquer ponto (ty, zo) € U, existe uma tinica
solugao do problema de wvalor inicial ' = f(t,x), z(ty) = xo, definida num intervalo
aberto (ty — a, tg + ) centrado em ty, para certo o = a(to, xo) > 0.

Tomando coordenadas na base canonica de R™ e escrevendo z(t) = (z1(t), ..., z,(t))
e f(t,x) = (fi(t,x), ..., fu(t,z)) vemos que a equagao diferencial vetorial ' = f(t,x) em
R"™ pode ser interpretada como um sistema de equagoes diferenciais escalares

1) = filt,zi(t), . za(t))
33,2@) = f2(t>$l(t>7'“7xn(t))

D) = Fult 21 (), za(t)).

Uma condigao inicial para este sistema ¢ dada por z;(ty) = 2%, 2o(ty) = 23, ..., z,(to) =

0

z,. Uma solugao desse sistema consiste em n funcoes reais derivaveis z; : I — R tais

que, para cada t € I,
2i(t) = fi(t, z1(1), ..., 2a(t),

enquanto que a n-upla z = (x1, 2, ..., ¥,) constitui uma solugao da equagao x’ = f(¢,x)
em R". Vemos deste modo que a existéncia e unicidade de solucoes de sistemas de
equacoes diferenciais escalares em R equivale, formalmente, a existéncia e unicidade de
solugoes de equagoes vetoriais em R”.

Definicao 1.9.1 Dizemos que uma equagao diferencial ' = f(t,x) € autonoma se
f(t,z) nao depende de t.

Nesse caso escrevemos f(t,z) = f(z), consideramos a equagao diferencial



e interpretamos a aplicacao f : E — R" como um campo de vetores definido no aberto
E € R". Em particular, quando f = A : R® — R" é um operador linear tal que
f(z) = Az, chamamos f de campo linear.

Questoes relativas a existéncia e unicidade de solugoes de sistemas que nao sao
autonomos podem ser sempre reduzidas as mesmas questoes para sistemas autonomos,
como segue.

Proposicao 1.9.1 Seja f : U — R™ uma aplicagcao definida no aberto U C R x R" =
R™". Escreva X = (t,x) € U e defina o campo F : U — R" por

F(X) = F(t,ZE) = (1,f(t,l’)).

Entao, a equagao diferencial vetorial x' = f(t,x) em R™ é equivalente a equagdo diferen-
cial vetorial autonoma X' = F(X) em R,

Demonstracao. Seja X (u) = (t(u),z(u)) uma solucao de
X/:F(X), X(UO) :XDZ(tQ,QT()).

Deste modo, t(ug) = ty e t(u) = 1. Segue-se que t(u) = u e, portanto, x(u) satisfaz
' (u) = f(u,z(u)), z(uy) = . Logo, a componente z(u) de X (u) é uma solugao de
f(t,z). Reciprocamente, se x(t) é tal que z'(t) = f(t,z(t)) entdo necessariamente
= (t,z(t)) é solugao da equacao vetorial auténoma X' = F(X). O

=

.T,
X(t
1.9.1 Fluxo e singularidade

Seja f : £ — R™ um campo de vetores de classe C! no aberto £ C R". Uma solucao
x: I — R" da equagao diferencial

= f(x), x(to) = xo (1.1)

é uma solugdo regular se 2'(t) = f(z(t)) # 0 € R, para cada t € I. O teorema [1.9.1]
garante que possui uma tnica solucao.

Observe que se um caminho derivavel z : I — R™ é solugao de entao z'(t) =
f(x(t)) é de classe C'. Logo, x é de classe C?.

Definicao 1.9.2 Dizemos que I é um intervalo maximo da solugdo (1.1) por xo se,
dada qualquer solug¢ao x : J — R™ com z(0) = xg, temos J C I. A solugao definida no
intervalo mdzimo é a solugdo maxima da equacao diferencial v’ = f(x), x(0) = xg, ou a
trajetéria do campo f por xg.

Quando necessario, escreveremos I(xq) para denotar o intervalo méximo por z.

Observacao 1.9.1 E possivel mostrar que o intervalo maximo sempre contém 0 e é
aberto. Uma demonstracao deste fato encontra-se em [4].
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Defini¢ao 1.9.3 Para cada par (t,x) tal que t € I(x) para algum x € E, definimos
o(t,x) = x(t), onde x : I(x) — E € a trajetdria de f por x (estamos utilizando a mesma
nota¢ao x para um ponto de E e para um caminho em F) e assim obtemos uma aplica¢ao

o:0Q—R"

denominada fluxo do campo de vetores f em E. O dominio 2 do fluxo é o subconjunto
de R x E C R"™ de todos os (t,r) € R x R" tais que x € E, t € I(z).

Derivando o fluxo parcialmente em relacao a variavel temporal ¢, observamos que

¢ oy — _
57 (ha) =a'(t) = f(x(t) = [(o(t, ).

Desse modo, o fluxo ¢(t,z) de um campo nos dd uma informacao global do comporta-
mento de todas as trajetérias do campo.

Proposicao 1.9.2 Se ¢ : Q — R" € o fluro de um campo f : E — R" de classe C*,
entao

ot ¢(s, x)) = ot + s, )
para quaisquer s,t € R e x € E tais que s,s +1 € I(x).

Demonstracao. Considere o caminho

z:1(x) — E
to— o(t+s,2)

Derivando  em relacao a t temos

0
#'(t) = a—f(t +s,2) =2 (t+s) = fla(t +5)) = flo(t + s5,2)) = f(E(1)).
Além disto, (0) = ¢(s,z). Logo, T é solucao da equagao 2’ = f(z),x(0) = ¢(s,x).
Ora, como o caminho t — ¢(t, ¢(s,x)) é a dnica solugdo maxima desta equagao, ambas
coincidem, isto é,

¢t +s,2) = 2(t) = ¢(L, ¢(s, v)).
U

Definicao 1.9.4 Dizemos que xy € uma singularidade ou um ponto singular do campo
[ se f(xg) =0€R™.

A solugdo de 2’ = f(x) por um ponto singular é sempre a trivial; a trajetéria do
campo por um ponto singular é denominada trajetoria singular. Pontos que nao sao sin-
gulares sao denominados requlares e as trajetorias por pontos regulares sao denominadas
trajetorias requlares.

Exemplo 1.9.1 Para as equacoes diferenciais lineares ©’ = Ax, a origem o =0 € R" é
sempre um ponto singular pois sempre vale A0 = 0.
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Algumas vezes dizemos que uma singularidade do campo f é um ponto de equilibrio
de f j& que x(t) = xo para todo t € R. Um ponto singular também pode ser caracterizado
como um ponto tal que ¢(t,xg) = x¢ para cada t € R, de modo que também dizemos que
um ponto de equilibrio do campo é um ponto fizo do campo f.

Os pontos de equilibrio ainda se dividem em diversos casos. Vamos apresentar agora
as definigoes de alguns deles.

Definicao 1.9.5 Seja x¢ um ponto de equilibrio para o campo f. Dizemos que xy € um
ponto de equilibrio estavel para f se, para qualquer vizinhanca U C R™ de x, existe uma
vizinhanga W C R™ de xq, tal que W C ENU e

oi(x) € U, para quaisquer x € W e t > 0.
Exemplo 1.9.2 O ponto zq = (0,0) é o (tinico) ponto de equilibrio estavel do campo
f(l’l,ﬂ?Q) = (352, —331)-
Todas as trajetorias desse sistema percorrem circulos em torno da origem.

Exemplo 1.9.3 Qualquer ponto x = (0,x3), sobre o eixo vertical, é um ponto de
equilibrio estéavel do campo

f(x1,m2) = (—21,0).

As trajetérias desse sistema estao sobre semi-retas paralelas ao eixo Ox; e tendem para
o eixo Ox,.

flar, a2) = (22, —a1) f'(171>51’2> = (*51715 U)

Dizemos que zy é um ponto de equilibrio instdavel se xy nao é um ponto de equilibrio
estavel; o é um ponto de equilibrio isolado se existe uma vizinhanca W C R" de x, tal
que z( ¢ a unica singularidade de f em ENW.

Observe que uma singularidade estavel pode nao ser isolada como podemos ver nos
dois exemplos anteriores.

Definicao 1.9.6 Seja xg um ponto de equilibrio para um campo f : E — R™. Dizemos
que xo € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para f se, para qualquer vizi-
nhanga U C R™ de ¢ existe uma vizinhanca W C R™ de xyg com W C ENU, tal que os
sequintes itens sao satisfeitos:
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(i) ¢i(x) € U, para quaisquer x € W et > 0;

(i1) tliin oi(x) = xg, para qualquer x € W.
— 100

Dizemos que xy é um ponto de equilibrio indiferente se xy é um ponto de equilibrio
estavel que nao ¢é assintoticamente estavel.

E possivel mostrar que todo ponto de equilibrio assintoticamente estavel é sempre um
ponto de equilibrio isolado. Mais ébvio que isto é o fato de todo ponto de equilibrio as-
sintoticamente estavel ser estavel; porém a reciproca nao é verdadeira como podemos ver
no exemplo [1.9.3] Também é possivel mostrar que a estabilidade assintética é invariante

por conjugagoes (veja defini¢ao [1.9.10| abaixo).

Para o caso particular em que f = A : R? — R? ¢ um campo linear no plano, com
detA # 0, existe uma classificagdo da origem (unico ponto singular do campo) baseada
no estudo dos autovalores A\; e Ay de A. Vamos apresentar abaixo, de forma breve, esta
classificagao; para maiores detalhes, sugerimos consultar [9].

Caso a. M\ € Ay sao reais e distintos.

Sejam vy, vy 0s autovetores associados aos autovalores A, Ao e Ey, Fy os subespagos
invariantes gerados por eles. A trajetéria de A por z = (11, 25) € R? é

A

o(t, r) = zreMtvy + 296 0y,

Caso a1. Ay < Ay < 0.

Neste caso, a origem é denominada no estavel. Todas as trajetérias tendem a origem
quando t — 400 e toda trajetéria tende a oo quando t — —oo. Se x; # 0, a reta tangente

a trajetdria tende a reta Fy quando t — +o0o. Com efeito, uma vez que Ay — \; < 0,
Aot

Lo ™ _ @60\2*)\1)'5

reMt xy

— 0, quando t — +oo0.

Se 1 = 0, as solugoes sao semi-retas sobre FEs.
Caso ay. Ay > Ay > 0.

A discussao sobre as trajetérias é semelhante ao caso a;. Neste caso, a origem é
chamada no instavel.

Caso az. Ay >0 > .

As trajetérias que passam por pontos de E; (r3 = 0) tendem a origem quando t —
+00 e as trajetorias que passam por pontos de Ey (z7 = 0) permanecem em FEs e tendem
a 0 quando t — —oo. Caso z1, s # 0, quando t — 400 a componente segundo E; tende
a 0 e a componente segundo Fs tende a co. De modo semelhante, a componente de E
tende a co e a de F5 tende a 0 quando t — —oo. A origem é denominada ponto de sela.
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Caso b. \y =a+ i e Ay = a — 13 sao complexos conjugados.
A trajetéria de A passando pelo ponto = = (x1,x3) é
O(t, ) = 2101(t) + 2202(t),
onde ¢1(t) = e*(cos ft vy — senftve) e ¢Po(t) = e*(sen St vy + cos 5t vy).
Caso b;. o= 0.

Todas as trajetérias sao elipses salvo a que contem o ponto 0. A origem é chamada
de centro.

Caso by. a < 0.

Quando t — +o0, toda solugao tende para 0 espiralando em torno da origem no
sentido horario (se # > 0) ou anti-horario (se f < 0). O ponto 0 é denominado foco
estavel.

Caso by. a > 0.
As solugoes tendem a origem quando ¢t — —oo em forma de espiral no sentido horario

(caso 8 > 0) ou anti-horério (caso § < 0). A origem é chamada de foco instdvel.

E2 E2 EQ

Ey
Ey
Ey

centro foco estdvel foco instavel
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Caso c. \1 e Ay sao reais e iguais a A # 0.
Em ambos os casos abaixo, a origem é chamada de nd imprdprio.
Caso ¢;. O nucleo de A — A\ é bidimensional.

Em outras palavras, A esta associado a autovetores v; e vy linearmente independentes.
Neste caso, a trajetéria de A passando por x = (x1,23) é a semi-reta

o(t,z) = eM(z1v) + Tov9).
Caso cy. O nucleo de A — A\l = E; é unidimensional.
Neste caso a trajetéria de A passando por x = (x1,2z3) é
B(t,z) = eM[(21 + twg)vy + 2909,

onde v; é tal que Av; = Avy e {v1, v} é uma base de R
Segue que as 6rbitas que passam por E; (x2 = 0) sdo semi-retas. Além disso, se
9 # 0 a reta tangente a trajetéria tende a E; quando t — 400 pois

At

1
T2e = — 0 quando t — +o0.

(1 + tag)eM ﬁ—; +t

Se A < 0, toda trajetéria tende a 0 quando ¢ — +o00. De modo analogo, A > 0 implica
que toda trajetéria tende a origem quando ¢t — —oo.

A<0 A>0

A<0 A>0

caso Cq Caso Co

Isto encerra nossa discussao sobre a classificacao da origem quando f = A é um
campo linear no plano.

Definicao 1.9.7 Seja x¢o um ponto de equilibrio do campo f : E C R" — R". Dizemos
que xo € um ponto degenerado se a matriz Jacobiana de D f(xq) é identicamente nula.

Encerraremos esta subsecao com a definicao de trajetoria periddica.
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Definicao 1.9.8 Uma trajetoria x : I — ¢ uma trajetoria periddica do campo f se
a trajetoria nao € singular e existem t1,ta € I tais que t; # ty e x(t;) = x(t3). Em
outras palavras, uma trajetoria é periodica se o caminho que a define nao é constante
nem injetor.

A partir da definicao acima é possivel provar que, necessariamente, I = R e existe um
tnico T' > 0, denominado periodo da trajetéria, tal que z(t) # x(0) para cada 0 <t < T.
Além disso, para cadat € R e k € Z, vale

o(kT +t) = x(t).

1.9.2 Retrato de fase

Nesta subsecao vamos supor que f : E — R" é um campo de classe C'! no aberto
E C R™ e que todas as solugoes de 2’ = f(x) tém intervalo méximo I = R.

Definicao 1.9.9 Dizemos que a curva integral definida pela imagem da trajetoria de
' = f(x) por xo € a érbita de f por xg.

Observagao 1.9.2 Apesar da nomeclatura desta definigdo e da definigao [I.8.1] serem
as mesmas, ao longo do trabalho ficard claro, no contexto, a qual das duas “érbitas”
estaremos nos referindo.

Decorre da proposigao|[1.9.2]que uma mesma érbita {z(¢)|t € R} C E pode ser definida
por uma infinidade de solugbes. Cada solugao de 2’ = f(x) fornece uma maneira de
parametrizar o mesmo conjunto, que é a érbita. J& por qualquer ponto escolhido de uma
orbita existe uma unica trajetoria do campo pelo ponto, que é a tnica solu¢ao maxima
que passa pelo ponto com t = 0.

Pela existéncia e unicidade decorre que por cada ponto de E passa uma unica 6rbita
do campo f e que érbitas distintas nao podem se cruzar. Isso nos diz que o dominio
aberto E do campo f é totalmente particionado em 6rbitas do campo. Muitas vezes o
dominio E do campo é chamado de espa¢o de fase do campo. O retrato de fase de f é
entao a particao do espaco de fase em érbitas orientadas.

Dois tipos importantes de érbitas no retrato de fase de um campo sao as parametri-
zadas por trajetérias singulares e por trajetorias periddicas. A primeira consiste em um
unico ponto, a singularidade, e chamamos esta dérbita de drbita singular. A segunda é
denominada orbita periodica cujo periodo é o mesmo da trajetoria periddica.

Definicao 1.9.10 Sejam f; : E1 — R" e fy : E5 — R™ dois campos de vetores com
fluzos ¢} e ¢?, respectivamente, e sejam xy € Ey e 1o € Ey dois pontos dados. Dizemos
que o campo f1 em w1, ou entio que o fluro ¢} em xy, € localmente topologicamente
(diferenciavelmente) conjugado ao campo fa, ou ao fluzo ¢? em xo, se existem vizinhangas
Uy C Ey de x1 e Uy C Ey de x9 e um homeomorfismo (difeomorfismo) g : Uy — Us, tal
que g(71) = 79 €
¢*(t,9(x)) = g(¢'(t,2))

para qualquer x € Uy e cada t € R tais que ¢*(t,z) € Uy. O homeomorfismo (difeomor-
fismo) g € dito uma conjugacao local entre os campos nos pontos dados.
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E possivel mostrar que uma conjugacao entre dois campos de vetores mantém as
propriedades dinamicas dos dois campos, levando trajetorias em trajetorias e preservando
o aspecto do retrato de fase. Assim, por exemplo, toda conjugacao topoldgica leva
singularidades em singularidades e orbitas periédicas em orbitas peridédicas de mesmo
periodo.

O proximo teorema garante que, sob certas condicoes, o aspecto do campo f em torno
de um ponto singular z, é semelhante ao aspecto do campo linear D f(zg) préximo da
origem. Uma demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 73.

Teorema 1.9.2 (Grobman-Hartman) Seja zo € E um ponto de equilibrio do campo
de vetores f : E — R™ de classe C' definido no aberto E C R™. Se xy € tal que todos os
autovalores generalizados de D f(xq) tém parte real nao nula entao f é, em x, localmente
topologicamente conjugado ao campo linear D f(xg) : R — R™ em 0.

O teorema de Grobman-Hartman nos permite classificar os pontos singulares de um
campo planar utilizando a classificacao feita na subsecao [1.9.1] para os campos lineares
no plano. Assim, por exemplo, um ponto singular zg de um campo f : £ C R? — R?
serd dito um no estavel se a origem de D f(xp) é um né estavel.

1.9.3 Fluxo tubular

~ Considere a equagao diferencial y' = f(y) definida em R"™ pelo campo constante
f :R™ — R" definido por

f(ylayQa >yn) = (1707 70) =e1 € Rn>

com a condicdo inicial ¥(0) = (y1, Yo, ..., ¥n) € R™. Obviamente, a solucao de y' = f(y) é
y(t) = (1 + t, Y2, ..., yn). Portanto, todas as solugoes comegando no ponto (¢, ys, ..., Yn)
estardo apés decorrido um tempo ¢ na posi¢ao (¢ + t, 4, ..., y,). Em outras palavras, o
fluxo de f é dado por

¢t(y17 Y2, .-y yn) = (yl + t7y27 7y’fl)

Dizemos que o fluxo do campo constante f é laminar ou tubular, pois todas as tra-
jetorias que estao no hiperplano afim y; = ¢ estarao no hiperplano afim y; = ¢+t apds
decorrido um tempo t.

Definicao 1.9.11 Dado um campo f : E — R", dizemos que o ponto ro € E tem
a propriedade do fluxo tubular se existem uma vizinhanca U C E de xg, denominada
vizinhanca tubular de zo, um aberto W C R"™, uma constante r > 0 e um difeomorfismo
g:U — (=r,r)xW que conjuga o fluro ¢ de f em U com o fluxo ¢y do campo constante

fy1,y2, o yn) = (1,0,...,0) em (—r,7) x W, ou seja, vale

(L, g(x)) = g(o(t, x))

para qualquer x € U e cada |t] <.
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Em outras palavras, o ponto zy tem a propriedade do fluxo tubular se o campo de
vetores f, na vizinhanca de zy, é dado por f a menos de uma mudanca de coordenadas
g.

O proximo teorema garante que em torno de um ponto que nao é de equilibrio o
campo f se comporta como o campo constante f .

Teorema 1.9.3 (Teorema do fluxo tubular) Seja f : E — R™ um campo de classe
C' no aberto E C R™. Sexy € E nao é um ponto de equilibrio, entdo xy tem a propriedade
do fluxo tubular.

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor que zo = 0 e que f(0) =
ae; = (a,0,...,0). Por hipétese, f(zg) # 0 € R, portanto o # 0 € R. Denotemos por
H o hiperplano

H = [e1]F = {(0, 7, ..., 7)) |za, ..., 7, € R}.

Uma vez que f(0) ¢ H temos, pela continuidade de f, que o mesmo vale para uma
vizinhancga de 0. Assim, podemos escolher uma bola aberta W C R" centrada na origem
0cR"talque W C Ee f(r) ¢ H paracadax € WNH. Denotando S = W N H observe
que para r > 0 suficientemente pequeno temos (—r,7) x S C E, onde R™ foi decomposto
em R x R 1,

Considere a aplicagao h : (—r,r) x S — R" definida por

h(t, (0,22, ...,2,)) = &(t, (0, 22, ..., x,)) = (0, g, ..., ).
Utilizando a equacao logo apds a definicao [1.9.3| obtemos

oh )0,
5(070) = 5(070) = f(¢(0’ O)) = f(O) = aeq.

Além disso, como h(0, (0, z3,...,x,)) = (0,22, ...,x,), temos que todas as derivadas par-
ciais de h em relagao a z; em 0 sao iguais a e;, para cada 2 < ¢ < n. Portanto, a
matriz Jacobiana de Dh(0,0) = diag(a, 1, ..., 1) tem determinante igual a a # 0 donde,
¢é inversivel.

De acordo com o teorema da aplicagao inversa, existem ¢ > 0 e uma bola aberta W)

centrada em 0 tais que h restrita a (—e¢,€) x <WO N S) ¢ um difeomorfismo sobre um

aberto U de R".

Seja g : U — R™ o difeomorfismo inverso. Afirmamos que em U a aplicacao g conjuga
o campo f com o campo laminar constante ¢ = ey, isto é, que ¥y 0g = go ¢; em U, para
cada [t] < e.
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Fixado x € U, sejam ty € (—¢€,€) e ¢ = (0,¢a,...,¢,) € Wy N S tais que x = h(ty, ¢) =
o(to, ¢). Entao g(x) = g(h(te,¢)) = (to,¢) e dado t € R, com t + ty € (—¢, €), segue

oi(x) = d1(9(to, €)) = d(t + Lo, ).

Portanto,
(go¢)(x) = g(d(x)) = g(h(t +1o,C))
= (t+10,6) = thu(to, ¢) = ¢u(g(x)) = (Y © g) ().
Isto prova a nossa afirmacao e demonstra o teorema. 0

1.9.4 Conjuntos invariantes

Nesta subsecao vamos manter as hipdteses de que o campo f: F C R™ — R™ ¢é de
classe C'! e que todas as solugoes de @’ = f(x) estao definidas para todo ¢ real. Desta
maneira o fluxo ¢(t, ) = ¢;(x) de f fica definido para todo = € E e todo ¢ real.

Definigao 1.9.12 Dizemos que um conjunto C' C E ¢ invariante pelo fluxo ¢ do campo f
se p(t,C') C C para todot € R. Dizemos que C' € positivamente invariante se ¢(t, C') C C
para todo t > 0 e negativamente invariante se ¢(t,C) C C para todo t < 0.

Observe que qualquer érbita definida pela trajetoria de um campo é um conjunto
invariante pelo fluxo do campo; em particular, qualquer ponto de equilibrio é invariante
pelo fluxo. Qualquer uniao de érbitas do campo também é um conjunto invariante. Mais
que isso, um conjunto ¢ invariante pelo fluxo do campo se, e somente se, contém a érbita
de cada um de seus pontos.

Definigao 1.9.13 O conjuto w-limite de um ponto x € E € o conjunto L, (x) dos pontos
y € E para os quais existe uma sequéncia t, — 400 tal que

lim ¢, (z) =y.

n—-+4oo

Analogamente, o conjunto a-limite de um ponto x € E € o conjunto L,(x) dos pontos
y € E para os quais ¢, (x) — y para alguma sequéncia de tempos t, — —oo.

Proposicao 1.9.3 Se y estd na drbita de x, entao L, (y) = L, (z).
Demonstragao. Seja y um ponto da orbita de z, digamos y = ¢;(x) para certo t. Seja

z € L,(x), de modo que existe uma sequéncia t,, — +oo tal que ¢, (z) — z. Entao, de
acordo com a proposicao [1.9.2]

z = nETOO b1, () = ngffoo b1, (Po(z)) = nE{{loo Gt (Pr—t(2)) = nEIfOO b1, —t(Pe(T))
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Portanto, existe uma sequéncia t, —t — +oo tal que ¢, _+(y) — 2. Logo, z € L,(y)
donde L,(z) C L,(y). De maneira semelhante, como z estd na érbita de y, podemos
mostrar que L, (y) C L,(x) e concluir que L,(y) = L, (z). O

Decorre da proposicao anterior que faz sentido definir os conjuntos w e a-limite de
uma orbita como os conjuntos w e a-limite de qualquer um dos pontos da orbita. Os
resultados seguintes fornecem algumas propriedades topoldgicas dos conjuntos L, (z) e

Lo ().
Proposicao 1.9.4 O conjunto L, (z) € fechado e invariante.

Demonstracao. Dado y € L, (z) vamos mostrar primeiro que ¢;(y) € L, (z) para cada
t € R. De fato, existe uma sequéncia t,, — +oo tal que ¢y, () — y. Como ¢(x) = ¢(t,x)
¢ continua em z, temos

Hm ¢y, (2) = ¢4 ( lim %(ﬂf)) = ¢:(y)

n—-4oo n—-+4o0o

para cada t € R. Como t + ¢, — 400 resulta que ¢(y) € L, (z). Isso mostra que L (z)
¢ invariante pelo fluxo de f.

Para mostrar que L, (x) é fechado, vamos mostrar que seu complementar é aberto.
Segue da defini¢ao de w-limite que dado y € R™ — L, (x) existem € > 0 e t > 0 tais que
oi(z) ¢ B(y,€) para cada t € R, com t > t. Decorre que B(y,¢) N L, = () de modo que
B(y,e) C R™ — L,(z) e portanto R™ — L, (x) é aberto. O

Proposicao 1.9.5 Se C C E € um conjunto fechado e positivamente invariante, entao
L,(z) C C para cada x € C.

Demonstracao. Dado y € L, (z), com z € C, existe uma sequéncia t, — +oo tal que

y= lim ¢, ().

n—-4oo

Temos ¢, (x) € C pela invariancia de C' e como C' e fechado, temos y € C. Logo,

L,(z) CC. O

Corolario 1.9.1 Se a drbita de f por x € periddica, entio L,(x) € a prépria orbita
periodica.

Demonstracao. Suponha que a orbia v de f por x seja periddica de periodo T'. De
acordo com o que observamos logo apos a defini¢ao Onr () = ¢o(x) = x para todo
n € Z. Por um lado sabemos que v é fechado e invariante, o que implica L,(x) C 7
de acordo com a proposicao m Por outro lado, dado y = ¢;(z) (¢ fixo) um ponto
qualquer de 7, temos ¢y ,r(x) = ¢¢(x) = y para todo n € Z de modo que y € L, (x) pois
t +nT — +oo quando n — +o00. Logo, v C L, (z) e concluimos que v = L, (x). O

Corolario 1.9.2 Se z € L, (x), entdao L,(z) C L,(x).
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Demonstracao. Segue da proposicao que L,(z) é fechado e invariante. Dado
z € L,(x), decorre da proposicao que L,(z) C L,(x).
O
Encerraremos esta subsegao apresentando dois teoremas que dizem respeito aos cam-
pos planares. As demonstragoes destes teoremas podem ser encontradas em [4].

Teorema 1.9.4 (Teorema de Bendixson) Sejam E C R? aberto simplesmente co-
nexo e f : E — R% um campo de classe C*. Se f tem wma drbita periddica, entdo ou
div f € identicamente nulo ou troca de sinal em E.

Teorema 1.9.5 (Teorema de Poincaré-Bendixson) Os inicos conjuntos w-limite com-

pactos, nao-vazios e sem singularidades de um campo planar sao as orbitas periddicas do
campo.
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Capitulo 2

Resultados Principais

Uma vez que demos o embasamento tedrico necessario no capitulo 1, desenvolveremos
neste capitulo o estudo das hipersuperficies de curvatura escalar nula invariantes pela acao
do grupo O(p+1) x O(g+1). Veremos na préxima segao que o estudo das hipersuperficies
invariantes por O(p + 1) x O(q + 1) em RP*%"2 pode ser reduzido ao estudo de curvas
geratrizes no plano e que a hipétese adicional de que tais hipersuperficies sejam também
de curvatura escalar nula nos conduz diretamente a um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias que por sua vez esta associado a um campo de vetores no plano. O estudo
deste campo, feito na segao 2.2, é de fundamental importancia para a classificacao destas
hipersuperficies. Uma vez obtidas as caracteristicas das érbitas do campo associado, na
secao 2.3 interpretamos estas informagoes para classificar as hipersuperficies de curvatura
escalar nula invariantes pela a¢ao do grupo O(p + 1) x O(¢ + 1).

2.1 Hipersuperficies de curvatura escalar nula inva-
riantes por O(p+1) x O(qg+1)

Definicao 2.1.1 Sejam M wuma variedade, G um grupo de Lie e ¢ : G X M — M um
grupo de transformagoes agindo em M. Dizemos que M ¢ invariante pela agao do grupo
G quando ¢4(M) C M para todo g € G.

Sejam G = O(p+ 1) x O(q + 1), RPT42 = RPFL x RITL ¢ gy 1 G x RPTIT2 — RPFa+2
a acao dada por n(A, B, z,w) = (Az, Bw). Sabemos do exemplo que o espaco de
orbitas de n pode ser identificado com o conjunto

Q= n(R?) = {(2,y) e R% 2 >0, y > 0}

Logo, toda hipersuperficie invariante pela acao do grupo G é imagem inversa pela
aplicacdo 7 de alguma curva v(t) = (z(t),y(t)) em Q. Tal curva é chamada curva
geratriz ou curva perfil. Em particular, a imagem inversa 7~ 1(y) da semi-reta y(t) =
(tcosf,tsend), t > 0, que faz um angulo 6 com eixo z, recebe o nome de cone Cp.

Uma parametrizagao explicita de uma hipersuperficie invariante M = 7~ !(~) é dada
por

X(ta ¢1a --'7¢p7w17 "'7¢q) = <l’(t)(1)(¢1, 7¢p)7y(t)\p<wla "'>wq)>a
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onde ® e ¥ sao parametrizagoes das esferas unitarias SP(1) C RFt! e S7(1) C R?™ em
coordenadas polares (veja o apéndice . O vetor normal associado a esta parametrizacao
é

Amu¢h“w@”¢h“q¢0::(—y@yw¢h“w@%xxowgm,%¢g>.

A partir dele obtemos as curvaturas principais de M = 7~ 1(v), a saber,

—a”(t)y/(t) + 2/ (t)y ()

[(2/(£)2 + (' (£))2]2

- y(t) =12
(TR + (D) i
ki = — r(t) J=p+1,p+2,..ptq.

y(t)V/(@ (1) + (v ()

Por outro lado, a curvatura escalar da hipersuperficie M é dada por

52 - Z k’ilk’iz'

11 <t9
Deste modo, se M = 7~ 1() é uma hipersuperficie invariante de curvatura escalar
nula, podemos verificar, substituindo os valores das curvaturas principais na equacao
acima, que a curva geratriz y(t) = (x(t),y(t)) satisfaz a seguinte equagao:

1 "Wy’ (M) + ' ()y" (1) ( y'(t) x'(t))

- (l”(t))2+(y’(t))2[ (@'(t)? + (y'(t))? -

Pty ~ Ty

[N 2 O N R SN 2 (O A 4 40
o= (%) + 3000 (55) pquwmw]

As curvas regulares (z(t),y(t)) satisfazendo a equacdo S; = 0 sdo invariantes por
homotetias e, portanto, cada solugao ~(t) de determina uma familia M), de hipersu-
perficies invariantes de curvatura escalar nula geradas pelas curvas v, (t) = (Az(t), Ay(¢)).

Quando y = y(z) a equaca@o pode ser escrita como

ey (1487 [t (@) - e g (2)]

(2.1)

+

= 2.2
Por outro lado, se x = z(y), temos
2 2
dz (p—1) (¢=1) z ( dz dz
P (1 + (%) ) [— vt () (@)]
dy —py +aqry,
As equacoes (2.2) e (2.3) mostram que as curvas geratrizes possuem singularidades
d dx

nos zeros das equagoes —qx + py% e —py+ qxd—y.
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Se assumirmos que <y estd parametrizada pelo comprimento de arco obtemos as
equacoes

0=2"(t)2"(t) + 4" (t)y'(t); (2.4)

— () z y'(t) z'(t) . y'(t) ’
0 = o+ w0l (s45 - aS) ) + gro- 0 () -

1 NARFONTD o)
x'(t ' (t)y'(t
el (y<t> ) REEOION

Isolando y” na equagao ([2.4)) obtemos no termo que esté entre colchetes da equagao

23):
/ 1\ 2
—x”y' +$/ <_$”§) — —ZL‘H (y/ + (‘ZI) )

Logo, podemos reescrever a equacao ([2.5)) do seguinte modo:

"o__

2 2 ’ ’
/0 [19t- 1) (48)" + data -1 (29)" - pezig2e]

v () '

[pzm qy(t)]

Analogamente podemos isolar x” em ([2.4)), substituir em ([2.5)) e obtermos

/ 2 ZBI 2 !
—a'(t) {%p(p ~ 1) (48) +dala— 1) (58) —pa mggy((?)}

n vt 2l
[p 2(0) qy(t)]

7

2.2 Analise do campo vetorial associado

Considere a mudanca de varidveis (x,y) — (u,v) devida a Bombieri - de Giorgi -
Giusti (veja [2]),

/
u = arctan <Q> e v = arctan (y_/) : (2.6)
x x

Uma ideia geométrica desta mudanca estd ilustrada na figura a seguir.
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Segue que u e v satisfazem as seguintes relagoes:

- )
CosU = ———, sen Uy = ———, 2.7
/1'2 _|_y2 /513'2 _|_y2 ( )
cosv =21, senv =y, (2.8)
y/x _ yxl
o=ty =Y (2.9

onde as duas ultimas igualdades sao obtidas ao derivarmos (2.6 em relagao a t.
Observe agora que os parametros (u,v) estao no fecho do conjunto R = (0,%) X
(—m, ) uma vez que (x,y) € Q. Estes parametros também sao invariantes pela homotetia

(z,y) = Az, y).
Admitindo " # 0, multiplicando ([2.5)) por

2y 2y’ (y'z — ya')
—Uu —
221 3 (22 1 y2)?
e usando as equagoes (2.7), (2.8]) e (2.9) teremos

$2y2 y/ o 1 y/ 2 1 Z 2 x’y’
0 = — 2 wlv(pl—¢=)+2pp-D (L) +2qq-1(Z) -
212 | (pw qy>+2p<p )(gj) +5alg )(y) P

2’y y p(p—1) v’ (g — 1) @’
) I y2ulvl (p; - q_) + 9 (y/)sz + 2 +u 9 (I,)2x2 + 12
! !
—pqu'z'y ——"—
ety
2,2 / / -1 -1
L —— <py— - qx—) + u'm sen 2v sen 2u + U/M cos® v cos? u
21 .2
44y x Y 2 2

—pqu’ cos v sen v cos usen u
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2,2 / / -1 -1

= 2Y py— - q£ + pp=1) sen v sen %u + ala—1) cos® v cos® u
22+ 1? x Yy 2 2

—% sen (2v) sen (2u)] :

Deixando de lado a segunda parcela da igualdade acima e desenvolvendo a primeira
parcela, teremos

$2y2 u'! py_/ . qx_/ _ $2y2 ch/ - yI’U/ py_, _ q£/
2+ y? 2?2+ 2 x y

22y’ x

y/ /)
= cosusenv — senucosv) | p— —q—
($2+y2>( /x2+y2)( >( x Yy

sen (v — ) | py v r ,_ y
= v'sen(v—u —qx
Wy arg U Ry
= —v'sen (u—v) (psenvsen’ucosu — qcosvcos” usenu)

—v' cosusenusen (u — v) (psenvsenu — qcosvcosu) .

Segue finalmente que

0 = —v'[cosusenusen (u— v)](psenvsenu — qcosv cosu)
-1 -1
+ {% sen 2v sen 2u + % cos? v cos? u — % sen (2v) sen (2u)

= —v' - Xi(u,v) +u - Xo(u,v)

 {(uter ). (40),

onde
Xi(u,v) = [cosusenusen (u—v)|(psenvsenu — qcosvcosu), (2.10)
-1 -1
Xo(u,v) = Z% sen 2v sen *u + % cos® v cos® u
- %sen(%) sen (2u). (2.11)

A equagao (X1, X3), (—=v',u)) = 0 implica que o vetor X = (X, X3) é paralelo ao ve-
tor tangente a curva ¢(t) = (u(t),v(t)). Logo, a equagao diferencial (X7, Xs), (=o', u)) =
0 é equivalente ao sistema de equacoes diferenciais ordinarias associado ao campo vetorial
no plano (u,v), dado por

X(u,v) = (X1(u,v), Xa(u,v)) = (¢',0).

Cada orbita ¢(t) = (u(t),v(t)) de X estd associada a familia M) de hipersuperficies
geradas pelas curvas geratrizes v,(t) = (Ax(t), \y(t)) determinadas por ¢ a menos de
uma homotetia.
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Como as fungoes Xi(u,v) e Xo(u,v) sdo limitadas (por serem soma e produto de
fungoes limitadas) segue que o campo vetorial X (u,v) é limitado. Além disso, é imediato
verificar que X (u,v) é periédico, de periodo 7, em ambas as varidveis, u e v. Os dois
lemas seguintes fornecem algumas propriedades das fungdes X;(u,v) e Xo(u,v).

Lema 2.2.1 A primeira fungdo coordenada X;(u,v) do campo vetorial X possui as se-
guintes propriedades:

(1) E identicamente nula ao longo dos grdficos das fun¢ées u =0, u = Tovi(u)=ue
va(u) = u—7;

(2) E identicamente nula ao longo do grdfico da fun¢do vs(u) = arctan (% cot(u)),

u € (0,7). Além disso, lir% vg(u) = g} lim vs(u) = _g;
(3) X1(u,0) = —qcos* usen?u e Xi(u,5) = —pcos® usenu;

(4) X1 € estritamente positiva nos sequintes conjuntos abertos

R = {vl(u
Ry = {Ug(u
Ry = {vg(u

(

P
R; = {vgu <v<vgu}ﬂ{7r—arctan(\/g><u< 7T};

Ry, = —g§v<vl(u)}ﬂ{—§§v<v3(u)}ﬁ{0<u<§},
Ry = qus(u) <v<Frnqu(u) <v<ge,

Ry = Jus(u) <v<Trnqu(u) <v< g ﬂ{%<u<7r},
Ry = —g§v<v3(u)}ﬂ{—§§v<v2(u)}.

Demonstracgio. E imediato verificar que Xi(u,v) é identicamente nula ao longo dos
graficos das fungoes u =0 e u = g Entao vamos supor u # 0, g e fazer Xi(u,v) =0

para obtermos
cosusenusen(u—ov) =0 ou psenvsenu — qcosvcosu = 0.

Decorre da primeira igualdade que

COS U sen U( SEN U COSV — Sen v CoS U) = O = COS U Ssen 2u COSU = COSZUSGHU,SGDU
u;ég 9
= Sen “u CoOS vV = COS U sen u sen v
u7#£0

= Senu Cosv = senusenv.



T T
Se v # j:§ segue que tanv = tanw donde v = w ou v = u — 7. Se porém v = iE

podemos verificar que X7 (u, ig) # 0 para todo u € (0, 7).

Decorre da segunda igualdade que
u#0 q
pSenvsenu = ¢cosvcosu = Senv = ot ucosv

vEES

=° tanv = %cotu

= v = arctan (2% cot u) :
Em suma, X(u,v) é nula apenas ao longo dos gréficos das fungoes

u=0, u , vi(u)=wu, ve(u)=u—7m e wvz(u)=arctan (gcotu).

D

Il
o

Feito isto, os demais itens sao de facil verificagao. Um esboco das regioes do item (4)
¢ apresentado mais adiante com ¢ > p. U

Lema 2.2.2 A sequnda fungdo coordenada Xo do campo vetorial X possui as sequintes
propriedades:

(1) E identicamente nula ao longo dos grificos das fungées

=+ +qg—1
w4 (u) = arctan (pq pap -1 cot(u)) :
p

(p—1)
e . . T . i
u € (0,m). Além disso, hr% we(u) = BL lim w4 (u) = —5

(2)
XQ(O, v

) =1q(qg—1)cos?v, X5 (%,v) =1ip(p—1)sen?v,
XQ(U,O) =

q(qg—1)cos?u, X5 (u, %)= 3p(p—1)sen’u;

DN [ =0 [

(3) Xo € estritamente negativa nas regioes

S = Jw_(u) <v<wi(u)pN O<u<%},
S3

wy(u) <v<w_(u)pN{5 <u< 71'};
e Xy € estritamente positiva nas regioes

Sy = -3 v<w+(u)}ﬂ{—§§v<w,(u)}ﬂ{0<u<7r},
Sy = w+(u)<v§§}ﬂ{w_(u)<v§g}ﬂ{0<u<7r}.

IN

Demonstracao. Como no lema anterior, é facil verificar que X5(0,v) # 0 # X5(m,0) e
que Xo(u, :I:g) # 0. Deste modo, supondo u # 0, g e fazendo Xs(u,v) = 0, decorre que
p(p—1) q(q —1)

2 2

sen 2’U sen 2u — PQ COS U COSV sen U sen v + COS2 v COS2 u = 0.
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Multiplicando ambos os lados da equagao acima por (cos? vsen ?u)~! obtemos a equagao
quadratica em tan v,
(¢—1)

—1
]Mtan%} — pgcotutanv + a

5 5 cot>u =0,

cuja solucao é

pq cot u £ \/(pq)2 cot?u — 4p—(p;1) —q(q;) cot? u

tanv = 2p(p_1)

2

pgcotu £ /(pq)®> — pa(p — 1)(q — 1)| cot u|
pp—1) ’

Logo, Xs(u,v) é identicamente nula apenas ao longo dos graficos das fungoes

a(u) = arctan [ 22 cotu £ 1/(pqg)? — pa(p — 1)(q — 1)| cotul
* p(p—1) '

Observe que os gréaficos destas funcoes e das funcoes

- pg++/pgp+q—1)
w4 = arctan cotu |,
plp—1)

cobrem o mesmo conjunto em R? Portanto, podemos afirmar que X,(u,v) é identica-
mente nula apenas ao longo dos graficos das fungoes w4 (u). Agora é imediato verificar
os demais itens do lema. Um esbogo das regides do item (4) é apresentado logo a seguir

com q > p. L]
U1
T ]
- ' 2
2 Ry !
Ry N
0—--'--R‘2' '}?6" Moy 0~
Ry Rq
: R
_% t ,8 /U3 _E
2
Lema 2.2.1 Lema 2.2.2
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Decorre das equagoes (2.10)), (2.11)) e dos lemas que acabamos de apresentar que os
pontos de equilibrio do campo X sao obtidos ao intersectarmos as curvas vy(u), va(u)

e v3(u) com as curvas w4 (u) e ao fazermos uso da periodicidade de X. A proposi¢ao
seguinte é imediata.

Proposigao 2.2.1 As singularidades do campo vetorial X (u,v) em R = [0, %] x [—m, 7]
ocorrem nos pontos

P1:<O>_%>7 P2:<0>%>7 P3:<%7_7T>7 P4:

Pﬁz(a,OC), P7:<6,ﬁ>, P8:<a,a—7r> e Py=

onde

B \/pq— pq(p+q—1)
o = arctan
p

~1
v (2.12)
5 — arctan \/pq +Vpalp+q-1)
plp—1) '

As figuras abaixo nos dao uma ideia geométrica do que diz a proposicao anterior
separando os trés casos possiveis: p < q,p=qep > q.

A A
T v i T v
b5 Ps
x D2 x [ P2
2 2
pr7
De p7
Pe
D D
N S
© P4 u © Z U
0 = 0 -
Pt _a b
2 2
Po
Pps Po
Ps
S S
Y 1 Y
r D3 _W P3
caso p < q caso p =4q
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™ v
Ps
x (P2
2
@
p7
Pe
P4 U
0 =
Y%
2\
. 7
_alh O]
2
S
Po
Ps
- rp 3
casop > ¢

Observacao 2.2.1 Derivando cada fungao coordenada do campo X em relagao a u e v
obtemos a matriz da diferencial de X, DX (u,v) = (a;;) € M(2), cujas entradas sao

1
a;; = [cos(Qu) sen (u —v) + 5 sen (2u) cos(u — v)] [—q COS U COS U + P sen usen v

1
+§ sen (2u) sen (u — v) [q COS U Sen U + P sen v cos u] ;
a1z = —gsen (2u) cos(u — v) [—q COS U COS U + p sen u sen Ui|

1
+§ sen (2u) sen (u — v) [q COS U SeN ¥ + P sen u cos v] ;

agn = —qcosucosv|(q—1)cosvsenu + pcosusenv)
+psenusenv|gcosvsenu + (p — 1) cosusenvl;
azy = —qcosucosv|(q—1)cosusenv + pcosvsen ul

+psenusenv|gcosusenv + (p — 1) cosvsen u).
Algumas vezes a matriz DX (u,v) é chamda de a parte linear de X.

Lema 2.2.3 Para v =u, a parte linear de X é dada por DX (u,u) = (b;;), onde

sen (2u)

sen (2u 1
biy = —bp = 9 [—qcos® u+ psen®u] = (2u)

2 1+ tan?u

[—q + ptan® u);
bor = by = [p+q—1]bn.
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Além disso, DX (u,u) = DX (u,u —7) o que implica DX (Ps) = DX(Ps) e DX(Pr) =
DX(Py).

Demonstracao. As expressoes de (a;;) dadas na observacao nos fornecem, apds
algumas simplificacoes, as expressoes de (b;;). A partir da observagao podemos ver,
também sem dificuldade, que DX (u,u) = DX (u,u — 7). Sejam

— 1
pg —/pe(p+q )>0,

w = tan’a =
p(p—1)
\/ -1

w = tanQB:pQ+ pq(p—i—q )>O.
p(p—1)

Antes de calcularmos as matrizes DX (Fs) e DX (P;) notemos o seguinte:

pg>1 = 0<(p+q)p—1)=plp—1)+qp—q=—q+pp+q—1)
= ¢ <pgp+q—1)

= —q<0<qg<ypelp+q—1).
Usando a desigualdade —q < v/pq(p + g — 1) obtemos

0<q—pg+pg++/pap+q—1) = —qlp—1)+pg++/pelp+q—1).

Logo,
pq+/pa(p+q—1)

0<—q+
Portanto, —g + pw > 0. De maneira semelhante, a desigualdade ¢ < \/pg(p+¢q—1)

implica —q 4+ pw < 0.
Agora, fazendo a = by1(Fs) e b = by (Fs), obtemos

sen (2«) 1

“ = 2 1+tan2a(—q+ptan2a)
= senacosa(l + tan® oz)m(—q—l—ptan2 a)
= senacos asec’ ozm(—q—i-ptan2 @)
— %(—q + ptan” )
= MLUZU)Q(—Q + pw).

Logo,

b = (p+q—1)b11(Fs)
= (p+q—1a
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Segue dai que DX (FPs) = DX (Fg) = [ @ } :

b b
Analogamente podemos mostrar que DX (P;) = DX (Fy) = % _% , onde
d:ﬂ(—q—l—pw) e b=(p+q—1)a

(1+w)?
Por fim, notemos que
—q+pw <0< —q+pw = a<0<a.

O

O leitor pode observar que a demonstragao acima foi além do afirmado no enunci-

ado do lema. Fizemos este esforco adicional porque usaremos fortemente o sinal das
constantes a e @ na demonstracao da préxima proposicao.

Proposicao 2.2.2 Para quaisquer inteiros p,q > 1, os pontos singulares Py, Py, P3, Py
e Ps do campo vetorial X, sao pontos degenerados. Se p+q < 6, Ps e Py sao nos estdveis
e P e Py sao nos instaveis. Sep+q > 7, Ps e Py sao focos estaveis e P; e Py sao focos
instdveis.

Demonstragao. Sabemos que o polinémio caracteristico da matriz DX (u,v) C M(2) é
p(\) = A — trDX (u, v)\ + det DX (u,v).

Segue que as raizes de p(A) sao dadas por

_ trDX(u,v) £ /(trDX (u,v))? — 4det DX (u,v)
= : 7

A

que sao os autovalores do operador DX no ponto (u,v). Assim, é suficiente estudarmos
os sinais destas raizes em cada um dos pontos P, 1 = 1,2, ..., 9.

Podemos verificar através da observagao que A = 0 para qualquer dos pontos
P, 1=1,...,5. Logo, os pontos P; com ¢ = 1,...,5 sao todos degenerados.

Em relacao aos pontos Py e Py temos

a+bEtva?+b?—6ab a+b+ Va2+ (p+q—1)2a2—6(p+q—1)a?

A= =
2 2
_ a+b+tlal\/(p+q)?—8(p+q) +8
2
B a+bj:|a|\/[p+q+(—4+2\/§)][p+q—|—(—4—2\/§)]
= 5 ,

Uma vez que —4+2v2 ~ —1,7 ¢ —4—2V2 ~ —6,83 fica claro a partir da
igualdade acima porque distinguimos no enunciado os casos p+qg < 6ep+qg > 7. No
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primeiro caso os autovalores sao reais puros e no segundo eles sao complexos com parte
real igual a a+b. A partir (da demonstragao) do lema podemos observar ainda que

a+b=a(p+q) <0 eque [p+q+(—4+2V2)p+g+(—4—2v2)] < (p+q)>

Logo, caso p+ q < 6,

a+b+\a|\/[p+q+(—4+2\/§)][p+q+(—4—2\/§)]

A =

2
_ a(p+ez)+2|al(p+Q) _ G(P+Q);G(P+Q) s
. atb—laly/lp+q+ (~4+2vD)][p+q+ (—4 - 2v2)]
> 2
_ a+b:a(p+q)<0.

2 2

Obviamente, caso p + ¢ > 7, a parte real de \j, Ay é negativa. Segue que Py e Py sao
nos estaveis (caso p 4+ ¢ < 6) ou focos estaveis (caso p+q > 7).

Toda esta analise feita para Py e Py pode ser reproduzida com os pontos Pr e P,
para concluirmos que P; e Py sdo nds instdveis (caso p + ¢ < 6) ou focos instaveis (caso

p+q >T). Isto finaliza a demonstragao.
O

Lema 2.2.4 As fungoes f(u,v) = cosusenusen (u—v), g(u,v) = psenvsen u—q cosv cos u
e Xo(u,v) satisfazem as sequintes igualdades:

fu = senucosv(2—3sen’u)+ senucosv(2 —3cos’u);  (2.13)

f 9. = —qcosucosv[sen? u(senvcosu — cosvsenu)|
+-psen usen v[— cos® u( sen v cosu — cosvsenu)]; (2.14)

(X2)y = —qcosucosv|(q—1)cosusenv + psenucos v
+psenusenv|gcosusenv + (p — 1) senu cosv|; (2.15)

fgu+(X2)y = g-[senucosv(p— sen?u)+ senvcosu(q — cos®u)]. (2.16)

Demonstracao. Calculando diretamente cada um dos termos do lado esquerdo nas
igualdades acima, obtemos

fu = (—senusenu + cosucosu)sen (u— v) + cosusenucos(u — v)
= (cos®u — sen?u)(senucosv — senvcosu)
+ cosusenu(cosu cosv + senusenv)
= (1 —2sen’u)senucosv + (1 — 2 cos®u)senvcosu
+ cos® usenucos v + sen *usen v cos u

= (2 —3sen’u)senucosv + (2 — 3cos® u) sen v cos u.
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f-gs = cosusenusen(u—v)(gsenucosv+ pcosusenv)
= gcosucosvsen?usen (u — v) + psenusen v cos® usen (u — v)
= —qcosucosv[sen?u(senvcosu — senucosv)]

+psen u sen v[— cos® u( sen v cosu — sen u cosv)).

q(q — 1)
9
—pq cos usen u(— sen v sen v + cos v cos v)

(p—1)

D
COS2 uUCcosvsenv + 2 sen 2U Sen v cosv

(X2)y = —2

= —q(q—1)cos’ucosvsenv + p(p — 1) sen *usen v cos v
+pg sen usen v cos u — pq cos u cos” v sen u
= —gcosucosv|(q¢—1)cosusenv + pcosvsenul

+psenusenv|(p — 1) senucosv + gsen v cos uj.

frgu+(X2), = —qcosucosv[sen?u(senvcosu — senwu cosv)
+(q — 1) cosusenv + pcosvsen u]
+-psen usen v[— cos® u( sen v cosu — sen ucosv)
+(p — 1) senw cos v + g sen v cos u)
= —qcosucosv[senucosv(p — sen?u) + senvcosu(q — 1 + sen *u)]
+psenusenv[senucosv(p — 1+ cos® u) + senw cosu(q — cos® u)]
= (—qgcosucosv + psenusenv)[senucosv(p — sen’u)
+sen v cosu(q — cos? u)]

= g-[senucosv(p — sen’u) 4 senvcosu(q — cos®u)].

Na proposicao a seguir vamos analizar o comportamento de X nas regioes

D1: Oag)x<0ag)a D2: O7%>X<_7_2ra0)a
Dy — g,w)x(o,g) e D, = g,w)x(—g,o).

Proposicao 2.2.3 A divergéncia do campo vetorial X (u,v) é
div X (u,v) = (—qcosucosv+ psenusenv)[senwucosv(p+ 2 — 4sen’u)
+senvcosu(q + 2 — 4 cos® u)]
e, portanto, X nao tem orbitas periodicas em Dy U Dy U D3 U Dy.
Demonstracao. Utilizando as fungoes f, g e X dadas no lema temos

div X(u,v) = (Xi)u+ (Xo)o=[fu- g+ [ gu] + (X2)o
= furg+I[f gut (Xo)
= senucosv(2 — 3sen’u) + senwucosv(2 — 3cos’u) - g
+[senucosv(p — sen?u) + senw cosu(q — cos®u)] - g

= g[senucosv(p+2— 4sen’u) + senvcosu(q+ 2 — 4 cos®u)],
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donde segue a expressao de div.X (u,v).
Observe agora que, sendo p,q > 1, os termos

p+2—4senu, ¢+2—4cos’u e senucosv

sao estritamente positivos na uniao das regices D;. Além disso, senwvcosu > 0 para
(u,v) € Dy U Dy e g(u,v) = —gcosucosv + psenusenv é estritamente positiva acima
do grafico da funcao

v3(u) = arctan (2 cot u>

p
e estritamente negativa abaixo (veja a demonstracao do lema . Podemos entao
separar Dy U D4 em dois conjuntos simplesmente conexos e usar o teorema de Bendixson
em cada um deles para concluirmos que X nao possui Orbitas periddicas em Dy U Dy.
Por outro lado, o lema nos diz que X é estritamente positivo em S, USy; D DyU D3
e este fato garante que X também nao possui Orbitas periédicas em Dy U Ds.
O
A seguir, RF™ representa a translagdo da regido R; por (0,%7), i = 1,2,3,4 (veja o
lema [2.2.1]).

Proposicao 2.2.4 Cada drbita ¢(t), de X = (X1, Xs), estd definida para todos os va-
lores de t. Na regiao R = {(u, v) ER%0<u < 5, —T<v< 7T} seu possivel comporta-
mento € um dos sequintes: (veja figura adiante)

(1) ¢(t) é ou uma drbita vertical com a-limite Py e w-limite Py ou uma drbita vertical
com a-limite P3 e w-limite Py ou ainda uma orbita vertical com «-limite Py e
w-limite Ps. Incluimos as orbitas singulares Py, Py, P3, Py e Ps neste caso;

(2) ¢(t) € ou uma semi-érbita vertical com w-limite Py ou uma semi-orbita vertical com
a-limite Py;

(3) ¢(t) € algumas das drbitas singulares Py, Py, Py ou Py;

(4) o(t) € uma das orbitas em (0,%) x (0,%) atravessando o grifico da func¢do vs(u),

D)
0 <u <3, coma-limite Py e w-limite Py,

(5) ¢(t) € uma orbita contida na regido RyURyUR;™UR,™ com a-limite Py e w-limite
P6}.

(6) o(t) é uma conexdo de pontos de sela contidos na regiao Rz U Ry com a-limite Py
e w-limite Ps;

(7) ¢(t) € uma conexdo de pontos de sela contidos na regiago Ry U [Ry N (0,5) x (0, F)]
com a-limite Py e w-limite Pg;

(8) ¢(t) € uma conexdo de pontos de sela contidos na regidgo Ry U [Ry N (0,5) x (0, 5)]
com a-limite P, e w-limite Pg;

(9) ¢(t) € uma conexao de pontos de sela contidos na regiago R U Ry com a-limite Py
e w-limite Py;
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(10) ¢(t) € uma orbita, ou parte de uma, obtida pela transla¢ao de (0,+7) de uma das
orbitas dadas nos itens anteriores. Mais ainda, para p+q < 6 0s pontos singulares
Ps e Py apresentam uma estrutura de no estavel e P; e Py sao nos instdveis. Para
p+q > 7, os pontos singulares Pg e Pg sao focos estdveis e Pr e Py sdo focos
instaveis.

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao é consequéncia dos lemas [2.2.1] e
2.2.2] das proposi¢oes a do teorema de Poincaré-Bendixson e do teorema do
fluxo tubular. O

A figura abaixo ilustra o retrato de fase do campo X com p+ g > 7. O retrato de
fase para p 4+ g < 6 é semelhante a este.

A
A
D5\
A Y
= | P2
2 ™ \
‘ Y L
A Ps A A
N\ A
P4 U
0 ‘ —>
A \\
N Y N
\
_z P1 .
2 |
e
A Ps : N N
—TT \ pg
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2.3 Classificacao das hipersuperficies invariantes

Nesta se¢ao vamos traduzir o comportamento das érbitas ¢(t) = (u(t), v(t)) do campo
vetorial X dado na proposicao [2.2.4] em informacoes com respeito as curvas geratrizes
v(t) = (x(t),y(t)) em . Este estudo geométrico nos possibilita classificar as hipersu-
perficies invariantes por O(p+ 1) x O(q + 1).

Iremos admitir o seguinte fato a respeito de hipersuperficies invariantes por O(p +
1) x O(q+ 1): M = MPtetl c RPTIT2 ¢ mergulhada se, e somente se, a curva perfil
associada é mergulhada e se a orbita de X associada a curva geratriz é definida para
todo t € R entao a hipersuperficie correspondente é completa.

Observacao 2.3.1 Nas demonstragoes seguintes usaremos constantemente os sinais das
funcoes X; e X5. Assim, por exemplo, quando usarmos o lema estaremos nos
referindo ao sinal da fungao X; na regiao que estamos trabalhando ou, de maneira mais
geométrica, a dire¢ao que uma 6rbita pode (ou nao) seguir em determinada regiao.

Para o lema seguinte é 1til lembrar que o ponto (#,0) € R? onde 6 = g, é o ponto
p
de intersecgao das curvas v;(u) e v3(u) dadas no lema [2.2.1} O leitor pode usar a figura
da proposicao como guia para sua demonstragao.

Lema 2.3.1 Sejam ¢(t) = (u(t),v(t)) uma drbita com a-limite Py = (3,5 — 7) € w-
limite Ps = (o, ) e y(t) = (z(t),y(t)) a curva geratriz associada. A drbita ¢ intersecta

o segmento | = <9 = g, v) 10— 1 <wv <0 exatamente uma vez e portanto y(t) in-
p
g
tersecta o raio y = | —x exatamente uma vez.

Demonstracao. Em primeiro lugar observe que a intersec¢ao deve ocorrer na regiao
Ry URy; U R;™. Por hipdtese temos

lim wu(t) = 3, lim u(t) = a,

t——o0 t——+o00

com a < 0 < 3. Decorre do teorema do valor intermediario que existe um ¢y tal que
Seja t; o maior dos t € (—o00,ty) (podendo ser —oc0) para o qual Q1 = ¢(t1) =

<u(t1), v(t1)> ¢ um ponto do segmento v = u — w. Dai temos duas possibilidades:

(i) t; = —oo. Neste caso qb((—oo,to)) ¢ R3™ pois caso contrario existiriam um

—00 <t < ty, com ¢(t) € R;™ e, pelo teorema da alfindega, um t < #; < ty com
¢(t1) pertencente ao gréfico de v = u — 7, contradizendo a escolha de ;.

(ii) t; # —oo. Neste caso (b((—oo,tl)) C R3;™. O argumento para provar esta
afirmagao é semelhante ao do item anterior.
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Analogamente podemos escolher 5 como o menor t € (ty,+00) para o qual @y =

o(ty) = (u(tg),v(t2)> é um ponto do segmento v = u e mostrar que ts = +00 ou

6((t2,+00)) € Ry,
Segue desta construcao e da proposicao [2.2.4] que a interseccao com [ se da em
Qﬁ((tl,tg)) C Ry UR;™. Mas o lema [2.2.1] implica que u(t) é estritamente decrescente

em Ry U R;™ donde injetiva em [¢,%s]. Logo, existe um tnico ¢y tal que u(ty) = 6. Isso
mostra que ¢(t) intersecta o segmento [ em um tnico ponto. 0

Proposicao 2.3.1 A curva geratriz dada no lema anterior nao possui auto-intersecgoes.

Demonstracao. Seja v(t) = (z(t),y(t)) a curva geratriz associada a ¢(t) = (u(t), v(t)).

Decorre do lema [2.3.1| que existe um certo ¢y € R tal que y(ty) = g.75(250). Por outro
p
lado, o lema [2.2.2 garante que existem unicos t; < ty tais que v(t;) = —g e v(ty) = 0.

Existem trés situagoes a serem consideradas:
1 <tog <ty t1<tla<ty ou ty<i <tiq,

sendo que a ultima é equivalente a segunda tomando a curva ¥(t) = y(—t) no lugar de
~. Portanto, podemos supor que existem apenas duas situacoes a serem consideradas:

11 <thg <ty ou t1 <ty <t

Suponha t; < ty < ty. Lembrando as hipdteses do lema anterior podemos observar
que

—T<f-7m<o(t) <0, Vt € (—o0,ta),
i <u(t)<a< g, Vt € (t1, +00).
Assim,

y'(t) = senwv(t) <0, t€ (—o0,t),

2'(t) = cosv(t) >0, tE€ (t,400).
Isto mostra que y(t) é injetiva em (—o0,ts) donde ~(t) é injetiva neste intervalo. Do
mesmo modo, x(t) é injetiva em (1, +00) o que implica y(¢) injetiva em (1, +o00). Para
concluirmos a demonstracio deste caso, devemos mostrar que ndo existem t; < t; e
ty > ty tais que y(t;) = v(f2). Mas isto é claro, uma vez que a unicidade de ¢y e 3/(t) < 0,
t € (—o0,ts), implicam

y(t) > \/gx(t), Vi<ti<ty e y(t)< \/gw(t), V>t >t

Logo, caso t; < tg < ta, ¥(t) ndo possui auto-intersecgoes. Para o caso t; < ty < ty,
sugerimos ao leitor, consultar [§]. O
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Proposicao 2.3.2 A curva geratriz y(t) = (x(t),y(t)) associada a uma orbita contida
na regido [0, 3] x [0, %] pode ser pensada como o grdfico (ou unido de grdficos quando
~(t) tem uma singularidade) de uma funcio y = y(z) ou x = x(y). Além disso, existem
singularidades nos zeros das equagoes

d d
y:O ou —py+qx—x:0,

—qr +py—- i

. q
as quais correspondem as coordenadas (u,v) com v = arctan (— cot(u) |.

Demonstracao. Seja ty um ponto nao singular de -, isto é,

7' (to) = (' (t0), ¥'(t0)) # (0,0).

Vamos supor x’(tg) # 0. Neste caso, o teorema da fungao inversa garante a existéncia de
uma vizinhanga I C R de ¢y tal que z : [ — J = z(I) C R é um difeomorfismo. Seja
7 :J — R? a curva dada por

3(t) = (o (1) = (¢ (1) y@@™ (1)) = (1. F(1)).

Observe que f(t) = (y oz~ 1)(t) é diferencidvel por ser composigao de fungoes diferen-
cidveis e que 7y é o grafico de f. Isto demonstra a primeira parte da proposicao. Quanto
a segunda, ja vimos das equagoes ([2.2)) e (2.3) que as singularidades ocorrem nos zeros

das equagoes
d dx
—qx—l—py—y:() ou —py—+qgr— =0.
dx dy

d
Agora, isolando d_y na primeira igualdade e utilizando as equacoes 1} ) e |)
x

podemos ver que

dy

d
dt ——y—gzzgco‘cu <= v:arctan(gcotu>.

drv. dz py p p
dt

tanv =

x
Analogamente podemos isolar Ew na segunda igualdade e chegarmos a mesma equi-
Y
valéncia acima. 0
Teorema 2.3.1 Seja MPTL uma hipersuperficie invariante pela ag¢do do grupo O(p +

1) x O(qg+1), p,g > 1, com curvatura escalar identicamente nula. Se a curva geratriz
associada a M faz um angulo constante com o eixo x, entao M é um dos cones C, ou

Cs.

Demonstracao. Seja v a curva geratriz satisfazendo as hipéteses do teorema. Neste
caso, uma parametrizagdo para vy pode ser dada por ~y(t) = (x(t),tanfz(t)), onde
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0 e <0, g) Substituindo as coordenadas de (¢) na equagao 1) e omitindo a variavel

t, para nao carregar a notacao, obtemos
0 — —x"tan 02’ + 2’ tan 0" [ tan 6z’ x’
(@)% + (tan )2 (2')? + (tan Oz’)? b 1

T tan Oz
1 tanfz’\? 1 x 2 2’ tan 0z
ryr= 1) (25 4 Sata -0 (1 ) —pq—].

tan 0z x tan Oz

Logo,

(tan6)? obtemos a equacdo quadritica em

Multiplicando a equacao acima por 2 ()
x
tan? 0,

0 = p(p—1)(tan®0)* — 2pgtan® 6 + q(q — 1),

cuja solucao é

+ +qg—1 0e(0,% + +q—1
a2y = PAEVPAP+a—1) o0z \/pq VPalp+q—-1)
plp—1) plp—1)
Portanto, # = « ou (3. Segue que as duas tunicas hipersuperficies possiveis nas hipoteses
do teorema sao os cones C, ou Cj. O

Lema 2.3.2 Valem as sequintes relagoes entre as coordenadas (x,y) da curva geratriz e
as coordenadas (u,v) do campo X :

(1) u=0y=0 eu:gﬁxzo,

(2) v=0,t1r <y =0 ev:j:g@x':(),

/ /
(3)v:u<:>y—,:g<:>v:u—7r ev:arctan(gcotu)ﬁy—,:gg.
¥ P ¥ px

Demonstracao. Todos os itens sdo obtidos através das equagoes (2.6)), e (2.8).
Vamos provar apenas o item (3).

Yy I . . T
€ X = COSVU =COoSu =

V2 4+ y? /22 + 12
) )

= = = tanv=tanu = v=u ou Vv=uU-—T.
T

u=v = y = senv= senu =

Isto conclui esta parte do item (3). Quanto a outra,

v:arctan<gcotu) & tanv:gcotu &S — =
p p
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Chegamos ao principal resultado deste trabalho. Em sua demonstragao usaremos a
notagao [(f) para representar o conjunto

raio (7(25)) ={(tcosf,tsend), t>0}.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Classificagao) Uma hipersuperficie MPT9T invariante
pela agao do grupo O(p+ 1) x O(q+ 1), p,q > 1, com curvatura escalar identicamente
nula pertence a uma das sequintes classes (veja a figura logo opds a demonstragdo):

(1) Cones com uma singularidade na origem de RPTIT2 (tipo A);

(2) Hipersuperficies possuindo uma orbita de singularidades e assintotando ambos os
cones Cy, e Cg (tipo C);

(3) Hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cy, (tipo B);
(4) Hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cg (tipo B);

(5) Hipersuperficies requlares que assintotam ambos os cones Cy, e Cg (tipo D).

Demonstragao.

(1) Estas s@o as hipersuperficies obtidas no teorema [2.3.1| correspondentes ao caso (3)

da proposicao [2.2.4]

(2) Estas sao as hipersuperficies cujas curvas geratrizes v(t) = (x(t), y(t)) estao asso-
ciadas as Orbitas ¢(t) com a-limite P; e w-limite Py (veja o caso (4) da proposigao

2.2.4). Uma tal drbita intersecta o grafico da fungdo v(u) = arctan T eotu) em

um determinado ponto P que corresponde a singularidade da curva geratriz con-

forme vimos na proposicao [2.3.2, Segue do lema e da proposicao que 7y
nao intersecta a fronteira do espaco de orbitas (2. Além disso, uma vez que

dim o(t) = (8.6), lim_6(t) = (,a),

t——+00

a curva geratriz -y associada a ¢ assintota os raios [(«) e [(3). Portanto, a hipersu-
perficie gerada por v assintota os cones C,, e Cp.

(3) Estas s@o hipersuperficies geradas pelas curvas v(t) = (z(t), y(t)) que estao associ-
adas as Orbitas ¢(t) = (u(t),v(t)) com a-limite P; e w-limite Ps ou com a-limite
Py e w-limite Py correspondentes aos casos (7) e (8) da proposi¢ao 2.2.4] Segue do
lema que
(u,v) — (0,%) = y—0 e 2 —0.

Logo, a curva v intersecta o eixo x ortogonalmente em algum ponto (xg,0) com

xo > 0. Observe ainda que 0 < u(t) < arctan (\/E) para t suficientemente grande
p
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em ambos os casos: (7) e (8)), o que implica 0 < tanu = g < g. Portanto
( , 04 p :

Z p
a partir de um certo tempo a curva v estd sempre abaixo do grafico da funcao

Yy = \/gx Além disso, tliin #(t) = (o, ) implica que v assintota o raio I(«).
p —T00
Assim, a hipersuperficie gerada por vy assintota o cone C,.

Este item é andlogo ao item (3) e corresponde aos casos (6) e (9) na proposigao

224

Estas sao hipersuperficies cujas curvas geratrizes y(t) = (z(t), y(t)) estao associadas
as Orbitas ¢(t) com a-limite Py e w-limite Py que correspondem ao caso (5) da
proposicao [2.2.4] Segue do lema [2.3.2) que v nao intersecta a fronteira do espago de
orbitas €. Além disso, decorre de

Jim 6(1)= (8,8 x), lm_o(t) = (a,0)

que v assintota os raios [(«) e I(f). Portanto, a hipersuperficie gerada por -~y
assintota os cones C, e Cp.

O

Ky
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O leitor deve ter percebido que dos dez itens da proposicao [2.2.4] apenas os itens
(3) —(9) sdo mencionados no teorema anterior. Isso se deve ao fato de cada curva geratriz
associada a uma Orbita dos itens (1) ou (2), na proposi¢ao estar sobre o eixo z e
portanto nao é curva geratriz de uma hipersuperficie em RPT7"2 pela aplicacao 7 (veja
exemplo . O item (10) da proposigao nao caracteriza nenhuma orbita que ja
nao tenha sido apresentada nos nove itens anteriores. O teorema cobre portanto,
todos os casos possiveis para as hipersuperficies estudadas neste capitulo.
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Apeéendice A
Coordenadas polares em R"

Antes de generalizarmos as coordenadas polares em R"™ vamos apresentar os casos
particulares com n = 2,3 e 4. Sejam W = {(x1,13) € R*;x; > 0,25 = 0} a semi-reta
partindo da origem do R? e V = R? — W. Podemos parametrizar uma vizinhanca de
qualquer ponto p € V através da aplicacao

d.UCR> — V
(r,¢) = (rcos¢,rseng),

onde U é o aberto (0,+00) x (0,27) C R?. Note que ® é um difeomorfismo, isto é,
diferenciavel, bijetiva e com inversa diferenciavel. Para veriﬁcarmos a bijetividade, por

exemplo, tomamos para cada p = (p1,p2) € V, 10 = \/p? + 13 ¢ (0,27) como a
unica solucao do sistema

cos¢p = L}
To
sen¢ = iy
To

Note que a soma dos quadrados das coordenadas de ®(r, ¢) é r?. Dizemos que ® parame-
triza o aberto V' em coordenadas polares. Se o ponto p nao pertencer a V podemos alterar
convenientemente o dominio de ® de modo que p € ®(U). Desse modo, qualquer ponto
de R? pode ser expresso em coordenadas polares. A esfera S'(1) C R? por exemplo, é
expressa nestas coordenadas quando tomamos r = 1 na aplicacao P.

Analogamente, o R3 pode ser parametrizado através da aplicacao ® : U C R® — R?
dada por

D(r, p1, d2) = (rcos ¢y, 7 sen ¢y cos P, 7 sen ¢y sen ¢g),
onde U = (0,+0o0) x (0,7) x (0,27). Esta maneira de parametrizar o R® é conhecida
como coordenadas polares em R3 ou coordenadas esféricas.
Dado um ponto p = (p1,p2,p3) € V = ®(U), podemos garantir a bijetividade de &
fazendo o seguinte: tomando rg = /p1 + p2 + p3, ¢1 € (0,7) como o tinico ponto tal que
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cos 1 = p1/7o € ¢o como o unico ponto em (0, 27) que é solu¢ao do sistema

P2
COS¢pg = ————
ro sen ¢
sen ¢y = L.
rosen ¢

Assim como em R? também vale que a soma das coordenadas de ®(r, ¢y, ¢o) é r2.

De fato,

(1 cos ¢1)? + (rsen ¢y cos ¢p)* + (7 sen ¢y sen ¢y)?
— 72 cos® g1 + 1 sen 2y (cos® ¢y + sen Z¢y) = rZ

Caso o ponto p nao pertenca a V' podemos modificar o dominio U de ® de modo que
p € ®(U), assim como fizemos em R% A esfera S?(1) C R3 é parametrizada por ® ao
tomarmos r = 1.

Uma interpretacao geométrica das coordenadas polares em R? e R3 é dada nas figuras
abaixo.

:L'Q :Ll A

P

O

)

Em R* ndo temos uma interpretacio geométrica destas coordenadas para nos servir
de inspiracao, mas podemos nos inspirar nos casos de R? e R? para obtermos a expressao
de ® : U ¢ R* — R* definida em um aberto do R*.

Essencialmente, ® deve satisfazer duas condigoes: ser bijetiva e a soma dos quadrados
de ®(r, ¢y, da, Pp3) ser igual a r*. Se observarmos o método utilizado para provarmos
a bijetividade em R?® e a maneira com que os quadrados das coordenadas de ® vao
simplificando quando somamos estas coordenadas, podemos imaginar que as coordenadas
polares em R* sao dadas por

(I)(Ta o1, P2, ¢3) = (7 coS ¢1, 7 Sen @1 COS Pg, T SeN P1 SeN Pa COS D3, T SeN P1 sen Py sen @),

onde 0 <7 < 400, 0 < 1,02 <mel< gz <2m.

Dado p = (p1,p2,p3,p4) € V = ®(U), verificamos que ¢ é bijetiva tomando ry =
\/ p? + p2 + p2 + p2 em (0, +00) e obtemos os angulos procedendo como em R?: usando
a bijetividade do cosseno em (0, ), para encontrarmos ¢; e ¢; em seguida encontramos
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¢3 € (0,27) como a unica solugdo de um sistema envolvendo sen ¢3 e cos ¢3. Observe
ainda, que a soma dos quadrados de ®(r, ¢1, ¢, ¢3) é igual a r2. Além disso, ¢ é dife-
rencidvel e sua inversa também. Portanto, ® é a parametrizacio do R* em coordenadas
polares.

Agora ficou claro como deve ser a generalizacao de ® em R". De modo geral, as
coordenadas polares em R™ sao dadas pela aplicacao ¢ : U C R" — R” tal que

D(r,d1, ey P1) = (rcos¢1,rsen¢1 COS Oa, ...,

rSen @y -+ ... S€N P, 9 COS Pp_1,T SEN P1 - ...+ SEN gzﬁn_l),

com r € (0,400), ¢; € (0,7), i =1,2,....n —2, ¢p_1 € (0,27). A esfera S"! C R" é
dada em termos destas coordenadas quando tomamos r = 1 na expressao de ® acima.

Em vista do que estamos estudando neste apéndice, podemos parametrizar explicita-
mente a esfera SP(1) C RPT! através da aplicagao

d: UCR — SP(1)Cc R
(P1,..., Pp) +—— (COS @1, sen ¢y COS g, ..., SEN P - ... - SEN Py).

Deste modo, a parametrizagao explicita de uma hipersuperficie invariante pela agao

do grupo das isometrias O(p + 1) é dada por (veja exemplo [1.8.3))
F:RxUCRH — ReH
(t, ¢17"'7¢p) — x(t)q)(¢1,...,¢p),

onde z : R — (0,+00) é uma fungao diferencidvel (na notagdo da secao , x é a
primeira func¢ao coordenada da curva geratriz ). Se chamarmos de ¥ a parametrizagao

de S9(1) C R4, uma parametrizacao explicita de uma hipersuperficie M invariante pela
agao do grupo O(p+ 1) x O(q + 1) é dada por

X(t 01, G s ) = (TR0, 1 6,) YOV (1, )

onde y : R — (0, +00) é a segunda funcao coordenada da curva geratriz de M.
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