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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos dois teoremas que caracterizam as hiper-
superficies na esfera unitaria de dimensao n+ 1. O primeiro resultado, obtido
por H. Alencar e M. do Carmo, classifica as hipersuperficies com curvatura
média constante na esfera. Este resultado foi publicado em abril de 1994 no
Proceedings of The American Mathematical Society, volume 120, nimero 4
com o titulo Hypersurfaces With Constant Mean Curvature.

O segundo resultado provado nesta dissertacao foi obtido por Li Haizhong
no artigo Hypersurfaces With Constant Scalar Curvature in Spaces Forms,
publicado em 1996 no Mathematische Annalen, volume 305. O Teorema de Li
Haizhong caracteriza as hipersuperficies com curvatura escalar constante na
esfera. Demonstraremos o Teorema de Li Haizhong utilizando os resultados
obtidos por H. Alencar e M. do Carmo.

Palavras-chave: Geometria diferencial; Curvatura média; Curvatura es-
calar; Hipersuperficie; Laplaciano; Alencar-do Carmo, teorema de; Li Haizhong,
teorema de.



Abstract

In this work we prove two theorems that characterize the hypersurfa-
ces in the unitary sphere of dimension n+1. The first result, obtained by
H. Alencar and M. do Carmo, classifies hypersurfaces with constant mean
curvature in the sphere. This result was published in April 1994 in Procee-
dings of The American Mathematical Society, volume 120, number 4 with the
title Hypersurfaces with Constant Mean Curvature. The second result was
obtained by Li Haizhong in the article Hypersurfaces with Constant Scalar
Curvature in Space Forms, published in 1996 in the journal Mathematisch
Annalen, volume 305. The theorem of Li Haizhong characterizes hypersur-
faces with constant scalar curvature in the sphere. We prove the theorem of
Li Haizhong using the results obtained by H. Alencar and M. do Carmo.

Keywords: Differential geometry; Mean curvature; Scalar curvature;
Hypersurfaces; Laplacian; Alencar and do Carmo’s theorem; Li Haizhong’s
theorem.
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Introducao

Sejam M" uma variedade orientada de dimensaon, f : M™ — S™"1(1) C
R"™ uma imersdo, {ei,...,e,} um referencial ortonormal local em M e
w1, . ..,wy seu correferencial dual associado. Denotaremos a segunda forma
fundamental de M pelo tensor

B = Z hij (wi ®wj) s onde hij = B(ei,ej) = ﬁeiej — Veiej.

i,j=1

Podemos escolher um referencial local ey, . .., e, em uma vizinhanca de p em
M tal que

n

i=1
Neste caso, o quadrado da norma da segunda forma fundamental e a curva-
tura média de M sdo, respectivamente,

2 2 2 _ o g
|B| —Zk — Z h e H= 521@_ nZh
i=1 7’7]:1 i=1 =1

A equacdo de Gauss afirma que

Rijij - 1+ k?ikj, l 7& ]
Em particular,

n(n—1)(R—1) =n*H?* - |B|?,
onde
1 n
R(p) = 3 Ry

(p) n(n —1) ”Z_l i

é a curvatura escalar de M.

O operador de Weingarten ¢ o operador autoadjunto A : T,M — T,M
associado a segunda forma fundamental, isto é,

(A(x),y) = B(z,y),Y x,y € T,M.

7



Além disso,
AP = |BIP =) K,
=1

pois ki, ..., k, sdo os autovalores de A associados aos autovetores ey, ..., ey,
respectivamente.

Quando f é minima, isto é, H = 0, o seguinte resultado é bastante conhe-
cido:

Teorema 0.0.1. Sejam M™ compacto, f : M™ — S"*1(1) C R"" uma hi-
persuperficie minima e A o operador de Weingarten. Assuma que |A]* <mn,
para todo p € M. Entao

(i) |A|* =0(e M € totalmente geodésica) ou |A|* = n.

(i1) |A]* = n se, e somente se, M™ é um toro de Clifford em S™*1, i.e.,
M™ € o produto de esferas S™(r1) x S™(ry), n1 + ny = n, de raios
apropriados.

O item (i) do Teorema 0.0.1 deve-se a Simons, ver [13]. A caracterizago
em (i7) foi obtida independentemente por Chern, do Carmo e Kobayashi em
[3] e por Lawson em [11]. O resultado em (i) é local.

O H(r)-toro, para 0 < r < 1, é a hipersuperficie em S™"!(1) obtida pela
imersdo produto S"1(r) x S*(v/1 — r?) — R" x R?, definida por

((3’21, S ,fEn>, (91792)) = (x17 s 7xn7y17y2)‘

As curvaturas principais do H(r)-toro sdo dadas, na mesma orientagao, por

V1—r? r
ky=-=ky, 1= ¢ ky=————.
r V1—r2
ou o simétrico destes valores para a orientacao oposta.
Seja M™ uma variedade riemanniana compacta e orientavel e seja f :
M"™ — S™1(1) uma hipersuperficie com curvatura média constante H.

Escolha uma orientacao para M tal que H > 0. Consideremos
n(n —2)

Hx —n(H?+1)
e denote por By o quadrado da raiz positiva de Py.

Nesta dissertacao provaremos dois resultados que classificam as hipersu-
perficies na esfera S"1(1). O primeiro resultado generaliza o Teorema 0.0.1
para as hipersuperficies com curvatura média constante na esfera e foi obtido
em [1] por H. Alencar e M. do Carmo, a saber:

8



Teorema 0.0.2 (H. Alencar e M. do Carmo). Sejam M" uma variedade
compacta de dimensdio n, f : M™ — S"T(1) C R"™ uma imersao com cur-
vatura média constante H e ¢ : TyM x T,M — R o tensor simétrico dado
por

o(x,y) = (Hx — Az),y), V x,y € T,M.
Se |¢|* < By, para todo p € M, entdo
(i) |¢> =0 (e M € totalmente umbilica) ou |p|*> = By.
(i1) |¢|* = By se, e somente se,

(a) H=0eM" ¢ um toro de Clifford em S™"'(1);

—1
(b) H#0, n>3, e M" éum H(r)-toro com r* < L

-1
() H#0, n=2, e M" é um H(r)-toro com r* # L

O segundo resultado, obtido por Li Haizhong em [10], caracteriza as hi-
persuperficies com curvatura escalar constante na esfera. Mais precisamente,

Teorema 0.0.3 (Li Haizhong). Seja M wuma hipersuperficie compacta de
dimensdo n, n > 3, com curvatura escalar constante R em S™1(1). Se R =
R—1>0ce

n

R<|B|*< _ ~ DR +4(n—1)R+n, 1
WRE B € = F A= DRl ()
entao -
B> =nR (2)
e M é totalmente umbilica ou
B2 = L n—1E +4(n—1)R+n] (3)
(n—2)(nR+2)
—2
M = SY (V1 —12) x S"Y(r), onde r = (| = 2.
e ( r2) (r), onde r (1 1)

Esta dissertacao estd dividida em dois capitulos. No primeiro capitulo
abordamos os conceitos e resultados necessérios para a compreensao e demons-
tracao dos resultados principais, calculamos as curvaturas principais do H(r)-
toro e o Laplaciano do quadrado da norma de um tensor simétrico que satisfaz
a equacao de Codazzi.



Dividimos o segundo capitulo em duas secoes. Na primeira secdo prova-
mos o Teorema 0.0.2 e na segunda demonstramos o Teorema 0.0.3 utilizando
os resultados obtidos pelo Teorema 0.0.2.

Ressaltamos que em 1997, ver [9], Li Haizhong generalizou o Teorema
0.0.3 para hipersuperficies compactas de dimensdo n em uma forma espacial
real M (c).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M munido de
uma familia de aplicagdes biunivocas x, : U, C R® — M de abertos U, de
R™ em M tais que:

(1) Uy Xa (Us) = M:

(ii) Para todo par a, 3, com x,(U,) N x3(Us) = W # 0, os conjuntos

x,' (W) e x5! (W) so abertos em R" e as aplicacdes x;' 0x, € x,' 0xg

sao diferenciaveis;
(i13) A familia {(U,,x4)} é médxima relativa as condigdes (i) e (ii).

O par (U,,%,)(0u a aplicacdo x,), com p € x,(U,), é chamado uma
parametrizagdo ou sistema de coordenadas de M em p; x,(U,) é denominado
vizinhanga coordenada de p. Uma familia {(U,, x,)} satisfazendo (i) e (i1) é
dita uma estrutura diferencidvel em M. Indicaremos por M™ uma variedade
diferenciavel de dimensao n.

Observacao 1.1.1. Uma estrutura diferencidavel em um conjunto M induz
de maneira natural uma topologia ( em M. Basta definir

(={AcC M;x,'(ANx,(U,)) é um aberto do R" para todo a}.
Neste caso,
(a) O € (. De fato, D Nx,(U,) = 0, logo
X, (0N x.(Uy)) = x,1(0) =0

é aberto do R™ para todo «;
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(b) M € ¢, pois M Nx,(U,) = x4(Uy,) implica que x, 1 (M Nx,(U,)) = U,
é aberto do R™ para todo «;

U A; € (,onde Aj, j € A, é uma familia de elementos de (. Como
jeA

(U A>ﬂxa Uy) = U(Ajmxa(Ua))

JEA JEA

¢ aberto do R™ para todo «, temos que U Aj €
jEA

d) ﬂ A; € (,onde Aj, 57 €A, é uma familia em (. Certamente, pois
j=1

¢ aberto do R"™ para todo a.

Além disso, x,(U,) estd em ( para todo a. Este fato é decorrente da condigao
(11) da definigdo de variedade diferencidvel; pela construgao da topologia (,
X, € continua para todo a.

Diremos que M é compacto quando M é compacto em relacao a topologia
( e, similarmente, que M é convexo se for convexo em relacao a topologia (.

Definicao 1.1.1 (Aplicacao diferencidvel). Sejam M e Mj* variedades di-
ferencidveis. Uma aplicagao ¢ : M]* — MJ3* € diferenciavel em p € M; se
dada uma parametrizacio y : V. C R™ — My em (p), eziste uma para-
metrizacao x : U C R" — M; de My em p tal que p(x(U)) C y(V) e a
aplicacao

ylopox:UCR" — R™ (1.1)

¢ diferencidvel em x~1(p). A aplicagao ¢ € diferencidvel em um aberto de
My se for diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Observacao 1.1.2. A Definicdol.1.1 independe de parametrizagao.

De fato, suponhamos que, para uma parametrizacao y : VC R™ — M, de
M, em ¢(p), exista uma parametrizacdo x : U C R* — M; de M; em p tal
que p(x(U)) C y(V) e, além disso, a aplicacao

ylopox:UCR" — R™

12



seja diferencidvel em x~'(p). Consideremos uma parametrizagdo z : V —
My em ¢(p), temos que z(V)Ny(V) =W # Qe y (W) é aberto em R™.
Visto que ¢(p) € W, obtemos que

x '(p)elUi:=(y opo x)_l (y (W) cU.

Como x|y, é parametrizacio de My em p e (y 'opox|y ) (Uy) =y 1(W),
obtemos

(pox|p,) (U) =W Cz(V).
Além disso,

-1

z lopox|y, = (z oy)o(y_logoox|Ul):U1—>]Rm

é diferencidvel em x~!(p).

Portanto, para toda parametrizacaoy : V- C R™ — M, numa vizinhanca
de ¢(p) em M,, existe uma parametrizagdo x : U C R — M; de M; em p
tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicacao

ylopox:UCR" — R™

seja diferencidvel em x~!(p). A aplicacdo (1.1) ¢é dita expressdo de ¢ nas
parametrizacoes x e y.

Definigao 1.1.2 (Vetor tangente). Seja M uma variedade diferencidvel.
Uma aplicagao diferencidvel o : (—&,&) — M € dita uma curva diferencidvel
em M. Sejam a(0) =p € M e D(M) o anel das fungoes reais de classe C*
em M. O vetor tangente a curva o emt =0 € a fungio o/(0) : D(M) — R
dada por
(0 = L(roa)| , fep(h).
dt t=0

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva
a:(=£,&) — M com a(0) =p € M. O conjunto dos vetores tangentes a p
serd indicado por T, M.

Se escolhemos uma parametrizacdo x : U — M™ em p = x(0), podemos
exprimir a curva « e a funcdo f nesta parametrizacao, repectivamente, por

(xtoa)(t)=(z1(t),...,za(t) e (fox)(q) = flq), ¢= (z1,...,2n).
Logo

d

d0f = Lipoa) =4

= @)




a 7 N 2
onde 3 é o vetor tangente em p & “curva coordenada
€T; 0

x; — x(0,...,0,2;,0,...,0).

Portanto,

n
d
'(0) = (0 : 1.2
0 =340)(5,), 12

Decorre de (1.2) que T, M é um espaco vetorial de dimensao n, pois fixada
uma parametrizacao x com x(0) = p, T, M ¢ gerado pelos n vetores tangentes

0 9]
() ey ( ) . O espaco T,M ¢é denominado espaco tangente de M
o1/, oy, ),

1
em p.

Proposicao 1.1.1. Sejam M{', MJ* variedades diferencidveis e ¢ : M; —
M; uma aplicagao diferencidvel. Para cadap € M, e cada v € T,M,, escolha
uma curva diferencidvel o : (=§,&) — My com «(0) = p e /(0) = v. Tome
B =poa. A aplicagio dpy, : T,M, — T,y My dada por dp,(v) = 3(0) €
uma aplicacao linear que nao depende da escolha de a.

Demonstracao. Ver [6], pag. 9, Proposigao 2.7. I
A aplicacao linear dy, é chamada diferencial de ¢ em p.

Definicao 1.1.3 (Difeomorfismo). Sejam M e M3* variedades diferencidveis.
Uma aplicacao diferencidvel e bijetora p : My — My é um difeomorfismo

se sua inversa =1 : My — M, € diferencidvel. Se existem vizinhancas U

dep em My eV de o(p) em My tais que o : U — V' € um difeomorfismo,

dizemos que ¢ € um difeomorfismo local em uma vizinhanca de p.

Definigao 1.1.4 (Imersdo e mergulho). Sejam M, M variedades dife-
rencidvets. Uma aplicagcao diferencidvel  : My — My € uma imersao se
doy : T,My — T, My € injetiva para todo p € M. Se, além disso, ¢ € um
homeomorfismo sobre (M), onde (M) tem a topologia induzida por My,
diz-se que p € um mergulho. Se My C M; e a inclusao i : My — My é um
mergulho, diz-se que My € uma subvariedade de M.

Se ¢ : M{* — M3 é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m ¢
chamada a codimensdo da imersao .

Proposicao 1.1.2. Seja ¢ : M{* — M}, m < n, uma imersao. Para cada
p € M,y existe uma vizinhanca V- C My em p tal que a restrigcao @‘V € um
mergulho.
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Demonstracao. Ver [6], pag. 14, Proposigao 3.7. ]

Sejam M"™ uma variedade diferencidvel e TM = {(p,v);p € M,v € T,M}.
Consideremos {(U,, x,)} uma estrutura diferencidvel maxima de M. Indica-

0 0
remos por ¢, = (zf,...,x%) as coordenadas de U, e por ¢ ——,...,—— > a
p Qo ( 1 n) a€P {ax? 5’33% }
base associada a x, no espago tangente a x,(qq).
Defina y,, : U, x R* — T'M por

ya(qaa Uty .-y un) = (Xa(qa)a dxa(qa)(ul, ) un))

= <Xa(QO¢)7 Zuidxa(qa)(ej)>

i=1

- 0
— <Xa(qa),zul'8xa) s (Ul,...,un) ER"
i=1

i

Nosso objetivo é demonstrar que {(U, x R"y_ )} é uma estrutura difere-
ncidvel em T'M. Geometricamente, significa que tomamos como coordenada
de (p,v) € TM as coordenadas (zf,...,z%) de p relativas a x, juntamente

rn

com as coordenadas de v relativas a base de 7, M associada a x,.
Afirmacao: |J,y,(U,) =TM.

De fato, como (p,v) € TM temos que p = xa(qa), ¢a € U, para algum
a. Tendo em vista que dx,(q.) (R") = T,M, existe v, € R" tal que v =
dxo(qa)Va. Logo

(ga,va) €Ua x R" € y,(qa;a) = (Xalga), dxa(ga)va) = (p,v).

Resta mostrar a condigao (4i) da definicao de variedades diferencidveis. Para
isso, consideremos W' =y, (Ua) Ny43(Us) # 0 e tomemos (p,v) € W. Neste
caso,

(pa U) = (Xﬁ(QB>’ dXﬁ(Qﬁ)Uﬂ) = (Xa(Qa)a dxa(Qa)Ua) :
Assim W = x,(Ua) Nx3(Ug) # 0, pois p € W. Além disso, x," oxg e x5' 0xq
sdo diferencidveis nos abertos x/gl(W) e x 1(W), respectivamente.
Visto que x3 o (xg1 0 X4) = X4, Obtemos

(¥5' ©¥a) (Gasva) = Y5 (Xa(ta), d%a(ga)va).
Usando a regra da cadeia em xg o (xg1 0 X, ), Obtemos
dXB(Qﬂ)d(X§1 ©%4)(qa) = d%a(qa)-

15



Portanto,

Y5 ((ngl © Xa) (o), d(xﬁl ° Xa)(qa)va) = (%a(qa), dxa(ga)Va) -

Isto implica que

(Y,(;l © ya) (QCH Uoz) = ((Xgl © Xa) (QOz>a d(xgl © on)(Qa)Ua) .

A diferenciabilidade de ygl oy, decorre da diferenciabilidade das aplicacoes

x5 0%, € d(x5" 0x,). Consequentemente, y; (W) e y, (W) sdo abertos de

R?". Concluimos que TM com a estrutura diferencidvel {(U, x R",y,)} é
uma variedade diferencidavel de dimensao 2n, denominada fibrado tangente

de M.

Definicao 1.1.5 (Variedade orientével). Seja M uma variedade diferencidvel.
Diz-se que M € orientavel se M admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, %4)}
tal que

(i) Para todo o, f com W = x,(Uy)Nxp(Up) # 0, a diferencial da mudanca
de coordenada xgl o0 X, tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M € nao-orientavel. Se M € orientdvel a escolha
de uma estrutura diferencidvel satisfazendo (i) € chamada wma orientagdo
de M. Além disso, dizemos que duas estruturas diferencidveis tem a mesma
orientagao quando a unido delas ainda satisfaz ().

Se M é orientavel e conexa, existem exatamente duas orientacoes distintas
em M.

Proposicao 1.1.3. Seja ¢ : My — My um difeomorfismo. A wvariedade
diferencidvel My € orientdvel se, e somente se, a variedade diferencidvel My
€ orientdvel.

Demonstragao. Suponhamos que M é orientdvel. Seja {(Us,, x4 )} uma estru-
tura diferencidvel em M, satisfazendo o item (i) da Definigao 1.1.5. Como ¢
¢ difeomorfismo, a aplicacao y, = ¢ ox, é uma parametrizacao de M, e, além
disso, como J,, x4 (Ua) = M; temos que |, y,(Ua) = Ms. Logo, {(Ua,y,)}
¢ uma estrutura diferencidvel em M. Visto que y;' oy, = x5' 0 Xq, 0 de-
terminante da diferencial de y[}l oy, ¢ positivo. Portanto, {(U,,y,)} ¢ uma
orientacao de M;. Reciprocamente, se M, é orientavel, entao M é orientavel,
pois ¢! é um difeomorfismo. O

A orientagao {(U,,y,)} de M, é dita induzida de M;. No caso em que
M e M, sao conexas esta orientacao pode coincidir ou nao com a orientagao
inicial de Ms. No primeiro caso, diz-se que @ preserva a orientacao e, no
segundo caso, dizemos que ¢ reverte a orientacao.
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1.2 Campos Vetoriais e Métricas Riemanni-
anas

Um campo de vetores X numa variedade diferencidvel M é uma corres-
pondéncia que associa a cada p € M um vetor X (p) € T,M.

As vezes é conveniente pensar em campos de vetores como uma aplicacao
X : D(M) — F, onde D(M) é o conjunto das fungdes diferencidveis em M
e F é o conjunto das funcoes em M, definido por

(Xf)p)=X(p) - f,

onde X (p)- f:= X(p)(f). Neste contexto, diremos que X ¢é diferencidvel se,
e somente se, X f € D(M), Vf € D(M).

A interpretacdo de X como operador em D(M ) permite-nos considerar os
iterados de X. Em geral, os iterados XY e Y X de dois campos de vetores X
e Y em M nao sao campos de vetores. Entretanto, o seguinte lema ¢é valido.

Lema 1.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores numa variedade
diferencidvel M. Entao existe um unico campo vetorial Z satisfazendo

Zf = (XY —=YX)f, Vf € D(M).

Demonstracao. Inicialmente, suporemos a existéncia deste campo de vetores
e, com isso, demonstraremos a sua unicidade. Admitamos a existéncia de Z.
Sejam p € M e x : U — M uma parametrizacao, entao

Z ai(p 8:@ Y(p) =3, bi(p)éi-

Logo

(XY)(f)lp) = X(p)-(Y(p)-f)—Zai(p)a.( bj(p)afj>




Analogamente,

VX)) = 0,20 Sy, P
1 7

Dai, obtemos que

Zf = (XY =YX)(f) = > a

j=1 \i=1

o~ 9 Ba;\ ) Of
- Z(Z <ai8xji_b’8xji)> dx;

(1.3)

Mostrando a unicidade de Z. Defina Z, por (1.3) em cada vizinhanga co-
ordenada x, (U,) de uma estrutura diferencidvel. Por unicidade, Z, = Z3
em x, (U,) N x5 (Ug) # 0, assim, para cada p € M podemos definir Z (p) =
Zo(p), onde p € %, (U,). Provando a existéncia de Z. A diferenciabilidade

é decorrente da definicao.

[]

O campo de vetores [X,Y]| = XY — Y X é denominado colchete de X e

Y. Além disso, [ X, Y] satisfaz a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.1. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis de vetores em

M,a,beR el ¢: M — M sao funcoes diferencidveis, entao
1. [X,Y] = —]Y, X] (anticomutatividade);
2. [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade);

3. X, YL Z+ Y, 7], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Identidade de Jacobi);

4. [JX,9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (/) X.
Demonstracao.

1L [X,)Y]=XY -YX=—(YX - XY) =—[Y, X]:

2. [aX+bY, Z] = (aX+VY)Z—Z(aX4bDY ) = aXZ+bY Z—aZ X -bZY =

alX, Z]| +bY, ZJ;
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3. Temos que
[X,Y],2] = [X,Y]Z-Z|X,Y]
= (XY -YX)Z—-Z(XY —-YX)
= XYZ-YXZ—ZXY + 2V X;
[V, 2], X] = [V, Z]X - X[Y, Z]
= (YZ-2ZYV)X - X(YZ—ZY)
= YZX - 2YX - XYZ+ XZY;
(2,.X],Y] = [Z,X]Y —Y[Z,X]
— (ZX-X2)Y -Y(ZX - XZ)

= ZXY -XZY -YZX+YXZ,

somando as trés parcelas acima obtemos a identidade de Jacobi.

4. Considerando uma parametrizacao qualquer,

@) = Y (S )

0 ob;\ 0
- Zfal (Zgbjaxx +Z< gb gax) 8@)

~ ob; 0
= Zfangga +Zfal gb +Zfz-ga;i8%

i,7=1 i,j=1

_ Zfagb +f<zn:‘“ag><2 Jf)ij)

1,j=1
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(V) (fX) = Zgbj(f)i, (Zfai;;)

S (zm +Z(af' 75) )

da;
- Zgbf‘“ +Zgbfa Z aa Ox;

- St o (S )(z =)

da; 0O
+Zg %1 B, oy

Logo
FX,9Y] = (fX)(gY) = (gY) (fX)

= Z 901 fb; 5 0 (Z a

i,7=1

) ()

52
B Z foigas Oxjx;
25

i,j=1

<> 1) i

- ob; 0 da; 0O
= Y+gfz< v 0z bj%%>—fY(Q)X

= folX,Y]+fX(g9)Y —gY (f) X

[]

Definicao 1.2.1 (Métrica riemanniana). Uma métrica riemanniana ou es-
trutura riemanniana numa variedade diferencidvel M™ é uma correspondén-
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cia que associa a cada ponto p € M um produto interno
{, >p T,M x T,M — R

(i.e. uma forma bilinear simétrica e positiva definida) que varia diferencia-
velmente no sequinte sentido: se x : U — M € um sistema de coordenadas

locais de M em torno de p e x(x1,...,x,) = q € x(U), entao
0 0
gij(xla e ,xn) = <8%(Q)7 @m](q}>q
¢ uma funcao diferencidvel em U para cada i,j=1,...,n.

Uma maneira equivalente de exprimir a diferenciabilidade de uma métrica
riemanniana é dizer que para cada par de campos de vetores diferencidveis
X e Y numa vizinhanga V' de M, a funcéo (X,Y) : V. — R é diferencidvel.
As fungdes g;; = g;; sdo ditas expressoes da métrica riemanniana ou (0s gi;
da métrica) no sistema de coordenadas x : U — M. Uma variedade dife-
rencidavel munida de uma métrica riemanniana é uma variedade riemanniana.

Exemplo 1.2.1 (Variedade Produto). Consideremos duas variedades difere-
ncidveis M e M. Sejam {(Ua,xa)} € {(Vj,75)} suas respectivas estruturas
diferenciaveis. O produto cartesiano

M x M ={(p,p)pe M, pe M}

¢ uma variedade diferencidvel, denominada variedade produto de M e M.
As aplicagoes

Zaﬁ(pafﬁ = (Xa(p)7Yﬁ(ﬁ))> (p,;T?) €Uy x Vg

sao parametrizagoes de M x M, isto é, {(U, % V3,2,5)} é uma estrutura dife-
rencidvel em M x M. Em relacdo a esta estrutura diferencidvel as projecoes
7:MxM— Mew: M x M — M sao aplicacdes diferencidveis. Além
disso, se M e M possuem estruturas riemannianas (, ), e (, ),, respecti-
vamente, entdo podemos introduzir uma métrica riemanniana em M x M
por

onde (p,p) € M x M e u,v € T,z (M x M). Portanto, a variedade produto

é uma variedade riemanniana.
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Definicao 1.2.2 (Isometria). Sejam M e N variedades Riemmanianas. Um
difeomorfismo f : M — N € dito uma isometria se

(u,v), = (dfp(w), dfp(v)>f(p) ,
para cada p € M e u,v € T,M.

Definigao 1.2.3 (Isometria local). Sejam M e N variedades Riemmanianas.
Um aplicacao diferencidvel f : M — N € dita uma isometria local em
p se existe uma vizinhang¢a U de p em M tal que f : U — f(U) é um
difeomorfismo e (u,v), = <dfq(u),dfq(v)>fgq), para todo q € U e u,v € T, M.
Dizemos que a variedade riemanniana M € localmente isométrica a variedade
riemanniana N se, para todo p € M, existem uma vizinhanca U de p em M
e uma isometria local f : U — f(U).

Exemplo 1.2.2 (Variedades imersas). Seja f : M™ — N™"* uma imersdo.
Se N tem uma estrutura riemanniana, f induz uma estrutura riemanniana
em M por

(u,v), = (dfp(w), dfp(v)) s, Yu, v € T,M e Vp € M.

A injetividade de df, garante a positividade de ( , ), para todo p € M. A
métrica de M é dita induzida por f. Dizemos que f é uma imersao isométrica.

Definigao 1.2.4 (Curva Parametrizada). Uma aplicacdo diferencidvel c :
I — M de um wntervalo aberto I C R numa variedade diferenciavel M
chama-se uma curva parametrizada.

Definigao 1.2.5 (Campo vetorial ao longo de uma curva). Um campo veto-
rial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma aplicagdo que a cada t € 1
associa um vetor tangente V (t) € Ty M. Diz-se que V € diferencidvel se
para toda funcao diferencidvel f em M a funcao t — V(t)f € uma fungao

d d
diferencidvel em I. O campo vetorial dc (dt)’ indicado por d—; ¢ denomi-

nado campo velocidade(ou campo tangente) a c.

1.3 Referencial Movel

Nesta se¢ao faremos uma breve revisao de formas, focalizando os assuntos
que serao utilizados nesta dissertacdo. Para um estudo mais aprofundado de
formas ver, por exemplo, [5] e para um estudo mais detalhado de referencial
movel ver, por exemplo, [7].
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Dado um espaco vetorial V' denotemos por A¥(V') o conjunto das aplicacoes
k-lineares alternadas w : V' x---xV — R, onde V x --- x V tem exatamente
k fatores. Alternadas no sentido de

w(ul, .. .,Uk) = —W(Ul, cey U1, Uy Wit 1y - e vy U1y Uy Ujt 1y - - - ,Uk), ] > 1.

Definicao 1.3.1 (Forma exterior). Seja M"™ uma variedade diferencidvel.

Uma k-forma exterior w em M € uma escolha, para cada p € M, de um
w(p) € A¥(T,M).

Dada uma k-forma exterior w e uma parametrizacao x, : U, — M em
uma vizinhanca de p € M, dizemos que a k-forma exterior w,, em U, C R",
dada por

wa(q)(v1, .5 v) = w(Xa(@))(d(Xa)g(v1), - - - d(Xa)g(vE)), v1,. .. v €R"
é a representagao de w na parametrizagdo x,.

Notacgao: wy (v, ..., v;) = w(d(xa)(v1), ..., d(xa)(Vk)), V1,..., 06 € R™

Observacao 1.3.1. Se mudarmos o sistema de coordenadas para (xa,Up),
obtemos que

(x5' ©%a)Wp = Wa,

onde
(f*w)p)(vr, - o) = w(f(P))(dfp(v1), - . dfy(vr)), vr, ... v € R,
para uma aplicacio diferencidvel f : R* — R™ e uma k-forma w em R™.
Com efeito, para xa(ga) = x5(qs),
(x5 0 %a)*wpl(ga) (V1 - -, v8) =
= wp ((xgl 0 %4)(qa)) (d(xgl 0 Xg)ga(V1), .. -, cl(x/g1 © X )ga (Vk))
= ws(g5)((d%5" )0 (ga) (dXa(V1)); - -, (A5 )% (g0) (A0 (V1))
= w(xa(gp))(dxa(dxg  (dxa(v1))), . ., dxg(dxz' (dxa(vr))))
= w(xalga))(dxa(v1), . .., dxa(vr))

= Walqa)(v1,. .-, ),

onde dxg = (dxg)q,, dxa = (dXa)g, © (dxgl)xa(qa) = (dx3")x5(q5) = dx5"-
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Defini¢ao 1.3.2. Uma forma diferencidvel de ordem k (ou k-forma dife-
rencidvel) na variedade diferenciquel M™ € uma k-forma exterior cuja repre-
sentag¢ao em um sistema de coordenadas (logo em todos) € diferencidvel.

E interessante notar que todas as operacoes definidas para formas dife-
renciais em R", como diferencial e integral, podem ser extendidas as formas
diferencidaveis em M™" através de sua representacao local.

Dada uma forma diferencidvel w em uma variedade diferencidavel M, dw
¢ a forma diferencidvel em M cuja representacao local é dw,. Obviamente,
dw estd bem definido, pois

dwe = d(x5" 0 x0) ws = (x5 © xq) " dwp.

Seja w uma 1-forma diferencidvel numa variedade diferenciavel M e, sejam
X e Y campos vetoriais diferencidveis em M. E possivel mostrar que

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w([X,Y]).
Mais geralmente, se X1, ..., X;,1 sdo campos vetorias diferencidveis e w é
uma k-forma, entao

k+1
d(,U(Xl, e ,Xk+1) = Z(—l)i+1Xiw<X1, e ,Xifl, X7;+1, ceey Xk+1)

i=1
+ Z<—1)1+JW([X“ XJ]? X17 SRR Xiu sy X]a s 7Xk+1)‘
i<j
Definicao 1.3.3. O produto exterior de duas I-formas lineares wi e wy em
um espaco vetorial V' € a forma bilinear alternada wy, A\ we dada por

(w1 A wo)(v1,v2) = wi(v1)wa(vz) — wi(v2)wa(vy), V1,09 € V.

Além disso, se w, ... ,w, € uma base do espaco das formas lineares V*, entdo
wi Awj, 1,5 =1,...,n, formam uma base para o espago vetorial A*(V*) das
formas bilineares alternadas de V x V.

Em geral, uma base {vy,...,v,} de um espago vetorial V' é também de-
nominado referencial em V.

Definigao 1.3.4 (Referencial mével). Sejam Xi,..., X, campos vetoriais
numa variedade diferencidvel M™ tal que {X1(p), ..., Xn(p)} € uma base de
T,M para todo p € M. A aplicacdo
Fr.: M — TM
p +— Flp)=(Xilp),. ... Xu(p))

24



¢ um referencial mével para M. Em geral, diremos que Xi,...,X, € um
referencial movel para M. Um referencial movel € dito ortonormal em uma
variedade riemanniana M se Xi(p), ..., X,(p) sao ortonormais em p, para
todop € M.

Consideremos um referencial mével X, ..., X,, numa variedade rieman-
niana M. Podemos definir as n 1-formas duais w; por w;(X;) = ¢;;, onde 0;;
é o delta de Kronecker para 7,7 =1,...,n. Logo

X(p) = Zwi(X(p))Xi(p), VX (p) € T,M,

ou simplesmente, dI = Z w; X;, onde dI indica a identidade do espago tan-
i=1

gente.

Lema 1.3.1 (Cartan). Seja V' um espago vetorial de dimensdo n. Sejam

Wi, ..., wp V. — R r < n, 1I-formas lineares de V linearmente indepen-

dentes. Suponhamos que existam 1-formas lineares 01, . ..,0, deV em R line-

armente independentes, satisfazendo:

iwi N 91 = 0.
=1

Entao .
‘91': E Qi Wi, Ay = Qg 1= 1,...,7”.
j=1
Demonstracao. Completemos wq, . ..,w, em uma base wy,...,w, do espaco

vetorial V* de todas as 1-formas lineares definidos em V' e denotemos

r n
(9,': E aijijr g bilwla i = 17"'7T'
J=1

l=r+1

,
Como Z 0; N w; = 0, temos que

i=1
T r n
0= Z CLij(UJj N wi) + Z Z bil(wl N wi).
ij=1 i=1 l=r+1
Visto que w; A wj = —w;j Aw;, © < j sao linearmente independentes,

bilzoe aij—aji:O,
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para quaisquer ¢,7 = 1,...,rel=r+1,...,n. Portanto,

r
91: E AWy .
j=1

H
Proposicao 1.3.1. Sejam X1, ..., X,, um referencial movel numa variedade
M ew;, i =1,...,n as n 1-formas duais associadas ao referencial maovel

indicado. Entao existem unicas 1-formas w;; tais que

(1) wij = —wji;

) dw; = Z Wik N\ Wi.

Demonstragio. Suponhamos a existéncia das n? formas w;;, provaremos ini-
cialmente sua unicidade. Como w;(p), ¢ = 1,...,n formam uma base do
espago (T,M)* = AY(T,M) das 1-formas em T, M, para cada p € M, existem
tinicos af; e bf; satisfazendo

n n
1 .
Wij = Zafju}k e dw; = 5 Z b}k(wj /\wk),
k=1

Gk=1
onde b}, = —bj;. Obtemos do item (i) que
ko k

e o item (i7) implica

n n
_ , ) — L
E Vo(wj A wy) = E (Wj Awij) = E ai;(wj A\ wg).
]k 1 j=1 k=1
Dali,
b —al = L + b ’
ij ik~ o ak ik
Permutando 1, j, k,
k J o
Aij — Wi k>
i k _ j
Ajp — Ay bljeiv
i k
Ui — A bij-
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Somando termo a termo as trés igualdades acima, obtemos

(aly — k) + (aly — ) = (ady — afy) = —(bi, + b — 0,
isto é,
oy = = + s 1)
Visto que bf; é tinico para todo i, j,k = 1,...,n, garantimos a unicidade de

wi;. Resta provar a existéncia de w;;. Para isso, tomemos w;; = E afjwk,

1 .
onde af; = —5 (b + bi; — bf;). Como af; estd bem definido, w;; estd bem
definido. Além disso,

K L b Lo bk 1 b k o

aij:_i(jk+ ki_bz’j)zi(kj+ik_bji>:§(ik+b —bj;) = —aj;,
logo
wij = Z gy = — Z 5wy = —Wji
k=1 k=1

Portanto,
—Zwk/\wik = — Z wk/\ lkwj

k=1 k.j=1

1~ 1 < 1 .
= 5 > biy(wr Awj) + 3 D Wh(wr Awj) — 5 > W lwr Awj)

J.k=1 j,k=1 jk=1

1
dw; + = Zb (wj Awg) — 2Zb§k(wk/\wj):dwi.

J,k 1 Jik=1
L]

As formas w;; dadas pela Proposicao 1.3.1 sao ditas formas de conexdao
do referencial mével Xi,..., X, e o item (ii) é conhecido como a primeira
equacao de estrutura das 1-formas w;.

1.4 Conexao Afim e Conexao Riemanniana

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C* em
M.
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Definicao 1.4.1 (Conexao afim). Uma conexdo afim V numa variedade
diferencidvel M € uma aplicagao V :X(M)xX (M) — X (M), indicada por
V:(X)Y) — VxY, que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ;

(ii) Vx(Y + 7)) =VxY + VxZ;
(ii1) Vx(fY) = fVxY + X(f) Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerao
afim V. FEntao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo

vetortal —— ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo

de ¢, que satisfaz

D DV DW
() VW)=t

) Dy =By P

(¢) Se V' é um campo vetorial induzido de Y € X(M), isto é, V(t) =
. DV
Y(c(t)), entdo T VY,

onde V,W sao campos vetoriais ao longo de c e f : I — R € uma funcao
diferencidvel.

—C, é definido por

Observacao 1.4.1. O campo vetorial ao longo de c, 0

de d

%( g9) = dt(QOC) Vg € D(M).

DV
A definicao - \Y4 %Y faz sentido, pois Vx Y (p) sé depende do valor de

X em X(p) e de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Verificaremos
tal fato, consideremos um sistema de coordenadas x : U C R® — M de M
em torno de p. Escrevendo

i=1 =1
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0
onde X; = —, temos
&xi

ny = i JJZVXZY

= Z $1’ij){in + Z lex

i,j=1 ik=1
= szy]VXX +2X yk) X
i,j=1

Substituindo
Vx, X, = Z %X,

na ultima igualdade acima, podemos concluir que Ffj ¢ uma funcao dife-

rencidvel em M para quaisquer i, 5,k € {1,2,...,n}. Assim
VY = Y 2yl Xe+ > X(ye) X = Z (Z vy T + X (y )) X
i,7,k=1 k=1 k=1 \i,j=1

Isto mostra que VxY(p) depende somente dos valores x;(p) e y;(p) e das
derivadas X (yx)(p) de yx segundo X em p.

Demonstracao da Proposicao 1.4.1. Mostraremos, inicialmente, a unicidade
da correspondéncia que satisfaz (a), (b) e (¢). Suponhamos a existéncia desta
correspondéncia. Seja x : U C R®™ — M um sistema de coordenadas de M
com c(I)Nx(U) # 0 e sejam (w1(t), 2(t), ..., 2,(t)) = (x L oc)(t), para cada

. Entdo V = ZUij, onde v/(t) = v/ e X; = X;(c(t)).

j=1

0
teleX;=
€ 1€ o7

)

Usando (a) e (b) temos

DV XD, . "L DX, <~ dvf
i (X)) = JZ2 = X,
di ;dt(v ) ;U di +; dt
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Aplicando o item (c) em X,

DX Z”‘ dr;
logo
DV " dx; " dv?
- = J X —X.. 1.5
dt Z_;U a VX ”+; dt (15)

Se existe uma correspondéncia satisfazendo (a), (b) e (c), sua expressao em
um sistema de coordenandas x com x(U) N¢(I) # () é dado em (1.5) e,
consequentemente, essa correspondéncia é unica. No intuito de mostrar a

existéncia, definimos em x(U), g Por (1.5). As defini¢oes concordam em

DV DV
y(W)Nx(U) # 0, pela unicidade de g o x(U). Portanto, g pode ser
estendido a M.

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerao
afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M € dito

DV
paralelo quando o 0, para cada t € 1.

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conerao
afim V. Sejam ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vy € Tiy)M,
to € I. Entao, existe um unico campo de vetores paralelo V' ao longo de c tal
que V(to) = Vo. V(t) € denominado o transporte paralelo de Vi ao longo de
c.

Demonstracao. Admitamos que a proposicao foi provada para o caso em que
c(I) estd contido em uma vizinhanga coordenada. Por compacidade, para
todo t; € I, ¢([to,t1]) € M pode ser coberto por um numero finito de vi-
zinhancas coordenadas; em cada uma delas existe um unico campo de vetores
V. Logo, as definicoes de V' coincidem nas interse¢oes nao-vazias. Portanto,
podemos definir V' sobre ¢([to, t1]). Devemos, portanto, provar o caso em que
c(I) estd contido numa vizinhanca coordenada x : U C R" — M. Sejam
(21(t), ..., 2,(t)) = (x"Loc)(t) e Vy = ZvéXj, onde X; = ai(c(to)).
j=1 I

Se existe um campo vetorial V' em x(U), paralelo ao longo de ¢, satisfazendo
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n
a condicdo V(to) = V, entdo V = Evaj satisfaz

j=1
DV "L dx; " dvF
0 = = =S vV X, X
dt Z di VXt 2 dt "
1,j=1 k=1
n n
dvF dx; -
= — ITE & X
Z{dt+.. dt " ”} -
k=1 i,j=1
dv® " dr;
Isso acontece se, e somente se, i + 7t v’ Ffj =Oparatodok=1,...,n.
ij=1
Portanto, obtemos um sistema linear de n equagoes diferenciais em v*(t) que
possui uma unica solugdo em [ para a condigao inicial V' (ty) = Vb. ]

Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica riemanniana (,). A conexdo V ¢ dita compativel com a métrica
(,), quando para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer campos de vetores
paralelos P e P’ ao longo de ¢, tivermos (P, P') constante.

Proposicao 1.4.3. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V
em M € compativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de
campos de vetores ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M, tem-se

Som- (BB o

Demonstra¢ao. Obviamente, se (1.6) for verificado a conexao V é compativel
com a métrica. No intuito de mostrar a reciproca, escolnemos uma base
ortonormal {P;(to), ..., Pu(to)} de TeuyM, to € I. Utilizando a Proposicao
1.4.2; estenda Pi(tyg) paralelamente ao longo de ¢, para todo i = 1,...,n.
Como V é compativel com a métrica temos que {P;(t),..., Py(t)} é uma
base ortonormal de Ty M, t € I. Além disso,

n n
V= E vlpie W = E U}zpi,
i=1 i=1
onde v' e w' sdao funcoes reais diferencidveis em I. Daf

DV G dv

DV _ vty DW s dw
A

- "p.
dt & dt

€
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Portanto,

DV DW " dv? LI
- A (- = p 'p,
<dt’W>+<V’ dt > <Z dt 3’;“) >

=1

+ <Z ’UJPj, dtPZ>
j=1 i=1

_ i @wi—l-vidwi o - i(viwi)
B dt dt ) & dt

=1
d <~ . . d
= INTviwi= L wvwy
dt;vw AL
0

Corolario 1.4.1. Uma conexao V numa variedade riemanniana M € com-
pativel com a métrica se, e somente se,

XY, Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ), ¥ X,Y, Z € X(M). (1.7)

Demonstracao. Suponha que a conexao é compativel com a métrica. Dado

p € M, seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel com c(to) = p, to € I e
dc

Ut = X(p). Entéao
XG)Y.2) = g Vie). 2], = (%) 2)
(o 50|
- <V%Y, Z(c(t))> t:t0+<Y(c(t)),v3§z> .

= (VxpY:Z()) + (Y(p), Vx(nZ).

Como p é arbitrario,

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,Vx 7).
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Reciprocamente, se ¢ : [ — M é uma curva diferencidvel e V(t) = Y (c(t)),
W(t) = Z(c(t)) sdo campos vetoriais paralelos ao longo de ¢, entao, tomando

X(c(t)) = @, obtemos

dt
Covwy = = xew) vz
£<7 >*%<7>* (C())<7>
= (Vx@ew)Y, Z(c(t))) + (Y (c(t), Vx(ew)Z(c(t))
DV DW
(P (Y,
Portanto, V e (,) sdo compativeis. OJ

Definicao 1.4.3. Uma conezxao afim numa variedade diferencidvel € dita
simétrica quando

VyY — Vy X = [X,Y], VX,Y € X(M). (1.8)
Em um sistema de coordenadas (U, x), a simetria de V implica

g 0

{ J

}:&&—&&:0

Em outras palavras,

n

Z(FZ’ - F?i)Xk =0

k=1

ou, equivalentemente,

Ih=T% Vijk=1,...n

ji>

Teorema 1.4.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe
uma unica conexao afim V em M, simétrica e compativel com a métrica
Tiemanniandg.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal conexao
V. Como tal conexao é compativel com a métrica, tem-se

XY, Z) = (VY. Z) + (Y, Vx ), (L9)

Y{(Z,X) = (VyZ, X))+ (Z,VyX), (1.10)
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Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+(X,VzY), (1.11)
logo

XY, 2)4+Y (X, Z)=Z (X,Y) = (X, Y], )Y, Z], X)+([X, Z), )42 (Vy X, Z) .

Dai
(VyX,Z) — ;(X Y. Z)+ Y (X, Z) = Z (X, V)
(1.12)
L UXY).2) 4 (V. 20.X) + (X, 2,Y)).

Se existir outra conexao V satisfazendo as condicdes do teorema, entdo au-
tomaticamente V satisfaz (1.12). Assim

(Z,VxY =VxY)=0,V ZeX(M).
Consequentemente,
VxY =VyY, VXY € X(M).

Em outras palavras, a conexao V estd univocamente determinada pela ex-
pressao (1.12). Mostraremos neste momento a existéncia de uma conexao
afim simétrica e compativel com a métrica riemanniana. Para isso, defina
Vy X pela equagao (1.12). Esta conexao é simétrica. De fato,

(VvX.Z) = J(X(V,2)+Y(X.Z) - Z(X.Y)

_;(qx, Y], Z) +([Y, Z], X) + (X, Z],Y)),

(VaV.Z) = J(V(X.2)+ X(Y.Z) - Z(V,X))

~ SV X1, 2) 4+ (X, 20,Y) + (Y, 21, X)),
Logo
(Z,VyX = VxY) = (Z,[X,Y]), VZ € X(M).
Portanto,

[X,Y] = Vy X — VY.
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A conexao que definimos é compativel com a métrica riemanniana, pois para
quaisquer XY, 7Z € X(M),

(VaV,Z) 4 (VxZY) = J(V{X.2) + X (V. 2) = Z{¥.X))

_;(<[Y, X],Z) + (X, Z],Y) + (Y, Z], X))

+;(Z (X,Y) + X(ZY) =Y (Z,X))

5 (2 XYY+ (X,Y],2) +{[Z,Y], X))

= X(V,2).
m

A conexao dada pelo Teorema de Levi-Civita é denominada conexao de
Levi-Crivita ou conexdao riemanniana.

Com relacéo a um sistema de coordenadas (U, x), as funcdes I'}; definidas
em U por

Vi, Xi =Y ThX;
k=1

sdo ditas coeficientes de Christoffel da conexdao V. Aplicando (1.12) em
X;, Xj e X}, obtemos

1
(Vx, Xi, Xp) = o (Xi (X5, X)) + X (X, Xe) = X (X, X))

— U1 X, X + {15, X0, X0) + (X, X, X))

1
= i(Xigjk + X9 — Xkgij)-

<Z F?ija Xl> = Z F?jglk
=1

k=1

1
= i(Xigjl + X90 — X19i5).
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Como (gx) admite uma inversa, temos que

n

Il = ;;(Xigjl + X;90 — Xu19i) 9" (1.13)
A equagao (1.13) é a expressao basica dos simbolos de Christoffel da conexao
riemanniana em termos dos coeficientes ¢;; da métrica riemanniana. Se M =
R" e I'f; = 0, entéo

DV dvt

- EX]C =dV,

k=1
onde dV é a derivada usual em R".
Do ponto de vista das formas diferenciais, dado um referencial movel

ortonormal {e;}, as formas de conexdo w;; dadas pela Proposicéo 1.3.1 satis-
fazem a seguinte relacdo

wij(X) = (Vxes e5),

onde V ¢ a conexao riemanniana. Mostraremos que os w;; assim definidos

satisfazem a primeira equacao de estrutura e w;; = —wj;, sendo neste caso,
wi; as formas de conexao do referencial ortonormal e, ..., e,. Com efeito,
dwilej ex) = er(wile;)) — ej(wilen)) — willey, ex]) = —wi(le;, ex))

= —{lej, er),ei) = (Verej, €i) — (Veser, i)

= —(Veei ;) + (Veei er) = winle;) — wij(ex)

n

= Z(wl Awi)(ej, ex),

=1

para todo 5,k =1,...,n. Logo

dw,- = Z(wl N wil).

=1

Além disso, como a conexdo riemanniana é compativel com a métrica rie-
manniana,

w,-j(ek) = <Vek€i; €j> = — (Vekej, €i> = —wji(ek), Vk = 1, e, N
Usando a linearidade da forma w;;, obtemos

wi]‘ = —wji.
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Definicao 1.4.4. Uma curva parametrizada v : I — M em uma variedade
riemanniana M munida de uma conexao riemanniana V € uma geodésica

D [d~
T se — | =L
emty €1 se 7 <dt> N

que y € uma geodésica. Se [a,b] C I ey : 1 — M € uma geodésica, |
¢ chamado de segmento geodésico ligando v(a) e y(b), ou simplesmente,
geodésica ligando v(a) e y(b).

= 0. Sey € geodésica emt, para todo t € I, dizemos

1.5 Tensor numa Variedade Riemanniana

O conjunto X(M) é um médulo com relacdo ao anel dos escalares D(M),
isto é, X(M) tem uma estrutura linear quando tomamos como escalares os
elementos de D(M). Utilizando este fato, podemos definir tensores em X' (M)
€cOmo a seguir:

Definicao 1.5.1 (Tensor). Um tensor T de ordem r em uma variedade
riemanniana M € uma aplicagao multilinear

T X(M)x ....x X(M)— D(M),

onde X(M)x....xX (M) temr fatores. Isto €, dados quaisquer X,Y1,...,Y, €
X(M) e f,g € D(M), tem-se

T(Yi,...,fY;+gX.Yis.....Y,) = fT(Vi,....Y,)
+gT(Yv17"'7}/j*17X7}/}+17'"7}/;“)

para todo 3 =1,... 7.

Fixemos p € M e seja U uma vizinhanca de p em M na qual é possivel
definir campos ey, ...,e, € X(M) de modo que, em cada ¢ € U, {e;(q)}i-,

seja uma base de T, M. Neste caso, o conjunto {es,...,e,} é um referencial
movel em U.
Dados Y3, ...,Y, € X(M), consideremos as suas restrigoes a U, represen-

tadas em relacao ao referencial mével escolhido, por

Yk:Zyikeik, kzl,...,’l“.

ip=1

Decorre da linearidade de T' que

T()/l,,n) = Z yi1~~~yirT(ei1,...,eir). (114)



As funcoes T;,.;. = T(esy, ..., e;,) em U sdo ditas as componentes de T no
referencial {e;}. Note em (1.14) que T(Y3,...,Y;)(p) depende somente dos
valores Yi(p),...,Y,(p) e dos valores das componentes de T" em p. Neste
caso, dizemos que T é um objeto pontual, pois podemos visualizd-lo com o
dominio em T,M x --- x T, M.

O tensor T é diferencidvel em p € M se, escolhido um referencial mével
{e;}, as componentes de T em relagao a este referencial sdo diferencidveis em
p. O tensor T ¢é diferencidavel em M se é diferenciavel em cada p € M. No
decorrer desta dissertagao, diremos somente que 7" é um tensor, omitindo a
palavra diferencidvel.

Um tensor, similarmente a um campo de vetores, pode ser derivado. A
definicdo seguinte introduz a nogao de derivada de tensores.

Definicao 1.5.2. Seja T' um tensor de ordem r. A diferencial covariante
VT deT € o tensor de ordem r + 1 dado por

(1.15)

para todo Yy, ..., Y., Z € X(M). Para cada Z € X (M) a derivada covariante
VT de T em relacio a Z € o tensor de ordem r dado por

V,TVi,....Y,)=VT(W,...,Y,, 7).

Em relagdo a um referencial ortonormal {e;} as componentes T;,..; ; =
VT(ei, ..., e, e;) de um tensor T satisfazem

n n n
Z T%l.“irkwk = delzr + Z Tki2~~'ir-wki1 R Z ﬂl“'ir—lkwkir' (1.16)
k=1 k=1

k=1
De fato, como w;;(ex) = (Ve,ei, €;) , obtemos que

El...irj - VT(eim v Gy 6]‘)

= ej(T(eil, .. '7€ir)) — T(Vejeil, cee €ir) — = T(€i1, R vejeir)

= dﬂl_._%(ej) — T <Z wilk(ej)ek, 61'2, ey 6@) — ...
k=1
-T (eil, T Zwirk(ej)ek) .
k=1
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Em outras palavras,

Z ﬂl...irkwk(ej) = (dTil...ir - Z Tkiz...irwilk - ... Z Til...irlkwirk> (ej)7
k=1 k=1

para todo 5 = 1,...,n. Portanto,

3

n n
E T ikwr = dTh, . + E Thio.ivWhiy + -+ > Ti i kWhi, -
=1 =1 =1

Como queriamos demonstrar.

Definicao 1.5.3 (Gradiente de f). Sejam M uma variedade riemanniana e
f€D(M). O campo vetorial grad f: M — TM definido por

(grad f(p),v) = dfp(v),p € M,v e T,M

¢ denominado gradiente de f. Em outras palavras, grad f € o dual na métrica
riemanniana da forma df .

Defini¢ao 1.5.4 (Divergéncia e Laplaciano). Sejam M uma variedade rie-
manniana e X € X(M). A divergéncia de X € a fungio divX : M — R
dada por

div X (p) = trago da aplicagdo linear (Y (p) — (Vy X)(p)).
O Laplaciano de M € o operador A : D(M) — D(M) dado por
Af = div(grad f), Vf € D(M).

Considerando um referencial ortonormal {e;} num aberto U C M, pode-
mos escrever, em U, df = ifiwi, onde w;, 1 = 1,...,n sdo as n 1-formas
duais associadas ao referenic:i;l {e;}. A funcdo f; é dita a derivada de f na
direcdo de e;. Além disso, f; = df(e;), isto é, grad f = Zn:fiei. A derwada

=1

covariante de df é dada por
V(df) =Y fiilwi @wy),
ij=1

onde

(wi @ wy)(ew, &) = wilen)ws(er) e Y fyws = dfi + ) fiwje.

j=1 J=1
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A forma bilinear V(df) é denominada hessiana de f na métrica de M. O
traco desta forma bilinear, isto é,

Zf“-: div (grad f) = Af

é, exatamente, o Laplaciano de f.

1.6 Curvaturas

Definicao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagao R(X,Y) :
X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[X,Y]Z,
onde V € uma conexao riemanniana de M.

Observacao 1.6.1. Se M = R", entdo R(X,Y)Z = 0, para todo X,Y, 7 €
X(R™).

n n n
De fato, se indicarmos X = E xrie;, Y = E yie; € 4 = E z;e;, tere-
i=1

i=1 i=1
mos

Vx7Z =Vx (Z ziei> = Z (ziVxei+ X(z)e;) = Z X (z)e;.

i=1 =1

Logo, pelo mesmo processo, temos

VyVxZ = i Y(X(zz))ez

=1

VXVYZ = Zn: X(Y(zl))el

Dai

VYVXZ — vayz = En:Y(X(Zl))ez — ZX(Y(ZJ)Q



Portanto, R(X,Y)Z = 0. Podemos pensar em R como uma maneira de
medir o quanto M deixa de ser euclidiano.
Em um sistema de coordenadas (x,U) em torno de p € M,

R(Xi, Xj)Xk = VvaXiXk — invXij + V[XZ‘,X]']X]C
— Vx, Vi Xi— Vi,V X+ VoX;

— (Vx,Vx, — VX Vx,) Xk

Em outras palavras, a curvatura mede a nao comutatividade da derivada
covariante.

Proposicao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade riemanniana M goza
das sequintes propriedades:

(i) R € bilinear em X (M) x X (M), isto €, dados f,g € D(M) e X,Y,Z €
R(fX +gY,Z) = fR(X, Z) + gR(Y, Z),

R(X, fY +9Z) = fR(X,Y) 4+ gR(X, Z);

(11) Para quaisquer X,Y € X(M) o operador R(X,Y) : X(M) — X(M)
¢ linear, isto €, para quaisquer f € D(M) e Z,W € X (M), tem-se

RIX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W,

R(X,Y)(fZ)=fR(X,Y)Z.
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Demonstracao. Dados f,g € D(M) e X,Y,Z W € X(M), temos

R(fX +gY, 2)W =

logo

VzVixigyW — Vixigv VW + Vipx gy W
Vz(fVXW) + Vz(gVyW) — fVxV W

—gVy VW + Vix z21-2(5) X +[v,2]-2(g)y W
VLW + Z(F)VW + gV VW + Z(g)Vy W
—fVXVW = gVy VW + fV 5 W
—Z([)IVxW + gVygW — Z(g)VyW

FIVZVXW =V VW + Vix W)

+9(VzVXW = Vx VW + Vix W)

FRIX, Z)W + gR(Y, Z)W,

R(fX +gY.Z) = fR(X, Z) + gR(Y, Z).

Como

R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+VixyZ

= —(vayZ —VyVxZ+ V[Y,X]Z) = —R(K X)Z,

obtemos

RIX, fY + gZ)W =

—R(fY + gZ, X)W = —fR(Y, X)W — gR(Z, X)W

FRIX, Y)W + gR(X, Z)W.

Concluindo, com isso, a prova do item (i). Demostraremos agora o item (ii).
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Suponhamos X, Y, Z, W € X(M) e f,g € D(M), entao
RIX.Y)fZ+gW) = VyVx(fZ+gW)—VxVy(fZ+gW)

+Vixy|(fZ 4 gW)

— Yy (fVxZ 1+ X(f)Z + gVxW + X(g)W)
—Vx([VyZ+Y(f)Z 4 gVyW + Y (9)W)
+IVxnZ + (X YI(F)Z + gVixymW
+HX,Y](g)W

= fVYYVxZ+Y(/)VxZ+ X(f)VyvZ
HYX)(F)Z + gVy VW + Y (g)VxW
+X(g)VyW + (YX)(g)W — fVxVyZ
—X(NHVyZ =Y (/)VxZ = (XY)(f)Z
—gVxVyW — X(g)VyW
—Y(g)VxW = (XY) (@)W + fVix 1 Z

HXY(f)Z + gVixnW + [X, Y](g)W

= [VyVxZ - fVxVyZ + (Y X)(f)Z
—(XY)(f)Z + gVy VW — gVxVy W
+YX) (W — (XY )(g)W + [Vixy1Z
HX YN Z + gVienW + [X,Y](g)W

= fR(X,Y)Z +gR(X,Y)W.

Proposicao 1.6.2 (Primeira identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0
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Demonstracao. Temos que
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + Vixy|Z,
RY,Z)X =V;VyX —VyVX + Viv,zX,
R(Z,X)Y =VxVzY = V;VxY + V2 Y.

Somando as trés igualdades acima, membro a membro, e observando que a
conexao ¢ simétrica, i.e. [X,Y] = VxY — Vy X, obtemos

RIX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VyVxZ—VxVyZ+VixyZ
VY X = Vy VX + Vi X
VXYY = VVxY + VizxY
= —VWZ, X|-Vx|Y,Z]| - Vyx)Z
+V2Y, X+ Vy X + VizxY
= X [Z2Y]]+[Z[X)Y]]
+[Y,[Z, X]] = 0,

onde a ultima igualdade é proveniente da identidade de Jacobi. O

Consideremos a seguinte aplicagdo

R=(,,,): X(M)xX(M)xX(M)xX(M) — D(M)
(X,Y,Z,W) — (R(X,Y)Z,W).

A aplicacdo R é um tensor de ordem 4 denominado tensor curvatura de M.

Proposigao 1.6.3 (Propriedades). Para quaisquer X, Y, Z. W € X(M) sao
validas as sequintes relagoes

(@) (X,Y,Z, W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z,X,Y,W) = 0;
(b) (XY, Z, W) =—(Y, X, Z,W);

() (X,V,Z,W) =—-(X,Y,W,Z);

(d) (XY, Z,W) = (Z,W,X,Y).
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Demonstracao. Para quaisquer XY, Z, W € X (M), temos

(a)
(X,Y, Z, W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z,X,Y,W) =

(RIX,Y)Z W)+ (R(Y,Z2)X, W)+ (R(Z, X)Y, W) =

(R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y,W) = (0,W) = 0;

(X, Y, Z,W) = (R(X,Y)Z,W)=—(R(Y,X)Z W)

(¢) Como V é uma conexao riemanniana, temos que

(VyVxZ, W) = Y{(VxZ,W))—(VxZ,NVyW)

— Y((VxZ, W) — X((Z,VyW)) + (Z,VxVy W)

(VxVyZ W) = X((VyZ, W) — (VyZ,VxW)
(VixnZ,W) = [X.YI(Z,W))~(Z.Vixn )W) .

Logo
(X,Y, Z, W) = (VyVxZ W) —(VxVyZ W)+ <V[X7Y]Z, W>

— Y((VxZ,W)) = X((Z,VyW)) + (Z, VxVyW)
—X((VyZ, W)+ Y((Z,VxW)) = (Z,VyVx W)
HXYI(Z, W) = (Z, Vixy W)

— Y((VxZ, W)+ (Z,VxW)) = X((Z,VyW)
+(VyZ,W))

= YX({(Z,W)) - XY ((Z,W))
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(d) Permutando XY, Z W no item (a),

(XY, Z,W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z,X,Y,W) = 0
(Z W, X,Y)+ (W, X,Z2,Y) + (X, Z,W,Y) = 0;
(Y. Z,W,X) + (Z,W.Y. X) + (W,Y, Z,X) = 0:
(W, X,Y,Z)+ (X,Y,W,Z) + (Y,W, X, Z) = 0.

Somando as quatro igualdades acima, membro a membro, e somando
os opostos no lado esquerdo das igualdades, dados pelos itens (b) e (¢),
obtemos a expressao

2(X, Z,W,Y) + 2(Y,W, X, Z) = 0,

Portanto,
Aplicando (1.17) no segundo termo da segunda igualdade abaixo, temos
(X, Y, ZW) = (Y, Z, X, W)—(Z,X,Y,WV)

= +Y,Z, W, X)+ (Y, W, X, Z)
]

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de um ponto p € M,
obtemos

R(X;, X;) X, = ZRZJle,

0
donde X; = 9. © Rl ¢é a componente da curvatura em (U, x). Assim,
T

dados X = inXi, Y = Zijj e /= Z 21X}, obtemos da linearidade
i=1 j=1 k=1

de R(X,Y) que

R(X,Y)Z =Y zR(X,Y)X;.
k=1
Como R bilinear em X(M) x X(M),

R(X,Y)X}, = Z iy R(X:, X;) X

i,j=1
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Dai
RIX.YV)Z = awzR(X, X)) Xe =Y wyjzRi X,

i7j7k:]‘ i7j7k7l

Agora, expressaremos os componentes da curvatura em termos dos simbolos
de Christoffel.

- ZF Vx, X +ZX (T%,) X, — ZF]kVX
s=1

s=1

—> X (I3) X
s=1
- Z IEANID' Z I5 X+ Z i (Th) = X (T)) X

s,0=1 s,l=1

n

= Y (Tl —T5Ih) X+ (X5 (D) — X (T5)) X,
s=1

s,l=1

- Zn: <Zn: (D55 — T5els) + X5 (D) — X (Fék)> X

Logo

Z R,Xi = R(X;,X;) Xy

- i <i (T30l = T5Lhg) + X5 (Th) — X (Fék)) Xy,

=1 s=1

isto é,
= > (Tl =TT ) 4+ X5 (Th) — X ().

s=1

R!

Consequentemente, a curvatura depende apenas dos valores de X,Y, Z em p
e dos valores das funcoes P’“ em p, permitindo-nos considerar R(x Y)z, para
x,y,z em T,M. Além d1sso todas as relacoes encontradas para X,Y, 7 em
X (M) continuam sendo vélidas.
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Seja V' um espago vetorial. A expressao

o gl =/ lePlyl? - (2,0)°
representa a area do paralelogramo bidimensional determinado por z,y € V.

Proposicao 1.6.4. Seja o um subespago bidimensional de T,M e sejam x,y
vetores linearmente independentes em o, entao

(x7 y7 aj? y)
=
K(z,y) PYNTE
nao depende dos valores x,y € o.

Demonstracao. Dados a, b, ¢, d € R tal que ax + by e cx + dy sdo linearmente
independentes, temos

(ax + by, cx + dy, ax + by, cx + dy)

K b dy) = =K
(Cl37+ Y, CT + y) |(aa:—|—by)/\(cm—|—dy)\2 (xay)a
pois
|(az + by) A (cx + dy)|* = (ad — be)?.
Usando a linearidade e as propriedades de ( , , , ), lembrando que

($7 x? y? Z) - 0
para quaisquer x,y, z € T, M, obtemos

(ax + by, cx + dy, ax + by, cx + dy) =
= a(x, cx + dy, ax + by, cx + dy) + b(y, cx + dy, ax + by, cx + dy)
= ad(x,y,ax + by, cx + dy) + be(y, x, ax + by, cx + dy)
= a*d(z,y, x,cx + dy) + adb(x,y,y, cx + dy)
+bealy, x, x, cx + dy) + b*c(y, x,y, cx + dy)
= a*d*(z,y, x,y) + adbe(z, y,y, ) + bead(y, x, x,y) + b*c*(y, x,y, )

= (a®d?® — 2abcd + b*c*)(z,y, x,y) = (ad — be)*(x,y, x,y).
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A proposicdo anterior mostra que K independe da base de ¢ escolhida.
Logo, podemos definir para um subespago bidimensional o de T,M a curva-
tura seccional de o em p pelo nimero real

K(o) = K(z,y),
onde {z,y} é uma base de o.

Proposicao 1.6.5. Seja V' um espaco vetorial de dimensdao n, n > 2, mu-
nido de um produto interno ( , ). Sejam R, R’ : V xV xV — V aplicagoes
trilineares que satisfazem as condicoes da Proposicaol.6.3 para

(':U7 y? Z? w) - <R(‘/’U7 y? Z)? w> 6 (m7 y? Z? w)/ = <R/(':U7 y? Z)? w> *
Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, escrevemos

(z,y,2,y) , (z,y,2,y)
K = = "
() Ayl © @) lz A yl?

Y

onde o € o subespaco bidimensional gerado por x,y. Se para todo o C V
tivermos K(o) = K'(o0), entio R = R'.

Demonstra¢ao. Suponhamos que K (o) = K'(o) para todo o, entao
(@, y,2,y) = (x,y,2,y)
para quaisquer xz,y € V' linearmente independentes. Mostraremos que
(x,y,z,w) = (z,9, z,w)".
Como
(r+zy2+z2y) =@y 2y + @y 2y)+ (2009 + (29 2y),

obtemos

(($+Zyya$+z>y) - (xuywxuy) - (Z7y7zuy))

DN | —

('CU7 y? Z? y) =

(x4 zy,2+29) — (x,y,2,9) — (2,9, 2,y))

DN | —

- (CE, y? Z’ y)/
Assim, (z,y +w,z,y +w) = (z,y +w, z,y + w) implica

(37,y, va) - (xvya Z,’LU)/ = (y7 Z,l‘,UJ) - (y7 Z,.CIZ',U))/
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Logo, a expressao (x,y, z,w) — (x,y, z,w)" é invariante pela permutagao dos
trés primeiros elementos e, consequentemente,

0 = (x,y,z,w)+ (y, 2z, z,w) + (2, 2,9y, w)
—(z,y, z,w) + (y, 2, x,w) + (y, 2, x,w)’"]
= (&5, 2,w) = (z,y,2,w)] + [(y, 2,2, w) = (y, 2,2, 0)]
+H(z 2, y,w) = (y, 2,7, w)']

- 3[(.%,@],2,10) - ('T’y? 25 w)/]’

ou seja,
(z,y,2,0) = (x,y,2,w)".

Portanto, R = R'. ]

Coroléario 1.6.1. Sejam M uma variedade riemanniana e p € M. Defina
R :T,M x T,M x T,M — T,M por

(R'(x,y, 2),w) = (x,2) (y,w) — (y, 2) (x,w), Va,y,z,w e T,M.

Entao M tem curvatura seccional constante Ko em p se, e somente se, R =
KoR', onde R € a curvatura de M.

Demonstra¢ao. Admitindo que K(p, o) = K, para todo subespaco bidimen-
sional o € T, M e

(x7 y? Z? w)/ = <R/($7 y? Z)? w> )

vemos que (x,y, z, w) satisfaz as propriedades expostas na Proposi¢aol.6.3.
Além disso,

(z,y,2,9) = (,2) (y,y) — (v, 2) (2,9) = |z Ayl*.
Dai, K’ =1 e, consequentemente,
K(p,0) = Ko = KoK'(p,0), Y o C T,M.
Obtemos da Proposicao 1.6.5 que

R=KyR.
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Coroldrio 1.6.2. Sejam M" uma variedade riemanniana, p € M e{e1, ... e}
uma base ortonormal de T,M. Entao, M tem curvatura seccional constante
Ko em p se, e somente se,

Rijii = Ko(0ix0j1 — 0udji),

onde
1, se 1=y
Rijiw = (R(ei, ej)ex, e1) € 0y = { 0, se 1 74;

para todo i, 5, k,l=1,....n.

Demonstracao. Se M tem curvatura seccional constante em p, pelo Corolario
1.6.1, R = KyR', logo

Rijw = Ko(R/(ei,ej, ex), ) = Kol((ei, ex) (e, e1) — (€5, ex) (ei, €))
= Ko(0ikdj; — didjk).
Reciprocamente, se R;ji = Ko(dixdji — 010;1) temos que
K(ei,e;) = Rijij = Ko.
Como K nao depende dos vetores linearmente independentes escolhidos,

K(o) = Ko,V o C T,M.

]

Sejam {eq, ..., e,} um referencial ortonormal na variedade riemanniana

M e w;,i=1,...,n suas 1—formas duais associadas. Defina as 2-formas 2;;
por

Qu(X,Y) = (R(X,Y)ej, ei), VX, Y € X(M). (1.18)

As formas €2;; sdo chamadas as formas de curvatura de M. Provaremos que
as ;; definidas por (1.18) satisfazem a segunda equagao de estrutura, isto é,

Qij = du},‘j — Zwlk A Wi (119)

k=1

Como §2;; € bilinear, sé precisamos mostrar que

n

Qij(ek7 el) - Rklji = - Z(wir A er>(€k, 6[) + dwij(ek, 6[), \v k},l = 1, SN

r=1
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Observemos que wj;(ex) = (Ve €, €;). Dal
(Ve,Veseires) = Y wirler) (Veer ) = > wirler)wr(er).
r=1 =
Assim
Qijlex,er) = Ruiyi = (Rlek, er)e;, €;)
= <v6kvelej7 6i> - <V61V6k€j7 ei> + <v[6k,€z]ej> ei>

= Z wﬂ(el)wm(ek Z Wir ek)wm(el) + wjl([eka 6[])

r=1

- Z wzr(el)wm(ek Z Wiy ek)wrj (61) + wﬂ([ek, el])

r=1
n
= - Z(wir A wrj)(ex, er) + dwij(ex, er),
r=1

pois dwjj(ek, ;) = wji([ex, €;]). Provando a afirmagao.
A primeira equacao de Bianchi, em termos de formas, é dada por

n
Z Wi VAN Qij =0
=1
Visto que €2;; ¢ uma forma de grau 2, ela pode ser representada por
1 n
Qij = —5 Z Rijkl (wk A wl) .
ke l=1
Além disso, se o é o subespaco gerado por {e;, e;}, temos que
Kp(0) = (Qi)p(ei €5).

Sejam x = e, um vetor unitario de T,M e {ej,...,e,—1} uma base or-
tonormal do hiperplano de 7,,M ortogonal a x e consideremos as seguintes
médias:

Ric ,(z) =



Rip) = 3 Bieyfe) = oo 7 (Rleweewes).

i,j=1

As médias acima sdo denominadas, respectivamente, curvatura de Ricci na
direcdo de x e curvatura escalar(ou média) em p.

Provaremos que essas médias nao dependem da base de T,,M escolhida.
Consideremos a aplicagao

Q: T,MxT,M — R
(2,9) — Q(z,y) = tr(z — R(z, 2)y).
Observagao 1.6.2. () é uma aplicacdo bilinear simétrica.
Com efeito, considerando, para facilitar os célculos, a base ortonormal de
T,M escolhida acima, temos que

n n

Q(l’, y) - Z($a €, Y, ei) - E(?ﬁ €i, T, 61) - Q(y7 1}), \V/.’L', ) € Tp]\{
i=1 i=1
Logo, ) é simétrica. Além disso,

Q(JJ‘FO&Q,Z) = Z(-T‘l‘&y,ei,z,ej)

i=1

n

= Z(:c, €i, 2, €;) + i aly, e, z, €;)

i=1 =1
= Qz,2)+aQly, 2), Ya,y,z € T,M, ¥V a € R,

Usando a simétria de () e sua linearidade em relagdo ao primeiro argumento,
obtemos sua bilinearidade.

Note que
1

n—1

Q(z,z) = Ricy(z),

logo a curvatura de Ricci na direcao de x estd definida de tal modo que nao
depende da base de T),M escolhida. Por outro lado, existe uma aplicacao
autoadjunta A : T,M — T,M associada a forma bilinear @), isto é,

<AI,y> - Q(xmy)? Vﬁ,y € Tp]\{

Portanto,
1

Ric,(z) = —

(Az, x).
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Neste caso,
trA=3 (Aeei) =(n—1))  Ricy(er) = (n—1)nR(p),
i=1 =1

ou seja,
1
R(p) = ——trA.

Consequentemente, R(p) também nao depende da forma bilinear escolhida.

A forma bilinear

1Q é denominada tensor de Ricci.
n —

1.7 Imersoes Isométricas

Seja f: M" — M * uma imersdo. Pela Proposicao 1.1.2, para
quaisquer p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que f|y é um
mergulho, isto é, f(U) é uma subvariedade de M. Em outras palavras, existe
uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* num
aberto de R* tal que ¢ aplica f(U) N U num aberto do subespaco R* C R*.

No intuito de simplificar a notagao, identificaremos U e f(U) e cada vetor
v € T,M com dfy(v) € TpyM. Dado p € M, o produto interno em T, M
decompde T}, M na soma direta

TipyM = T,M & T,M",

onde T,M = df,(T,M) e T,M*+ = (df,(T,M))* é o complemento ortogonal
de T,M em Tf(p)ﬁ. Denominamos espag¢o normal da imersao f em p ao
conjunto T,M=* e, por vezes, denotamos T,M* por N,(M). Assim, cada
v € Ty M pode ser escrito por

v=ovl +0V, UTETPM e UNGTPJWJ‘.

T N

Diz-se que o vetor v’ é a componente tangencial de v e v a componente
normal de v. Tal decomposicdo € diferencidvel, no sentido de as aplicagoes
de TM em T'M dadas por

(p,v) — (p.v") e (p,v) — (p,v")

serem diferencidveis.
A partir da decomposicao acima, obtemos o fibrado normal em M

T™M = ] T,M*

peEM
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Neste caso,

TM|yy = {XeTM;n(X)€ f(M),n:TM — M é a projecao}

= TMe&TM*.

As projecoes -
)" TM|yor — TM

ON : TM|yor — TM*

sao ditas tangencial e normal, respectivamente. A conexao riemanniana de
M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M e suas
respectivas extensoes locais a M sao X e Y, definimos a conexdo em M por

ViV = (VyY).

Seja X(U)* o conjunto dos campos de vetores em U normais a f(U) ~ U.
A aplicagao B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

B(X,Y)=VxY — VyY

é denominada segunda forma fundamental de f e independe das extensoes X
e Y. De fato, se X e Y sao extensoes de X e Y, respectivamente, entao

ViV —VxY = (Vx, V1 -VxY) =V 5,V - Vg, (Y -Y,)=0+0=0,
pois X — X;=0eY —Y; =0 em U. Logo, em U, temos
ViV —VxY =V Vi - VxY = B(X,)Y).

Proposicao 1.7.1. A aplicacao B € bilinear e simétrica.

Demonstracdo. Dados g € D(U) e X,Y,Z € X(U), sejam g, X,Y, Z suas

respectivas extensoes locais a M, entao
B(X)Y) = VgY —-VyxY

= VgV = VX + VX = ViV — (=VxY + Vy X)

= [X,Y]-[X, Y]+ B(Y,X)=B(Y, X),
porque, em M, [X,Y] = [X,Y]. Provando, com isso, a simetria de B. Visto
que B(gX,Y) = V, 5V — VoV = VgV — gVxY
= ¢gB(X,Y)em M
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e usando a simetria de B,
B(X,gY) = B(gY, X) = gB(Y, X) = gB(X,Y).
Além disso,
B(X+Y,Z) = Vg yZ—-VxZ
= V<2 —VxZ+VyZ —-VyZ
= B(X,Z)+ B(Y,Z).
Usando a simétria de B, obtemos
B(X, Y+ 7Z)=B(X,Y)+ B(X, 7).
Portanto, B ¢ bilinear. O

Observemos que B(X,Y)(p) depende apenas dos valores X (p) e Y(p),
assim, podemos considerar B(x,y) = B(X,Y)(p), onde v = X(p) € T,M e
y =Y(p) € T,M. Como consequéncia da Proposicao 1.7.1, dados p € M e
n € T,M*, a aplicagao

H .

. TLMxT,M — R

(z,y)  +— Hy(z,y) = (B(x,y),m)
¢ uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.7.1. A forma quadratica 11, definida em T,M por
II,(z) = Hy(z,x)

¢ denominada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor
normal 7).

A aplicacao M, é bilinear simétrica no espago vetorial T,M. Portanto,
existe uma unica aplicagao autoadjunta S, : T,M — T,M associada a I,
satisfazendo

(Syx,y) = Hy(x,y), Y x,y € T,M.

Proposicao 1.7.2 (Férmula de Weingarten). Sejam p € M,z € T,M e
n € (T,M)*. Seja N uma extensao local de ) normal a M. Entdo

S, () = —(V.N)".
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Demonstragao. Dados x,y € T,M, denotemos por X e Y as extensoes locais,
respectivamente, de x e y tangentes a M e por X e Y as extensoes locais de
X e Y, respectivamente, tangentes a M, entao

(Sy(x),y) = Hy(z,y) = (Blx,y),n) = (VxY = VxY,N) (p
(VxY,N)(p) = (VxY,N)(p) = (VxY,N) (p)
= —(Y,VxN)(p) == (Y, (VxN)T) (p) = — (y, (VN)T) .

Portanto, S, = —(V,N)7. O

Definicao 1.7.2 (Imersao totalmente geodésica). Uma imersao f : M" —
M ¢ geodésica em p se, para todo n € (T,M)*, a segunda forma funda-
mental 11, € identicamente nula em p. A imersao f € totalmente geodésica
se for geodésica em todo ponto de M.

Defini¢ao 1.7.3 (Imersdo minima). Uma imersao f : M™ — M ¢
minima se, para todo p € M e todo n € Tle, tem-se trS, = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal F, ..., F,, de vetores em X (U)*,
onde U é uma vizinhanca de p na qual f ¢ um mergulho e tomando H; = Hp,,
podemos escrever

m

B(x,y) =Y Hi(x,y)Ei(p),¥ x,y € T,M.

i=1
O vetor normal

1 m

— E trS

onde S; = Sg,, é denominado o vetor curvatura média de f e nao depende
do referencial F; escolhido. Além disso, f é minima se, e somente se, [/ = 0.

3

Definicao 1.7.4 (Imersdo umbilica). Uma imersao isométrica f : M™ —
M"™ ¢ dita umbilica em p € M quando S, = p(n)I, para todo n € T,M,
onde p(n) € R e I € a identidade em T,M. Uma imersao é umbilica quando
¢ umbilica em todo ponto de M.

Proposicao 1.7.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) f € umbilica em p € M;
(i) S, = (H(p),n) I, para todo n € T,M=;
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(i11) B(x,y) = (x,y) H(p), para quaisquer x,y € T,M.

Demonstragao. Consideremos um referencial ortonormal F, . .., E,, em X (U)*
e seja ey, ..., e, a base de T, M formada por autovetores de S,, como anteri-
ormente.

(i) => (ii) De fato, dado n € (T,M)*, temos que n = Z a;F;i(p), onde

= (n, Ei(p)) e Sy =pn)l.

Entao

Em outras palavras,

Hi(z,y) = (B(x,y), Ei(p)) = (Si(®),y), Si = Sp,).

Dai
trS; = Z =np;, pi = p(Ei(p)).
Logo
;Z trS;)E anz i(p) = piFilp).
1 k=1

Concluimos que

Como

obtemos .S,)( Z a;S, = Z a;p;T €, portanto,

i=1

Zazpz =", )) .
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(i1) = (i) Visto que S, = (H(p),n) I, para todo n em T,M=*, temos
que

(B(z,y),m) = (Sy(x),y) = ((H(p),n) v,y)

= (H(p),m) (x,y) = (H(p)(z,y) ,n), ¥V n € T,M".

Logo
B(x,y) = (x,y) H(p),¥ 2,y € T,M.

(it1) = (i) Suponhamos que B(x,y) = (z,y) H(p), para todo =,y € T,M.
Dai obtemos

<S77(x)ay> = <B($7y)777>:<<%y>H(p)777>

(H(p),n) (v,y) = ((H(p),n) x,y) -

Portanto,
Sy = (H(p),n) I,¥ n € Ny(M).

Se X € TM e n € TM+*, vimos na Proposicao 1.7.2, que
(V)" = =5,(X).

Estudaremos a componente normal de Vx7, que denominamos a conexdo
normal V+ da imersdo f, isto é,

Vi XU x XU — X(U)*
(X,n) — Vxn=Vxn— (Vxn)' =Vxn+ 5,(X).

Observagao 1.7.1. V+ é linear em X, aditiva em 7 e
Vx(gn) = gVxn+ X(g)n, ¥ g € D(U).

Similarmente ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de V+ uma
nocao de curvatura no fibrado normal que é dita curvatura normal R+ da
imersao f por

RH(X,Y)n = VyVxn — VxVin + Vixy.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [6], pdg. 149, Proposicao
3.1.
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Proposicao 1.7.4. Sao verificadas as sequintes equacoes:
(a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T)-(B(Y,T), B(X, Z))+(B(X,T),B(Y, Z)) .

(b) Equagao de Ricci
<§(X7 Y)777 £> - <RL(X7 Y)n7 £> - <[S'V)7 S&]Xa Y> )
onde [Sn, Sf] = S77 o SE — Sg o) Sﬂ'
O seguinte resultado é consequéncia direta da Proposigao 1.7.4 item (a).

Teorema 1.7.1 (Gauss). Sejam x,y vetores ortonormais em T, M C Tf(p)ﬁ
ep € M. As curvaturas seccionais K(x,y) e K(v,y), respectivamente, de
M e M no plano gerado por x ey satisfazem

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), Bly,y)) — |B(z,y)[" (1.20)

Definicao 1.7.5. Dizemos que um fibrado normal de uma tmersao € plano
se Rt =0.

Suponhamos K constante em M, entdo pelo Coroldrio 1.6.1, obtemos

(R(X,Y)n, &) = Ko((X,n) (Y, &) — (Y,n) (X, &) =0,

para quaisquer X, Y € X(U) e todo n,£ € X(U)+. Assim, a equacio de Ricci
é equivalente a
<RJ_(X7 Y)U> §> - - <[Sm Sﬁ]Xa Y> .

Portanto, R+ = 0 se, e somente se, [S,, S¢] = 0 para todo 7,£ e todo p €
M. Em outro termos, existe uma base de T,M, para qualquer p € M, que
diagonaliza simultaneamente todos os .S,,.

Seja X(M)+ o espago dos campos diferencidveis de vetores normais a
M. A segunda forma fundamental pode ser considerada como o tensor B :
X (M) x X(M) x X(M)*+ — D(M), definido por

B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).
A nocao de derivada covariante deste tensor se estende de maneira natural:
(VzB)(X,Y,n) = Z(B(X,Y,n)) - B(VzX,Y,n) — B(X,VzY,n)

A demonstragao do seguinte resultado pode ser encontrado em [6], pag.
151, Proposigao 3.4.
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Proposicao 1.7.5 (Equacao de Codazzi). Com a notagdo acima, temos

Observacao 1.7.2. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional cons-
tante, a equacao de Codazzi se reduz a

(VyB)(X, Z.n) = (VxB)(Y, Z,n).
Além disso, se a codimensédo da imersdo é 1 tem-se V7 = 0. Daf
B(Y,Z,Vxn) = 0.
A conex@o V é compativel com a métrica em M, logo
(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y.Z.n)) - B(VxY,Zn) - B(Y,VxZn)
= X((B(Y,Z),n) - (B(VxY.,Z),n) = (B(Y,VxZ),n)
= X((5y(Y), 2)) = (Sy(VxY), Z) — (5,(Y), Vx Z)
= (Vx(5y(Y)), 2) +(5,(Y), Vx Z) = (Sy(VxY), Z)
(S,(Y), VX Z)

= (VS 2~ (8,(TxY). 7).

Neste caso, a equacdo de Codazzi é dada por
Vx(5(Y)) = Vy (5,(X)) = Sp([X, Y]).

Como uma aplicagao dos resultados desta secao e de uso fundamental em
nosso trabalho, adaptaremos os resultados as hipersuperficies.

Suponhamos que a codimensao da imersao f : M" — M seja igual
al,isto é, m = 1. O conjunto f(M) C M é denominado hipersuperficie.
Sejam p € M, n € T,M*, |n| = 1. Vimos que Ty, M = T,M & (T,M)*,

logo, 7 fica univocamente determinado se exigirmos que a base {e1,...,en,n}
de Ty M tenha a mesma orientacao de {e,...,en}. Seja {wi,...,wn} 0
correferencial dual associado ao referencial ey, ..., es de X'(M). A segunda

forma fundamental pode ser considerada como o tensor bilinear dado por

B(X,Y)=(VxY = VxY,n), VX,Y € X(M).
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Em outras palavras,

B = Zhij(wi®wj)a hz‘j :hji:B(eiaej)' (1-21)

3,7=1

Visto que S, é simétrica, existe uma base ortonormal de 7,M formada
por autovetores préprios {ei,...,e,} de S, com autovalores ki, ..., ky,, i.e.,
Sn(ei) = kiei onde i = 1, o, n.

Neste caso, denominamos os ¢;’s as direcoes principais de f e os k;’s as
curvaturas principais de f.

O determinante det(S,) = ki ---k, é denominado curvatura de Gauss-

1 n
Kroneckerde fe H= — E k; é denominado curvatura média de f.
n
i=1

Exemplo 1.7.1 (Aplicagao Normal de Gauss). Sejam M = R"™! ¢ N uma
extensao local de 7, unitéria e normal a M. Seja S™(1) = {x € R"; ||z| = 1}
a esfera unitdria de raio 1 e defina a aplicacdo normal de Gauss g : M™ —
S™(1) por

g(p) = ponto final do transladado de N(p) & origem do R™!.
Como T,M e T,,)S"(1) sdo paralelos, podemos identificé-los. Assim
dgy : T,M —> T,M = Ty, S™(1)

¢ dada por

() = (N 0 c{t)lico = Vg N(elt)eco = Val = (VaN)T = 8, (a),

onde ¢ : (=§,£) — M é uma curva diferenciavel com c(0) = p e ¢/(0) = .
O fato VN = (V,.N)T provém de ||N||?> = 1, pois

0= 5 N (e(6), Nelt)) o =2 (¥ N(elt)), N(e(t)) ) oo = (TN, V).

Portanto, dg, = —5,.

O estudo da aplicacao normal de Gauss tem profundas implicacoes topolé-
gicas. Por exemplo, se para uma variedade riemanniana M", n > 2, conexa,
compacta e orientdvel existe uma imersao f : M"™ — R""! com curvatura
de Gauss-Kronecker ndo-nula em todo ponto de M, entdo M é difeomorfa a
S™(1). De fato, detdg, # 0 implica que g : M — S™(1) ¢é difeomorfismo
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local. Sendo M compacta, g é uma aplicacdo de recobrimento e, como S™(1)
é simplesmente conexa, g € um difeomorfismo.
A férmula (1.20) admite a seguinte expressao

K(@i, 6]') = klk]

Com efeito, como (B(e;, e;),n) = (Sy(e;), e;) = ki - 0i5, onde d;; é o delta de
Kronecker, temos que

B(ei,ej) = H(ei,ej)n =ki-d0ij-n e |Blei,e;)| = ki - 0ij.

Além disso, K (e;,e;) = 0 em R™™! logo

K(ei,6]‘) = K(ei,ej) — K(ei,ej) = <B(6i,€i),B(€i, 61)> — \B(ei,ej)|2 = klkj

No caso em que n = 2 o produto k; - ko é conhecido como curvatura
Gaussiana da superficie M em p.
O lema a seguir foi tirado dos manuscritos de H. Alencar e M. do Carmo.

Lema 1.7.1 (H. Alencar e M. do Carmo). Seja
fo8™(ry) x S"(rg) — ST C RMINMF2 2 4 g2 = )
a 1mersao produto, entdo as curvaturas principais de f, consideradas na

mesma orientacao, sao dadas por

]
ki=-=k,=— ¢ ]me:...:kmM:_
™ L)

1

Demonstragdo. Consideremos 7, e m as projecoes de R™2 em R™T! ¢

R™"! respectivamente, e um referencial ortonormal ey, . . ., €mqn, 71, 72 em R™TH2,
para o qual
(1) e1,...,en, é um referencial em S™(ry), isto é, e; = (dmi(e;),0), para
todoi=1,...,m;
(2) emi1s---sCmen € um referencial em S™(ry), isto é, e; = (0,dma(e;)),
para qualquer t =m+1,...,m 4+ n;

(3) m = (m1,0) € R x R ¢ 5y = (0,1m) € R™! x R onde

1

m(p) = ——p, para todo p € S™(r1) e m2(q) = ——q, para quaisquer
1 ]

q € Sn(Tg).
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Observemos que 7; e 1 sdo as aplicagdes normais de Gauss de S™(r1) e
S™(rq), respectivamente. Tomemos 1 = o1 — r172. Entéo, n é a aplicagao
normal de Gauss de S™(r1) x S™(ry). Vimos no Exemplo 1.7.1 que

dNp.g) = —Sn(p.g)-

Além disso,

I1,(X) = (5)(X), X)),
donde
SW(X) = —ngnl(X) + Tldng(X).
Sejam w;, i = 1,...,m+n as n 1-formas duais associadasa e;, i = 1,...,m+
n. Tem-se
(Sy(X),Y) = —ra(dm(dm (X)), dmi(Y)) + 1 (dna(dma(X)), dme(Y))
r m r m—+n
= I wi(Xwi(Y) = 5 ) wil X)wi(Y).
L "2

Assim, a segunda forma fundamental de f na direcao de n é dada por

N m r m+n
2 1
M=% wl— = w?.
™ )
i=1 i=m+1
As curvaturas principais de f sdo
T ™
kl:"':km:*e km—&—l:"':kmﬁ-n:_*a
T T2
onde as diregOes principais sdo, respectivamente, e, ..., €nin- O

Exemplo 1.7.2 (H(r)-toro). O H(r)-toro, para 0 < r < 1, é a hipersuperficie
em S"T1(1) obtida pela imersdo produto S" 1(r) x S1(v/1 —r?2) — R" x R?
dada por

(X1, oy xn), (Y1,92)) — (1, .oy T, Y1, Ya)-

Como um caso particular do Lema 1.7.1, as curvaturas principais do H(r)-
toro sdo dadas por

V1—r2 T
r m
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. yn+l . . . . ~
Seja M (¢) uma variedade riemanniana de dimensao n + 1 com curva-

. . 7 n+1 , .
tura seccional constante c¢. Dizemos que M " (c¢) é um forma espacial. Por

exemplo, M (1) = §7+1(1) e M (0) = R™+! sdo formas espaciais.

Quando f : M — M""(¢) é uma hipersuperficie, visto que A" (c) tem
curvatura seccional constante, a equacdo de Codazzi satisfeita pela segunda
forma fundamental (1.21) pode ser entendida, com relagdo os componentes

da derivada covariante de B, por
hije = higj, Vi, j,k=1,...,n,
onde .
VB = Z hiji(w; ® w; ® w).
i k=1

De fato, como
hije = Ve, B(ei, €5) = Ve, Blew, €5) = hyji € hij = hyi,

temos que hjr = hji = hgi; = hay para todo 4,7,k = 1,...,n. Provando o
afirmado.

Seja P* um subespaco k-dimensional de R"*2. Consideremos O(P?) o
conjunto de todas as transformacoes ortogonais de R"*? que deixam P? fixo.
Escolha P? D P? tal que P*n H”+l(c) # (). Seja C' uma curva regular em
PPN M" " (c) = M?(c). A érbita de C sobre a acio de O(P?) é chamada
hipersuperficie de rotagcao M"™ C Mnﬂ(c) gerada por C' em torno de P2. Se
o € O(P?), a curva o(C) é um meridiano de M™ e a érbita de um ponto de
C sobre O(P?) é dita um paralelo de M™.

No caso em que ¢ > 0,

Fltr, o tn1,8) = (21(8)@1, - -+ 21(8)On, Tt 1, Tnta),

onde @(t1,...,th—1) = (@1, ..., pn) € uma parametrizagdo ortogonal de uma
esfera unitdria no subespaco gerado por ey, ..., e, e P? é o subespaco bidi-
mensional de R"*2 gerado por e, € ¢,,2 € s é 0 comprimento de arco com
relagdo ao meridiano 1(s), Zp41(8), Tnia(s).

O seguinte resultado foi obtido por M. do Carmo e M. Djaczer em [§],
pag. 701.

Teorema 1.7.2. Seja f : M"™ — Mn+1(c),n > 3,uma hipersuperficie. As-
suma que as curvaturas principais de f satisfazem

ki=-=kp1=-A#0, ky=—pu=—pA) e X #p.

Entao f(M) estd contido numa hipersuperficie de rotagdo.
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1.8 Laplaciano de um Tensor Simétrico

O resultado desta secdo pode ser encontrado em [4]. Este resultado
¢ fundamental na demonstracdo do Teorema 0.0.2 de H. Alencar e M. do
Carmo. As definicoes de gradiente, divergente e Laplaciano de um funcédo
f € D(M) em uma variedade riemanniana M estdo definidas na secao 1.6.

Sejam M"™ uma variedade riemanniana e ey, ..., e, um referencial mével
ortonormal em M. Consideremos wy, ..., w, as n 1—formas duais com relacao
n

a este referencial. Seja ¢ = Z ¢ij(wi ® w;) um tensor simétrico definido em
ij=1

M, isto é, para cada p € M, tem-se que ¢(p) : T,M x T,M — R é um tensor

simétrico( i.e. ¢;; = ¢j;), onde (w; ® w;)(X,Y) = wi(X)w;(Y) e suponhamos

que ¢ satisfaga a equacao de Codazzi, isto é,

Gijk = Girj, Y 1,5,k =1,...,n.

n
Nosso objetivo, nesta secdo, é determinar o Laplaciano de |¢|* = Z 3.
ij=1
Precisamos calcular, inicialmente, o Laplaciano de ¢;; : M — R.
A derivada covariante ( definida na pégina 38) de ¢ é dada por

n n n
Z Pijrwr, = doi; + Z Orjwri + Z DikWhj (1.22)
k=1 k=1 k=1
e a segunda derivada covariante de ¢ por
n n n n
Z Gijrawr = dijr + Z Prjrpwi; + Z Pukwij + Z QijiwWik- (1.23)
=1 =1 =1 =1

Logo

n

Z Giji(wi Nwg) = Z(dcbijk Awy) + Z P (wii A wi)

k=1 k=1 k=1
(1.24)

+ Y danlwy Aw) + Y Gii(wn Aw).

k=1 k=1
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A partir da diferencial exterior de (1.22), obtemos

D d(dirwr) = Y derg Awki+ Y Grjduwr
k=1

k=1 k=1
(1.25)
+ Z Ao N wij + Z Pirdwy;,
=1 =1
pois d(d¢;;) = 0. Visto que
D d(Giwwr) = dige Awi+ Y dignduwy, (1.26)
k=1 k=1 k=1
igualando (1.25) e (1.26), temos
Z(d¢ijk ANwg) = — Z Gijrdwy + Z dorj N\ wyi + Z Orjdwyi
k=1 k=1 k=1 k=1
(1.27)

+ D dei Awij + Y dirduwry.
k=1 k=1
Nas mesmas condicoes, aplicando em (1.24) o resultado encontrado em (1.27),

n n n
Z Gijra(wr Awy) = Z diji N\ wy, + Z Gujpwii N\ W
k=1

k=1 k=1

n n
+ Z Garwij N\ wy + Z Qijiwik N\ Wi

k,l=1 k=1

k=1 k=1 k=1

n n n
+ Z Ao N wj + Z Girdwy; + Z Prjpwii N\ Wy
=1 |

k=1

n n
+ Z Qirwij N\ wy + Z Qijiwik N W

k=1 k=1

67



Agora, usando (1.22),

n n n
drj = Z Prjiwr — Z bW — Z Prawi;-
=1 =1 =1

Portanto,

n n n n
Z Ay N wri = Z Prjiwr N Wri — Z Prjwik N Wri — Z Priwiy N Wi,
k=1

k=1

k=1 k=1

n n n n
Z doi N wij = Z Qikiwy N\ Wi — Z Prewri N\ Wi — Z Guwik N Wi
k=1

k=1

Dai

Z Gijri(wi Nwg) =

k=1

logo

Z Gijri(wi ANwg) =

k=1

k,l=1 k=1

n n n
E : Prjiwr N Wri — E Qrjwik N\ Wi — E Oriwij N\ Wi

k=1 k=1 k=1

n n n
+ Z Grjwir N\ wii + Z 1 Qi + Z Gikiwr N W
=1

k=1 k=1

n n n
- Z Grewii N\ Wi — Z Pawie N\ wij + Z Gikwir N wij

k,i=1 kl=1 kl=1

+ Z GirS s + Z Grjpwii N\ wi + Z Diiwij N Wy
k=1

k=1 k=1

Z DS Ui + Z DikS sy
k=1 k=1

n

_; Z (Z OmjRomirs + Z ¢imRmJ’kl> (Wi A wi).
m m=1

ki=1 \m=1
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Consequentemente,

1 n n
Gijil — Qijie = 5 (Z Omj Btk + Z ¢imijlk>
m=1 m=1
1 n n
+§ (; Omj RBmiki + mz_l ¢imijkz>

n n
= - E ¢ijmilk - § (bimijlka
m=1 m=1

ou seja,
n n
Gijkl — Pijik = — Z Omj Rtk — Z Gim Btk (1.28)
m=1 m=1

Lembrando que no referéncial ortonormal ey, ..., e, o laplaciano da funcao
¢i; € dado por Z ®ijkk, obtemos que

k=1

Agy = Z(¢ijkk — Pikjk) + Z(¢ikjk — Pikkj)
k=1 k=1

+ Z(¢ikkj — Orkij) + (Z ¢kk>
k=1 k=1

)

= Z(¢ijkk — Qikjk) + Z(Gbikkj — Okkij) + (Z Cbkk:)
k=1 ij

k=1 k=1

- Z (bmk:Rmzk] - Z gbimRmk:kj-
m,k=1 m,k=1
O tensor ¢;; satisfaz a equagao de Codazzi ¢;j = @ix;, logo
Apij = <Z ¢kk> - Z Pk Bmikj — Z Gim Rk - (1.29)
k=1 ij m,k=1 m,k=1

Observacgao 1.8.1. Seja f € D(M). Tomando g = f? temos que dg = 2fdf.
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Assim, g; = 2f f;, onde df = Z fiw;. Dai

=1

D oggwi = dgi+ Y g =d2ffi)+ > 2ffw,
j=1 j=1 j=1

= 2fidf +2fdf; + Z 2f fiw; = 2fidf +2f <Z fz'jwj> :
j=1 Jj=1
Logo, gir = 2f frx + 2f7 €

Ag=2fAf+2) fi.
k=1

Como |¢|? = Z (bw etrg = Z ¢;i, obtemos que

i,7=1
Algl* =2 Z GijAdij + 2 Z Ot
ij=1 ij k=1

Em outras palavras,

7A|¢|2 Z ¢UA¢1] + Z ¢7,]k

,5=1 i,5,k=1

n

A norma de V¢ é definida por |V¢|* = Z 7% Neste caso,

i,5,k=1

*A|¢|2 IVo|* + Z Gi; (tr )i Z GijOmk Romikj — Z GijOim Bk -

1,j=1 1,7,k,m=1 i,J,k,m=1

Escolha um referencial ortonormal ey, . . ., e, tal que ¢;; = A;d;;. Tal condicao
¢ sempre possivel, pois ¢ é uma forma bilinear simétrica. Visto que

D AiRiis = D AR

ij=1 ij=1
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a formula anterior pode ser simplificada como a seguir:

1 n
§A|¢|2 = |V¢\2+Z)\ (tro)s Z)\)\ Rjiji — Y AfRyjji

i,j=1 i,j=1

= Vol + ZA (tre)i Z Nidj Rijij + Z MRy (1.30)

ij=1 ij=1
= Vo + Z)\ tre)u + - Z )2 Rijis.
i,j=1
Logo
i /\?Rijij—i AijRijij = ; i [(NF=2XA;+AT) Rijgig) = i(Ai—)\j)ZRz’m'
ij—=1 ij—=1 ij—1 ij—=1

Portanto, o Laplaciano de |¢|* é dado por

1
5A|¢>|2 \V¢|2+2/\ trd)i + - ZRW —\)2 (1.31)

zgl
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Capitulo 2

Resultados Principais

Neste capitulo demonstraremos o Teorema 0.0.2 de H. Alencar e M. do
Carmo, ver [1], que descreve e caracteriza as hipersuperficies de curvatura
média constante na esfera. Em seguida, utilizaremos os resultados obtidos
para demonstrar o Teorema de Li Haizhong, ver [10], que caracteriza as
hipersuperficies com curvatura escalar constante na esfera.

2.1 Hipersuperficies com Curvatura Média
Constante na Esfera

Sejam M™ uma variedade orientada de dimensdao n e f : M" —
S™H1(1) € R™? uma imersdo. Escolhamos uma campo normal unitdrio
n ao longo de f. Como vimos na secao 1.7, existe uma base ortonormal
e, ..., e, de T,M formada por autovetores da aplicac@o linear autoadjunta
A =8, : T,M — T,M associada a segunda forma fundamental de f ao
longo de 1, A é denominado operador de Weingarten. Sejam ky,...,k, 0s
autovalores associados a ey, ..., e,, respectivamente. Denotaremos por

AP=3 k2
1=1

o quadrado da norma do operador de Weingarten e

1 n
H—n;ki

a curvatura média de f.
Quando f é ma imersdo minima, isto é, H = 0, é valido um resultado
muito conhecido, a saber
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Teorema 2.1.1. Sejam M™ compacta, f : M™ — S"1(1) C R"™ uma hi-
persuperficie minima e A o operador de Weingarten. Assuma que |[A]> <mn,
para todo p € M. Entao

(i) |A|?> = 0(e M € totalmente geodésica) ou |A|* = n.

(i1) |A]*> = n se, e somente se, M™ é um toro de Clifford em S™, i.e.,
M™ € o produto de esferas S™(r1) x S™(ry), n1 + ny = n, de raios
apropriados.

O item (7) deste teorema deve-se a Simons, ver [13]. A caracterizacdo em
(1) foi obtida independentemente por Chern, do Carmo e Kobayashi em [3]
e por Lawson em [11]. O resultado no item (ii) é local. Defina a aplicagao
linear autoadjunta

o: T,M — T,M
r o H(plx— Ax),

onde H(p) é a curvatura média de f em p. A aplicacdo linear ¢ est4 associada
uma forma bilinear simétrica ¢ dada por

Pz, y) = (o(x),y), Va,y € T,M. (2.1)

Observemos que tr¢ = 0. A forma bilinear ¢ é denominada sequnda forma
bilinear sem traco. De fato,

(plei),e5) = (H(p)ei — Aei e5) = ((H(p) — ki)ei, e5) = (H(p) — ki)dij,

logo

n n n

tro = Z o(ei, e) = Z (p(e), e) = Z(H(p) — ki) =nH(p) — E k; = 0.

=1 =1 i=1

Além disso, |¢|* = Z p?, onde p; = H(p) — k; é o autovalor de ¢ associado
i=1

ao autovetor e;, para todo ¢ =1,...,n. Como

(i = p1)* = i = 2papa5 + 115,

obtemos
> (i) =) =2 gt pd = nloPP—2(tr¢)*+nlof* = 2n|gf>.
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
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Visto que k; — kj = p; — i, temos
n n

67 = 5o D (= = 5 S (k= k)

ij=1 ij=1

Dai
PP =0 & ¢=0 & p=0 < A=H(p)l.

Em outras palavras, |¢|? = 0 se, e somente se, f é umbilica.

Como ¢ é a segunda forma fundamental sem o trago e |¢]*> = 0 se, e
somente se, f é umbilica, temos que ¢ é o objeto natural para utilizarmos
quando estendermos o teorema anterior para hipersuperficies com curvatura
média constante.

Seja M™ uma variedade riemanniana compacta e orientavel e seja f :
M" — S""1(1) uma hipersuperficie com curvatura média constante H;
escolha uma orientacdo para M tal que H > 0. Para cada H, defina

n(n — 2)

Py(z) = 22
(@) " n(n —1)

Hy —n(H? 4+ 1)
e denote por By o quadrado da raiz positiva de Py. Note que By = n, pois
PO = 1172 —nNn.

Enunciaremos a seguir o teorema principal deste capitulo, a saber:

Teorema 2.1.2 (H. Alencar e M. do Carmo). Sejam M™ uma variedade
compacta de dimensdio n, f : M™ — S"T(1) C R""? uma imersdo com cur-
vatura média constante H e ¢ : TyM x T,M — R o tensor simétrico dado
por

o(x,y) = (Hx — Ax,y), Y x,y € T,M.
Se |¢|* < By, para todo p € M, entdo
(i) |¢]> =0 (e M € totalmente umbilica) ou |p|*> = By.
(i1) |¢|*> = By se, e somente se,

(a) H=0eM" ¢ um toro de Clifford em S™"'(1);

—1
(b) H#0, n>3, e M™ é um H(r)-toro com r* < L
n
-1 1
(¢) H#0, n=2, e M" é um H(r)-toro com r* # n =5
n

Antes de demonstrarmos este teorema, precisamos demonstrar o lema a
seguir, cujas desigualdades foram firmadas por Okumura em [12].
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Lema 2.1.1. Sejam p;, i = 1,...,n, numeros reais tais que > . ji; = 0 e
Sob o ui = (3% onde > 0. Entdo

n—2 n—2 3
_\/n(n— 1) Zuz -~ v/n(n— 1)ﬁ 2

onde

2 3
Z“Z \/7 (ZM— mﬁ)

se, e somente se, n— 1 dos p;’s $Go nao-positivos (nao-negativos) e iguais.

Demonstracao. Quando = 0,

Xn: pi =0.
i=1

Consequentemente, u; =0e >, p? =0, paratodoi = 1,...,n. Suponha-
mos (3 > 0 e consideremos as funcoes g, h,l : R™ — R dadas por

n n n
g(:ulv"'?:uTJ:ZHi? h(#laaﬂn):ZNf € Z(Hlaaﬂn):ZMf
i=1 =1 i=1

Necessitamos determinar o valor méximo e o valor minimo de h sujeito as
condicoes

glhn, - pn) =0 e Wp, oo i) = 52

Em outras palavras, precisamos determinar os pontos criticos de h restrito a
estas condicoes. Usando o método do multiplicador de Lagrange,

grad h = (3p2,...,3u2) = agradg+Agradl = a(l,..., 1)+, ..., 2un),
1 Hn

isto é, B
B3ui =a+2 g, Vi=1,....n
. L 2\ a :
Assim, substituindo A = — e o = — na tultima igualdade acima, os pontos
criticos de h sao dados pelos p;’s que satisfazem a mesma equagdo, a saber:

pr— Ay —a=0 Vi=1,...,n

Sejam a e —b as raizes da equacdo acima. Visto que Y ., ; = 0, apés uma
reenumeracao se necessario, os j;s sao dados por

pr=...=pp=0a>0 e pp1=...=p, =—-b<0. (2.3)
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Nos pontos criticos de h,

= p; =pa’ + (n—p)b’,

=1
Zm:pa—(n—p)b:O,
h= Zu@ pa® — (n—p)b.

Obtemos de (2.5) que p # 0 e p # n, pois

p=0=nb=0=0b=0

e, além disso, (2.4) implica % = nb? = 0, isto é, 8 = 0. Contradizendo a

hipétese de > 0. O caso p = n é inteiramente analogo.

<n > ’
p

obtemos
B2 = pa®+(n—pb*=p (n;p> b* + (n — p)b?
_ [(n—p)2 +(n_p)} 2o (n=pn,
p p
Logo
b2 — p 32
n(n —p)

Substituindo o valor acima em (2.4),

2= (H) &
np

Dai
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Segue que h decresce quando p cresce e, consequentemente, i atinge seu valor
maximo em p = 1 e seu minimo em p =n — 1.
Quando p =1,

fo=...=ptp, =—b<0

h = &—n-1D)P=n0-12-n-1)0=((n-1>-(n-1))

— (- 1)(n— 2 = ("‘2)> 3.

Se p=n — 1, entao

pr=...=pp-1=020
¢ 1 1
h = (n_1>a3_b3_(n_1)2b3_b3_((n_l)2_1>b3
o n(n—2)> <n—1)3 s on—2
B <(n—1)2 n b= n(n—l)ﬁ'
Portanto

_n7_2 Zuz— n—2 ﬁ?)'

n(n—l
(]

Demonstracao do Teorema 2.1.3. Inicialmente, calcularemos o Laplaciano de
|¢|>. Como ¢ é bilinear, simétrica em T,M e satisfaz a equagéo de Codazzi

Gijk = Pikj, temos por (1.31) que

1
Sl = |W>|2+Zm tro)i+ ZRW —m) (27)

z]l

onde R;j;;; é a curvatura seccional do plano gerado por {e;, e} e u; = H—k;
é o autovalor de ¢ associado ao autovetor e;. Visto que tr¢ = 0, a hessiana
de tr¢ é identicamente nula e, portanto, (tr¢); = 0 para todoi =1,....,n
Neste caso, a equacao (2.7) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 1 ¢
SR = [V + 5 D Ry — 15)*. (28)

ij=1
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Calcularemos, inicialmente, o tltimo termo do lado direito de (2.8). Pela
formula de Gauss, ver Exemplo 1.7.1, obtemos

K(ei,e5) — K(ei,e5) = (Blei, e), Blej, €;)) — | Bles, €5) ] = kiky — |0 = kik;.
Como K(eje;) =1, ki = H — p; e K(e;,e;) = Ryjij temos que

Portanto
1 < 1 2
2 D Rigij (i — 3 Z (L pipg) (i — 1)
i,j=1 j=1
1< 1~ 2
—§H Z(MH—M) — 1y)* + 2H Z(Mi—ﬂj) '
i,j=1 ,j=1
Além disso,
Dot i) (s = ) = D = Y 2+ Y M+ Y iy
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 i,j=1
—Z 22 + Y s
i,j=1 i,7=1
= 20|’ — 2(tr¢)® + 2(tr¢) Y _ i — 2/9[*
=1

= 2n|¢|* - 2|¢[*

e n
> (i —py)* = 2nof.
i,j=1
Logo
1 n
5 Z Rijis (1 =0l =" = JH Y (it ) (i = 1) + ndT|f
w 1 i,j=1

(2.9)
Por outro lado,

(a4 ) (s = p13)* = g = gy = o s+ 115
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Dai

S (it )= ) = D= = > iy

1,j=1 1,j7=1 1,7=1 1,j=1 1,j=1

= Y = 2Atrg)of =20y .
=1 i=1

Portanto, (2.9) pode ser reescrito por

1 n n
5 > Riii(ps — 113)° = nlgl* = o' + nH|g* —nH Y 4if. (2.10)
i=1

3,7=1

Por conseguinte, usando (2.10) e lembrando que > (tr¢); = 0, podemos
reescrever (2.7) como a seguir

1 n
SRl = [VoP +nlgl* — o' + n|of —nH y  pi. (2.11)
1=1

Precisamos estimar Y .-, 3. Neste caso, utilizamos a primeira desigualdade
em (2.2) para obtermos a seguinte desigualdade:

1 n
SABF = VoI +nlgl® —l¢l* + nH|gl* - nHy  uf

=1
> Vol — |of [WQ —n(1+ H?) + :(;fl)wwl
= |V + 91> (= Pu(lo]) ,
isto é, X
SAIGP = V6P + 6P (~Pu(lol) (2.12)

As raizes de Py sao




onde ¢ = n(H?+1) > 0. O coeficiente de maior grau na equacio de segundo
grau Py (xz) = 0 é positivo, logo

Py(z) <0, Vo € [z, x9].

Como 0 < |¢| < v/By, temos Py(|¢|) < 0. Utilizando o teorema de Stokes,

APy — /M div(grad|¢|2)yz/ a0

M

(2.13)
= 0 =0,
oM
onde v = wy A -+ Awy é a forma volume de M e 0 = (—1)"i graq 52V
Integrando ambos os lados da desigualdade (2.12), obtemos
1
0= [ alof= [ vers [ oP-rulle)) zo. (219)
M M M
Visto que
VeI* 20 e [8]*(—Pulld]) =0,
temos
[ o =0 e [ jor-raioh) ~o.
M M
Dai

[ [wop=0— [vol=o.
M
Além disso,

y 6" (=P (l¢])) =0

implica que |¢|> = 0 ou Py(|¢]) = 0 ( i.e [¢|* = By). Com isso, provamos a
parte (i) do teorema.

Consideremos agora a parte (ii) do teorema, isto é, o caso |¢|* = Bpy.
Inicialmente, observemos que n > 2, pois n = 1 implica dimT,M = 1 e,
neste caso, |¢|> = u? = 0; contradizendo o fato de Py (0) = —n(H? +1) < 0.

Quando H = 0, tem-se By = n e, consequentemente, |¢> = |A]*> = n.
Usando o item (ii) do Teorema 2.1.1, obtemos que M™ é um toro de Clifford
em S"T1(1), isto é, M™ = S™(ry) x S"2(ry), onde r? + 13 =1eny +ny = n.

No caso H # 0, temos que

n(n —2)
n(n—1)
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segue de (2.11) e (2.12) que

1 n(n — 2) &
AR = MY g —nH S 48
o LSOOI -

> |¢*(—Pu(|6]) =

Logo
n(n —2) 3 ~ 3
Vn(n —1) 2 ;u
9 2 1
se "2 pigp s aHS b, entiio SAl6l° > 0 e, terfamos

n(n—1) —
1 2
0= [ =Algp|” > 0.
M2

Portanto

\/(7|¢|3 Zu@

Além disso, o Lema 2.1.1 acrescenta que n — 1 dos p}s sao iguais e nao-
positivos, consequentemente, n — 1 dos k/s sao iguais. Apds reenumeracao,

se necessario,
ki=-=kn1 e ky# ki

Como V¢ = 0 tem-se, para cada i =1,...,n, que
Wi = const.
Logo, k; = H — p; = const. Visto que pu; < 0 paratodoi=1,...,n—1,
ki=H—pu,>H>0, Yi=1,...n—1 e k,# k.

Nesta situagdo, para n > 3, o Teorema 1.7.2 afirma que M™ estda contido
numa hipersuperficie de rotacdo em S™*1(1) obtida pela rotagdo de uma
curva com curvatura constante, isto é, M™ é um H(r)-toro.

Identificaremos qual H(r)-toro aparece. Observemos que

1=+ =pp1=a<0 e p,=0b>0,
onde 0 =>""  p; = (n—1)a+b, isto é, b= —(n — 1)a. Assim

6" = Zuz Ja? +b* = n(n — 1)a’
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9]

n(n—1)

H1 == fn-1= |¢| ’¢|\/ (2.16)
Vn(n—1)

Usando (2.16) e o fato de Py (|¢|) = 0, obtemos

nkyki =n ( |¢M/ ) (H—I— 4 1)) = —Pu(|¢|) —n = —n,

ou seja,

Logo, a = — e, consequentemente,

knki = —1
Como k; > 0 temos k, < 0. Segue que o H(r)-toro é dado por

_ 2
S ) x SV —r2), k= YT o [

r k¥ +1

Além disso,

H:(n—l)k1+kn:(n_1) L 17;T2:(n—1)—nr2>0.
n n rny1 —r?
Neste caso,

(n—1)—nr*>0, ie., r* <
n

O que termina a prova do item (b) de (7).

Provaremos finalmente o item (c) de (ii). Observemos que M? C S3(1) é
uma superficie isoparamétrica (i.e. tem curvaturas principais constantes) em
S3(1) que sabemos ser totalmente umbilica (i.e. k; = ky) ou um H(r)-toro.
Assim, M? ¢ um H(r)-toro, pois |¢|> # 0. Seguindo o mesmo processo do
item (b), obtemos

k1ky = —1.
Logo
Vi 1 — 2
by = Ds0hy=— " <0e H= "
r 1—r2 2rv1 —r2
ou S )
V31— 2r e —1
]ﬁ:— /r<0,]{32: ! >0 e H:ri
r V1—1r2 2ry/1 — r?
1
Como H # 0 temos r* # 5 demonstrando o item (c). O
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2.2 Hipersuperficies com Curvatura Escalar
Constante na Esfera

. . , . —mn+1 .
Sejam M uma hipersuperficie em M~ (¢), {e1,...,e,} um referencial
ortonormal local em M e wq,...,w, seu correferencial dual associado. Entao
a segunda forma fundamental de M pode ser expressa, em termos de formas,
por

ij=1
Numa vizinhanga de p € M, podemos escolher um referencial local ey, ... e,
em M tal que
B=> kiw®uw). (2.18)
i=1
Consideremos . .
2 2 2
S ED T
i=1 ij=1

o quadrado da norma da segunda forma fundamental,

1 « 1 «
i=1 =1
a curvatura média,

R’ijij = <R(€i7 €j>€i7 €j> s VLJ = 1, o, n

1 n
R=——— 3 Ry
n(n—l)lg_:l "

a curvatura escalar de M. Segue da equacao de Gauss que

Em particular, R;; = 0, para todo i = 1,...,n. Além disso,
nn—1)R = Z(C + kik;) — Z(c +k?) =n’c+n*H* — nc— |BJ?
ij=1 i=1

= n(n—1)c+ (n*H? — |BJ?).
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Logo
n(n —1)(R—c) =n*H* — |B|*. (2.20)
Dado p € M, podemos escolher um referencial local ey, ..., e, 1 ortonor-

.. ——n+1 . .
mal numa vizinhanca de p em M (c¢) tal que ey, ..., e, seja um referencial
local em M. Consideremos wy, . . ., w,+1 0 correspondente correferencial dual.
Faremos a seguinte convencao de indices:

1<ABCD<n+1e 1<ijk<n.

. . ~ —n+1 ~ .
A primeira e a segunda equagoes de estrutura em M ' (c) sdo, respectiva-
mente,

de = Z (WAB A wB), WAB — —WRA (2.21)
B
€
dwap = Z(wAc/\ch)—l—QAB, Oup = —c(wA/\wB). (2.22)

C

As equagdes de estrutura ja foram introduzidas neste texto, precisamente,
nas secoes 1.4 e 1.7; sendo necessario provar que

Qup = —c (wA N wB) .

Como Mnﬂ(c) tem curvatura seccional constante ¢, pelo Coroldrio 1.6.2,
temos -
Rapep = ¢(dacdpp — dapdBc) -

Portanto,

1 e
Qup = —3 ; Ragep (we A wp)

1
= —5 ZC((SAC'(SBD — (SAD(SBC’) (WC A wD)
C.D

1 1
= —202 (5A05BD) (wo A wD) + 26% (5AD5BC) (wc A wD)

1
= —Ec(wA Awp) + §c(w3 Awyg) = —c(wa Awp) .

Restritas a M, a primeira e a segunda equagoes de estrutura sao dadas por

n

dw; = Z (Wi Awj), wig = —wy; (2.23)

J=1
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n

dwi; = Z (win A wig) + i, (2.24)
k=1
1 n
onde Q;; = —= Z Rijii (wg Awy) e Riji € o tensor curvatura da métrica
kl=1

induzida em M. Além disso, restrito a M, w,,; = 0, logo
n
0= dwpyi = ij(nJrl) N wj,
j=1
isto é,
n
0= Z(.Uj(n_H) N Wy . (225)
j=1

Aplicando o Lema de Cartan em (2.25),
Wi(n+1) = Z Wi jWi, Qi = Q-
j=1

Observemos que a;; = h;;. De fato,
aij = witnt1)(€5) = (Ve €5, ent1) = (B(ej, €), ens1) = hji = hj.
A equagao de Codazzi é dada por
hiji = hikg, (2.26)

onde a derivada covariante da segunda forma fundamental de M é definida
por

D hijrwr = dhij + > higwri + Y higwi. (2.27)
k=1 k=1 k=1

A segunda derivada covariante de B é definida por
n n n n
Z hijklwl = dh”k + Z hlkjwli + Z hilkwlj + Z hiﬂwlk. (228)
1=1 =1 =1 =1

Tomando ¢ = B em (1.28), obtemos a seguinte Identidade de Ricci

hijrr — hijir = Z Pomj Rk + Z Pim R - (2.29)

m=1 m=1
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Vimos na secao 1.6 que o gradiente, a hessiana e o Laplaciano de uma
funcao f: M — R de classe C? em M sao dados, respectivamente, por

Hess f = i fi]‘(wi ® wj) (2.31)
(¢ o n
Af =2 fi (2.32)

Aqui df = Zfiwi e Zfijwj =df; + ijwj-
i—1 =1 i—1

Seja L?(M) o espaco de Hilbert das funcoes de classe C? em M com o
produto interno definido por

(f.9) = y fyg.

A seguinte proposicao ¢ verificada
Proposicao 2.2.1 (S. S. Cheng e S. T. Yau). Seja M"™ uma variedade ri-
emanniana compacta e orientdvel. Suponhamos que ¢ = Z ij(w; ®w;) é

ij=1
um tensor simétrico definido em M. Defina um operador associado a ¢ por

Of = Z Pijfijs
ij=1

onde f € D(M). Entao o operador O € autoadjunto em L*(M) se, e somente
se,

n
ZQD”]:(L Vl:L,?’L
j=1

Demonstragao. Ver [4], pag. 196, Proposigao 1. ]

n
Seja T = Z Tij(w; ® wj) um tensor simétrico definido em A, onde
ij=1

TZL']‘ = T(ei, 6]') = <7’LH€Z', 6j> — B(Gi, Gj) = nH(SU — hl] (233)
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Seguindo Cheng-Yau [4], introduzimos um operador [J associado a T, agindo

nas fungoes f € D(M) de classe C? em M, por

Of = Z Ti; fij-

1,5=1

n
Afirmativa: Tj; ¢ livre de divergeéncia, isto é, E Ti;; = 0.

j=1
De fato,
Tys = ndigHy—hig =655 ) b — higs
k=1
= 0y Z Pjie — hijj = 04 Z hjke — higj,
k=1 k=1
logo

> Ty o= Y 05> hjk— Y hi;
=1 =1

j=1 j=1

n n
= Zhikk - th = 0.
k=1 i=1

(2.34)

Portanto, o operador [ é autoadjunto relativo ao produto interno em L?( ).

Em outras palavras,

/Mng—/N guf.

(2.35)

Lema 2.2.1. Se M ¢é uma hipersuperficie definida em Mn+1(c), entao

1 1 ¢

ij=1
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Demonstragao. Observemos, de (2.18), que h;; = k;0;;. Dal

n

ij=1

= nH Z(nH)u - Z hij(nH )i

ij=1

i=1

Como Af* = 2fAf+2) " f# =2fAf+2|Vf], temos que
k=1

O(nH) — ;A(an — R VHE =S h(nH)s
i=1

Visto que (nH)* = n*H? = n(n — 1)R + |BJ*, onde R = R — ¢, tem-se

O(nH) = ;n(n _DAR+ ;A|B|2 — R VHE =S h(nH)e  (237)

i=1
Além disso, aplicando (1.31) em B,
1 2 2 - 1 - 2

i=1 ij=1

(2.38)
n n 1 n
= D W+ ) ki(nH)a+ 3 > Riisps — 1)°
ij k=1 i=1 ij=1
e substituindo (2.38) em (2.37), teremos
1 1
D(TLH) = in(n — 1)AR + |VB|2 + 5 Z R”U(kz — ]{/’j)Q - n2|VH|2
ij=1
[l

Seja u; = H —k;, i = 1,...,n, entdo, considerando o tensor ¢ como na
secao anterior,

n n —1 _

Somi=0e |9 =D ut=|BP—nH = (”) (IB] = nR).
n

=1 i=1
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Suponhamos ¢ = 1 e que a curvatura escalar R em M ¢é constante, entao
AR = 0. Substituindo AR =0 e (2.10) em (2.36),

O(nH) = VB = 0?|VH +nl]® — o' +nH?|of —nH Y pf. (2.39)
i=1

Usando a segunda desigualdade de (2.2), Lema 2.1.1, obtemos a seguinte

desigualdade
-2
QnH) 2 [VBF = n?[VH + nlgf? = ¢f' + nHlf = nH — s of".
n\n —

(2.40)
Em outras palavras,

O(nd) > [VBI? = n?|VH[* + |8]* (= Pu(|9]), (2.41)

onde Py (|¢|) foi dado na se¢do anterior.
O lema a seguir foi obtido por Alencar, do Carmo e Colares em [2], pég.
125.

Lema 2.2.2. Seja f : M" — WHH(C) uma imersao. Suponhamos que M
tem curvatura escalar constante R, com R — ¢ > 0. Entao

IVB|* > n*|VH|. (2.42)
Demonstracao. Inicialmente, observemos em (2.20) que
n(n—1)(R—c) =n*H* - Z hy;.
ij=1

Derivando covariantemente os dois lados da expressao acima e considerando
R constante, tem-se

n
anHHk - Z Qh,Jh”k; = O,
1,7=1
isto é,

n 2
n*H?H? = (Z hijhijk> . (2.43)

1,7=1

Aplicando a desigualdade de Schwartz em (2.43),

n*H*H} < (i h%) (Zn: hfjk> : (2.44)

,j=1 1,j=1
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Logo

Sl < |5 ( 3 h%jk),

k=1 i, k=1

ou seja
n‘H*|VH|* < |B*IVB|*.

Como n*H? — |B|* = n(n — 1)(R — ¢) > 0, temos que
n*H?|\VH|* < |BP|IVB]* < n’H?|VB|.

Em outras palavras,
n’|VH[? < [VB,

como queriamos demonstrar. O
Observagdo 2.2.1. Se |VB|* = n?|VH|?, entdo
hij = const., Vi,5=1,...,n.

De fato, [VB|* = n*|VH|* implica

n 2 n n
(o) (54) (£4)
ij=1 ij=1 ij=1

Logo, existe g € D(M) tal que
hijk: :ghijy A i,j,k = 1,...,77,.

Quando g(p) = 0, tem-se h;;x(p) = 0 paratodo i, j,k = 1,...,n. Suponhamos
que g(p) # 0, entdo

9(p)hij(p) = g(p)hir(p) = hiji(p) — hir;(p) = 0,
pois B satisfaz a equacdo de Codazzi
hiji = higj.-

Consequentemente, h;; = h;, em p, para quaisquer 4,7,k = 1,...,n. Como
hii = kz € hij = 0, 1 7& j, temos

Assim
hije(p) = g(p)hij(p) =0, Vi, i k=1,... n.
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Em qualquer caso, hi;r = 0, quaisquer que sejam p € M e t,5,k =1,...,n.
Portanto,
hij = const., Vi,j =1,...,n.
O resultado a seguir, obtido por Li Haizhong em [10], caracteriza as hi-

persuperficies com curvatura escalar constante na esfera. Mais precisamente,

Teorema 2.2.1 (Li Haizhong). Seja M wuma hipersuperficie compacta de
dimensdao n, n > 3, com curvatura escalar constante R em S™1(1). Se R =
R—1>0c¢e¢

(n—2)(nR+2)

nR < |B] < n(n— 1R +4(n—1)R+n],  (2.45)

entao B
|B)* =nR (2.46)

e M € totalmente umbilica ou

(n—2)(nR+2)

-2
M = S (V1 —72) x 5" der—= | ——"_
e ( r2) (r), onde r Ry

Lema 2.2.3. Assuma que R>0 e

B2 = n(n—1)R* +4(n—1)R+n] (2.47)

IBJ? < n(n— 1R +4(n — )R + n).

n
(n—2)(nR+2)
Entao

—Pu(l¢]) = 0.
Além disso, Py(|¢|) = 0 implica

(n—2)(nR+2)

|B|? = [n(n — 1)§2+4(n— )R+ n.

Demonstragao. Sejam

_ —2
a—n+2(n—1)R—<" >|B\2
n

b= (” — 2) \/(n(n —1)R+|BP)(|B2 — nR).

n
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Observemos que a > 0. Com efeito,
n

(n—2)(nR+2)

|B|* < [n(n — 1)?2 +4(n—1)R+ n]

implica

n-—2 2 1 ., B
( n >|B| < m[n(n—l)f{ +4(n—1)R+ n]

(nR +2) +2) (n—1)R+

1
((nR +2) (nR +2)

< (n—l)EJr(n—l)EJrg

< 2(n—1)R+n.
Logo

. —2
a:n+mn—n3—("n )wﬁ>o

n
n—1

Visto que n(n — 1)R = n>H* — |B|* e ( ) |9|* = |B|* — nH?, obtemos

n—2

a:n+2(n—1)R—< )|B|2:n(1+H2)+|gz§|2>0

e

= ("=2) Vinto - )R+ BRIBE - nk) -

=2
n(n—1)

= |¢| > 0.

n
Comoa+b>0ce
&—w:nQHAM—n§+mn—nﬁ)—m—m@+nmmﬁzq

temos que
a—0b>0.
Portanto,
—Pu(|9l) =2 =P (l¢]) = a—b=0.
Além disso, se Pg(|¢]) = 0 tem-se a—b = 0 e, consequentemente, a* —b? = 0.

Em outras palavras,
n

DR g T VR A= DR+

|BJ” =
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Demonstracao do Teorema 2.2.1. Visto que [ é um operador autoadjunto,

/MD(nH) = /M(nH)D(1) - /M<”H>-0— 0.

Como consequéncia do Lema 2.2.2 e do Lema 2.2.3, tem-se
O(ntl) = VB = n?|VH + [6]*(= Pu(l¢])) = 0,
logo

- /M Hintt) > /M (IVBF = n*|VHF) + /M 62 (= Prr(|o])) = 0.

Sabendo que O(nH) > 0, |p*(=Pu(|¢|)) >0 e |VB|* —n*VH|* >0, ob-
temos as seguintes desigualdades:

O(nH) = 0; (2.48)

[0 (=Pu(l9])) = 0; (2.49)

VB> —n?|VH|* = 0. (2.50)

A dltima igualdade implica k; = hy; = const. para todo i = 1,...,n, mos-

trando que H é constante. Decorre da equagao (2.49) que
0> = (IB]> =nR) =0 ou Pxu(|¢]) =0.

No primeiro caso, |B|> = nR e o Teorema 2.1.2 afirma que M é totalmente
umbilica.
Observemos que

n*H? — |B? =n(n—1)R > 0.

Assim, H = 0 implica —|B|* > 0 e, consequentemente, |B|? = 0 ¢ |¢| = 0, ou
seja, estamos no primeiro caso e nao podemos ter Py (|¢|) = |¢|* —n = 0. No
segundo caso, como n > 3, obtemos do Teorema 2.1.2 que M é um H(r)-toro,
isto 6, M = S* (V1 —12) x S""1(r). Além disso, as curvaturas principais de
M sao dadas por

r 1—7?

e ko= =Fky=— .

k
=2 r
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Dal,

2
- n n _2_ 2
n(n—l)R:n2H2—\B]2:< k) N (T L
> > .
i=1 i=1

logo

nRr’ =n—2— nr.

Portanto,
n—2
n(l+R)’

como queriamos demonstrar.
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