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RESUMO

ESTA DISSERTACAO, usamos o teorema de comparagdo do Laplaciano para demonstrar
N o teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov, o qual assegura que, se as
curvaturas de Ricci de uma variedade Riemanniana completa sdo maiores ou iguais a (n — 1)k,
k uma constante real, entdo, para todo p € M e para todo R > 0, o volume de uma bola
centrada em p e de raio R é menor ou igual que o volume de uma bola geodésica de raio R
na forma espacial de curvatura seccional constante k. Ademais, a igualdade ocorre se toda
curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o vetor radial

for constante e igual a k.

Palavras-chave: Volume de uma regido aberta e conexa, férmula de Weitzenbock, teorema

de comparacdo do Laplaciano, teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov.



ABSTRACT

N THIS dissertation, we use the Laplacian comparison theorem to prove the comparison of
I volume Bishop-Gromov’s theorem, which assures that if the Ricci curvatures of a complete
Riemannian manifold are larger than or equal to (n — 1)k, the volume of a ball with center in
p and radius R is smaller than or equal to the volume of a geodesic ball with radius R in the
space form of sectional constant curvature k, for all p € M and R > 0, where k € R. Moreover,
equality occurs if all sectional curvature throughout geodesics connecting p and x, for plans

which contain the radial vector, is constant and equal to k.

Keywords: Volume of an open and connected region, Weitzenbock’s formula, Laplacian

comparison theorem, comparison of volume Bishop-Gromov’s theorem.
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INTRODUCAO

S TEOREMAS de comparagao sao um tdpico substancialmente estudado em Geometria
O Riemanniana e podem ser observados e compreendidos de diversas maneiras. Em
particular, nosso interesse estara em um dos teoremas que compara volumes, a saber, o teorema
de comparacdo de volume de Bishop-Gromov.

Como podemos ver em [2], R. L. Bishop demonstrou em 1964 o teorema que enunciamos a
seguir e que € o principal resultado desta dissertagéo:

Teorema 0.1. Seja (M, ) uma variedade Riemanniana completa e suponhamos que, para k constante,
Ric(g) > (n —1)kg.

Entdo
Vol(Br(p)) < Vol (BY),

onde BY é uma bola geodésica de raio R na forma espacial de curvatura seccional constante k. A igualdade
ocorre, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o vetor

radial, for constante e igual a k.

Entre 1982 e 1986, M. Gromov generalizou o resultado acima demonstrando que o quociente

Vol(Br(p))
Vol (B%)

é decrescente com relacdo a R, e em funcgao disso, o teorema passou a receber o nome de ambos,
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embora alguns autores o intitulem apenas como Bishop, veja a referéncia [3].

No primeiro dos trés capitulos do nosso trabalho, iniciamos revisitando as formas
diferenciais, que serdo ferramentas imprescindiveis para a elucidacdo da definicdo de volume.
Passamos, entdo, a fixar notag¢des e recordar alguns conceitos de Geometria Riemanniana, como
as variedades completas, ao passo que também fazemos um estudo dos operadores Laplaciano
e Hessiano nestas variedades. Finalizamos este capitulo inicial com o estudo das curvaturas
em variedades Riemannianas.

Iniciamos o capitulo subsequente com a apresentagdo e demonstracdo de uma identidade
sobejamente utilizada em diversos contextos, bem como nesta dissertagdo, a saber a férmula

de Weitzenbdck, também conhecida como férmula de Bochner-Lichnerowicz, descrita a seguir:

Proposic¢do 0.1. Seja f : M — R uma fungdo diferencidvel. Entdo

24 (IVFP) = | Hess fP + (V£ V(Af)) + Ric (V£, V),

onde Hess f denota o Hessiano de f.

Concluimos esta segunda parte com uma segdo que é destinada ao estudo do Hessiano da

fungdo distancia e que culmina com a seguinte proposigéo:

Proposicao 0.2. Seja R" munido com a métrica Riemanniana g, que em coordenadas polares é escrita

como
ds* = dr* + f*(r)dw?,

onde dw? representa a métrica canénica em S"~1. Seja r(x) = d(x,p), onde d é a funcio distincia

correspondente. Entdo, para x = rw, r > 0, w € S"~1 e para quaisquer X,Y ortogonais a %,

Hessr(X,Y) = f; ((:)) 2(X,Y).

Além disso,

Ar(x) = (n— 1)1;((:;.

Finalizamos o terceiro capitulo desta dissertacio com duas se¢des. Na primeira,

enunciamos e demonstramos o teorema de comparagdo do Laplaciano, descrito a seguir, que
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além de ser um teorema considerdvel em Geometria Riemanniana, é também a ferramenta

fundamental que usamos para o conclusdo do teorema de Bishop-Gromov.

Teorema 0.2. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e r a distdncia geodésica ao ponto p € M.
Suponhamos que a curvatura de Ricci de M satisfaz

Ric(M) > (n—1)k
e que a fungdo r é diferencidvel no ponto x. Entdo
Ar(x) < A (%),

onde ri(X) = r(x) =ro, 19 < \/LE se k > 0, com ry sendo a distdncia geodésica a partir de um
ponto fixado numa forma espacial de curvatura seccional constante k e r é a distdncia geodésica a partir
de um ponto fixado numa variedade completa. A igualdade é satisfeita, se toda curvatura seccional ao
longo de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o vetor radial for constante e igual a k.

Na segunda se¢do, demonstramos o teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov,
na qual usamos como referéncia o livro [6]. Para isto, consideramos o Laplaciano das
fungoes r(x) e r(X), a fim de usar o teorema de comparagdo do Laplaciano; além disso,
usamos a definicdo de volume de uma regido aberta e conexa juntamente com integracdo em
coordenadas polares para concluir a demonstracéao.

Finalizamos nosso trabalho com um apéndice que esclarece o fato visto na expressao (3.4),

na demonstracdo do teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov.
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CAPITULO 1

DEFINICOES BASICAS

ESTE CAPITULO introduzimos algumas defini¢des e resultados bdsicos de Geometria

Riemanniana com o intuito de fixar algumas nota¢des, admitindo que o leitor seja
familiarizado com os pré-requisitos que envolvem tais defini¢des e resultados. Nossas
principais referéncias serdo os livros [5] e [8]].

Em todo o trabalho, vamos supor que (M",g) é uma variedade diferencidvel conexa e
orientada de dimensao finita n > 2, munida da métrica Riemanniana g, a qual denotaremos
por M apenas. A conexdo de Levi-Civita de M serd denotada por V. Como é usual, muitas
vezes escreveremos (X,Y) para denotar g(X,Y), X, Y € T,M, p € M, ou ainda, algumas
vezes também utilizaremos a notagéo cldssica ds? para representar a métrica Riemanniana g.

Usaremos X' (M) para denotar o conjunto dos campos de vetores de classe C® em M.

1.1 Volume

Nesta secdo desenvolvemos os fundamentos algébricos necessarios para estudar as formas
diferenciais. Inicialmente faremos um estudo em espagos vetoriais com produto interno
e, posteriormente, o faremos em variedades Riemannianas. Maiores detalhes podem ser
encontrados nas referéncias [4] e [10].

Sejam E e F espagos vetoriaise ¢ : E X --- X E — F uma aplicagdo definida no produto

cartesiano de r fatores iguais a E. Dizemos que ¢ é r-linear quando seus valores ¢(vy,...,v,)
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dependem linearmente de cada uma das varidveis vy,...,v, € E. Com as operagdes usuais de
soma de duas aplicagdes e produto de uma aplicagdo por um niimero, o conjunto das aplica¢des
r-lineares ¢ : E X - - - X E — F é um espago vetorial, e o denotaremos por L,(E, F).

Dizemos que uma aplicagdo r-linear ¢ : E X - - - x E — F é alternada quando

¢(v1,...,0,) =0

sempre que a sequéncia (vy,...,v,) possuir repeti¢cdes, ou seja, quando existirem i # j com
v; = vj. A fim de que ¢ € L,(E, F) seja alternada, é necessario e suficiente que ¢ seja anti-

simétrica, ou seja, que

go(vl,...,vi,...,vj,...,vr) = —(p(vl,...,vj,...,vi,...,vr)

para quaisquer vy,...,0, € E. De fato, escrevamos o primeiro membro da igualdade acima

como ¢(v;, v;). Dai, supondo ¢ alternada, temos que

0=¢(v;+v;,0:+v) = @(v;,0)+ ¢(v;,) + ¢(vj,0;) + ¢(vj, 7))
= (P(Uir U]) + q)(vj/ vi)/

ou seja,
¢(vi,vj) = —¢(vj, vi).

Reciprocamente, se ¢ é antissimétrica, entao

¢(v,0) = —¢(v,0).

Dai, 2- ¢(v,v) = 0e ¢(v,v) = 0. Portanto, ¢ é alternada. Denotaremos por A, (E, F) o conjunto
das aplicagoes r-lineares alternadas de E em F. Notemos que A, (E, F) é um subespago vetorial
de L,(E, F).

Estaremos interessados, de modo especial, nas aplicagdes r-lineares alternadas
¢ 1 Ex---xE — R, as quais chamaremos formas r-lineares alternadas ou, simplesmente,
r-formas. Denotaremos o espago vetorial A, (E,R) apenas por A,(E). Os elementos de A, (E)
sdo também chamados formas alternadas de grau r. Por convengdo, A,(E) = {0} parar < O e

Ao(E) =R.
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Vejamos alguns exemplos que ilustram o conceito de r-formas.

Exemplo 1.1. O determinante de wuma matriz m X m é uma m-forma alternada se, para
v1,...,0m € R™, pusermos det(v, ..., vn) igual ao determinante da matriz m x m cujas colunas sio
0s vetores v1, vy, . . ., Uy escritos numa base fixada. Denotaremos isto simplesmente por det € A, (R™).

Exemplo 1.2 (Produto Exterior). Seja E* o espaco dual de E e consideremos r funcionais lineares
fi,--., fr € E*. Definimos o produto exterior desses funcionais como sendo a r-forma

fiNn---ANfrtEx...xE—=R
dada por

(fin--Afi)(vr,...,0) =det[fi(v))], i,j=1,...,r

A seguir, enunciamos o fato mais importante a respeito das r-formas, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [10], pagina 401.

Teorema 1.1. Seja {e;};", uma base de E*. As r-formase; = e N---Aej, onde ] = {iy <
-+ - < i, } percorre os subconjuntos de {1,2,...,m} com r elementos, constituem uma base de A, (E).
Em particular, dim A,(E) = ().

7

Um caso particular importante ocorre quando m = dim E. Neste caso, dim A,,(E) = 1, ou
seja, a menos de um fator constante, existe apenas uma forma alternada de grau m sobre um

espago m-dimensional.

Introduziremos agora o conceito de forma de volume em um espago vetorial. Para isto, seja
E um espaco vetorial m-dimensional, orientadoﬂ munido de um produto interno e seja {¢;}!" ,
uma base ortonormal positiva em E.

Definimos a forma de volume de E como sendo a forma vol € A,,(E), dada por

vol(ey,...,em) = 1.

1Orientar um espago vetorial é escolher nele uma base, chamé-la de “positiva” e declarar também positivas
todas as demais bases que dela se obtenham por meio de uma matriz de passagem com determinante positivo.
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Sabemos que, dada a sequéncia de vetores vy, ..., v, € E, podemos escrever

m
o= Yo
i=1
paracadaj=1,...,m. Consideremos a matriz a = (aij)mxm assim obtida. Afirmamos que

vol(vy,...,0y) = deta.

Ora, por um lado temos que det(e, ..., e,) = 1. Por outro, como dim A,,(E) = 1 entdo, para
cada w € A, (E), existe A € R tal que

w(vy,...,0m) = Adet(vy,...,0m)
quaisquer que sejam vy, ..., 0, € E. Pondo
vol(v1,...,0m) = w(v1,...,0m),

segue que
vol(vy,...,0p) = Adet(vy,...,0n),

para quaisquer vy, ..., vy € E e, em particular,
vol(ey,...,em) = Adet(ey, ..., em),

donde A = 1. Portanto,
vol(vy,...,vy) = deta.

Agora, vamos mostrar que vol independe da escolha da base que fizemos. Com efeito,
definamos a matriz

g= (<Uirvj>)n><n/

na qual o elemento situado na i-ésima linha e j-ésima coluna é o produto interno (v;, v;).

18



Como

(vijvj) = <Z ek Y asj€s>

k=1 s=1
m
= ) axasj (ex es)
k,s=1

m

= Z AkiAkj,
k=1

temos que

g=a a.

Logo,
det(g) = det (aTa) = [det(a)]?,

vol(vy,...,v0m) = +4/det(g),

onde o sinal depende da orientacdo tomada. A igualdade obtida acima mostra que a defini¢do

e, portanto,

independe da escolha de uma base.

Exemplo 1.3. Sejam {e;} ;| a base candnica do R" e {dx;}"" | sua base dual. Notemos aqui que a
forma de volume de R" é dada por dxq A - - - N dxy, ou seja,

1, se 1=1iy,...,n=1y,,

dxi N ---Ndxy(ey, ... e,) = N
0, caso contrdrio.

Este exemplo também pode ser visto em [4], pdgina 10.

Passamos a estudar, agora, as formas diferenciais em variedades Riemannianas, e veremos
que estas sdo os integrandos naturais das integrais em variedades.

Definimos a forma elemento de volume em uma variedade Riemanniana orientada M como a
aplicacdo que faz corresponder a cada ponto p € M, a forma de volume dM do espago tangente
TpM, munida com a orientacdo induzida.

A seguir veremos como exibir a forma elemento de volume num sistema de coordenadas
locais.

19



Seja X : U — M uma parametrizagdo positiva C* em torno de p = X(g) € M. Neste caso,

a n
a base coordenada {Xz- = g} correspondente a base canonica de R" pela parametrizacdo
i)i=1
X, define a orientagdo positiva de T,M . Neste sistema de coordenadas podemos escrever
a métrica em sua forma matricial, pondo G = (gi]-), onde g;; := <X1~, Xj>. Para uso futuro,
denotaremos por G~! = (g%) sua inversa.
Sabemos que a forma pull back X*(dM) de dM é uma n-forma em U e, portanto, existe uma

(tnica) funcdo diferencidvel a : U — IR tal que
X*(dM)(q) = a(q)dxy A --- Ndxn(q).

Vejamos agora que esta fungdo é facilmente determinada. De fato, segue da nossa discussdo a
péagina 17 que

a = X"(dM)(ey,..., en)
= dM(Xy,...,X»)
= \Jdet((X,, X))

= /det(gi)-

Para finalizar esta se¢do, vejamos como a forma elemento de volume é usada para definir o
volume de certas regides de uma variedade Riemanniana.

Seja R C M uma regido aberta e conexa cujo fecho é compacto e seja p € M. Vamos supor
que R esté contida na vizinhanga coordenada X (U) da parametrizagdo X : U — M dada acima,
e que a fronteira de X' (R) C U tem medida nula em R", como ilustra a figura

Definimos o volume de R, que denotamos por Vol(R), como sendo a integral em R"
Vol(R) = / M = / X*dM
R X1

R)
= /X—l(R) w/det(gij)dxl A ANdxy,. (1.1)
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Figura 1.1: [lustracdo da defini¢do de volume

1.2 Variedades Completas

Nesta se¢do recordaremos alguns fatos sobre variedades Riemannianas completas. Para
isto, dados p,q € M, definimos a distincia de p a ¢ em M, que denotamos por d(p,q), como
sendo o infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes ligando p a g.
Como M é conexa, esta definigdo estd bem posta.

Um primeiro fato sobre a func¢do distancia é que ela torna M um espago métrico.

Lema 1.1. Com a distdncia d definida acima, toda variedade Riemanniana conexa é um espago métrico,

tal que topologia induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M.
Demonstragio. Veja [8], pagina 94. O

Seja w : I = [a,b] — M uma curva suave em M. Dizemos que « é uma geodésica, se
va/(t)ﬂél(t) =0.

Isto significa que a tem aceleracdo nula na variedade. Um fato basico é que geodésicas

minimizam comprimento localmente, veja por exemplo [5].
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Dizemos que uma geodésica é maximal quando ndo é possivel estendé-la a um intervalo I
que contenha I propriamente.

Definimos o comprimento de « em M, que denotamos por [(«), pela expressao

1) = [ 1 (1)l

onde [&/ ()| =y /ga(p (@ (1), (1)).

Uma geodésica « : I — M é dita minimizante se o seu comprimento for menor ou igual que
o comprimento de qualquer outra curva &, diferencidvel por partes, ligando «(a) e a(b), ou
seja, se [(a) < I(&). Da defini¢do de distancia, segue que a« é minimizante se, e somente se, /(«)
é igual a distancia entre seus extremos.

Dizemos que uma variedade Riemanniana é geodesicamente completa se toda geodésica
maximal estd definida para todo t € IR. O teorema que enunciamos a seguir nos mostra
um critério simples para determinar quando uma variedade Riemanniana é geodesicamente

completa, e devido a este resultado diremos que M ¢é, simplesmente, completa.

Teorema 1.2 (Hopf-Rinow). Uma variedade Riemanniana é geodesicamente completa se, e somente se,

é completa como espaco métrico.
Demonstragio. Veja [8], pagina 108. O
Uma consequéncia importante deste teorema é dada no seguinte corolério.

Coroldrio 1.1. M é completa se, e somente se, dois pontos quaisquer em M podem ser ligados por uma
geodésica minimizante.

Vejamos alguns exemplos que ilustram o conceito de completude.

Exemplo 1.4. O espago R" munido da métrica Euclidiana ds} = dx3 + ...+ dx2 é uma variedade
Riemanniana completa, mas R" \ F, onde F # @ é fechado, nio é completa.

Exemplo 1.5. O semiplano R". = {(x1,...,x4);x, > 0}, munido da métrica Euclidiana ndo é
uma variedade Riemanniana completa. Contudo, munido da métrica hiperbélica ds*(p) = x_ZdS%'

n
p=(x1,...,xu), é uma variedade completa.
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Para finalizar esta se¢do trazemos o conceito de cut-locus de um ponto p € M em uma
variedade Riemanniana completa, onde usamos como referécia principal o livro [1].

Sabemos, do teorema de Hopf-Rinow, que a aplicagdo exponencial exp,(rv) com |o| = 1
estd definida para todor € Rev € §""!(1) C T,M. Além disso, a aplicagdo exponencial ¢
diferencidvel, como pode ser visto em [5], pagina 73.

Agora, consideremos a aplicagdo ¥ : v € S" (1) — u(v) de modo que pu(v) € ]0, o]
seja a cota superior do conjunto dos r’s, tal que a geodésica v : s € [0,#] — C(s), onde
C(s) = expp(sv), é minimizante. E claro que, para 0 < r < u(v), a geodésica y é minimizante.

Definimos o cut-locus de p, que denotamos por C,(p), como o conjunto dos pontos
exp,[1(v)v], quando v varia em gn-1(1).

E possivel mostrar que 1(v) é uma fungio continua em $"~1(1) com valor em ]0, ], veja por
exemplo, em [2] secdo 11.6. Assim, o cut-locus é um subconjunto fechado de medida nula em
M, veja em [7], pagina 137. Entao, quando M é completa, exp,,, que € definida e diferenciavel
em todo R", é um difeomorfismo de £, em () = exp,, (&p), onde

E={roeR,0<r<pu(v), veS" 1)}

Por vezes, escrevemos M como a unido disjunta dos conjuntos 2 e C,,(p).

1.3 Operadores em Variedades

Nesta segdo definiremos 0s operadores Laplaciano
e Hessiano em variedades Riemannianas, os quais serdo usados nos capitulos subsequentes.
Iniciamos estentendo alguns conceitos cldssicos do cdlculo em varias varidveis para o contexto
de variedades Riemannianas, utilizando a métrica Riemanniana e a conexao de Levi-Civita.

Dada uma funcdo diferencidvel f : M — R, definimos o gradiente de f, o que denotamos

por V£, como o (tinico) campo vetorial em M que satisfaz

(Vf,X) = X(f),

para qualquer campo vetorial X de M.

Outro conceito importante é o de divergente de um campo. Dado um campo X em M,
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definimos o divergente de X, que serd denotado por div X, como sendo a aplicagdo
div: X(M) — D(M)

dada por
p = div X(p) == tr(Y(p) — VyX(p)),

onde D(M) denota o anel das fung¢des diferencidveis em M.
Agora estamos aptos a apresentar os principais conceitos desta secdo.
Definimos o Laplaciano de f como a aplica¢do

Af :M — R dadapor Af(p)=div(Vf)(p).
O Hessiano de f, que denotamos por Hessf, é a forma bilinear simétrica
Hessf : X (M) x X(M) — D(M)
dada por

Hessf(p)(X,Y) = (XYf)(p) — VxY(f)(p).

De agora em diante, em geral omitiremos o ponto p explicitando, apenas, quando houver

perigo de confusdo.

Podemos também definir de forma equivalente, o Hessiano de f a partir da expressao

acima. Com efeito,

Hess f(X,Y) = X(Y(f)) — (VxY)(f)
= X(Y,Vf) = (VxY,Vf)
= (VxY, V) +(Y,VxVf) = (VxY,Vf)
— (Y, VxVf).

(1.2)

A fim de apresentarmos os operadores acima de forma mais palpdvel, introduziremos o

conceito de um referencial local.

Inicialmente, vamos fixar um sistema de coordenadas locais dado por uma parametrizagao

X : U — M numa vizinhanga de p € M. Também numa vizinhanga de p iremos considerar
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um referencial ortonormal geodésico {E;} ,, ou seja, uma familia {E;} de campos de vetores
ortonormais em cada ponto de um vizinhanga V de p, tal que, em p, V,E;(p) = 0.

Ao longo desta dissertacdo faremos uso alternadamente dos campos Xj,..., X, e Eq, ..., E;
em uma vizinhanca de um ponto p € M, conforme for mais conveniente para os calculos. Em
alguns casos usaremos os dois referenciais e, por isso, no que segue estabelecemos como é feita
a mudanga de um para o outro.

Fixado p € M, temos que as colecdes {X;} e {E;} sdo bases para T,M. Dai, podemos

expressar uma em termos da outra,

n n
Ei = Z a,-]-X]- e X,‘ = Z b,]E] (1.3)
j=1 j=1

Escrevendo A = (al-j)nxn eB = (bij)nxn, afirmamos que
A=B"1 e G l1=AA

Observemos que isto é equivalente a mostrar que
n . n
51']‘ = Z aikbk]' e gl] = Z akiakj. (1.4)

Ora, da expressdo (1.3) temos que, para quaisquer i e j,

n

Ei = ) apXg
k=1

n n
= ) a ( bkjEj)
=1

k=1

n n
= Z ( aikbkj) E]
k=1

j=1

n n
Pela unicidade da combinacdo linear, se i = j, entdo 2 aikbyj = 1, e caso contrdrio Z aikbyj =
k=1 k=1
0, verificando assim a primeira identidade em (1.4).

Para verificarmos a segunda identidade de (1.4), inicialmente observamos que esta é

equivalente a G = BB!, simplesmente tomando a inversa. Dessa forma, para quaisquer i e
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j, temos
gij = (X X))
n n
= < Y biEr, ) bszz>
k=1 I=1

n
= ) bibj (Ex Er)
Ki=1

n
= ) bibj,
k=1

que é a (i, j)-ésima entrada em BB!, provando assim a segunda parte de (1.4).
Vejamos agora como ficam os nossos operadores no referencial ortonormal geodésico

{Ei}!,. Afirmamos que o gradiente de f é dado pela expressao

Com efeito, escrevendo Vf = ) _ b;E; e tomando o produto interno com E; temos
i=1

n
(Vf,Ej) = ()_biE;,Ej)
i=1
= bj.
Por outro lado, usando a defini¢do de gradiente,

(Vf,Ej) =Ei(f),

ou seja, bj = E;(f), como querfamos demonstrar.
Como consequéncia direta deste fato temos que

VR =Y EX(F). (15)
i=1

Usaremos este fato na demonstracdo da férmula de Weitzenbdck, no préximo capitulo.
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n n

Agora, escrevendo X = ZaiEi, afirmamos que div X = ZEi(ai)- De fato, como
i=1 i=1

div X = tr(Y — VyX), podemos escrever

(divX)(p) = ) (VeX E)

= Lm0 )
_ ; <];(a]VE Ej+ E,-(a])E,>,Ez>

onde na quinta igualdade usamos o fato que {E;}"_; é um referencial geodésico em p.

Vamos obter agora as expressdes dos operadores estudados anteriormente em coordenadas
locais. Para isso, vamos simplesmente utilizar as expressoes do referencial {E;}} ; em termos
dos campos coordenados, conforme vimos em (I.3). Como antes, iniciaremos pelo gradiente.
Afirmamos que

Vi=Y

n
k=1

(]:Zl g Xj(f)) Xj. (1.6)
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Ora,

Vi o= Y(E()E

De maneira parecida encontramos a expressao do divergente em coordenadas. Para isto
utilizaremos os simbolos de Christoffel, que sdo as fungdes F determinadas pela igualdade

n
VxXi = Y T Xk (1.7)
k=1
Aqui vale observar que num sistema de coordenadas, o fato de ser V simétrica implica que
Vi,j=1,...,n

Vx,Xj— VxXi = [X;, Xj] =0, (1.8)

e isto é equivalente ao fato que Fk = Fk
n
Também vamos precisar escrever o campo X na base coordenada, digamos X = Z x; X;
i=1
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Assim,

n
onde, a]' = Z xibi]-.
i=1

Feito isto, podemos encontrar a expressdo para o divergente de X da seguinte maneira

Ei(aj) = i (;x, 1]) = i E;(xibij)

ij=1

M:

divX =

-
I
—_

E] bi]' + Z E]'(bl )xl
1 ij=1

<]é bijEj(x )) +é <]é Ej(bij)>xz
)+ i (fE] ij )

I
=

N
‘N
I

I
™=

Il
—_

i

I
[ M:

i=1 \j=1
Para concluir afirmamos que
n n j
Y Ei(bi) = )T,
j=1 j=1
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Com efeito, em p temos

VxXi = V(g buE) (szlEl)
= Z bix Z Ve, (biiEp)
k=1 =1

n n
_ kz b IZ(bilkaEl + Ex(bi)Ep)
=1 =1

n
= Y biEx(by)E,

kI1=1

— Z bjxEx (b (Z alme>
- i ( ). ”lmbjkEk(biz))Xm.

k=1

Comparando a expressdo acima com a expressdo (1.7) dos simbolos de Christoffel, obtemos
que
n
I = klZ apbjicEx (bir)-
1=1

Logo,

n

rj; = klz a1;bjxEx (bir).-
=1

e, portanto,

n ] n
> T = 1

7 N\

n
Y. azjbjkEk(biz)>

ki=1
< Y. ﬂljbjk> Ex(bi)
1\ 3

O1kEx(bir)

—
I

[y
—.

>\N
=
I

I
= 1
—_

>

I
1=

—_

I

7=
I
—~
=
~
~—

~

~.
Il
—_
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como queriamos.

Obtemos, assim, a expressdo do divergente em coordenadas, dada por

n n .
divX = 21 X;(x;) + “21 rgjxi. (1.9)
1= 1,]=

A seguir, demonstramos dois fatos que serdo tteis para chegar a expressao do Laplaciano

em coordenadas locais. Primeiramente, afirmamos que

n ..
Xi(g) = Y 878Xk(8i),
iji=1
onde ¢ : M — R é a fun¢do determinante da métrica, definida por g(p) = det(G(p)) que é
sempre uma funcao positiva.

De fato, pela regra da cadeia temos que

Xx(8if)- (1.10)

Agora recordemos que

onde G;; é a matriz dos cofatores, ou seja, G;; é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1)
obtida eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz G. Por outro lado, sabemos da
férmula de Laplace, veja [9], que

n . .
g:=detG =) (-1)"g;iGy,
=1

1=

para qualquer j = 1,...,n. Portanto,

g L
—< = (=1)""G;,
9gij =1 !
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para quaisquer i e j. Assim,

=[]
8 98ij | yn

ou seja,
_19g
8 98ij
Dai, a expressao (1.10) pode ser reescrita da seguinte maneira

i

n .o
Xi(g) = Y, 878Xk(gij),
=1

como queriamos.

Desta ultima conclusdo, temos que

nooo 1
Y 87 Xi(gi) = ng(g) = Xi(log(g))- (1.11)
ij=1

Agora, recordemos que a expressdo dos simbolos de Christoffel em termos da métrica é
dada por

. 1 n .
Iy = > };f” {Xj(gin) + Xi(gnj) — Xn(gji) } - (1.12)
Com o auxilio desta expressdo verificaremos o segundo fato, ou seja,

)Tl = 5 Xi(log(g)).
=1
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& {Xi(gin) + Xi(gnj) — Xn(gii) }
gthi(ghj)) - %(

8thh(gij))1 +

~
Il
—_
T
[y

1=
e
I
NI—= N
.M:
1=

gthh(gji)>

7=
=

jh=1 1

§"Xi(gn;)
1

g Xi(gn))
1

~.

j I

1= Tl1=
—_

NlF— NI

= 7=

gthh(gij)ﬂ +
1 Jr

NIl— NI~ N~ NI~

Xi(log(g)),

como haviamos afirmado.
Retornando a expressdo do divergente em coordenadas, vista em (1.9), e usando o fato

acima, obtemos que

divX = fxi(xi)+i(fr{j)xi

i=1 i=1 \j=1

= Z Xi(xi)+%Xi(10g(g))xi} (1.13)

33



Por outro lado, observemos que

LXz'(\/§xi) =

e a expressdo (1.13) para o divergente do campo X = Z x;X; pode ser reescrita como

divX = Z Xi(\/3%i).
i=1 g

Pela defini¢do do Laplaciano, temos que Af = div(V f). Recordemos da expressao que
n n ki
vi= Y (L )x
k=1 \j=1

n .
Assim, sendo f; = Y ¢X;(f), temos
=1

que é a expressdo do Laplaciano em coordenadas locais.
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1.4 Curvaturas

Apresentaremos nesta secdo o conceito do tensor curvatura em uma variedade
Riemanniana, o qual se faz necessario para as defini¢des de curvatura de Ricci e curvatura
escalar.

Definimos o tensor curvatura, ou simplesmente a curvatura, R de M como a aplica¢ao

R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
dada por
R(X, Y, Z) =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,Y}Z'

Como é usual, algumas vezes denotaremos R(X,Y)Z por R(X,Y, Z).
Considerando a base coordenada {X;}” ; de uma parametrizagdo X : U — M em torno de

um ponto p € M, podemos reescrever a definigdo acima da seguinte maneira
R(Xi, X])Xk = VvaXiXk — invXij;

onde usamos o fato que [X;, X;] = 0. Isto significa que a curvatura mede a ndo-comutatividade
da derivada covariante.

Ainda neste sistema, ponhamos
n
R(X;, X;) Xy = 21 R X, (1.14)
s=

ou seja, st'jk sdo como as componentes do tensor curvatura R no sistema de coordenadas
(Xl, . .,Xn).
Agora, consideremos os campos X, Y e Z de modo que

n
X = iuiX,-, Y = inX]', e Z= Z kak-
i=1 j=1 k=1

Como R é trilinear, segue-se que
n

R(X,Y,Z) = ), RiuwwpXs.
ijks=1

35



Vamos obter a expressdo de Rfjk em termos dos simbolos de Christoffel. Para isto,
n
consideremos a defini¢do de curvatura em coordenadas e a igualdade V X; X; = Z Fi-‘]-Xk, vista

k=1
em (1.7).

Assim,
R(Xi, X)Xy = Vx,VxXi — Vx,Vx X
n n
= Vx ( ) Tﬁsz) —Vx ( ). Tﬁ'sz>
I=1 I=1
n n
= Y ATWVx X+ Xj(Th) X} = Y {Th V. Xi + Xi(Ty) X }
I=1 I=1

n

n
rfkr?l - I‘;’krzs'l + X;(Tf) — Xi(T5) }Xs-
1 =1

Comparando a expressdo acima com a igualdade vista em (1.14), obtemos
oty o
e = 2 Tali — ) Ty + X (T5) — Xi(T5). (1.15)
=1 =1

Feito isto, consideremos a expressdo R(X;, Xj) Xy e tomemos o produto interno dela com
Xy, Dai,

n
Rijim = (R(Xj, X;) Xje, Xm) = ) R} 8sm- (1.16)
s=1

Definida a curvatura, podemos introduzir a nogdo de curvatura seccional. Para isto,
consideremos p € M e um subespaco bidimensional ¢ C T,M gerado pelos vetores
linearmente independentes X,Y € T,M. Definimos a curvatura seccional de ¢ em p pela

expressao

K(X,Y) = K(o) = REOXY)

[X[2Y[2 = (X, Y)
Nao é dificil de se verificar que esta definicdo ndo depende das escolhas dos geradores X e Y,
veja [5], pagina 104.

As variedades completas que possuem curvatura seccional constante sio chamadas formas

espaciais. No teorema principal desta disserta¢do, trabalharemos com bolas geodésicas neste
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tipo de variedade.

A seguir apresentamos o teorema de classificagdo de Cartan, o qual afirma que
essencialmente as tnicas variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas, com
curvatura seccional constante sdo o espaco Euclidiano R"”, a esfera unitdria 5" C R"t!l e o
espaco hiperbdlico H"” de dimensdo 7.

Teorema 1.3 (Cartan). Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e de
curvatura seccional constante K. Entdo M é isométrica a:

(@ H", se K=-1,

(b) R", se K=0,

() ", se K=1.

Demonstragio. Veja [5], pagina 181. O

O tensor de Ricci, que denotaremos por Ric, é definido como sendo o trago do tensor R. Mais
especificamente, se {E;}" ; é uma base ortonormal de T, M, entdo

Ric(X,Y) = tr(Z+— R(X,2)Y)

(R(X,E)Y,E;).

I
=

~
I
[y

Exprimindo o que acabamos de fazer em um sistema de coordenadas, temos que os

coeficientes R := Ric(X;, Xi) do tensor de Ricci nesta base satisfazem as seguintes igualdades

n n .

e ol — ]

Ry = Z Rijksg”™ = ZRijk'
js=1 j=1
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Com efeito,

n
Ri = Ric(X;, Xi) = Y (R(Xj, Em) Xy, Em)
m=1
n

n n
= Z (R(X, Z aijj)Xkr Z Ams Xs)
m=1 j=1 s=1

n

= Z <R(Xir Xj)Xkr Xs>amjams
m,j,s=1
n

n
= Z Rijks AmjAms
js=1 m=1

n .
= ) Rijksg”
js=1

n
— p js
= Z Rijkg ps&
jsip=1

=P
- Z Rz’jk(slﬂf
=1

R
- ZRijk'
j=1

como queriamos, onde na sétima igualdade usamos a expressao (1.16).

Para fins de aplicagdo futura vamos recordar a definicdo de derivada covariante para
tensores covariantes. Sejam T um tensor covariante de ordem r e Y; ,Z € X(M) campos
vetoriais em M, com i = 1,...,r. Definimos a derivada covariante VT de T como o tensor

covariante de ordem (r 4 1) dado por

VT(Yi,...,Y,,Z) = Z(T(Wh,...,Y,) = T(VzYi,...,Y)
— = T(Y4,..., Y, VY.

Exemplo 1.6. Seja f : M — R uma fungio diferencidvel. Podemos considerar f como sendo um
tensor covariante de ordem 0, e denotaremos este fato por V' f. Mais geralmente, V¥ f é um tensor
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covariante de ordem k + 1, definido indutivamente da sequinte maneira:

V(X X, Y) = Y(VRF(X, . X)) — V(Y Xy, -, X
_ ..._ka(Xl,...,kal,VYXk»

Assim, dados X,Y € X (M), temos que V' f(X) e V2f(X,Y) coincidem com o gradiente de f e

com Hessf, respectivamente. Com efeito,

VI(X) = X(V°f) = X(f)

VEF(X,Y) = Y(Vf(X)) = Vf(VyX)
= YX(f) = VyX(f).

Observacao 1.1. Se a conexdo é simétrica, entdo o Hessiano também o é. De fato,

VEF(X,Y) = YX(f) - VyX(f)
= XY(f) - VxY(f)
= V2f(Y,X)
= Hessf(X,Y).

Em um sistema de coordenadas locais em p € M, sabemos que

fi= dfy(X) = a%(f) — (V£,X)).
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Dai,

fi = V(XuX;)

_ g(w(xk» — VF(Vx,X)

= i lan) V()

0*f 1 of
= — ) Il =—. 1.17
8x]~8xk 1—21 Jkaxl ( )

De maneira inteiramente analoga, poderfamos calcular as componentes fy;; de um tensor

covariante de ordem 3, V3£, cuja expressio é dada por:
oy
fkﬂ = Zrkfl] Zrijflk~ (1.18)
1=1

Agora, provaremos dois fatos importantes que usaremos na demonstragdo da férmula de
Weitzenbock, no capitulo 2.

Observacao 1.2. Considerando um sistema de coordenadas normais em torno de p € M, ou seja, uma
parametrizagio E : U — M tal que {Ei =
fijj = fjij- Ora,

g} é uma base ortonormal em p e Fi-‘].(p) = 0, temos que
i

fiii = fii = V°f(Ei By Ep) — VPf(E;, Ei Ej)
= EjV?f(E;, Ej) — V?f(VEEi Ej) — V2 f(E;, Vi E))
—E]'sz(E]', El') + vzf(ijEj, Ei) + sz(Ej, VEjEi)
= 0, (1.19)

em p. Observamos ainda que o sistema de coordenadas normais pode ser considerado como sendo um
referencial ortonormal geodésico num ponto fixo p € M, ou seja, os cdlculos feitos com o sistema de
coordenadas normais valem também para um referencial ortonormal geodésico.

n
Observagdo 1.3. Considerando a expressio do gradiente, dada por Vf =Y f;E;, e usando o fato que
i=1
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fi = Vf(E;), afirmamos que

Af = ;fii. (1.20)

Com efeito, usando as defini¢des do Laplaciano e da derivada covariante, obtemos em p que

Af =dio(Vf) = div(gﬁa>

I
M:

Ei(fi)

N
I
—_

Ei(Vf(E))

I
gt

~
I
[y

[V2f(Ei, Ei) + Vf(VEE))]

I
1=

N
|
—_

[V2f(E;, E;)]

I
1=

~.
I
[y

I

N
I
—_

fii-

Finalizaremos esta se¢do provando a Identidade de Ricci que, assim como os dois fatos

anteriores, sera utilizada na demonstragdo da formula de Weitzenbock.

Lema 1.2. (Identidade de Ricci) Sejam f : M — R uma fungdo diferencidvel e E : U — M um
sistema de coordenadas normais em torno de p. Usando as notagbes acima temos que, para quaisquer

1 <1i,j,k < n,valeaigualdade:
n
fji = fuij + ) Rigfs- (1.21)
s=1

Demonstragio. Vimos em (1.17) e (1.18) que as expressdes de f;; e fij; sdo dadas por:

2f n of ofri & L
= g~ Tk © =~ LT~ LT

9x;0x;
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Usando a simetria dos simbolos de Christoffel, segue que
(1.22)

ofi a
fvji = frij = a—é—aj;il l;rkfl]+zr]kflz

Por outro lado,

g _  &f i 8 af i r Q% f
9x; 0x;0xgdx; = axl ax ~ " Kox;0x;”
Dai,
fj _ Ofui < f - > f f . ’f
B - Z ax axl fkax i0X; Z ax] 8_ Zl *9x;0x)

axi ax]
Substituindo a expressao acima em (1.22), obtemos
_ v Ly f p Of *f

fisi = foi = = L5 T3 ~ LDk, Zax] L) ax +§ 0,

n aZf n n aZf af
_ ! _ _ s =)
Zrk ( S; ]la ) + 2 jk (aXIaxi Szzlrzlaxs .

=1 8x18x]~

Novamente pela simetria dos indices inferiores dos simbolos de Christoffel ap6s alguns

cancelamentos e usando (1.15), vemos que

n n n
1 !
fiii — fii = Y, (Zrikr]sl_ Y T3l -+ X(T5) — X ]S'k)> fs
i=1

S:

= ZR kar

o que completa a prova deste lema.

Observagao 1.4. Observemos que, para este resultado, a fungio f precisou apenas ser C°
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CAPITULO 2

‘ RESULTADOS PRELIMINARES

ESTE CAPITULO demonstramos resultados importantes que nos auxiliardo na prova
dos teoremas de comparagdo, que estudaremos no préximo capitulo. Os fatos aqui

demonstrados tiveram [6] como principal referéncia.

2.1 Formula de Weitzenbock

Mostramos nesta se¢do a férmula de Weitzenbock, uma identidade basica utilizada em

vérios contextos e que nos serd ttil na demonstragdo do teorema de comparagdo do Laplaciano.

Proposic¢do 2.1 (Férmula de Weitzenbock). Seja f : M — R uma fungdo diferencidvel. Entdo

%A (IVFP) = |Hess f+ (Y, V(Af)) + Ric (V£, V f),

onde Hess f denota ao Hessiano de f.

) . ) d
Demonstracdo. Consideremos um sistema de coordenadas normais E : U — M, {E,- = g},
i

em torno de p € M. Como usual, poremos

fi= E) = g (1) = (V1 B
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Recordemos de (1.5) que a norma do gradiente de f nesse sistema de coordenadas é dada por

VI = Zﬁ-

Derivando a expressdo acima em relagdo a j, obtemos
n n
(IVf2); = (L f)y =2} fifii
i=1 i=1

ou seja,

1 2 &

SUVFP) = X fifi

i=1

Derivando, novamente, a expressao acima em relagdo a j, temos que
n

SUVFR) = L (f + fifii)-

i=1

I\J)—\

n
Dai, somando em j e usando o fato que Af = Z fjj, visto em (1.20), para a fungdo |V f |?
j=1

obtemos

AIVSP) = Z( n (fij + fifip) )
j=1 \i=1

= Y (3 + fifii)- 2.1)

ij=1

Visto que o Hessiano de uma fungédo é um 2-tensor covariante simétrico, segue que f;;; = fjij,
como vimos em (1.19). Este fato e a identidade de Ricci, vista em (1.21)), nos mostram que

fiji = fjij = fiji + Z R; l]fs

Substituindo esta tltima igualdade em (2.1, vemos que

LAVAR) = 0 U2+ Ailfi+ Ry )

i,js=1
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Portanto,

SA(VSP) = Y i+ Y it L Righ

ij=1 ij=1 ijs=1

::ume+éﬂMm+iRﬂm

i,5=1

— [Hess fP+ (VF,V(Af)) + ). Ric(Es E)ff

i,s=1

— |Hess f+ (Vf, V(Af)) +Ric< éfsES, éfiEi)
= |Hess f|*+ (Vf,V(Af)) +Ric(Vf, Vf),

o que finaliza a demontragdo da férmula de Weitzenbock. O

2.2 O Hessiano da Fun¢ao Distancia

O carater local dos resultados desta segdo nos permitem trabalhar num aberto U C R" do
espaco Euclidiano munido de uma métrica Riemanniana g, que em coordenadas polares (7, w)
pode ser escrita como

ds* = dr? + f2(r)dw?, (2.2)

onde dw? representa a métrica canonica em S" 1.
Nesse contexto, inicialmente, observamos que fixado p € U, se r(x) := d(x,p) é a funcdo

distancia induzida por g, entdo

9
or’

onde, para cada w fixado em T, M, % é o vetor velocidade das geodésicas dadas pelas curvas

Vr =

r— expp(rw), com exp denotando a aplicacdo exponencial.
De fato, por um lado, temos que

0 or
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via defini¢do de gradiente. Por outro,

) or
(V") = =0

pois, ¥ ndo depende dos w/s. Assim, Vr é um mdltiplo de % e, pela expressao 1 , 0 multiplo

de Vr éigual a 1. Logo,

como afirmamos.
A seguir, apresentamos o principal resultado dessa sec¢do, o qual usaremos na demonstragao

do teorema de comparagdo do Laplaciano.

Proposigdo 2.2. Seja R" munido com a métrica Riemanniana g em coordenadas polares, vista em (2.2).
Entdo, para x = rw, r > 0, w € S"~1, para quaisquer X,Y ortogonais a %, temos

Hessr(X,Y) = f; ((:)) 2(X,Y).

Além disso,

Ar(x) = (n— 1)), (2.4)

Demonstragdo. Inicialmente consideremos X,Y campos de vetores tangentes ao conjunto de

nivel r = ¢, onde c é uma constante positiva. Dai, considerando a fun¢édo r e usando a expressao

(1.2), temos que

Hessr(X,Y) = <Y, VX%>

: 2 _ 0 5 i _ 0 0
Sejam agora zi~ = 5 o campo normal a hiperesfera r = c e 5-,..., 57—

0s campos
coordenados tangentes a tal hiperesfera. Dessa forma, para quaisquer 1 < i,j < n — 1, temos
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que

d 9 0 d
Hessr <8_x1'8_x]) = <8_x]-'vaax18xn>
ey
= \oxy Moy
u 0
= rk._,_>
k_21< " oxy” dx;
ok
= ) T8
k=1

Agora, encontraremos uma expressdo para IX. nesse sistema de coordenadas.

Para isto,

usaremos a férmula dos simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da métrica, vista

em (1.12), e o fato que g,,; = <aarfax>_0 Vi=1,.

I8in , 981i _ Oni
ox; axn X

o aglz

kK _
rni_

1 n
Pt
1 n
L8
Por outro lado, como ¢(r, w) = dr? + f2(r)dw?, segue que
8 gue q

kI _ =2 2\kl

Retornando para (2.5) com as expressdes acima, temos que

ff 2(dw?)K2f f'(dw?)y;

I=1

kK _
rni_

N[ =

I
I
>

ik-
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Dai,

/

0 d °f
Hessr (8 8x]> = Z 7 0ik8kj

L
= Flawan)

Portanto, usando linearidade, se X e Y sdo ortogonais a %, entdao

Hessr(X,Y) = j;g(X,Y).

Para mostrar a segunda parte da proposicdo, observemos que dada a aplicagdo bilinear

Hessr: X(M) x X(M) — R, para p € M fixado, sabemos que existe uma aplicagdo linear
A:X(M) — X (M)

dada por

(AX,Y) = Hessr(X,Y).
Ademais, trA = tr(Hessr) e se A(X;) = a'/ Xj, entdo

Hess r(X;, X;) = (A(X;), X¢) = <a1X Xk> — allgy,

ou seja,

a'l = ¢ Hessr(X;, Xy).
Dai,

Ar = tr(Hessr) = trA

= Z 8lkf/ (Xi, X)

o f’
= (-1
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Um caso particular da proposi¢do anterior, pode ser visto no seguinte resultado:

Proposic¢do 2.3. Sejar : M — R a fungio dada por r(x) = d(x, p). Entdo,

0 0
H —, = | =
essr (87’ ar) 0
Ademais, se X L %, entdo

Hess r (3,X> =0.
ar

Demonstragido. Sabemos que, para cada w fixado em T,M, as curvas r —— expp(rw) sdo

geodésicas com vetor velocidade %. Este fato e a definicdo do Hessiano para a funcdo r nos

0 d d (0 0
Hessr (g, g) = g <§1’) — (vaar%) r

= 5(1)

dao

e isto demonstra a primeira parte da proposicao.

Para provar a segunda parte, vemos que

d 0
Hessr(a,X) = Hessr(X,§>

pois X((2))(r) = X(1) = 0.
Pela compatibilidade da métrica, segue que

0 1 0 d
Hessr(g,X) = —§X<$,§>

49



Por fim, como as geodésicas radiais sdo parametrizadas pelo comprimento de arco, concluimos

que

como queriamos. O

Como aplicacdo das duas proposi¢des que acabamos de mostrar, apresentamos o seguinte
exemplo:

Exemplo 2.1. Vamos calcular o Laplaciano da fungdo distincia ry, considerando a métrica

dr® + f2(r)dw?, (2.6)
onde ,
T sin(rv'k), se k>0
fi(r) =4, se k=0

\/1—_k sinh(rv/—k), se k<O0.

Diferenciando a fungio fi(r) temos que

cos(rv'k), se k>0
fi(r) =< 1, se k=0
cosh(rv/—k), se k<O0.

Usando o resultado das duas proposicdes acima, vemos que

k>0= Hess ;. = vkcot(rvk)g
k=0= Hessr = %g
k < 0= Hessry =+ —kcoth(rv—k)g.

Portanto,

vk cot(rvk), se k>0
1
Arp = 1, se k=0

7
vV —kcoth(rv/—k), se k<O.
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E possivel mostrar que, usando a expressio da métrica obtém-se, apds alguns cdlculos com a
formula (1.15), que a curvatura seccional é constante e igual a k. Dat, pelo teorema de classificagio de
Cartan (teorema [1.3), se k > 0 existe uma isometria entre esta métrica e a métrica da esfera S" de raio
klZ que tem curvatura seccional constante k. Se k < 0, a métrica é isométrica a métrica do espago
hiperbélico H", também com curvatura seccional constante igual a k e, por fim, quando k = 0, obtemos
a isometria entre a tal métrica e a métrica canonica do R" em coordenadas polares.
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CAPITULO 3

TEOREMAS DE COMPARACAO

NESTE CAPITULO faremos a demonstracdo do principal resultado desta dissertacdo. Para
isto, usaremos alguns fatos vistos nos capitulos anteriores e o teorema de comparagdo

do Laplaciano, que introduzimos a seguir.

3.1 Teorema de Comparacao do Laplaciano

Teorema 3.1 (Comparagdo do Laplaciano). Sejam M uma variedade Riemanniana completa e r a
distdncia geodésica ao ponto p € M. Suponhamos que a curvatura de Ricci de M satisfaz

Ric(M) > (n—1)k
e que a fungdo r é diferencidvel no ponto x. Entdo
Ar(x) < Ark(y)/ 3.1)

onderi(X) =r(x) =rg e 19 < \% se k> 0, com ry sendo a distdncia geodésica a partir de um
ponto fixado numa forma espacial de curvatura seccional constante k e r é a distincia geodésica a partir
de um ponto fixado numa variedade completa. A igualdade ocorre, se toda curvatura seccional ao longo
de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o vetor radial for constante e igual a k.

52



Demonstracido. Como

0

gl

0 0
Hessr (8 '5

):O e Hessr(i,X):O, VXL
or

concluimos que o Hessiano da fungdo r possui um autovalor igual a zero. Este fato e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada as matrizes Hessiano de r e Identidade nos ddo

Ar)?
Hessr[2 > (A7) 3.2
| Hess 7| e (3.2)
Com efeito,

tr(Hessr] aaL-IdT|<aa>l)‘ = |[(Hessr,1d)]

< |Hessr|-|Id|,

onde omitimos | 21, POr comodidade. Dai
8

|Hess7|?-|Id|*> = |Hess7|*- (n —1) > |Ar|?

= (Ar)?
pois
1d|?> = tr(1d - 1d7) = n — 1.
Logo,
2
| Hess r|? > (ar) :
n—1

Do fato que |Vr| = 1 e fazendo uso da férmula de Weitzenbock para a fungéo 7, obtemos

0 = |Hessr|>+ (Vr,V(Ar)) + Ric (Vr, Vr)

= |Hessr|* + <%,V(Ar)> + Ric (Vr, Vr)

= |Hess,r|2 3A?’—f—RIC (Vr,Vr)
(

or
= |Hessr|2 + (Ar)" + Ric Vr,Vr).
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Agora, consideremos ¢ = Ar. Usando a hipé6tese sobre a curvatura de Ricci e a

desigualdade (3.2) na expressdo acima, vemos que

0 = |Hessr|*+ ¢ +Ric(Vr,Vr)
2
> n(P— T+ ¢’ + Ric (Vr, Vr)
o
> n_1+¢wwn—nk (3.3)

Vamos estudar o caso da igualdade na expressdo anterior. Para isto, consideremos a aplicacdao

fi
fr

e vejamos que Y satisfaz tal igualdade, onde r; é a func¢do distdncia sobre a variedade de

=242 =(n-1)

curvatura seccional constante k e

1
— sin(rv/k), se k>0
NG (rvk)

fi(r) =27, se k=0

\/1—_k sinh(rv/—k), se k<O0.

Ora, supondo k = 0, temos que

fk:}’ e f,£:1
o (1-1) (1-1)
n— , n-—
$= r e ¥ =- r2
Logo,
Y2 / _(n=1) (n-1)
n_1+¢+(n—1)k_ T2 =0.

Para o caso k > 0, vemos que

fi = %sin(r\@) e fl=cos(rvk).
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Assim,

donde,

k(n—1)—k(n—-1)
sin?(rv/k)

Finalmente supondo k < 0, obtemos que

fk:\/l__ksinh(r —k) e f{=cosh(rv—k).
Dai, ="
_Tk(n—peeshev k) k1)
y=vkn D ¢ YT el
Portanto,
P2 ; B k- coshz( v —k) k(n—1) 0
Y+ (n-Dk = —k( 1)sinh2( N 51nh2(r\/—_k)+( 1)k
k(n—1)—k(n—1)

=0,

sinh?(rv/—k)
donde v satisfaz a igualdade em (3.3).

Como ¢ é injetiva em seu dominio, é possivel escolher uma fung¢éo continua 6(t), definida

{ 6(0) =0
P(0(t)) = o(t).

em [0, ), de modo que

Dai,

o que nos d&



Como

segue que
(1) - 0'(1) < ¢'(6(¢))-

Visto que ' (t) < 0, temos 6’(t) > 1 e assim
0(t) > t.

Do fato de 1 ser decrescente, obtemos que

Portanto,
Ar(x) < Arg(X).

Se a igualdade vale em (3.1), entdo todas as desigualdades na demonstragdo tornam-se
igualdades. Em particular, a igualdade em 1) ocorre se, e somente se, Hess 7| (2L = Ald, A
or

uma constante. Como Hessr (%, %) = 0 entdo, neste caso, o termo a,,;, da matriz Hessiano de

r é nulo e, assim,
|Hessr|> = (n — 1)A%

Por outro lado, como Ar = Ary, ou seja, ¢ = ¢, temos que

2
| Hessr|*> = ll)—
n—1

Logo,

Y

n—1"

e isto nos dd que o Hessiano de r tem n — 1 autovalores iguais a % Para finalizar a

demonstracdo deste resultado, devemos verificar que
0
Kle;,—
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k uma constante. Para isto, provaremos uma afirmacdo que serd ttil na finalizagdo da prova

do teorema.

Afirmacio 3.1. Consideremos a base B = {61, ce €1, %} de vetores ortonormais que diagonaliza o

9 ¥

Com efeito, vamos escrever Vej(%) na base B. Assim,

Hessiano de r. Afirmamos que

0 n_l 0
Ve]. (§) = k_Z:l xrer + n s

0 0 J0 0 1 0 0
<V€f§'§> = e <V€@'§> =3¢ <§'a> =0

“n:O/

Jd d

0
<Vej§,ei> = Hess r(e]',el-) =0,

Como

segue-se que

ou seja,

Para i # j, temos

isto é,

aj =0 paratodo i#j.

Dessa forma, obtemos que
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provando assim a afirmacao.
Temos, portanto,

0
K <€]‘, g)

0 d
= R(e]‘,@,a,ej)

X

d d d
(55 (2) 750 (2) 0 (2))
_ 4

= k-]

n—1
= k

0 que nos mostra que a curvatura seccional ao longo de geodésicas, ligando p e x, é constante

e igual a k, finalizando assim a demonstragdo do teorema. O
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3.2 O Teorema de Comparacao de Volume de Bishop-Gromov

Nesta secdo provamos o teorema de comparagdo de volume de Bishop-Gromov, que é uma
aplicagdo do teorema de comparacido do Laplaciano e o principal resultado de nosso trabalho.

Teorema 3.2 (Comparagdo de Volume de Bishop-Gromov). Seja M uma variedade Riemanniana
completa e suponhamos que, para k constante,
Ric(g) > (n —1)kg.
Entio
Vol (B (p)) < Vol(Bg),

onde B é uma bola geodésica de raio R na forma espacial de curvatura seccional constante k. A igualdade
ocorre, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o vetor
radial, for constante e iqual a k.

Figura 3.1: Comparagdo entre volumes

Demonstragdo. Como vimos em (2.4), a expressdo do Laplaciano em coordenadas polares é
dada por

Ar(x) = (n— 1)];((:))

Sabendo que ¢ = det(g;;) e considerando a métrica ¢ em coordenadas polares como sendo

ds* = dr* + f2(r)dw?,
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vista em (2.2), segue que

g = fZ(n 1
Assim
vE=f""
donde
(vV3)'=(n-1)f"f
Dai,

Iz
Ar = (n—l)j% — (n—l)(F>f’

Analogamente, obtemos que

Ary = (n—l)i’2 — ( gk(r)>/
¢ Ji V()

Do teorema de comparacdo do Laplaciano temos que Ar < Ary, e assim para qualquer w vale

GO (/B
2o

T’Cd

TT

Da desigualdade acima, vemos que

)\ V(e — V3w (/e
Sk(r) Sk(7r)
0.

IN
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Dai, como pode ser visto no apéndice,
lim V8 @) 4 (3.4)
=0 \/8&k(r)

e assim, segue que

Ve w) < \/siln),

para todo r > 0.
Por fim, usando a defini¢do de volume vista em (1.1) e integracdo em coordenadas polares

e, lembrando também que (2 = expp(é'p) tem medida total, como vimos na sec¢do obtemos

Vol(Br(p)) = | LM
R
_ / M
Br(p)NQ
= drd
/BR(O)HS,, vgdrdew

< drd
B /BR(O)ﬂgp \/§ raw
= Vol(BY),

como queriamos.

Quanto a igualdade, ela decorre do teorema de comparacdo do Laplaciano. O
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APENDICE

Neste apéndice apresentamos a justificativa para o limite visto na expressdo (3.4) na
demonstracdo do teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov.

Consideremos (X,U) um sistema de coordenadas normais em torno de p € M, com

X(0) = p. Isto significa que
8ij(0) =6 e VxXi(p)=0,

como podemos ver, por exemplo, em [8] Proposi¢do 5.11, pagina 78. Assim, na expansdo de

Taylor para g;;, ndo aparecem termos de ordem 1. Mais precisamente,
gii(x) = 8+ O(|x[?),
ou seja, existem constantes C > 0 e ¢ > 0 tais que
|gij(x) — 8| < Clx[>, VxeB(0e) CU.

Dessa forma, também obtemos uma expansdo para o determinante ¢ = det(g;), com
i,j=1,...,n, asaber
2
g(x) =1+0(|x[™),
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a qual pode ser escrita como
Clxf*" =1 < g(x) <1+Clx|*.

Claramente obtemos a mesma expansdo para a métrica gy de uma forma espacial de
curvatura seccional constante k, mudando apenas a constante, digamos Ci. Assim, obtemos

que
Clx—1 _ g(x) _ 1+Clx>
< < ,

Cix[* =1 7 ge(x) = 1+ Cefx[*

para valores de x proximos de 0.
Em particular, concluimos que

lim Y8 _ g
=0 /g (x)

como queriamos.
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