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Resumo

Em 1951, H. Hopf publicou em um prestigiado artigo um famoso resultado:

Seja M uma superficie compacta de género zero imersa no espag¢o Fuclidiano de
dimensao trés com curvatura média constante. Entao M € isométrica a esfera redonda.

Neste trabalho descreveremos detalhadamente do ponto de vista matematico uma
generalizagao do resultado obtido por H. Hopf, a qual sera publicada na revista
Communication in Analysis and Geometry em 2007, cujos autores sao Hildrio Alencar,
Manfredo Perdigao do Carmo e Renato Tribuzy. Neste artigo, os pesquisadores
classificaram as superficies compactas de género zero imersas na variedade produto:
superficies com curvatura Gaussiana constante cartesiano o espaco Euclidiano de
dimensao um e cuja diferencial da curvatura média satisfaz uma certa desigualdade
envolvendo uma forma quadratrica.
Além disso, estudaremos uma extensao da classificacdo anterior no caso em que as
superficies estao imersas numa variedade Riemanniana simplesmente conexa, homogénea
com um grupo de isometrias de dimensao quatro. Tais resultados foram obtidos
recentemente por Hilario Alencar, Isabel Ferndndez, Manfredo Perdigao do Carmo e
Renato Tribuzy. Nas demonstragoes destes teoremas foram usadas técnicas de Analise
Complexa, fatos de Topologia e uma generalizacao do Teorema de H. Hopf obtida por
Abresch e Rosenberg, publicado em Acta Mathematica em 2004.

Palavras-chave: curvatura média, esfera, forma quadratica, funcao holomorfa,
inequagoes de Cauchy-Riemman, supeficie de género zero.
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Introducao

Nesta dissertacao apresentaremos resultados que envolvem Geometria Diferencial,
Topologia e Anélise Complexa. Inicialmente, provaremos o teorema de H. Hopf, ver [6],
cujo enunciado é o seguinte:

Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em R® com curvatura média
constante. Entao M € isométrica a esfera redonda.

H. Hopf forneceu duas provas para o teorema citado acima e os detalhes encontram-se
na secao 1.7.

Foi a partir de 1951, com a publicacao do artigo de H. Hopf, que muitos gedmetras
comecaram a trabalhar com superficies de curvatura média constante nao-nula, pois, até
aquele momento, os pesquisadores ligados a Geometria Diferencial davam mais énfase as
superficies minimas.

Em 1951, também foi observado por H. Hopf que o teorema acima é valido para
superficies de Weingarten, ou seja, superficies para as quais existe uma funcao W que
relaciona as duas curvaturas principais k; e ks da seguinte maneira: W(ky, ke) = 0. Se
essa relagao pode ser resolvida, digamos, em ko, e dky/dk; = —1 quando ki = ko, dizemos
que a superficie de Weingarten ¢ especial.

Em 2004, Abresch e Rosenberg generalizaram o Teorema de H. Hopf com o seguinte
resultado:

Teorema 0.0.1. Sejam M wuma superficie imersa em M?*(c) x R e Q uma forma
quadrdtica definida por

Q(X.Y) =2Ha(X,Y) - c (X, €Y)

onde M?(c) é uma variedade Riemanniana com curvatura c, X, Y sdo vetores tangentes
a M, a é a sequnda forma fundamental, H é curvatura média e & : M*(c) x R — R é
a projecao natural sobre R, isto €, £(p,t) =t; p € M?(c), t € R. Se a curvatura média
H € constante, entio Q3% ¢é uma forma quadrdtica holomorfa. Como consegiiéncia,
se M € uma superficie compacta de género zero, entdo M € uma superficie mergulhada
mvariante por rotacoes no espaco ambiente.

O resultado de Abresch e Rosenberg foi generalizado por Alencar, do Carmo e Tribuzy
em 2005, ver [2], mais precisamente eles provaram o teorema a seguir:



Teorema 0.0.2. Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em M?(c) x R.
Suponhamos que

|dH| < h(2)|Q®7,

onde |dH| € a norma da diferencial da curvatura média H de M, h é uma fun¢do real
continua, ndo-negativa e Q% ¢ a parte (2,0) da forma quadrdtica Q definida por Abresch
e Rosenberg. Entio Q?9 ¢ identicamente nula e M € uma superficie invariante por
rotagoes em M?(c) x R.

O Teorema 0.0.2 foi a motivagao para essa dissertacao. Os detalhes do teorema acima
podem ser encontrados na secao 2.1, cuja demonstracao utiliza-se do seguinte

Lema 0.0.1. (Lema Principal) Seja f : U C C — C uma fungdo complexa definida em
um aberto U do plano complexo que contém a origem z = 0. Suponhamos que

of
A< )

onde h € uma funcdao real continua, nao-negativa. Assumamos que z = zy € um zero de
f. Entao f =0 em uma vizinhanca de V C U de zy ou

f(2)=(z—2)fi(z), z€V, k>1,
onde fr(z) € uma funcao continua com fr(zo) # 0.

O Lema Principal foi inspirado em alguns resultados obtidos por Chern, ver secao
2.2.

Um resultado bastante interessante envolvendo as superficies de Weingarten, foi
provado por R. Bryant, ver [4], a saber:

Teorema 0.0.3. Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em R3 e seja f
qualquer funcao suave definida em um intervalo aberto contendo o intervalo [0,00). Se
M satisfaz a relagao de Weingarten na forma

H = [(H? = K) = f(a®O),

onde a'*0 ¢ a parte (2,0) da sequnda forma fundamental de M, entdo M ¢ isométrica
a esfera.

O teorema anterior foi também generalizado por Alencar, do Carmo e Tribuzy em [2].
Eles provaram a seguinte

Proposicao 0.0.1. Sejam M wuma superficie compacta de género zero, imersa em
M?*(c) x R e f uma fungdo suave como acima. Suponhamos que

H = f(IQ®7]).

Entio Q*% =0 e M € isométrica a esfera.



A demonstracao desta Proposicao é uma consequéncia do Teorema de Alencar, do
Carmo e Tribuzy, ver capitulo 3.

Recentemente, ver [3], Alencar, do Carmo, Ferndndez e Tribuzy generalizaram o
resultado obtido em [2] para superficies imersas em E3(k, 7), 7 # 0. Aqui E*(k,7) é uma
variedade Riemanniana simplesmente conexa, homogénea com um grupo de isometrias
de dimensao 4. Tal variedade é um fibrado Riemanniano com curvatura 7, cuja base é
uma superficie com curvatura seccional k. Eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 0.0.4. Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em E3(k,T)
com curvatura média H. Suponhamos que

[dH| < g|Q™Y),

onde g é uma fungdo continua real ndao-negativa, E* é uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa homogénea e Q(X,Y) = 20 (X, Y )—c(&,Y)(E,Y), sendo @ = H+it
ec=k—47%. Entio Q*Y ¢ identicamente nula e, conseqiientemente, M € uma superficie
invariante por rotacoes em E3(k, 7).

A demonstragao do Teorema 0.0.4 encontra-se no capitulo 3.
Finalmente, no apéndice desta dissertagdo determinaremos a parte (2,0) da forma
quadratica () definida por Abresch e Rosenberg. Além disso, calculamos a norma de
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definicoes basicas e os fatos que serao utilizados
nos capitulos posteriores. Na secao 1.1, definiremos a conexao de Levi-Civita, a qual
sera fundamental para conceituarmos o tensor curvatura. Na secao 1.2, introduziremos
o tensor curvatura, essencial para definirmos curvatura seccional e curvatura escalar.
Na secao 1.3, discorremos a respeito da segunda forma fundamental de uma imersao
isométrica. Exporemos, na secao 1.4, o Teorema de Gauss, que relaciona a curvatura
seccional de duas variedades. Introduziremos, na secao 1.5, as definicoes de métrica
produto e conexao produto, que serao fundamentais na demonstragao do Principal
Teorema do nosso trabalho. Tais definigdes podem ser encontradas em [8]. E, por
ultimo, na secao 1.6, exibiremos alguns fatos de Analise Complexa, os quais serao uteis
na demonstracao do Teorema de Green-Stokes.

1.1 Preliminares e Definicoes

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel M de dimensdo n e classe C™ é um
conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas p, : U, C R™ — M de abertos U, de
R™ em M, tais que

1. Uppa(Uy) = M;

2. Para todo a, B com po(Uy) Npg(Us) = W # 0 os conjuntos o1 (W) e gogl(W)
sao abertos em R™ e as aplicagoes pz~" o ¢, sdo diferencidveis;

3. A familia (U, o) € mdzima relativa as condigoes (1) e (2), ou seja qualquer outra
carta estd contida em (Uy, ©q)-

O par (Uy, pa) (ou aplicagao ¢,), p € ¢a(Us), é chamado uma parametrizacao (ou
sistema de coordenadas) de M em p; v, (U, ) é entdo chamada uma vizinhanca coordenada
em p. Uma familia (U,, p,) satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciavel
em M.

Observacgao 1.1.1. Uma estrutura diferencial em um conjunto M induz de uma maneira
natural uma topologia em M. Com efeito, basta definir que A C M € um aberto de M se
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O N AN pa(Uy)) € um aberto do R™ para todo . E imediato verificar que M e o vazio
sao abertos, que a unido de abertos € aberto e a interseccao finita de abertos € aberto.
Observe que a topologia € definida de tal modo que o0s conjuntos po(Uy,) sdo abertos e as
aplicagoes p, sao continuas.

Definigao 1.1.2. Sejam M™ e M" variedades diferencidveis . Uma aplicagao v : M —
M ¢€ diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizagao y : V. C R* — M em 1(p)
existe uma parametrizacao x : U C R™ — M em p, tal que Y(x(U)) C y(V) e a aplicagao

ytoyoxr:UCR" = R™

¢ diferencidvel em x7'(p). Dizemos que v € diferencidvel em um aberto de M, se é
diferencidvel em todos os pontos abertos deste aberto.

Definicao 1.1.3. Sejam_ M™ e M wvariedades diferencidveis. _ Uma aplicagao
diferencidvel ¢ : M — M € uma imersao, se dip, : TyM — Ty, M € injetiva para
todo p € M.

Observagao 1.1.2. Uma imersao ¢ : M — N de uma variedade diferencidvel M de
dimensao n numa variedade N de dimensao n+ 1 € dita hipersuperficie.

Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M ¢é orientdvel, se
M admite uma familia (Uy, pa) satisfazendo (1) e (2) da defini¢io 1.1.1, tal que para
todo par o, B, com ¢ (Us) Np(Ug) = W # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas
P © gpgl tem determinante positivo.

Observacao 1.1.3. Entenderemos por variedade diferencidvel um espaco de Hausdorff
com base enumerdvel, isto €, a variedade pode ser coberta por uma quantidade enumerdvel
de vizinhancas coordenadas e orientdvel.

Definicao 1.1.5. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M €
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,)p (isto
¢, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, o qual
varia diferenciavelmente no sequinte sentido: se ¢, : Uy, C R® — M € um sistema

0

de coordenadas locais em torno de p , com @ (x1,....2,) = q¢ € v (U) e —(q) =

yp;
0 0

dpg(0,...,1,...,0), entao <— q), —(q > = gii(x1, ..., x,) € diferencidavel em U.
X ) 5 @ 5(@) = a5(rr )

Definicao 1.1.6. Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana chama-se
uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.1.7. Sejam M e M wariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
M ¢ chamado uma isometria, se

(u,v)p = (dfy(v), df,(v)) f(p), Paratodop € M, u, v € T,M.

Definicao 1.1.8. Uma variedade Riemanniana é homogénea, se dadosp, q € M, existe
uma 1sometria de M que leva p em q.
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Teorema 1.1.1. Toda variedade diferencidvel M possui uma métrica Riemanniana.

Demonstracao. Ver [8], pigina 47.
]

Definicao 1.1.9. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Agora definiremos o conceito de conexao afim. Utilizaremos a seguinte notagao:
X (M) denotard o campo de vetores de classe C*® em M e D(M) o anel das fungoes
reais de classe C'*° definidas em M.

Definicao 1.1.10. Uma conexao afim ¥V em uma variedade diferencidvel M ¢é uma
aplicagao
V:iXM)x X(M)— X(M)

que se indica por
(X,Y) L VyY,

tal que

1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ;

2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ;

3. Vx(fY) = fVxY + X([)Y.
Aqui XY, Z € X(M) e f,g € D(M).
Definigao 1.1.11. Sejam M wuma variedade diferencidvel com uma conezdo afim V e (,)
uma métrica Riemanniana . A conexdo V € dita compativel com a métrica (,), quando

XY, Z)=(VxY, Z)+(Y,VxZ), VX,Y, Z € X(M).

Lema 1.1.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade
diferencidvel M. Entdo existe um unico campo vetorial Z = [X,Y], tal que, para todo
f € D(M), tem-se

Zf=(XY -YX)f =[X,Y]f.

Demonstragao. Primeiro provaremos que, se Z existe, ele é tnico. Admitamos,
portanto, a existéncia de um tal Z. Sejam p € M e ¢ : U — M uma parametrizacao em
p. Sejam

X = Zaz Y = Zb]ax

as expressoes de X e Y nesta parametrizacao. Entao, para todo f € D,

) 3 oy Of
XYf=X (Zb’f)_xj> Z '(‘)x 8x ; bjax 10

da; 0
YXf= Y(Z“Z > Zﬂagagf Z bﬂa a%'
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Portanto, Z é dado na parametrizacao ¢ por

Z2f=XYf-YXf= (Zaiabﬂ' s aa?’) or
i i

dr; 'Oz | Ox;
Isto mostra a unicidade de Z. A existéncia do campo Z é demonstrada da seguinte
forma: defina-se Z, pela expressao acima em cada vizinhanga coordenada ¢, (U,) de uma
estrutura diferenciavel (Uy, ¢o) de M. Por unicidade, Z, = Zz em p,(Us) Npp(Us) # 0,
o que permite definir Z em toda a variedade M.

]

Observacgao 1.1.4. O campo wvetorial Z dado no lema acima é chamado o colchete
(X, Y]|=XY —-YX entre X eY.

Definicao 1.1.12. Uma conezxdo afim V em uma variedade diferencidvel M € dita
simétrica, quando

VxY — Vy X = [X,Y], VX, Y € X(M).

Teorema 1.1.2. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tunica conexao afim
V em M satisfazendo as condigoes:

1. V é simétrica;
2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal conexao V. Entao

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,Vx2), (1.1)
Y (Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX), (1.2)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, V5Y). (1.3)

Adicionando (1.1) e (1.2) ¢ subtraindo (1.3), temos, usando a simetria de V, que
X(Y,Z) + Y{Z.X)-Z(X.Y)
(X, ZLY) (V. 2L X) + (X,Y],Z) +2(Z VyX).
Portanto
(Z,VyX) = %{X (Y. Z) + Y (Z,X) — Z (X,Y)
- ([X,2],Y) ([, 2], X) = ([X,Y],Z)}. (1.4)

A expressao (1.4) mostra que V estd univocamente determinada pela métrica (,).
Logo, caso exista, ela serd inica. Mostraremos que V existe. De fato, defina V por (1.4).
E fécil verificar que V esta bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.

u

Observacao 1.1.5. A conezxao dada pelo teorema acima € denominada de conexao Levi-
Civita de M.

13



1.2 O Tensor Curvatura

Nesta se¢ao, apresentaremos uma definicao de curvatura que, intuitivamente, mede
o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser Euclidiana. Logo em seguida
discutiremos a nocao de curvatura seccional.

Definicao 1.2.1. A curvatura R de wma wvariedade Riemanniana M € uma
correspondéncia que associa a cada par de vetores X,Y € X (M) uma aplicagao

R(X,Y): X(M) — X(M)

dada por
R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +NxyZ, Z € X(M).

Observe que, se M = R™, entdao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"). Com
efeito, se indicarmos por Z = (zy, ..., z,) as componentes do campo Z nas coordenadas
naturais do R", obteremos que

VXZ = (XZl, ...,in),

donde
VyVxZ =(YXz,..,YXz,),

o que implica

R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + VixyZ =0,

como haviamos afirmado.
A expressao de R em um sistema de coordenadas (U, X) em torno do ponto p € M é
dada por
R(X;, X;) Xy = ZRW

Denotaremos
Rijks = (R(Xi, Xi) Xy, Xs) -
Estes coeficientes satisfazem:
Rijks + Rjkis + Rrijs = 0 (Identidade de Biancchi),
Rijks = —Rjiks,
Rijks = —Rijar,
Rijks = Rysij-

Proposicao 1.2.1. Seja o C T,M um espago bi-dimensional do espago tangente T,M e
sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(x7 y? x7 y)

K(z,y) = A

nao depende da escolha dos vetores x,y € o. Aqui (x,y,x,y) = (R(x,y)z,y) .

14



Demonstragao. Ver [8], pdgina 105.

Definicao 1.2.2. Sejam p € M e o C T,M um subespaco bidimensional. O nimero

real K(x,y) = (B(z,y)z.y)

5—, onde x ey € uma base qualquer de o e |z Ay|| =
[z Ayl

\/||x||2 Iyll* = (x,4)2, é chamado curvatura seccional de o em p.

Lema 1.2.1. Seja V um espaco vetorial de dimensao > 2 munido de um produto interno
(,). Sejam R:V xV xV =V eR :V xV xV —V aplicagées tri-lineares tais que
as propriedades da curvatura R sejam satisfeitas para

(r,y,2,t) = (R(x,y)z,t), (x,y,2,t) = (R'(x,y)z,t).
Se x,y sao dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

|z A yl?

x? y7 x? y)

K(z,y) = (\SL‘/\yP ) K/(IL’,y) =

Y

onde o € o subespaco bi-dimensional gerado por x e y. Se K(o) = K'(o) para todo
o CV,entio R=R'.

Demonstracao. Ver [8], pagina 105. ]

Lema 1.2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R' : T,(M) x T,(M) x T,,(M) — T,(M) por

<R/(XaKW)7Z> = <X7 W> <K Z> - <Y7 W> <Xa Z>7

onde X, Y, W, Z € T,(M). Entio M tem curvatura seccional constante igual a K, se, e
so se, R = KoR', onde R ¢ a curvatura de M.

Demonstracao.  Admita que K(p,0) = K, para todo 0 C T,(M) e faca
(R(X,)Y,W),Z) = (X,Y,W,Z)". Observe que R’ satisfaz as propriedades da curvatura
de uma variedade Riemanniana. Como

(X,V, X)Y) = (X, X)(Y,Y) — (X, Y)?
temos que, para todo par de vetores X,Y € T,(M),
R(X,Y, X,Y) = Ko(IXP[Y [ = (X,Y)?) = KoR'(X,Y, X, Y).
Usando o Lema 1.2.1, isto implica que, para todo X,Y, W, Z,
R(X,Y,W,Z) = KoR(X,Y,W, Z),

donde R = KoR'. A reciproca ¢é imediata.

15



1.3 A Segunda Forma Fundamental e as Equacoes
de Gauss, Ricci e Codazzi

n+m=~k

Definicao 1.3.1. Uma imersdo f : M™ — M entre duas variedades Riemannianas

¢ dita isométrica, se

(u,v)p = (dfyp(u), dfp(v)) s, Yu,v € T,M, ¥V p€ M". (1.5)
Observagao 1.3.1. Se f : M" — M ¢ wma imersdo e M ¢ uma variedade
Riemanniana, entao a métrica Riemanniana M induz de maneira natural uma métrica
Riemanniana em M dada por (1.5). Tal métrica é chamada de métrica Riemanniana
induzida por f.

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X, Y sao campos locais de
vetores em M e X, Y extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)7T, (1.6)

onde (V+Y)T é a componente tangencial de (VxY). A expressio (1.6) define uma
conexao Riemanniana a méitkrica induzida de M.
Seja f: M" — M " 4ma imersio de uma variedade Riemanniana M. Entao,

para cada p € M, o produto interno em TPM decompoe TPM na soma direta
TPM =1,M® (TpM)L,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Tal decomposicio varia
diferenciavelmente com p. Ou seja, localmente a parte do fibrado tangente TM que se
projeta sobre M decompoe-se em um fibrado tangente T'M e em um fibrado tangente
normal TM+. A seguir, usaremos as letra latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos
diferenciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &, 7, ¢, etc., para indicar os campos
diferenciaveis de vetores normais.

Vamos definir a segunda forma fundamental da imersdo f : M — M. Inicialmente,
convém introduzir previamente a seguinte definicao: se X e Y sao campos locais em M,

B(X,Y)=VxY —VxY

z

6 um campo local em M normal a M. E claro que, B (X,Y) nao depende das extensoes
X, Y. Com efeito, se X1 é uma outra extensao de X, teremos

(VY = VxY)— (Vx,Y —VyxY) =Vx Y,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M. Além disso, se Y; é uma outra extensao de
Y, entao o o -

(VxY = VxY) = (VxV1 = VxY) = V(Y - Y1) =0,
pois Y — Y] = 0 ao longo de uma trajetéria de X. Portanto B(X,Y) estd bem definida.

No que se segue, indicaremos por X (U)+ os campos diferencidveis em U de vetores
normais a f(U) ~ U.
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Proposigao 1.3.1. Se X|Y € X (M), entio a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)*
dada por o
B(X,Y) = VY — VxV

é bilinear e simétrica.

Demonstragao. Usando as propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-se
imediatamente que B ¢ aditiva em X, Y e, além disso, B(fX,Y) = fB(X,Y), f € D(U).
Indicando por f uma extensao de f a U, temos
B(fX,Y) = VgfY —Vx(fY)
= fVxY — fVxY + X(f)Y — X(f)Y.

Como em M, f = fe X(f) = X(f), concluimos que as duas tltimas parcelas se anulam,
donde B(fX,Y) = fB(X,Y), isto é, B é bilinear.

A aplicacao B é simétrica. De fato, usando a simetria da conexao Riemanniana,
obtemos

B(X,Y)=VygY —VxY =V X + [V, X]| - Vy X — [X,Y]. (1.7)
Como [X,Y] = [X,Y] em M, concluimos que B(X,Y) = B(Y, X).

Defini¢ao 1.3.2. Sejam p € M e n € (T,M)*. Definimos a aplicagio H, : T,(M) x
T,(M) — R por
Hy(2,y) = (B(x,y),n), v,y € T,M.

Usando a proposicao anterior temos que H, € uma forma bilinear e simétrica.
A forma quadratica I1,, em T,M, definida por
11 (x) = Hy(z, ),
¢é chamada a segunda forma fundamental de f em p, segundo o vetor normal 7.

Observacao 1.3.2. Como a aplicacio H, ¢ uma forma bilinear e simétrica, podemos
sempre associd-la uma aplicacao auto-adjunta, a saber:

Sy T,M — T,M,
definida por
<S,71',y> = Hn(%?/) = <B(x7y)777>

Proposigao 1.3.2. Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao

S,(a) = (V. N)".

Demonstracao. Sejam z, y € T,M e X,Y extensoes locais, respectivamente, de x,y.
Entao, (N,Y) = 0 e, portanto,

(Sy(@),y) = (BXL,Y)(P), N) = (VxY = VxY,N)(p)
(VxY,N)(p) = —(Y.VxN)(p) = (-V.N.y),

Vyel,M.
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Exemplo 1.3.1. Sejam f: M™ — M uma hipersuperficie, p € M, S,, n € (T,M)*

ellnl| =1. Como S, : T,M — T,M € linear e simétrica, entao pode ser diagonalizada por
uma base ortonormal de autovetores {ey,...,e,} com wvalores préprios reais {1, ..., \n},
isto €, Sy(e;) = Niei, i =1,...,n. Visto que M e M sdo orientadas, denominamos os e;
de direcoes principais e 0s N\; = k; curvaturas principais de f.

Dados X e 7, ja vimos que a componente tangente de Vx N é dada por (VxN)T =
—S,(X). Vamos estudar, agora, a componente normal de Vx N, que serd chamada de
conexao normal V+ da imersao. Explicitamente,

Vin = (VxN)N =VxN = (VxN)" = VN + 5,(X).

A conexao normal V+ possui as propriedades usuais de uma conexao, isto é, V* ¢é
linear e aditiva em 7.

De maneira anéloga ao caso do fibrado tangente introduz-se, a partir de V*, uma
nocao de curvatura no fibrado normal, a qual é chamada curvatura normal R+ da imersao.
Esta curvatura normal é definida por

RH(X,Y)n = VyVxn = VxVin + Vi

Tudo se passa como se a geometria da imersao se decompusesse em duas geometrias:
uma geometria do fibrado tangente e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias
se relacionam com a segunda forma fundamental da imersao por meio de expressoes que
generalizam as equagoes classicas de Gauss e Codazzi da teoria das superficies. A seguir,
estabelecemos tais relacoes.

Proposicao 1.3.3. As equacoes sequintes se verificam:
1. Fquacgao de Gauss:

2. Fquacgao de Ricci:
<E(Xa Y)na C> - <RL(X> Y)% <> = <[ST]7 SC]Xv Y> )

onde [S,, S¢] =S, 08; — S 05,
Demonstragao. Observe que VxY = VY + B(X,Y). Como
R(X,Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+VxyZ
= Vy(VxZ+ B(X,2)) - Vx(VyZ + B(Y,Z)) + Vixyv)Z + B(X,Y], 2),
temos
R(X,Y)Z = VyVxZ+VyB(X,Y)-VxVyZ—-VxB(Y,Z)+VixyZ+ B(X,Y],2)
= VyVxZ+ B(VxZY)+ V)L/B(X, 7Z) — SB(XZ)(Y) —VxVyZ — B(VyZ,X)
— VAB(Y.Z)+ Spevn(X) + Vix Z + B(X,Y), 2)
— R(X.Y)Z+ B(Y.VxZ) + V$B(X, Z) - Spx.(Y) - B(VyZ,X)
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Tomando o produto interno de (1.8) com 7', vemos que os termos normais se anulam e,
portanto,

<E(X7 Y)Za T> = <R(X7 Y)Z7 T> - <SB(X,Z) (Y), T> - <SB(Y,Z) (X)J T>
onde a ultima igualdade foi obtida a partir da observagao (1.3.2). Assim, encontramos a

equagao de Gauss.
Agora, obteremos a equagao de Ricci. Com efeito,

R(X,Y)n = VyVxn—VxVyn+ v[)gy]’f]

= Vv (V1 = 5,(X)) = Vx(Vin — 8,(Y) + Vi yyn — S, X, Y]
VyVxn = VySy(X) = VxVyn+ VxSy(Y) 4+ Vix yn — S,[X, Y]
VEVEn = Sgi,(Y) = VyS,(X) = Vi Vi — Sgu, (X) + Vi S,(Y)
+ V[JE(,Y]U — 5[ X, Y]
= R (X,Y)y— Sgp,(Y) = VyS,(X) = B(S,(X),Y) + Sgp,(X)
+ VxS,(Y)+B(X,5,Y) - S,[X,Y].

Fazendo o produto interno da tltima equagao com ( e observando que (B(X,Y),n) =
(Sy(X),Y), obtemos

<R(X7 Y)m C> = <RJ—<X7 Y)77; <> - <B(S77(X)7 Y)? C> + <B(X7 Sﬁy)v C> :
— (RY(X,Y)0,C) + ((SySc — ScSy) X, V).

Logo
<}_%(X’ Y)nv C> = <RL(X’ Y)na C> + <[S777 SC]X7 Y> .

Esta ultima expressao é denominada de Equacao de Ricci.
]

Observacao 1.3.3. Dizemos que o fibrado normal de uma imersdio é plano, se R+ = 0.
Admitamos que o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante. Entdo a equacdo

de Ricci se escreve
<RJ_(X7 Y)na C> = = <[S777 SC]X7 Y> :

Decorre dai que R+ =0 se, e s6 se, [S,, S¢c] =0, quaisquer que sejam 1, € T+M.

As equagoes de Gauss e de Ricci sao expressoes algébricas que relacionam,
respectivamente, as curvaturas dos fibrados tangente e normal com a segunda forma
fundamental da imersao. Uma relacao nao-algébrica é dada pela equagao de Codazzi.
Neste caso, precisamos “derivar”’a segunda forma fundamental considerada como um
tensor.
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Dada uma imersdo isométrica, convém indicar por X (M)+ o espaco dos campos

diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma fundamental da imersao pode
ser considerada como o tensor

B:X(M)x X(M)x X(M)* — D(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira natural, a
saber:

(vXB)(Y: Z> 77) = X(B<Y7 Za 77)) - B(VXK Za 77) - B(Y7 VXZ> 77) - B(Y7 Zv V)LH?)
Proposicao 1.3.4. (Equagdo de Codazzi). Com a notacao acima,
<§(X> Y)777 C> = (vyB)(X, Z> 77) - (VXB)(Yv Zv 77)
Demonstracao. Observe, inicialmente, que

(VxB)(Y,Z.n) = X(B(Y,Z),n) = (B(VxY.Z),n) — (B(Y,VxZ),n)
— (B(Y,2),Vxn))

= (VxB(Y,2), >+<BYZ Vxn)) — (B(VxY,Z),n)
— (B(Y,VxZ),n) — (B(Y,Z),Vxn))
= (VxB(Y,2) 7n>— (VY. 2),n) = (B(Y,VxZ),n).

Considere agora a expressao (1.8) na demonstracao da Proposigao 1.3.3 e tome o produto
interno de (1.8) por n .Logo, levando em consideragido a observagao acima, vemos que

(RX,Y)n,¢) = (B(Y,VxZ),n) + (VyB(X, Z),1)
— (B(X,VyZ),n) = (VxB(Y.Z),n) +(B(VxY,Z),n) — (B(VyX,Z),n)
= —(VyB)(X,Z,n) + (VxB)(Y, Z,n),

portanto, obtivemos a Equacao de Codazzi.

Observacao 1.3.4. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, entio
a Equacao de Codazzi se reduz a expressao

(vYB)(Xv Z, 7]) = (va)(Y, Z, 77)'
Se, além disso, a codimensdo da imersdao é um, Vxn = 0, ou seja,
VXB(Y, Za 77) = X< Sn(Y)’Z> - <S77<VXY)7Z> - < SU(Y),VXZ>
= (Vx(5,(Y)), 2) — (S)(VxY), Z).
Nesse caso, a equagao de Codazzi se escreve da sequinte forma:
Vx(Sp(Y) = Vy (Sy(X)) = 5y([X, Y]).

A importancia das equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci é que, no caso em que o espago
ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel ao anélogo das
equagoes de compatibilidade na teoria das superficies.
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1.4 O Teorema de Gauss

Seja f : M"™ — M uma imersdo isométrica entre variedades Riemannianas.
Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais de duas variedades Riemannianas. Sejam x,y € T,M C T,M linearmente
independentes, indicaremos por K(z,y) e K(z,y) as curvaturas seccionais de M e M,
respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.4.1. (Gauss). Sep € M e x,y sao vetores ortonormais de T,M, entdo

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(x,y)[*. (1.9)

Demonstracgao. Decorre da Proposicao 1.3.3 item 1.
]

Observacao 1.4.1. No caso em que f: M" — M ¢ uma hipersuperficie, a formula
de Gauss (1.9) admite uma expressio mais simples. De fato, sejamp € M en € (T,M)*.
Seja ey, ..., e, uma base ortonormal de autovetores de T,M para a qual S, é diagonal, isto
€, Sy(e;) = Nies, 1 =1,...,n, onde Ay, ..., \, sdo os autovalores préprios de S,. Portanto,
a expressao (1.9) se escreve

K(@i, ej) — K(ei,ej) = )\z>\] (11())

Exemplo 1.4.1. A curvatura seccional da esfera unitdria S™ C R"*! ¢ igual a constante
1. Com efeito, orientando S™ pelo campo normal unitario N(x) = —x € S™, temos

d _
—x = dN,(z) = EN o c(t)|imo = Vo N = (V,N)T' = —-S,2, Vpe M,V z € T,M,
onde c¢(0) = p e d(0) = x. Os valores prdprios de S, sdo todos iguais a 1. Além disso, a
curvatura seccional de R™ € zero, portanto usando a equagao (1.10), temos

K(e,e;)=1,Vi,j=1,...n

1.5 A Meétrica Produto e Conexao Produto

Sejam M e M variedades Riemannianas e consideremos o produto cartesiano M x M
com a estrutura diferencial produto. Sejam 7 : M x M — M e7w : M x M — M
as projecoes naturais. Definiremos uma métrica Riemanniana em M x M da seguinte
maneira:

(U, V) (p.q) = (dTu, dmv), + (d7Tu, dTv),,

para todo (p,q) € M x M,u,v € Tip,q) (M X M). Denominamos a métrica definida acima
de métrica produto.

Por exemplo, o toro St x ... x ST = T™ tem uma estrutura Riemanniana produto. De
fato, basta escolhermos no circulo S' C R? a métrica Riemanniana induzida por R? e
tomarmos a métrica produto. O toro T™ com esta métrica Riemanniana chama-se toro
plano.
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Sejam M e M variedades Riemannianas e consideremos o produto M x M com a
métrica produto. Sejam V! e V? as conexoes, respectivamente, de M e M. Denotaremos
por V a conexao Riemanniana de M x M definida por

Vyay (X1 + X)) = Viy X1 + V3, Xo, VX ,Y] € X(M) e Xy, Y, € X(M).

Tal conexao chama-se conexao produto.

1.6 O Teorema de Green-Stokes

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns fatos sobre Analise Complexa, os quais serao tteis
na demonstracao do Teorema Principal, além de auxiliar para o entendimento do proximo
capitulo.

Definig¢ao 1.6.1. Seja f : U C C — C definida por f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Dizemos
que f é Ck, se as funcoes u(x,y) e v(x,y) sdo C*. Seu e v sio C°°, dizemos que f é
C*>. Aqui estamos identificando z = x + iy = (z,y).

Lema 1.6.1. Sejam P : U C C - C e @ : U C C — C fungoes C* definidas num
aberto U C C, entao existem funcoes g e h € C™, tais que

Pdx + Qdy = gdz + hdz.
Demonstracao. Sabemos que, para z = x + 1y,

dz = dx + idy
dz = dx — idy.

Logo

21
P P Q Q

- Edz—l— EdE—l— Zdz— Zdz

_ (P9 gy (P i
21 21
iP+Q iP—Q
24 21
Pdx + Qdy = gdz + hdz.

Az + dz ds — dz
Pdz + Qdy — P( Z;r Z>+Q( c- z)

Tomando g = vemos que g e h sao fungoes C'*° e, além disso,

Usando as expressoes acima, obtemos

Lema 1.6.2.
dz N\ dzZ = —2idzdy. (1.11)
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Demonstracao.

(dzNdz) = (dz+idy) A (dz —idy)
= (dz Adx) —i(de Ady)) +i(dy Adz) —i*(dy A dy).

Como (dx Adx) =0 = (dy A dy) e (dy N dx) = —(dz A dy) temos

dzNdz = =2i(dz A\ dy)
= —2idzdy.

Definicao 1.6.2. Seja U C C um subconjunto nao-vazio e aberto. Dizemos que U é um
dominio, se U for conexo.

Definicao 1.6.3. Suponhamos que U C C seja um dominio e B C U um conjunto
compacto, cuja fronteira OB consiste de um numero finito de curvas de Jordan suaves
por partes e tal que B — 0B é um dominio. Para cada uma dessas curvas, adotaremos o
sentido de percurso tal que o interior de B estd sempre a esquerda quando a percorremos.
Nesssas condigoes, dizemos que B e OB tém orientacdes compativeis.

Teorema 1.6.1. (Teorema de Green-Stokes Complexo). Sejam f e g fung¢oes C>
definidas num dominio U C C. Seja B um conjunto compacto cuja fronteira, OB, consiste
de um numero finito de curvas de Jordan suaves por partes. Além disso, suponhamos
que B — OB seja um dominio, com B e a OB tendo orientacdes compativeis. Entdo

/ gdz—l—hdz-// <———)dz/\d_
OB 82

of 1 Of 8f af of
% ( + ) 9 = ( g ) 3y ) usando o Lema

Demonstragao. Como —= 1=
ox dy

1.6.2, obtemos

//jg(%—%)dz/\dz _ //1{<%_ %L)_(%Jr %)}(—%dmy)
- <z——%) <§z )t

P=g+he@=1g—ih, (1.12)

JL (552 an // (2298 1,

Definindo

vemos



Usando o Teorema de Green-Stokes , tem-se

// %—a—g dz/\d?—/ Pdz + Qdy.
B 82 aZ OB

P P —
! ;Q eh= ! 5 Q. Logo, utilizando o Lema 1.6.2,
i 7

// (@—a—g>dz/\d§:/ gdz + hdz.
B aZ 82 9B

Definicao 1.6.4. Sejam ¢ : U C C — C uma fungao definida num dominio U em torno
da origem e D um disco centrado em 0 e raio r. Sejam zg € D e B(a) = D — B(zp,a).

Definimos
// L4 dzAdz:hm// 2 dx A dz,
D ? — X0 a=0 J JB(a) Z — %0

Proposicao 1.6.1. FEuxiste o limite dado pela defini¢cdo 1.6.4.

Agora, por (1.12), temos que g =

obtemos

se o limite existir.

B(a) a

Figura 1.1: Defini¢ao da regiao B(a)
Demonstracao. Fagamos a seguinte mudanga de coordenadas:
zZ = Z+ ret?.
Assim

z = T+
= (zo + rcost) +i(yo + rsenb),

onde zy = xg + iyy. Dessa forma,

x = x9 + rcosf
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Yy = Yo + rsend

e, conseqilentemente,

dx = (cosf)dr — (rsenf)df
dy = (senf)dr + (rcosf)do.

Usando o Lema 1.6.2, temos

dzNdz = —=2i(dx A dy)
= —2i((cosO)dr — (rsen®)df) A (sen®)dr + (rcost)do)
= —2i(rcos’0)dr A d — (rsen®0)dd A dr
= —2i(rcos*0)dr A df + (rsen®d)dr A df
= —2irdr AN df
= —2irdrdf.

Fazendo a mudanca de variavel, obtemos

PG onge = d Adz
D Z— 20 a~>0
— lim / / 460 +0Te D) (“2irdrds)
a—0 Bi(a ret
= lim / / 20”6 20+ 1e) o).
a— Bi(a

onde Bj(a) é a regiao obtida através da mudanca de coordenadas de B(a).

1.7 A Demonstracao do Teorema de H. Hopf

Provaremos o Teorema de H. Hopf, que é um dos objetivos do trabalho, o qual tem
o seguinte enunciado:

Teorema 1.7.1. Seja M wma superficie compacta de género zero imersa em R com
curvatura média H constante. Entao M € isométrica a esfera redonda.

Antes de definirmos a forma quadratica de Hopf, necessitaremos estabelecer alguns
fatos.

Sejam (u, v) parametros isotérmicos em um conjunto aberto U C R? e X : U C R? —
M uma parametrizagao compativel com a orientagao do campo de vetores normais N de
M e consideremos a segunda forma fundamental para superficies

IT = edu® + 2 fdudv + gdv®, (1.13)

onde e = (N, X)), f= (N, Xu) e g = (N, Xy0).
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A curvatura Gaussiana e a curvatura média em tal sistema de parametros sao dadas,
respectivamente, por

2

6 —

K = kiky = gEQf
1 e+yg
H==(ki + k) = —=

onde £ = (X,, X,). As linhas de curvatura sao dadas por
—fdu® + (e — g)dudv + fdv* = 0.

As equacoes de Codazzi sao
E
— fu= — =FE,H

E,

e+

Como FH = g, vemos que
€yt Go

E.H=—-FH,+ 5

EH = —EH, + 2 J2r u

Portanto, as equacoes de Codazzi podem ser escritas como

€e—g
( 2

)u+fv:EHu

€e—g
( 2

Vamos reescrever (1.13) em parametros complexos. Inicialmente, observamos que

)v - fu - _EHU

1
I = Z(dz + ) - Sif(dz + d2)(dz — dZ) — %(dz — dz)?

|
- Z(d% +2dzdz + d2) — Sif(d2? — d?) - %(dzz — 2dzdz + d7?)

N it SRS TANEINE sy (679 L) g
= ( : 2zf)dz +2(e+g)dzdz—l—( 1 +22f dz*.

Agora, fazendo 9(z,%) = ? —ife@(z,z) = HTQ, vemos que

1 _
Il = §(¢d22 + 2pdzdZ + dz?).

A expressao H = 1dz? é chamada a forma quadréatica de Hopf.
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Nosso objetivo é mostrar que, se H é constante, entao a diferencial de Hopf H é
holomorfa sobre M. Além disso, os zeros de H sao isolados e coincidem com os pontos
umbilicos da superficie, a menos que a superficie seja umbilica.

Analisaremos a funcdo 1(z,%z) definida acima. Inicialmente, notemos que

(e—g>2+f2: ¢ —2eg+¢° +4f* (€ +2e9+%) —4leg — f?)

2 _
" = 5 1 1

2
_ (e—;—g) —(eg — f*) = E*H? - FB°K = E*(H® - K).

Utilizamos na pentltima igualdade o fato de (u,v) serem parametros isotérmicos. Dali,
decorre que

W2 1 1 T A
= Z(kf+2k1k2+k§—4k1k2) = Z(kf—2k1k2+k§) =2 5 2,
donde
Ol |k —k
IIE!’ _ |k . 2 (1.14)

Portanto, os pontos umbilicos (k; = ko) de uma superficie M sao os zeros de 1.
Por outro lado, observe que

Im{y(dz)*} = Im { (% — if) (du? + 2idudv — dv2)} = (e — g)dudv — fdu® + fdv*.
Logo as linhas de curvatura sao determinadas por

Im{y(dz)*} = 0. (1.15)

Utilizando as equacoes de Codazzi, obtemos

(6;9) + f, = EH,,

Dai

[(52) (7). ] -

o que implica, V> = FH,.
O fato de ‘H ser holomorfa é equivalente a curvatura média ser constante. Além disso,
¢ nao depende da mudanga de parametros. Com efeito,

_ 1
(7)) = © . I _if= —S (XN, = XuN,) = (X, Ny + X, N,)
1
= 53Xy —iX,)(N, —iN,) = =2X.N..
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Se w é outro parametro complexo e ¢(w,w) denota outra func¢ao definida como a fungao

d d
¥(z,Z), entdo ¢ = —2X,,N,,. Como X, = de—w e N, = Nwd—w, segue que
2 z

dw  dw dw\ > dw\ 2

Logo
vdz? = pdw?,

o que demonstra o afirmacao. Falta mostrar que ¢ é identicamente nula para concluirmos
que a superficie ¢ uma esfera redonda. De fato, precisaremos do seguinte

Teorema 1.7.2. Dada uma superficie compacta M de género 0, nao existe diferencial
quadrdtica holomorfa 1dz* nao-nula.

Demonstragao. Ver [6], pagina 140.
]

Assim 9 é identicamente nula, donde segue por (1.14) que a superficie é umbilica.
Como a superficie é compacta temos que M é uma esfera, o que conclui nossa afirmacao.

Agora daremos uma segunda prova para o Teorema de H. Hopf, a qual é considerada
mais interessante, pois a idéia dessa demonstragao sera utilizada na prova do Teorema
Principal do nossa dissertacao. Antes precisaremos de alguns fatos.

Inicialmente, notemos que (1.15) é equivalente a

1
argyy +2arg dz=mm m € Z ou arg dz = %—5017“9 Y, (1.16)

onde dz é o elemento tangente das linhas de curvatura.

Definicao 1.7.1. Dizemos que um campo de linhas tem singularidade em um ponto p,
se € impossivel estender o campo para p continuamente.

Definigao 1.7.2. Seja o : [0,1] — R? uma curva plana fechada. Definiremos por indice
de rotacao da curva o, o numero inteiro m tal que

I
/ k(s)ds = 2mm,
0

onde k € a curvatura da curva.

Definicao 1.7.3. O indice j de uma singularidade isolada € definido como seque. Sejam
p uma singularidade isolada de um campo de elementos de linha e C uma curva simples
fechada tais que

1. p é a unica singularidade no interior de C;

2. Nao existem singularidades em C.
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Seja p um ponto umbilico isolado. Entao p é uma singularidade isolada de cada uma
das duas familias de linhas de curvatura (uma familia correspondente a k; e a outra a
ks, onde mantemos a convencao k; > k). Portanto p tem indice com respeito a cada
uma dessas familias, como cada linha da familia sao ortogonais, segue imediatamente
da definicao do indice que os dois indices sao iguais. Logo, o indice de pontos isolados
umbilicos esta definido e satisfaz

1
j = 5-dlargdz),

onde 9 significa a variacao em volta de p em uma pequena curva no sentido positivo e dz
tem a expressao dada em (1.16). Como o nimero inteiro m nao varia, segue que

Teorema 1.7.3. Sejam R uma regiao contida em uma superficie com curvatura média
constante, U o conjunto dos pontos umbilicos e p € U. Entao

1. p é um ponto interior de U,

2. p é um ponto isolado de U e o indice de p é negativo.
Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que R estd contida na
imagem da parametrizagao. Por (1.14), U é o conjunto dos zeros da funcdo 1 definida
em sistema de coordenadas, a qual é holomorfa , pois a curvatura média é constante .

Portanto, ou ¥ = 0 e todos os pontos pertencem a U ou 1) # 0 e p é um ponto isolado
de U. Neste caso, podemos aplicar a definicao 1.7. Como 1 é analitica, temos

U(z) ="+ ..

onde ¢ # 0, n > 1. Portanto, é(argy) = 2mn. Conseqilentemente,

como queriamos demonstrar. [

Teorema 1.7.4. (Poincaré) Se F' é um campo de elementos de linha em M com um
numero finito de singularidades , entao

> i=2-2g,

onde g € o género de M.
Demonstracao. Ver [6], pagina 113.

Observacao 1.7.1. Seque do Teorema 1.7.4 que qualquer campo na superficie tem pelo
menos uma singularidade. Caso tenha no mdzrimo um numero finito de singularidades,
entao tem pelo menos uma singularidade de indice positivo.
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Além disso, podemos provar o Teorema de H.Hopf da seguinte maneira:

A equacdo quadratica Im(ydz?) = 0 determina dois campos de direcdes, cujas
singularidades sao os zeros de 1. Sejam U o conjunto de pontos umbilicos de M e
U* o conjunto de todos os pontos interiores de U. Entao U* é aberto e fechado, o que
implica U* = () ou U* = M. Como 7 é holomorfa, se z; é um zero de 1), entao ¢ = 0 em
uma vizinhanga V de zg ou v = (2 — 20)* fr(2), 2 € V, k > 1, onde f;, é uma funcio de 2
com fr(z9) # 0. Neste 1ltimo caso, zp é uma singularidade isolada do campo de dire¢oes
e o indice é (—k/2), pelo Teorema 1.7.3. Logo ) = 0 em M e temos que M ¢é uma esfera
redonda ou todas as singularidades sao isoladas e temos indice negativo. Como g = 0,
pelo Teorema 1.7.4, a soma dos indices de todas as singularidades para qualquer campo
de diregoes é 2 (portanto positivo). Isto é uma contradi¢ao. Assim » =0 em M. O que
demonstra nossa afirmacao.
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Capitulo 2

O Teorema de Alencar, do Carmo e
Tribuzy

Neste capitulo demonstraremos o resultado principal do nosso trabalho. Analisaremos
o mesmo problema estudado por Abresch e Rosenberg em 2004 com uma significativa
mudanca, a saber: a curvatura média ndo é assumida constante, mas satisfaz |[dH| <
g|Q®9]|, onde |dH| é a norma da diferencial da curvatura média H de M e g é
uma funcao real, continua e nao-negativa. Na secao 2.1, usaremos cartas isotérmicas
para calcularmos a diferencial ZQ(Z, Z), cuja expressdo nos garante a generalizacdo do
Teorema de Abresch-Rosenberg. Na secao 2.2, provaremos o Lema Principal, o qual
nos dara condigoes para concluirmos a demonstracao do resultado principal da nossa
dissertagao. Demonstraremos, na secao 2.3, o Teorema de Alencar, do Carmo e Tribuzy.

2.1 A Demonstracao do Teorema de Alencar, do
Carmo e Tribuzy

Nesta secao, demontraremos o principal resultado do nosso trabalho, mas antes
exibiremos o Teorema de Abresch e Rosenberg, cujo enunciado é o seguinte:

Teorema 2.1.1. (Abresch-Rosenberg-2004) Sejam M uma superficie imersa em M?(c) x
R e @ uma forma quadrdtica definida por

Q(X.Y) =2Ha(X,Y) — c(£X,€Y),

onde M?(c) é uma variedade Riemanniana com curvatura c, X eY sdo vetores tangentes
a M, «a é a sequnda forma fundamental, H é a curvatura média e & : M*(c) x R = R ¢
a projecdao natural sobre R, isto é, £(p,t) =t; p € M?*(c), t € R. Se a curvatura média
H ¢ constante, entio Q*% ¢é uma forma quadrdtica holomorfa. Como conseqiiéncia,
se M ¢é uma superficie compacta de género zero, entao M é uma superficie mergulhada
muvariante por rotacoes no espaco ambiente.

Demonstracao. Ver [1].
Agora provaremos o resultado principal da nossa dissertagao, a saber:
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Teorema 2.1.2. (Teorema de Alencar, do Carmo e Tribuzy) Seja M uma superficie
compacta de género zero imersa em M?(c) x R. Suponhamos que

|dH| < h(2)|Q®7,

onde |dH| é a norma da diferencial da curvatura média H de M, h é uma fungdo real
continua, ndao-negativa e Q% ¢ a parte (2,0) da forma quadrdtica definida por Abresch
e Rosenberg. Entio Q* ¢ identicamente nula e M €é uma superficie invariante por
rotagoes em M?(c) x R.

O resultado acima generaliza o Teorema 2.1.1, pois nao temos a hipétese da curvatura
média ser constante.
Sejam (u,v) parametros isotérmicos em um conjunto aberto U C M, z = u+iv, Z =

1
u—iv, dz = du +idv e dZ = du — idv. Visto que Q% = §¢(z)(dz)2, assumiremos que

exista um ponto zy € U tal que 1(zp) = 0. Definamos

z- Q—zﬁ e7- L £+z‘£
V2 \ou ov V2 \ou o)’

Como (u,v) sdo parametros isotérmicos, temos

J 0 0 0 s ,0 0
<%7 %) - <%a %> A ) <%7 %>

Note que Q(Z, Z) = 1(2) e |Q(Z, Z)| = |4(2)].
Para futuros propésitos vamos considerar o espago ambiente M™(c) xR, onde M™(c) é

uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante c. Seja M uma variedade
imersa em M"(c) x R. Consideremos

=0ce (Z,7)=)\.

Q(X,Y) = 2(a(X,Y), H) — c(¢(X), (V). (2.1)

é
onde H = HN é o vetor curvatura média da imersao, « é a segunda forma fundamental
e&: M"(c) x R — R éa projegao &(p,t) = t. Inicialmente, observenos que

55 = 2Q(2.2) = 22(a(2,2), H) — cZ{6(2). £(2).

O primeiro termo nos da

27(o(Z, 2), H) = 2(Via(Z, Z), H) + 2(a(Z, Z), VL H).
Por definicao

(VZa)(Z,Z) = Via(Z,Z) — 2a(N5Z,Z) = V3l Z, Z),
pois

VyZ=V,Z=0.
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Com efeito, utilizando o fato da conexao ser simétrica, temos

VyZ -V, 7 =27

Por outro lado, [Z, Z] = 0. Com efeito,

2.Z)(f) = ZZ(f)-ZZ(f)

o .0 o .0 g .0 o .0
- (%‘5) (%“%)m‘(%“%) (%—%)U)
T T A T R
Qw2 oudv  Ov? oudv  Ou? Oudv oudv  Ov?
= 0.

Isto implica
V3Z =V4Z.
Agora, podemos escrever
V3Z =aZ +bZ

Visto que (Z,Z) = 0, temos
1—
0= 5Z(Z, Z) = (V3 Z,Z) = bA\>.

Dai, segue que b =0 e V;Z = aZ. Analogamente, como (Z, Z) = 0,

1 — — —
0= 5Z(Z, 7y =(Vy3Z,7) = a)*.

Temos que a = 0 e, portanto, V2 =V 27 =0, como haviamos afirmado. Logo
27(o(7, Z), H) = 2(V£a)(Z, 2), H) + 2(a(Z, Z), VEH).

Usando a equacao de Codazzi e denotando por R a curvatura do espaco ambiente,
obtemos

2Z(a(2,2), H) = 2(Vsa)(Z, 2), H) + 2R(Z, 2) 2, H) + 2(a(2, Z), VEH).

Vamos calcular cada termo da ultima igualdade.

Lema 2.1.1. Com respeito a notagao acima , temos

(R(Z,2)Z,H) = c\}(eZ,¢H).
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Demonstracao. Seja 7 : M"(c) x R — R definida por 7(p, t) = p. Indentificaremos, por
conveniéncia de notagao, m e & com suas respectivas derivadas. Portanto X = 7.X 4 £X.
Como o espago ambiente ¢ um produto de espacos, sendo cada espago com curvatura
seccional constante, temos que a curvatura R é dada por

(R(2,2)2,H) = {(xZ, 7 2)nZ,7H) — (xZ, 72\ Z, 7 H)}. (2.2)
Vamos calcular os termos de ﬁ, isto é,
(rZ,72) = (Z—EZ,72 —E7)
= (2,2) - (Z,62) - (§Z,2) + (§Z.£2)
N (qZ +EZ,67) — (2,72 + E2) + (EZ,£7).
Assim,
(nZ, 77y =N — (£Z,£7).

Por outro lado, como (Z, N) = 0, temos

(nZnH) = (Z—¢Z2, H —¢H)

(2,H) — (2,6H) — (¢2,H) + (62,6 H)
= —(Z,6H)— (€2, H) + (2,¢H)
— —(¢2,¢H).

Portanto, o primeiro termo do lado direito de (2.2) torna-se
— — 9 _ —
(nZ,72)(nZ,mH) = —(N —(£Z,62))((£2,EH))
— — —
No caso do segundo termo, usando o fato (Z, Z) = 0, obtemos,

(nZ,xZ) = (Z—€2,7 )
= —(2,62) - (£2,2) + (£2.£2).

Fazendo calculos analogos aos anteriores, concluiremos que
(nZ,7nZ) =—(£4,E7).

Analogamente,
— =

nZ.7H)=(Z—¢Z, H—¢H) = —(Z,6H).

Portanto - _
(nZ,7ZnZ,nH) = (EZ,EZ)EZ,EH).

Disto segue que

(R(Z,2)2,H) = oA=NEZ,6H) + (£Z,62)(¢Z,6H) — (£2,62)(¢Z,€H)}
= —eN}eZ, ¢H).
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Finalmente, usando a simetria do tensor curvatura, concluimos que

— —
(R(Z,2)Z,H) = cN*(§Z,EH),
o que conclui a prova do Lema 2.1.1.
Voltando ao célculo de ZQ(Z, Z), temos
— n J— — 2 — J_H —
7Q(2,2) = 2(V4a)(Z, 2), H) + 20N 2,6 H) +2(a( 2, Z), V5 H) — cZ(¢ 2,6 7).
Precisamos de mais um resultado auxiliar, a saber:
Lema 2.1.2. ¢Z(£Z,62) = 2N (€7, € H).
Demonstracao. Com efeito, inicialmente observemos que
Oé(Z, 7) = vZZ — (VfZ)T = VgZ,

pois V5Z = 0. Como o espaco ambiente é o produto M"(c) xR com as projecoes naturais
7 e &, podemos escrever

V3Z =V7(EZ +72) = VL(Z) + Vi(nZ),
onde V! e V2 sdo as conexoes de R e M™(c), respectivamente . Portanto,
€a(Z,Z) = €72 = EV(EZ) + EVY(nZ) = V5(£2).

Dai,
(€a(2,2),£2) = (V5(£2).£2) = (V5(£2).£2).

Agora, observemos que

7(82,£Z) = 2V35(£2),6Z) = 2(§a(Z, Z) £ Z).

. 1 . . . .
Seja F = —2(61 —zez), onde e e ey sa0 os vetores unitarios de — e —, respectivamente.

ou Ov
Assim, Z = AE e

— — €1 — ’i€2 e + i@g)

a(Z2,2) = )\QQ(E,E):)\2Q( N

A =
= ?{a(el,el) + afeg, e9)} = A H.

Logo .
Z(£2,62) = 2V7(£2),62) = 2{¢a(Z, Z),6Z) = N(§H £ 2),

o que conclui a prova do Lema 2.1.2.
Segue dos céalculos acima que
— L J— — 2 — J__> —
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Assim, utilizando novamente o Lema 2.1.2, obtemos que
— i — — =
Calcularemos o primeiro termo do lado direito da ultima iguadade acima. Por definicao,

(Vi) (Z,2) = Vy(a(Z,2)) —a(VzZ,2) - a(Z,V 1 7)
= Z((Z,2YH) - a(Z,V 1 2),

J— — J—
onde estamos usando os seguintes fatos: a(Z,Z) = \H e V;Z = 0. Portanto,

(Via)(Z,2) = (VN Z,2VH + (Z,N22)H + (Z, 2)V4H — o(Z,V 2 2).

Agora, seja E definido como na demonstracao do Lema 2.1.2. Entao qualquer vetor
complexo em M ¢é dado por X = &F, onde £ é um nimero complexo. Portanto, se
Y =nkE, entao

a(X,Y) = ea(E,E) = (X, Y)H.
Tomando X =V 7 e Y = Z acima, temos

—

(Via)(Z,2) = (Z,N,2)VH + (Z,Z)V4H — (V3 2, 2VH = (2,2)V

|

Voltando ao calculo de ZQ(Z, Z), obtemos finalmente
7Q(2,2) = 2((Z, Z)VH, H) + 2(a(Z, Z), VL H). (2.3)

Notemos que o lado direito da equacao é expresso em termos da derivada covariante
do vetor curvatura média.

Observagao 2.1.1. Obtemos a sequinte generalizacdo do Teorema 1 de Abresch

eRosenberg, ver [1]. Seja M uma superficie imersa em M"(c) x R tal que o wvetor
ﬁ

curvatura média H € paralelo no fibrado normal. Introduzindo uma estrutura complexa

em M compativel com a métrica induzida. Entdo a parte (2,0) da forma quadrdtica em
M

Q(X,Y) = 2(a(X,Y), H) — e(€X,£Y)

¢ holomorfa.

Aqui a € a seqgunda forma fundamental da imersao e & € a projecao do espago ambiente
sobre R. Uma questdo natural: quais superficies em M"(c) x R satisfazem a condi¢ao
que a forma quadrdtica acima é holomorfa?

Antes da prova do Teorema de Alencar, do Carmo e Tribuzy vamos particularizar para
n = 2 a expressao (2.3). Como a codimensido é um, segue que VyN =0V X € TM,
onde N é o vetor unitario normal da superficie M. Portanto

ViH = VL(HN) = (ZH)N.
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Assim a B

ZQ(Z,7Z) =2 *Z(H)H +2a(Z, Z)(ZH).
Como

|Z(H)| = [dH(Z)| < |dH||Z] = |dH]A,

temos, analogamente, que |Z(H)| = |[dH(Z)| < |dH||Z| = |dH|, temos

12Q(2, Z)| < {2X°|H| + 2M|a(Z, Z)[}dH .
Por hipétese do teorema, |[dH| < g|Q??|. Portanto, obtemos

12Q(Z. 2)| < h(2)|Q(Z, Z)],

onde h(Z) = g{2)\*|H| + 2)\|a(Z,Z)|} é uma fungdao continua nao-negativa. Entao
podemos aplicar o Lema Principal, cujo enunciado é o seguinte:

Lema 2.1.3. (Lema Principal) Seja f : U C C — C uma fungao complexa definida em
um aberto U do plano complexo que contém a origem z = 0. Suponhamos que

of
0z

onde h € uma funcdo real continua, nao-negativa. Assumamos que z = zy € um zero de
f. Entao f =0 em uma vizinhanca de V C U de zy ou

f(2)=(z—20)fi(2), z€V, k> 1.

Aqui fr(2) € uma funcao continua com fi(zo) # 0.

< h()If )], (2.4)

A demonstracao do Lema Principal encontra-se na secao posterior.

Seja U C M um conjunto aberto coberto por coordenadas isotérmicas. Assumamos que
o conjunto dos zeros de Q(Z, Z) em U é nao-vazio e seja zo € U um zero de Q(Z, Z). Pelo
Lema Principal, Q(Z, Z) é identicamente nula em uma vizinhanga V' de 2z ou os zeros sdo
isolados e o indice de campos de dire¢oes determinado por Im[Q(Z, Z)dz?| = 0 é (—k/2)
(portanto negativo). Se para alguma vizinhanca coordenada V' de zero, Q(Z,Z) = 0,
isto serd para qualquer M. Caso contrario, os zeros na vizinhanca de V iram contradizer
o Lema Principal. Entao, se Q(Z,Z) nao é identicamente nula, todos os zeros sao
isolados e segue-se que o indice é negativo. Como M tem género zero a soma dos indices
de singularidades de qualquer campo de diregdes é 2 (portanto positivo). Isto é uma
contradigao. Logo Q(Z,Z) é identicamente nula. Usando a classificacdo de Abresch-
Rosenberg, segue o Teorema Principal.

Observagao 2.1.2. Na verdade o resultado de Alencar, do Carmo e Tribuzy € o sequinte:
ou o conjunto de zeros de Q9 € vazio ou em uma vizinhanca V do zero de Q39| onde
a condigdo |dH| < g|Q®?%| vale, temos duas possibilidades:

1. QY =0 emV ou
2. Tal zero € isolado em algum campo de direcao em V' tem uma singularidade isolada
neste ponto com indice negativo. Dessa forma, a condi¢cdo pode ser aplicada para

a imersdo de género um em uma superficie M satisfazendo |[dH| < g|?9| para
concluir que o conjunto de zeros de Q39 ¢ identicamente zero ou vazio em M.
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2.2 A Demonstracao do Lema Principal

Lema 2.2.1. (Lema Principal) Seja f : U C C — C uma fungao complexa definida em
um aberto U do plano complexo que contém a origem z = 0. Suponhamos que

of
S| < narea 25

onde h € uma funcdo real continua, ndo-negativa. Assumamos que z = zy € um zero de
f. Entao f =0 em uma vizinhanca de V C U de zy ou

f(2)=(z—2)fi(2), z€V, k> 1.

Aqui fr(z) € uma fungao continua com fr(zy) # 0.

Inicialmente, demonstraremos dois lemas auxiliares e logo em seguida provaremos o
Lema Principal. Agora vamos assumir, sem perda de generalidade, que o zero de f é a
origem e, além disso, U é um disco de raio R e centro 0.

f(2)

Zr—l

Lema 2.2.2. Assumindo as hipdteses do Lema Principal e o fato do lim,_,q =0,

r > 1, temos que o lim,_, existe.

Demonstracao. Definamos uma forma diferencial

e,

2" (z — w)

em Dg(0) com z # 0, z # w e r > 1. Aqui Dg(0) é o disco de raio R e centro em 0.
Usando o Teorema de Stokes -Green (1.6), obtemos que

f) . ORI f2) 4. _
/8DR(0) 2 (2 — w>d " /aDa(w) 2" (2 — w)d " /aDa(o) 2"z — w)d

1 of _
= — —dz Nd .
/ / DO Bapaey # - w) 0 20
pois
0 f(z) 0 1 1 of
0z <z7’(z - w)) T 0z (z“(z - w)) )+ 2 (2 —w) 0z
1 0
— S Y w e Drl0) \{Du(0) U Dyfw)
e ﬁ ¢ uma fun¢do holomorfa em Dg(0) \ {D,(0) U D,(w)}.
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Figura 2.1: Definigao da regiao Dg(0) \ {D,(0) U D,(w)}

Agora, calcularemos as integrais de (2.6). Inicialmente, definiremos uma fungao

f(2)

auxiliar g(z) = — = e faremos a seguinte mudanca de varidveis z = w4ae?, 0 <0 <2,
z

e,
/8Da(w) 2 (2 — w)d '

27 0
/ 9:) . _ —/ 9&) . —/ glw+ act) tieio g,
D, (w) 2" oDy (w) 2 0 ae’

onde D (w) é dD,(w) com orientacdo anti-horéria e dz = ae??df.

na integral

Dali,

3D, (w)

Figura 2.2: Fronteira do disco D,(w)

Voltando ao célculo da integral, vemos que

2
/ Moiz = —/ ig(w + ae®)do.
ODa(w) #" 0

Usando a continuidade da funcéo ¢(z) em D,(w), temos que
liII(l) g(w + ae™) = g(w)

e, portanto,

lim Malz = —ig(w)/o ﬂdQ = 2mig(w) = —2mwif(w)w™".

a—0 ODq(w) 2T

Calcularemos, agora, explicitamente a integral

/ &dz,r > 1.
oD.(0) 2" (2 — w)
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/5D (0)

Figura 2.3: Fronteira do disco D, (0)

Fazendo a mudanca de variavel z = ae?, 0 < § < 27. Obtemos que,

f(2) B f(z) _
/BDa(o) Z(z — w)dz - /6°Da(0) 2 (2 — w)dz a
2 f(ae®) w [T f(ae)
= —/0 _ : aie®dp = —Z/O D A de. (2.7)

arezre(aew _ w) - ez(r—l)G(aezQ _ U))

Por outro lado, por hipdtese,
lim £ .
20 erl

Dai, fazendo a — 0, vemos que z — 0. Logo, usando (2.7) encontramos que o
f(z) [T f(ae”)

lim —— —dz = —¢lim . .
2—0 D4 (0) ZT(Z _ w) a—0 0 ar—lez(r—1)9<a620 _ w)

do = 0.

Finalmente, tomando o limite em (2.6) quando a — 0, vemos que

: —r G 1 of
_2z7rf(w)w + /aDR(O) mdz = — //DR(O) maz dz N\ dz. (28)

Além disso, a integral dupla a direita (quando a — 0) acima existe, pois as integrais

a esquerda de (2.6), quando a — 0, existem. Agora, voltemos a expressao (2.8). Por
hipotese, existe A > 0 tal que

max.cpyo)h(z) < A (2.9)

Entao, segue de (2.8) que

1
2m | f (w)| |w]™" S/ dz+//
)t - le—wl oo T 17—l w| 5
2A
g/ N g, +// AT g (2.10)
awmz—w - ||rz—w|

pois dz A\ dz = —2idxdy, com z = x + 1y.
Tomando zy € D, zy # 0, multiplicando a inequacao por

To—zo] © integrando-a com
respeito a dudv, onde w = u + v, concluimos, com D, = Dg(0) \ Dc(zp), que
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271'/ |f(w) dudv</ / Fld=| 0
D, —Zolle 9D r(0) IZI Iz—wllw—Zol

24 / / / /() drdydudv. (2.11)
pr) 12" IZ—wHw—Zol

2D,(0)

Figura 2.4: Definicao da regiao D,

Nosso objetivo agora € estimar as integrais a direita da desigualdade. Inicialmente

vamos calcular a p
/ / 1 ()| ldz| dudv.
D. JODR(0) |2|" |z—w| [w — 2]

1 1 1 < 1 1 )
R S + ,
|z — 20| \|z —w| |w— 2
vemos que

|z — w||w — 2 a |z — zo|
/ / SEIL g, </ / SR g, o
. Jopgo 12" |Z—w| lw — 2 . Jopgpo 12" |Z—Zo||2—w|
/ / D g, (212)
. Joro) 12 |Z—20||w—20|

/ dudv </ dudv
proy 12 =0 T Jp,ae 12 —w|

Agora, tomando w = u + iv, podemos reescrever w como

De fato, como

1 1
_l’_
Z—w  w— 2

Por outro lado,

i0
w=z+ pe-,

onde 0 < p<2Re 0 <60 <27 Como dw = edp +ipe®df e dw = e Pdp — ipe=d0,
obtemos

dw N dw = —2ipdp N\ df e dudv = —pdp N\ df = pdf A dp.
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Usando os resultados anteriores, vemos que

d d 2R 21
/ uew / / o A dp = 47 R,
Dar(z) Z

dud
/ uav < A4rR.
Dg(0) |z —wl

Portanto

Figura 2.5: Definigao da regiao Dyg(2)

Logo, temos a estimativa para o primeiro termo do lado direito de (2.12), ou seja,

/ / f(z)l 14z dudv < / / f(z)l 1z dudv
« JODR(0 Z| |Z—w| lw — z D. JODR(0) |2|" |Z—Zo||2—w|
+ / / FENdl g,
Jopg) 2] Iz—ZOllz—wl
M{/ 1/(2) o+ | G |}
dDR(0) 12|"|z — 2o dDR(0) |Z| |2 — 20|

= 87R lf(—z)||dz|.

dDR(0) |2|"|z — 2o

IN

Agora, utilizando (2.11), segue que

1
2A/ // 1F(2) drdydudv < 16ATR // ————dzdy.
JJ pp) 12 |Z—w|lw—2’o| Dr(0 |2| |Z—Zo|

Portanto, podemos escrever a inequagao (2.11) como

27T/ Mdudv < 87TR/ Ol |dz| + 16 Am R// —————dxdy,
 Jw = zof [w] opn() 121" |2 = 20 Dr(0) |Z| |Z—Zo|

ou seja,
d
— 8AR) // ————dxdy < 87TR/ —|fr(2')| 4] )
Di(0 IZI Iz - Zol apg(0) 12" 12 — 20l
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Além disso, podemos escolher R tal que 1 — 8AR seja positivo. Entao temos a seguinte
situagao para zy # 0:

0 < 27m(1 —8AR) // ————dxdy < 87R M<C’( 0) <k,
DR M|Z—%|

DR (0) 2" |2 — 2

onde C é uma constante que depende de zy. Logo

// —————dxdy
Dg(0) |Z| |Z 0|

é limitada qualquer que seja zgp € Dg(0). Quando zy — 0, vemos que |z — 29| — |2] e,
portanto, o integrando cresce monotonicamente. Logo, concluimos que o

lim // ——dxd 2.13
20-0JJ preo VHZ—%! Y (2.13)
existe.

Finalmente, usando o fato que (2.13) existe, obtemos, observando (2.10), que
|f(w)]|w]™" é limitado quando w — 0. Portanto, usando (2.8), vemos que

lim /)

z—0 Z7

(2.14)

existe.
n

Lema 2.2.3. Admitindo as hipdteses do Lema 2.2.2 , isto ¢,

%‘ < h(2)|f(2)| e supondo

que

temos, f =0 em uma vizinhanga de 0.

Demonstragao. Suponhamos que f nao ¢ identicamente nula em uma vizinhanga de 0
e seja zg tal que f(z9) # 0, |20] < R. Fazendo procedimentos andlogos da demonstragao
do Lema 2.2.2, integrando em rela¢ao dudv a desigualdade (2.10), obtemos

%dl—SAR)//. |f@?hwdv§8wR/1 @] oy (2.15)
D (0) oD (0)

w ||

onde

dud
/ uav <A4rR e m(ll'zEDR(O)h< z) <A
Dr(o) |2 — |

Agora, definindo

D= {2 € Duto) el < aol el = LEM
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encontramos

(1—8AR)//D (0)%@@ > (1-8AR) // i’i

SAR) .
> L2 o) ol wol
= a|20‘_rv

onde
1-8A
a= (—28R) | f(20)| vol D*.

Por outro lado,

4R/ ‘()‘|d|<bR—
1o}

Dg(0) |Z|

co1m

b=4R max |f dz|.
pas V[ e

Assim, pelas estimativas acima, temos a 2| < bR™", para todo r. Aqui a e b dependem
de r. Portanto, como |zg| < R, vemos

(1 - 8AR)

Usando o fato que a = | f(20)| vol D*, encontramos f(z9) = 0. Isto é uma

contradicao com a definicao zj.
]
O Lema Principal segue dos Lemas 2.2.2 e 2.2.3. Na verdade, usando o Lema 2.2.3
obtemos que se f nao é identicamente nula em uma vizinhanca de 0, existe um r tal
que lim, o f(2)/2""' = 0 e lim, o f(2)/2" # 0 . Denotaremos tal limite por ¢. Logo,
podemos escrever

f(z)=cz"+ R, lir%R/z” =0

ou
f(Z) - err(z) ) fr(Z) =c+ R/er tal que fr(o) =c#0.

Isto prova a nossa afirmagao.
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Capitulo 3

Resultados e (Generalizacoes

R.Bryant, em [4] provou o seguinte resultado :

Teorema 3.0.1. Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em R? e seja f
qualquer funcao suave definida em um intervalo aberto contendo o intervalo [0,00). Se
M satisfaz a relacao de Weingarten na forma

H= f(H? - K) = f(]a®"P2).

Aqui o'*0 ¢ a parte (2,0) da segunda forma fundamental de M, entio M ¢é isométrica
a esfera.

Alencar, do Carmo e Tribuzy generalizaram o resultado acima.

Proposicao 3.0.1. Sejam M wuma superficie compacta de género zero, imersa em
M?*(c) x R e f uma fungdo suave como acima. Suponhamos que

H = £(1Q=P).

Entio Q?0 =0 e M € isométrica a esfera.

(2,0)

Demonstragao. Visto que |[dH| = |df||d(|Q*Y )| e |QZ9)? = QZ0Q™ temos

d\Q(Z’O)P _ dQ(ZO)@(M) I Q@’O)d@@’o)_
Portanto

—(2,0

QIR < Q0[] + 1Q@dQ™"]

_(2’0

QO [{(|dQ>"| + @™ |3.

Dai, segue que
—(2,0
dH| < |df|(|dQ@0| + |dQ™" )@@ = ¢|Q®Y),

onde temos que g = |df|(|dQ*"| + ]0@(2’0) |). Logo, usando as condigdes do Teorema de
Alencar, do Carmo e Tribuzy, segue-se o resultado.
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Uma questao natural é a seguinte: no caso do Teorema de Bryant é conhecido que
|a®0|2 = H? — K. Portanto ¢ interessante conhecer uma expressao de Q% em termos
dos invariantes geométricos simples M.

Hilario Alencar, Manfredo do Carmo e Renato Tribuzy fizeram os seguintes
comentarios: Bryant construiu uma forma quadratica globalmente definida na superficie
M de Weingarten, nao necessariamente homeomorfa a esfera, a qual é mostrada ser
holomorfa em M. E possivel construir tal forma quadratica holomorfa em superficies de
Weingarten imersas em M?(c) x R? Este caminho pode parecer 1til mesmo com alguma
restricao sobre a relagao de Weingarten. O problema geométrico relevante é: quais sdo
as superficies imersas em M?(c) x R com curvatura Gaussiana extrinseca constante ?

Agora, vamos demonstrar os fatos mencionados na introducao do nosso trabalho a
respeito da generalizagao do resultado obtido em [3]. Mais precisamente, Hilario Alencar,
Isabel Fernandez, Manfredo do Carmo e Renato Tribuzy provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.0.2. Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em E3(k,T)
com curvatura média H. Suponhamos que

|dH| < g|Q*?),

onde g € uma funcdo continua real nao-negativa e E> é uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa homogénea. Entao Q39 € identicamente zero e, conseqiientemente,
M é uma superficie invariante por rotagoes em E3(k, ).

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.0.2, precisaremos de algumas preliminares.
Vamos considerar uma variedade homogénea [E de dimensao 3 com um grupo de isometrias
de dimensdo 4, curvatura do fibrado 7 e de curvatura k. Sejam R o tensor curvatura
Riemanniano, M uma superficie orientada E, V a conexao Riemanniana de M, J a
rotagdo de angulo 7/2 em T'M, N um campo unitdrio normal a M e S o operador de
forma de M. Sejam 0 = H + it e ¢ = k — 47%. Definamos @) como

Q(X,Y) =20a(X,Y) —c(§, X)(£Y).

Tal expressao foi inspirada na equagao (2.3). Aqui valem as mesmas notagoes utilizadas
no capitulo 2.
Agora,

d — _
Y -702.2) = Z{20(2.2) - ele. 2)")
Z
= 7{29<527 Z> - C<£7 Z>2}7
onde S é o operador de forma correspondente a «.

Proposicao 3.0.2. : ZQ(Z,7) =2Z(H)a(Z,Z) +20)2Z(H) .
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Demonstracao. E claro que
72Q(2,2) = 2Z(0){(SZ,Z) +20(N4(S7Z),7Z)
20<€7 Z> <67€7 Z> - 20(57 Z> <€a v7€> (31)

Utilizamos na ultima igualdade o fato de V;Z = 0. Calcularemos a seguir cada termo
da equagao (3.1).

Lema 3.0.4. (V4(SZ),Z) = (V4(SZ),Z) + c)2{¢, N){E, 7).

Demonstracao. Como V- Z = 0, usando a Equacao de Codazzi e a equagao de Codazzi
e o corolario 3.2 de [7], temos

Vz(S2) = (Vz5)(Z) + S(V2Z)
— (V2S)Z+ R(Z,Z)N
(V28)Z +¢(N,§)((2,€)Z — (Z.€)2),
onde R é a curvatura de E3(k, 7). Finalmente, visto que (Z, Z) = 0, obtemos
(V7(S2),2) = (V4(SZ),Z) + cX*(§, N)(&, Z).
Lema 3.0.5. (V5£,Z) =i7A%(¢, N), onde N € o vetor normal da superficie M.

Na demonstracao do lema acima utilizaremos a prova da Proposicao 3.3, a qual pode
ser encontrada em ([7]), ou seja

Proposicao 3.1. Qualquer que seja X € X(M), temos
VxT =v(SX —7JX), dv(X)+ (SX —7JX,T) =0.
Aquiv = (N,§) e£ =T+ vN.
Demonstracao. De fato,
Vxé = VxT+vN
= VxT+dv(X)N +vVxN
= VxT+ (SX,T)N +dv(X)N —vSX.
Além disso,
Vxé = 17X x¢
= 7X X (T +vN)
= 7((JX,T)N —vJX).

Concluiremos a demonstragao considerando as partes normais e tangenciais de cada
expressao. Assim, para finalizarmos a prova desse lema basta utilizar a Proposicao 3.1,
para obtermos

ng = Tg X 7 = T(<‘]7a €>N - <£a N>J7)a
onde J é nimero complexo multiplicado por ¢. Portanto,

(V5€,Z) =itA*(£,N).
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Lema 3.0.6. (,V5) = \2H{(¢, N) .

Demonstragao. Sabemos que VzZ = V47 + a(Z,Z)N. Logo, VzZ = 0 e
a(Z,7) = N\?*H por (2.3) segue-se o resultado.
u
Agora substituindo os lemas (3.0.4), (3.0.5) e (3.0.6) na expressio (3.1) de ZQ(Z, Z),
obtemos

ZQ(Z,72) = 2Z(Ha(Z,2) +20(N3(SZ),Z) + 20c\*(N,E)(Z,€)
2ciT A&, Z) (&, N) — 2cN2H (¢, N) (€, Z).

Como 6 = H+1i7, os dois peniltimos termos cancelam-se com o terceiro termo. Portanto,
ZQ(Z,72) =2Z(H)a(Z,Z) +20(V 4(SZ), Z). (3.2)

Para concluirmos a prova da Proposi¢ao 3.0.2, precisaremos de informagoes sobre o termo

Lema 3.0.7. (V4(SZ),Z) = \*Z(H).
Demonstracao. Afirmamos que

Z(\?)

ol

V22 =

Com efeito, podemos escrever V;Z = aZ + bZ. Dai
(V2Z,7) = b\* = %Z(Z, Z) =0.
Agora, segue-se que b = 0, portanto V2 = aZ. Por outro lado,
(N32,2) = Z(Z,7Z) = Z(\*) = a(Z,Z).

Z(\2)

A2

Isto implica a = provando assim nossa afirmacao. Agora, notemos que

Z(NH)=Z((SZ,2)) = (Vz(52),Z) + (SZ,N 7 Z).
Portanto

(Vz(S2),Z) = Z(NH)+ NZ(H)—(SZ,V4Z)
= Z(\)H + NZ(H) - (SZ, Z>Z(iz)z

= NZ(H),

pois (SZ,Z) = A2H. Agora, para concluirmos a demonstracio da Proposicio 3.0.2, basta
substituirmos a expressao do Lema 3.0.7 na equagao (3.2).
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Finalmente, demonstraremos o Terorema 3.0.2. Usando a Proposicao 3.0.2 ,temos

ZQ(2,2)| = 12Z(H)a(Z,Z)| + 2032 Z(H)|

< |dH||N|2a(Z, Z) + 20)0?|,

pois
|ZH(Z)| = |dH(Z)| < |dH||Z| = |dH ||\ e |Z(H)| = |dH(Z)| < |dH||Z] = |dH]|A].
Por hipétese, |dH| < g|Q®?Y|, onde g uma funcdo continua nio-negativa. Logo

| = 1Z0.2) < 1Q = 1iu(o). (3.3
Aqui

h = g\(|a(Z, Z)| + 2X*|H + iT|),

isto é, h é uma funcao continua nao negativa em M. Agora, usando o Lema Principal ,

o qual afirma que se a fungao 1(z) satistaz a inequacao (3.3) em uma vizinhanga U de
2o de 1, entao ¥ = 0 em uma vizinhanca V' C U de zp, ou para todo z em V,

h(2) = (2 = 20)" fu(2), k > 1 fulz) # 0.

Para concluirmos o Teorema 3.0.2, basta usar o mesmo argumento utilizado no Teorema
de Alencar, do Carmo e Tribuzy. Isto conclui a demonstracao.
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Capitulo 4
Apeéendice

Neste apéndice exibiremos a parte (2,0) da forma quadrética
QX,)Y)=2Ha(X,Y) —c(X,£Y),

definida por Abresch e Rosenberg em [1], onde £ : M?(c) x R — R é a proje¢ao natural
sobre R, isto é, &(p,t) = t; p € M?(c), t € R. Além disso, calcularemos a norma de Q.

Sejam M uma superficie Riemanniana e f : M — M?(c) x R uma imersao isométrica.
Se ¢ > 0, entao consideraremos M imersa em R* = R3 x R. Caso ¢ < 0, admitiremos M
imersa em L3 x R, onde L3 é o espago de Lorentz. De fato, podemos escrever f = (p,t),
comt € Repe M?(c) CR®parac>0epe M?*(c) C L3 para c < 0. Assim, ao
escrevermos M?(c) x R C E* significara estas duas possibilidades.

Seja (u,v) coordenadas locais em M para as quais f(u,v) é uma imersao induzida
pela métrica conforme F(du? + dv?) em M. Sejam Ou e Qv os vetores coordenados
e e = EV%20u, e; = E~'?0v uma base ortonormal tangente a M. As direcoes
normais unitdrias para M em E?* sio denotadas por ny, ns, ou seja, {ni,na} e {e1,ex}
sao referenciais ortonormais, respectivamente, de T+M e TM. Denotaremos por
A = (ai;) e B = (b;;) as matrizes, respectivamente, de n; e ny. Sabemos que H = trA/2
e K =detA, onde H e K sao as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente. Sejam
X,Y € TM. Seja ¢(X,Y) = (d¢(X),dé(Y)). E claro que 1 é uma forma diferencial
quadratica. Dai, temos que

U(.,.) = édu® + 2fdudv + Gdv?,
onde byy = & = (Qu, du), by = f = (du, Iv) e by = § = ¥(dv, dv). Isto implica,
€ = (Du, 0u) = §(0u)?, f = $(0u,0v) = E(O)E(9v) e § = $(Dv, Ov) = E(v)’,

pois d¢(X) = (VE, X) = £(X). Logo

Q(2’0):2H(€;g—if) —c(égg—if).

Definimos as funcoes de H. Hopf como

w="0if =i
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Portanto

QP = 2H4y — iy = ¢,
Agora analisaremos a tltima equacao. Notemos que
I|A||? = 4H? — 2K e |1 |* = ¢1tpy = ;L[HAHQ —2K|=H* - K.
Além disso,
Bles, ej) = by = —(e;, Ve,ng) = <ez,ej> = 0;; — (i, Or) (e, Op),
onde na tltima igualdade usamos o fato X = X" + (X,9,)0;, X € T(M? x R). Daf,
by =1—(e1,0,)%
bia = (e1, 0r){ea, 0y),
boy = 1 — (€9, 0;)>.

Como {ey, 2,11} é uma base ortonormal de T'(M? x R), temos
1= |0,* = (e1,0,)* + (e, 0,)* + V*.
Aqui v = (nq,0;). Assim,
(e1,0¢)* + (e9,0)° =1 — 1%,
Por outro lado,
trB = by + by =2 — <€1,8t>2 - <€2,8t>2 =1+ 2
Agora, finalmente, calcularemos a norma de QZ9
Proposicao 4.0.3.

1 — 12

2
QY2 = 4H*(H? — K) + ( ) — 2HcRe(Y1),)

Demonstragao. Mostraremos, inicialmente, que
1—12\°
k= (55 -

2 T bll_b22 ? 2
R e L 5 + b7y

0r)? = (e2,0)*\
et <€17 t> 2 <€2’ t> ) + <617at>2<627at>2

De fato,

€1, at 627 at>4 - 2<€17 at>2<e27 at>2 + 4<€17 at>2<€27 al‘,>2:|

[(
( e, 0 62,&:)2)2
1—

I
i il L N
(\]
v

o1



Portanto, usando as expressoes de |1;]?, [¢|?, temos

W|2 = W = <2H?/11 - ng)(QHlﬁ_1 - Cw_z)
H?|ip1|* — 2H ety — 2Hchyhy + 2o

2

2
Y > — 2HcRe(11y).

— 4H2(H? - K)+ ¢ (

O que demonstra nossa afirmagao.
u
Inclusive, no artigo de Alencar, do Carmo e Tribuzy, ver [2], tem a seguinte pergunta:
Qual o significado geométrico da |Q?%|?
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