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Introducao

Neste trabalho fazemos um estudo das propriedades das solugoes do problema de valor
inicial (PVI), ou problema de Cauchy, associado ao sistema dispersivo de equagdes nao-

lineares de Gross-Pitaevskii, isto €,

10 + O%u + |ulfu +v =0, r,t € R,
(G-P) idyw + %0 — (o + alv)?)v +u = 0,

u(z,0) = ug(x), v(z,0)=1vy(x),

onde u e v sao fungoes de valores complexos e os parametros fiy € a sao reais. Este modelo
descreve a interagao entre dois condensados de Bose-Einstein de gases atomicos diluidos
e confinados, onde o parametro pu, representa a diferenca dos potenciais quimicos entre

os condensados u e v. Para maiores informagoes sobre o modelo fisico, pode-se ver [19].

Estudaremos a boa colocagao do problema de valor inicial para o sistema (G-P) com
dado inicial (ug,v9) no espaco de Sobolev H*(R) x H‘(R). Usamos a definigao de lo-
calmente bem posto no seguinte sentido: existéncia de tnica solu¢ao em certo intervalo
de tempo [—T,T] (unicidade); a solucao descreve uma curva continua de [—7,7] em
HY(R) x H(R), para todo dado inicial em H*(R) x H*(R) (persisténcia); e a solucio
é localmente uniformemente continua sobre dados iniciais tomados em H*(R) x H*(R)
(dependéncia uniformemente continua). No caso em que as trés propriedades an-
teriores possam ser estendidas a todo intervalo de tempo [—T,T], com T > 0, diremos
que o PVTI é globalmente bem posto. Além disso, se uma das propriedades acima nao for
valida, diremos que o PVI é localmente mal posto.
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6 INTRODUCAO

A equagao cubica de Schrodinger

i O+ 0%u=qalul’u, reR", teR, a=4=41,

(SNL)
u(z,0) = ug(x)

tem sido estudada por varios autores. Por exemplo, em dimensdo um (n = 1), se sabe
que o problema de Cauchy associado a (SNL) é localmente bem posto em H*(R), com
s > 0 (ver [9], [22]). Alids, é este o melhor resultado possivel de boa colocagao em espagos
de Sobolev, no sentido de que a aplicagao dado-solucao nao é localmente uniformemente
continua com respeito a norma de H*(R) para s < 0, tanto no caso @ = 1 (defocusing)
como no caso a = —1 (focusing). As provas deste resultados podem ser encontradas em
[15], [7] e [8].

O sistema (G-P) é um acoplamento linear de duas equagoes de Schrodinger tipo
cubicas, logo ¢é de se esperar que resultados analogos aos comentados acima para a equagao

(SNL) sejam obtidos para este sistema. De fato, provaremos os seguintes resultados para
o PVI (G-P):

(R4) boa colocagao local em H® x H® com s > 0;
(R;) boa colocagao global em L*(R) x L*(R);
(R3) ma colocacdo em H* x H* com (k,f) € Q= Q; U, onde

Q= (=1/2,0) x (=1/2,400) e Qy=(—1/2,+00) x (—1/2,0).

Estruturamos este trabalho como segue. No Capitulo 1 apresentamos uma série de re-
sultados preliminares que serao essenciais para o entendimento dos capitulos posteriores.
Outro instrumento basico introduzido neste texto é transformada de Fourier. O Capitulo
2 versa sobre alguns dos resultados fundamentais relativos a ela e que serao fortemente
usados. Com o instrumental adquirido nos Capitulos 1 e 2, trata-se, no Capitulo 3, algu-
mas das propriedades das solucoes para o PVI associado a equacao linear de Schrodinger,

ou seja,

iOu(z,t) = Q*u(x,t), =t €R,

u(z,0) = ug(x).

Este estudo ¢ a base para desenvolver a prova dos resultados (R;) e (R2) no Capitulo 4. A

(SL)

idéia fundamental da demonstragao de (R;) é similar a empregada por Bekiranov, Ogawa

e Ponce em [3], quando provaram boa colocagao local para vérios sistemas dispersivos. A
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FI1GUrA 1. A linha L := {¢ = k; k > 0} representa os resultados de boa

colocagao (Ry) e a regido 2 representa os resultados de mé colocagao (Rj).

mesma consiste em aplicar o principio de Duhamel ao sistema (G-P) e assim trabalhar
com um sistema de equacoes integrais equivalente, o qual pode ser encarado como um
operador de tipo ponto fixo. Provaremos que de fato este operador é uma contracao sobre
certo espago de Hilbert que contém as fungdes continuas de [0,7] em H*(R) x H*(R),
para um certo tempo T' que depende de |ju e ||v|lys- Por outro lado, (Rg) ¢ obtido

combinando o resultado local (Ry) e a seguinte lei de conservagio em L? para o PVI

(G-P):

oll s

luC )72 + [lo( )72 = lluoll7z + [lvoll7.-
Finalmente, no Capitulo 5, prova-se a existéncia de solugoes tipo ondas solitarias para
(G-P) seguindo os trabalhos [4] e [21]. Estas solugoes serao usadas para provar o resultado
(R3), cuja demonstragao usa as idéias implementadas por Kening, Ponce e Vega em [15].

Também usamos com este propésito o trabalho [6].






CAP{TULO 1

Nocoes Preliminares

Para dar maior comodidade ao leitor enunciaremos neste capitulo as definicoes e os

resultados que serao essenciais para uma boa compreensao do texto.

1. Espacos L’

DEFINICAO 1.1. Seja X um F-espago vetorial. Uma funcio p : X — RT é uma

seminorma se

(1) p € sub-aditiva, isto €,

ple+y) < plx) +ply), Vo,yelX,
(2) p(Az) = |A|p(z), Ve e X e VAeF.
Diremos que p € uma norma se além das propriedades 1 e 2 vale
3. p(x) =0 2=0.

DEFINIGAO 1.2. Seja p € [1,00] e X C R"™. Denotamos por LP(X) o conjunto das
fungoes f: X — C mensurdveis tais que
1
i, = | Uxlf@Pan)P <oo, sel<p<os
inf{\ > 0; m(A,) =0} < oo, sep=oq,

onde Ay ={z € X; |f(x)] > A} e m denota a medida de Lebesgue em R™.

DEFINIGAO 1.3. Sejam p,q € (1,00). Dizemos que p e q sao conjugados quando %+% =
1. Dizemos também que 1 e oo sao conjugados. Denotaremos por p' o conjugado de p.

9



10 1. NOCOES PRELIMINARES

TEOREMA 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam p € [1,00], X C R™, f € LP(X) e
g € LP(X). Entio f,g € L*(X) e

gl < AN gl

DEMONSTRAGAO. Ver teorema 3.8 de [18]. O

Seja X C R"™. Diremos que duas fungoes f,g € LP(X), p > 1, estao relacionadas
se, e somente se, f = g em quase toda parte, isto é, m{zx € X; f(x) # g(z)} = 0.
Entéao, considerando os elementos de LP(X) como as classes definidas por esta relagao de

equivaléncia, obtemos o seguinte resultado
TEOREMA 1.2. Os espagos LP(X) com 1 < p < o0 sao espagos de Banach.

DEMONSTRAGAO. Ver teorema 3.11 de [18]. O

TEOREMA 1.3. Sejam p € [1,00) e X C R". Se f € LP(X), entdo

11 =sup{ [ f)ita) azi lal,,, =1}

DEMONSTRAGAO. A desigualdade de Holder nos diz que ||f]|,, ¢ cota superior do

conjunto { [ f(@)g()dr; gl =1} - Bscolhendo g(w) = IIFI1L71f ()2 F(x), temos,
para p > 1, que

ol = [ 1A @ e = 1517 [ 1#@pds =1
e, se p = 1, como |g(a)| = | )] /()] = 1, ¥ € R,

g1l e =1

Por outro lado,

/f g(z) da = ||f||1_”/ @) |f (@)~ de = || f]],,,

logo [£Il,, = sup{fxf@s)m dz; gl =1} 0
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TEOREMA 1.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejam XY C R", f: X xY — C

mensurdvel e 1 < p < co. Entao
(/ (/Ifxyldy) da:) S/(/ Ifrcylpdw) dy.

DEMONSTRAGAO. Se p = 1 é o cldssico teorema de Fubini (ver [18]). Se p > 1 usamos

a desigualdade de Holder e o teorema 1.3 para obter

sl = oo [ 5@ ([ i)
= Hgllsif) 1// ) 1f (@, y)|dedy

< sw [ Ll fC)ldy

lgll, pr=
= [ 15C )z,
1%
onde p/ = z% ¢ o conjugado de p. O

DEFINIGAO 1.4 (Convolugio). Sejam f,g € LY(R™). A convolugdo de f e g, denotada
por fx g, € a funcao definida por

(fxg)(x) = f(-%— Y)g(y)dy, Y xe€R™

1 1 1
TEOREMA 1.5 (Teorema de Young). Sejam p,q,r € [1,00]| tais que — + — =1+ —,
p q r

f e LP(R™) ege LYR™). Entio, fxg e L"(R") e além disso vale

1 * glle < A fllee llgllze-

DEMONSTRAGQAO. Para r < oo, sendo

p py e 1
1—p/r’ 2 1—gq/r

pi=
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e r’ o conjugado de r, a desigualdade de Hélder (teorema 1.1) nos fornece para cada x € R

Frg() < / T — )P g @ — ) g dy

o0

- (/_Z|f(m—y)|p|9(y)|qdy>l/T(/_c:wx_y)'%,|()|p2 dy)”“
< ( / : o — y>|prg<y>|qdy> "

o0 ﬂ p_/ 0 q/p?
([ ) (/ sl )’
= ([ v w) 1o
ror ,(1—2 1—3)
— 4+ —=r L+ L) =
b1 P2 p q

I eal < 0 1l [ ([ 1= oty ) do

—0o0 o0

=
“cx |ﬁ

17
"

pois

Portanto

= Al / 9" / @ —y)P dedy

o0 o0

= NI gl gl A1,
= £l 19l

No caso em que r = oo, temos que

I #gllfe = sup
zeR

| st dyl

< Al ligllze-

0

DEFINIGAO 1.5. Sejam I C R e p,q > 1. Denotaremos por Ly (I; LL(R™)), ou simples-

mente por LY(I; L), o espago das fungoes mensurdveis f : R™ x I — C tais que

1
D p
1y = ( / ||f(-,t)||Lgdt) < .
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No caso em que I = [0,T], com T > 0, ou I =R, denotaremos L} (I; LL(R™)) por Lf.L%

e LY LY, respectivamente.

Estes espagos sao de Banach e vale o seguinte teorema de dualidade, cuja a demons-

tracao segue a idéia usada na prova do teorema 1.3.

TEOREMA 1.6. Seja f: R" x R — C. Entao

I\fHLf(Rw—sup{/_oo Rnf(a:,t)g(x,t)da;dt; HgHLf,(R;Lg/)zl}.

Denotaremos por C§°(R™) a classe das fungdes f : R* — C infinitamente diferenciaveis

de suporte compacto, onde o suporte de f é o conjunto

supp (f) = {z € R"; f(x) # 0}.

TEOREMA 1.7. O conjunto C§°(R™) € denso em LP(R™), para 1 < p < oc.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que o conjunto S = {Z?:1 X A]} das combinagoes lineares
finitas de fungoes caracteristicas x4, de subconjuntos A; de R™ mensurdveis e limitados ¢
denso em LP(R™). Entéao, sé resta provar que se A C R” for limitado e mensurdvel, para
cada € > 0, existe ¢ € C§°(R") tal que ||¢ — xall,, < e. Com efeito, dado € > 0, sejam
K um compacto e O um aberto tais que K C A C O e m(O\K) < P. Escolhamos
e CPR") com 0< ¢ <1, supp(p) CO e ¢|kx = 1. Entao

lo — xall?, =/ |90—XA|’”§/ 1 <e
R O\K
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2. Operadores Limitados e Interpolacao

Consideremos H um espaco de Hilbert e M um subespaco vetorial de H. Denotamos

por B(M, H) a colecao de todos os operadores limitados T': M — H munido da norma
1T = mf{C > 0; [[Tf| <C|[fll, V[feM}
TEOREMA 1.8. Seja H um espaco de Hilbert e M € um subespaco vetorial de H. Entao:

(1) (B(M,H),| -||) € um espago de Banach;
T T
@ 171 =sup L — iz gy = sup WL vr e mar, my,
20 || fl] I1f]|=1 o<lfii<t I f]l

(3) O operador T € B(M, H) admite uma tinica extensio T € B(M, H), onde M
denota o fecho de M em H. Além disso, ||T|| = ||T|.

DEMONSTRAGAO. Ver teorema 6.2 do capitulo IV de [11]. O

TEOREMA 1.9 (Riesz-Thorin). Sejam X C R™ Y C R™ py # p1 € qo # ¢1- Seja T
um operador limitado de LP°(X) em L®(Y) e de LP(X) em L1(Y) com

T fllLa T q
v — sl T Fl

20 [ fllzro g0 fllee
Entao T € limitado de LP?(X) em L%(Y') com norma My tal que

My < MIOMY,

onde
1 1- 60 1 1-6 0
— = +—, —= +—, 0€(0,1).
Do Do b1 Qe do q1
DEMONSTRAGAO. Ver teorema 2.2 de [17]. O

TEOREMA 1.10 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam 0 < o < 1, 1 < p < ¢ < 00, tais
que L l—I— (1 —«). Considerando a aplicacao I, : LP(R) — F(R;R) definida, para cada
fe gp(R(‘)l, por
f(@)

|z —1]°

[a(f)(x):/ dt, VazeR,
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temos que 1,(f)(z) € absolutamente convergente a menos de um conjunto de medida nula

da reta. Além disso, se p > 1, temos que

Ha(lze < Clifllee, ¥ f e LP(R).

DEMONSTRAGAO. Ver teorema 2.18 de [17]. O

3. Espaco de Schwartz

Exibiremos um espago de fungoes “muito bem comportadas” para estudar a transfor-

mada de Fourier, chamado de espaco de Schwartz.

Dados @ € Nj = {0}UN" e & = (z1, 29, ...,x,) € R™, usaremos as seguintes notagoes:

o lof=a1+ar+-+a,

o % =5 x

Qn
n

a . Qo1 [05) [6%
e 0% =0"005%0---009".

DEFINICAO 1.6. Uma funcao f : R™ — C estd no espago de Schwartz, denotado por
S(R™), quando é C*(R") e

(1) Pap(f) = sup ‘x“@ﬁf(a:)‘ < o0, Va,BeNj.

zeR™

Observamos que 8(R™) é um espago vetorial sobre o corpo C dos complexos e que p, g ¢

uma seminorma para todos «, 3 € Nj.
TEOREMA 1.11. Seja f € C°(R"). Entao f € 8(R") se, e somente se,

(2) lim z*0°f(x) =0, Va,B¢c N

|z|—o0

DEMONSTRAGAO. Seja f € C°(R™). Dados a, f € Ny, existe C' > 0 tal que

(14 2[2)2%0° f(2)] < [a°0° f ()] + 3 [0 f(2)| < C, Ve RY,
j=1
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onde a; = (aq,...,aj_1,2 4+ oy, 41, . . ., 0y). Conseqiientemente, temos

220" f(2)] < VzeR",

1+ |xf?
seguindo , dai, a relagao (2).

Por outro lado, se f € C> e satisfaz a condi¢ao (2), entdo, dados «, 3 € Nfj, existe
M > 0 tal que |z%0° f(x)| < 1 para || > M; além disso, sendo a funcao g(z) = 2%0° f(x)
continua em [—M, M], existe C' > 0 tal que |220° f(x)| < C para |z| < M, logo

pap(f) < max{l,C}.
O

A relagao (2) significa que as derivadas de f decrescem rapidamente no infinito, isto
é, que f e suas derivadas vao mais rapido para 0, do que as poténcias z%, o € Nj, vao
para o infinito, quando |r| — oo. Diremos, entdo, que uma funcao f : R* — C é de

decrescimento rapido quando esta no espago de Schwartz .

TEOREMA 1.12. Seja p € [1,00). Entdo o espaco de Schwartz S(R™) ¢é denso em
(LP(R™), || - |z¢) , ou seja, para todo f € LP, existe uma seqiéncia {fn}oo, em S(R™) tal

que fo = f.
DEMONSTRAGAO. Sejam ¢ € §(R™) e r > n/2. Entao

el = [ @+ Py le@P G

L [a]?)r

= sup (1 + |2*)"|p(x)[? / m dr < oco.
z€R™ Rn

Isto implica que $(R™) C LP(R™). Por outro lado, usando o teorema 1.7, observamos que

LP(R") = (C5°(R™); [ - [|ze) € (S(R™); [l - [I2r) € LP(R™),

logo (S(R™); || - [|z») = LP(R™). O
LEMA 1.1. Sejam f,g € S(R™). Entdo

(1) 2°0°f € $(R"), Va,B € Ng;
(2) fxge SR e além disso,

(fxg)=(0°f)xg=[f=(g), VBeN.
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DEMONSTRAGAO. Para «a, € Nf, segue diretamente da definicdo do espago de
Schwartz, que z29°f € §(R"). Derivando sob o sinal de integracio e usando a comu-

tatividade da convolugao, observamos que f *x g € C*(R") e
(fxg)=(0°f)xg=[fx(0%), V5eN.

Como, para z,y € R" e a € Njj,

|z = |ait .| = || x|
< (T )™ (14 |x,])
< (T4 |z (1 + |x])* = (1+|:1:|)|a|
< (A lz—yl+ Iyl +lylle —y)™ = @+ |z — y)I(@+ |y
< C(LA |z —yP)2 (L + |y,

entao

(3) [2°0°(f+9) ()| < / C (1+]—y[2) V2| fa—y) | (1+]yP) 2109 (y)|dy, Vo € R™.

n

Portanto, usando desigualdade de Holder no lado direito de (3) obtemos

Pap(f*g) = Sélﬂglw‘”@ﬁ(f*g)(w)!
< O+ P2 f [+ )2 0%],, < 0.

O

A seguir, apresentamos a topologia do espaco de Schwartz gerada pelas seminormas
pas(f) = sup{|z*0°f(x); + € R"}, . € N,

DEFINIGAO 1.7. Dizemos que uma seqiéncia { fr}rey em S(R™) converge para f €

S(R™) se, e somente se,

]}Lrilopa7g(fk —f)=0, Va,B€Nj.

Denotaremos isto por

fi = f.

O lema seguinte mostra que esta topologia em §(R™) é muito forte.



18 1. NOQOES PRELIMINARES
LEMA 1.2. Sejam p € [1,00| e f S, f. Entao fy G /.

DEMONSTRAGAO. Como || fx — f|lLe = po.o(fr — f), o lema vale para p = co. Consid-

eremos o caso em que p € [1,00). Seja ng € N tal que a integral / (1+ |z|*) "0 dx seja
R
finita. Para cada j € {1,2,...,n}, escrevendo a; = (0,...,2no,...,0) € Ny, onde 2ng

estd posicionado na j-ésima entrada, observamos que

||fk_f||IZ,P = Rn'fk—f|pdl'

= [ e (el = 1) aa

< sup ((1 + 23| fr — f’)p/w ( :

——— dx
T+ faPs

< C sup ((1+\$|2n0)|fk—f’)p

reR™
n p
< C (Po,o(fk - f)+ Zpaj,o(fk - f)) ;
j=1
seguindo dai o lema. 0
Seja d : §(R™) x §(R™) — R*, definida por

1 pa,ﬁ(f_g) n
4 d = E . S(R™).
(4) (f.9) = 2008 1+ pas(f —g) f,9 € 8(R")

E um bom exercicio provar a seguinte proposicao, que deixamos a cargo do leitor.

PROPOSICAO 1.1. Seja a fungao definida em (4). Entao

(1) d é uma métrica sobre S(R™);

@) fi = f = fi 5 [

TEOREMA 1.13. O espago (S(R™),d) € um espago métrico completo.

DEMONSTRAGAO. Seja fj uma seqiiéncia de Cauchy em (§(R™),d). Como, para cada
a € Ny, [[0%f|l, = Po.(f), temos que 0%f; é de Cauchy em (S(R™),|| - ||,~), logo

uniformemente limitada.
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Afirmamos que 9° f;, é eqiiicontinua em cada bola fechada B,.(0), r > 0, caso contrario,

suponhamos que exista zy € B,.(0) e & > 0 tais que
Vk €N, Tz, € B,(0); [0%fu(zr) — 0% fr(zo)| > ¢ e ||z — 20| < %,
onde | - || é a norma euclidiana. Usando a desigualdade do valor médio obtemos

e <|0%fi(ax) — 0% filwo)| < Cllag — zol| — 0.

Portanto, o teorema de Ascoli-Arzela implica que 9% f; possui uma subseqiiéncia uni-
formemente convergente para certa funciao f, € C(B,(0)). Porque, para todo o € Ng,

0° fi é de Cauchy, segue que
Ifr — fa
uniformemente. Mais ainda, f, = 0°f, conseqiientemente f € C*(B,(0)).
Para cada bola B,(0) e a, 3 € N?, temos que
sup 2297 f| = lim (sup \xo‘aﬁfﬂ) < limsup pq 5(fx)s
B (0) k=0 \ B, (0)

onde vemos que o lado direito é independente do raio da bola, logo pa, 5(f) é limitado, ou
seja, f € S(R™). Sé resta provar que de fato fy 8, f. Dado € > 0, escolhamos ng € N
tal que pos(fi — fm) < € quando k, m > ny. Como

sup |xaaﬁ(fm - f)| = lim (sup ‘xaaﬁ(fm - fk:)|>

B,(0) k=00 \ B, (0)
S ]}L%paﬁ(fm_fk>7

segue que p, 5(fm — f) < € quando m > ng, provando a convergéncia de fi em §(R"). O

4. Distribuicoes Temperadas

Seja 8'(R™) o dual topoldgico de §(R™), isto é, o conjunto dos funcionais lineares e
continuos sobre §(R™). Mais precisamente, uma aplicagao linear 7" : §(R") — C estd em

S’(R™) se, e somente se,

o —> 0 = lim T(p,) = 0.
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Um elemento de 8'(R™) é também chamado de distribui¢ao temperada.
TEOREMA 1.14. Seja 1 < p < c0. Para cada f € LP(R™), a fun¢ao
T : $§(R*") — C

(5) v — [ fl@)e(r)ds

Rn
define uma distribuicao temperada. Para cada x € R™, a aplicacdo
4.0 S(R") —C
e ()

¢ uma distribuicao temperada, chamada a distribuicao o de Dirac centrada no ponto x €
R™.

DEMONSTRAGAO. Claramente vemos que Ty e d, sao funcionais lineares. Fazendo

q:= p%l se p>1,0uq:= o0 sep=1, pela desigualdade de Holder,

Tr(o)l < el < Mfllzell@lize, @ € S(RT),

assim como temos que
02(0)| < llllz, € S(R™).

Portanto, empregando o lema 1.2, se {¢} é uma seqiiéncia em Schwartz tal que ¢, S, 0,

entao
Ti(pr) — 0 e dz(ox) — 0.

DEFINIGAO 1.8. Seja {1}} uma seqiéncia em 8'(R") e T € §'(R"). Quando

k—oo
dizemos que {T}} converge a T e escreveremos
S/
Essa nogao de convergeéncia é muito fraca. De fato, sejam 1 <p < oo e

LpP

fo — .
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A desigualdade de Holder (teorema 1.1) nos diz que, para ¢ € §(R") e n € Ny,

Ty (0) — Ty ()| =

[ (= Dayeta)da)

< [ U= D@le(e)lde

< e = fllzellellze,

1 1
onde — + — =1, e dai, como ¢ € LI(R™), segue que
p q

S/

Ty, 5 T

k

Daqui por diante usaremos a notacao usual de funcao para denotar os elementos de

8'(R™), identificando por f, em particular, a distribui¢do temperada Ty definida em (5).
Sendo f € S(R") e a € N{, a derivada 0%f de f estd em 8(R") e define uma dis-

tribuicao temperada dada por

flp) = [ 0% f(x)p(x)de, ¢ e (R").

R

Sendo k € Ny, usando integracdo por partes, temos que
i) = [ (@ rwer. - [T o oo, ) @

= [ o @sela) ds

= =0 ' f(0), j=12,....n,
e, repetindo este processo mais k — 1 vezes,

0} f(p) = (1) f(95%).
Logo, temos a relacio
flp) = (=1 @ p(a)da

(6) = (=D)"f(0%), ©e8RM),

que motiva a préxima definigao, a derivada em §'(R").
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DEFINIGAO 1.9 (Derivada de uma distribuigdo temperada). Sejam o € Njj e f €
S§'(R™). A derivada 0*f de f é o funcional

of: §(R") —C
o = (=D)f(0%).
Agora, a propésito da préxima definigdo, observemos que, se f, ¢ € $(R"), entao
frole) = | frele)d(z)de
= [ ] 1weta =iy ota) o

= [ 1w [ e powizdy
= Jp(=)*6), Voes®).

DEFINIGAO 1.10. Sejam ¢ € 8(R™) e T € §'(R™). A convolugio de T com ¢ € a
fungao
Txyp:8R") —C

dada por
Txp(¢) =T(p(—-)*¢), Vo¢e(R").

TEOREMA 1.15. Sejam ¢ € S(R™) e T' € &'(R™). Entdo

TxpeC®nS (R

(T xp)=(0°T)xp=Tx*(0%), YaeN{.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema 1.1, T * ¢ estd bem definida e sua linearidade é decor-
rente da linearidade de T e da distributividade da convolugao em §(R™). Observando a
relacao (3) do lema 1.1, temos que

pap(P(=+)x¢) = sup 2707 (p(= ) * ) ()]
TER™

< Cla+]- P2 o= |+ B2
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para todos «, 3 € Nj e ¢ € §(R"). A continuidade, entao, segue da relagao anterior, pois
o seu lado direito é uma combinagao linear finita de seminormas py g (-), o, € Nj.

Usando novamente o lema 1.1, para cada a € Nj e ¢ € §(R"), temos que

I*(Txp)(d) = (=) T xp(9)

= () T(p(=) % 0% )
= (DT (p(=) % 0))
= 0"T(p(=)*9¢)

= (0°T) x ¢ (9)

)
)

I(T*p)9) = (1) T(9*(p(=)* o)
= (1) T((=1)" 0%(=) *9) )
= T(0%(=")*¢)
= Tx(9%) (9).






CAP{TULO 2

Transformada de Fourier

Neste capitulo desenvolvemos a teoria basica da transformada de Fourier, inicialmente
em L'(R") e posteriormente ampliamos para o espago L?(R"™) mediante o uso do espaco

de Schwartz $(R™). Finalizamos trabalhando com o dual topoldgico de §(R™).

1. Transformada de Fourier em L'

DEFINIGAO 2.1. Sendo f € L*(R"), definimos a transformada de Fourier de f como
a fungao J? dada por

~

(7) f&) = @m) 2 | flx)e**dz, VEER",

R

onde £ -x =x1& + ... + 1,8,.

A transformada de Fourier em L'(R") estd bem definida pois
[f(z)e™*| = |f(2)] € L'(R").
Prosseguimos listando algumas propriedades bésicas da transformada de Fourier em L'(R").
TEOREMA 2.1. Sendo f € L'(R"), temos que:
(1) f— f define uma transformacdo linear de LY(R™) em L*(R"), ou seja,
af +g=af +§e L=[R"), Yf,geL'(R") e VYaeC.
(2) 1l < @m) 2| fllx e [ ¢ continua.

(3) lim f(&) =0 (Riemann-Lebesque).

|§]—o0

25
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(4) Sendo g € L*(R™), temos que

—

Fxg(€) = (2m)"? f(€)4(¢), &R

(5) Se fun(x) = f(x+h), entdo

(F)(©) = F(©e™ e (e f)() = f(¢—h).

DEMONSTRAGAO. Da definicao de f temos que |f(&)] < (2m) /2 |f(z)|dze =
Rn

@2m) 2| fll; < o0, ¥V € € R, logo ||fllee < (27)"2||f||l11 e conseqiientemente f €
L>*(R™). A linearidade de A decorre diretamente da definicdo da soma entre fungoes
juntamente com a linearidade do operador integral. Consideremos a seqiiencia em R",
{&}, convergindo para ¢ € R". Como, para cada natural k, |f(z)e % = |f(z)] e
f@)e—s =X f(z)ei€, Wz € R, o teorema da convergéncia dominada (ver [18])

nos fornece

lim f(&) = (27)7? lim f(z)e ™S dy
k—oco k—oo R™
= (27r)_"/2/ lim f(x)e ™ dg
R

n k—oo
= f(9),

e daf que f é continua. Com isto ficam provadas as propriedades (1) e (2).

Passamos, agora, a prova do lema de Riemann-Lebesgue (propriedade (3)). Comegamos

supondo que f é continua e de suporte compacto. Entao, para £ € R" — {0}, temos que

fO) = @m™7 | fle)emH(1)emdr
— (2m) / fye ) g,

= —(27r)_"/2 /Rn f (a: + é—@) e T o,

e portanto vale

0 2/(6) = m) 2 [ [fl@) =1 (s+ )] e o

n
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Notemos que se o suporte de f (supp(f)) estiver contido numa bola B,(0) C R, entdo

’ [f(x) —f (93 + é%)} e

<2 max [f(z)|x5,0)(7) € LYR™), VzeR, |{>1,
z€B,(0) ’

e além disso

lim [f(x)—f(x—l—'%)] e =0, VarcR,

|§]—o0
logo, pelo teorema da convergéncia dominada, o lado direito de (8) tende a zero quando

|| — oo, conseqiientemente temos que |§1|i1rn f(f) = 0. No caso em que f € L'(R")

¢ qualquer, dado € > 0, tomando g € L'(R") continua e de suporte compacto tal que

lf —gllor <€/2 e & com mddulo suficientemente grande tal que [g(¢)| < /2, temos

que
O < 1F=9)©]+ 5
< @) 2|f—glm+e/2<e

valendo, portanto, o item (3) do teorema.

Usando a comutatividade da convolucao e os teoremas de Fubini e de mudanca de

varidveis temos o itens (4) e (5). O

2. Transformada de Fourier no espaco de Schwartz

TEOREMA 2.2. Seja f € S(R™). Entio f € C™ e

(9) 0 f = (—)l(zaf), VaeN.
DEMONSTRAGAO. Para calcularmos 8jf, com j =1,...,n, da Regra de Leibniz (ver

[16]), podemos derivar diretamente dentro do sinal de integragao, aparecendo
016 = o (20" [ flae o)

= (2%)_”/2/ (—iz;) f(z)e ““dx

— —iw])(€), VEeR,
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—

OF = (—i)*(akf), VkeN.
Portanto
0°F = (=i O05E - 00y (wan f)

= (i) O afa )”

= (=)l ).

TEOREMA 2.3. Para todo f € §(R™) e todo o € Ny, 0“f € S(R™) assim como

(10) @ F)(&) = e f(e), €er,

DEMONSTRAGAO. Falta mostrar (10). Sendo f € $(R™) e j € {1,...,n}, integrando

por partes obtém-se

@h© = o [ [ @i a
= (2m)™" /R N e [ fl@)e %

+oco o0 ) _
+ iﬁj/ f(:v)e’”fgjda:j}da;, £ e R
Como para cada (z1,...,2j-1,%j+1,...,2,) € R" ! a fungao t — F(t)et'™ estd em S(R),

onde f(t) = f(z1,...,2j_1,t,Tj11,...,Ty), temos que

) +00 ) z;
f(z)e b = lim f(x)e %

Logo
5,\ — (97)2%¢. —idg ~ ~ @& do dT
@D = en ki [ e et a
= i), €eRm,

e por indugao, para cada k natural,

—

(@F)(€) = i*ekf(€),

seguindo entdo (10). O
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O teorema anterior é uma das propriedades mais importantes da transformada de
Fourier, mostrando que o operador diferencial agindo em 8§(R™) é transformado no oper-
ador de multiplicacao por il®l¢®, transformando, assim, equacoes diferenciais lineares com

coeficientes constantes em equagoes algébricas.

A seguir mostraremos que a transformada é invertivel no espaco de Schwartz, cuja

inversa possui propriedades semelhantes.

TEOREMA 2.4. Sejam f,g € S(R"). Entdo f € S(R™), vale a férmula de inversio

(1) f@) =@ [ jeetnde, voerr,
(12) | si=[ ia

Antes de demonstrarmos o teorema 2.4, provaremos o seguinte lema, que serda usado

com esse objetivo.

LEMA 2.1. Sejaa € C\{0}, com Rea > 0, e g(z) = e~ Entdo §(€) = e |€/4a(2a)~7/2,

DEMONSTRAGAO. Basta fazer em uma dimensao, pois, em R", §(£) é um produto de

n integrais iguais. Como ¢'(z) = —2axg(x), os teoremas 2.2 e 2.3 nos dao que

Agora, observando que §(0) = (27r)_1/2/ e dr = (2a)""?, a unicidade da
solucao do problema de cauchy -

y'(z) + 5y(xr) =0
y(0) = (2a)7'/2,

nos fornece que §(&) = e=¢/44(2a)"1/2. 0

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.4. Sejam f,g € §(R™). O teorema 2.2 nos diz que

f € C®(R"), e, juntamente com o Teorema 2.3 e o item 2 do Teorema 2.1, para cada
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a, 3 € Ny,
€ f©) = 1= @) = (=) (—2) (@ ()]
= [(=)letHlilele @B £)(6)] = (0% £))(©)
< (2m) 20 (P ),
1080 pas(f) < o0, provando quef € §(R™).

Porque, V A € R, f(z)g(y)e~%** é mensurdvel, da desigualdade de Minkowski (teorema

[ waoaie = (=) [ 5 [ s

_ (%) | [ @iy

~ [ switwd.

1.4), temos que

acarretando (12) e que

£(0) /ngmdx = Jim [ fe/Ngte)ds = Jim [ gla/Nfe)ds

A—00 —00 JRn

= 9(0) | f(w)de

R

Escolhendo g(z) = e~12"/2 na igualdade anterior, o lema 2.1 nos dd o caso particular da

formula de inversao da transformada

F0) = (@2m) ™2 [ f(&)de,

R’I’L

e dai, usando o item 5 do teorema 2.1,

fla) = £0) = [ (F)6)s = 2m) ™ [ feemsae

Considerando o operador



2. TRANSFORMADA DE FOURIER NO ESPACO DE SCHWARTZ 31

onde, para cada f € 8(R), f estd definido por

flx)=(@m)™"? [ f(&)e*"d¢, VxeR",
RTL
pela férmula da inversao (11), temos que

f@)=@m™" | fOede = (f)'@), ek,

(F@) = (@n) " / F(e)e i<
— @) / (=) g
— (2n) " / f(&)einca
= f(&:), R

ou seja, G ¢ a inversa da transformada de Fourier em §(R"). Agora podemos anunciar o

teorema seguinte.

TEOREMA 2.5. A restri¢io da transformada de Fourier F : §(R") — S(R™) é um

isomorfismo e I~ vem dada por

FHf)(z) = flx) = (2m)"/* . f&)erde, Yo eR", ¥ fe8(R").

TEOREMA 2.6 (Igualdade de Plancherel em §(R™)). Se f € §(R™), entdo

111z = 1112

DEMONSTRAGAO. Tomando, na igualdade (12) do teorema 2.4, § = f, temos

/Rnféz Rnfg
- L A7)

= Al

1/l

k¢=|<
]
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Mostramos, portanto, que F : (S(R"), | - [[2) — (S(R™), | -||;2) é um isomorfismo

de espagos vetoriais normados, isto é, um operador linear continuo que é uma isometria

em L*(R"). Portanto, usando o teorema 1.8, como §(R") = L?(R"), a transformada e
a transformada inversa podem serem extendidas como operadores lineares continuos de

L*(R™) em L*(R"), permitindo, assim, definir a transformada de Fourier em L*(R").

3. Transformada de Fourier em L*(R").

Em geral, dada f € L*(R"), a expressao
f(x)e ®*dx, €€ R",
RTL

nao faz sentido. Por exemplo, a funcao
(13) flx) =

estd em L?(R) mas nao em L'(R).

DEFINIGAO 2.2 (Transformada de Fourier em L?). Seja f € L*(R"). A transformada
de Fourier de f, onde também denotaremos por F(f) = f, e a transformada inversa V
sao dadas por
f=lim fi e f=lim f,
onde {fi.} € uma seqiiéncia qualquer em Schwartz convergindo a f em L*(R™).

ExXeEmMPLO 2.1. Seja f(x) = e~l* " Entdo, pelo lema 2.1,

f(©) = lim (eI ()

e—0+

= 11%1+ e IEP/ATe) (9t 4 £)) /2
E—>

ei|£‘2/4t(2it)_”/2.

TEOREMA 2.7. A transformada de Fourier em L*(R"), definida como 1inica extensdo

da transformada em $(R™) a L*(R"), é um operador unitdrio.
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DEMONSTRAGAO. Sendo f € L*(R"), tomemos uma seqiiéncia {f;.} em S$(R™) onde

fr — f em L2 Logo, pela continuidade, em L2, da transformada direta e inversa, temos
1Fle = 1l i fill. = tim (1l = B [ fill,e = 1710

além de que

(f)V = lim (f)Y = lim f, = f

k—oo k—oo
e
()" = lim (f)" = Jim fi = f,
onde o limite é entendido em L2. O

Observemos que o teorema anterior estende a igualdade de Plancherel (teorema 2.6)

do espago de Schwartz para L?(R").

4. Transformada de Fourier em §'(R"™)

Por (12), observando que, para cada f € 8§(R"),

o) = | F(&e(&)de

e
= |, J@e@)de
= f(®), Ve es[R"),
assim como
flp) = f(g), Vo€ 8(R™),

definiremos a transformada de Fourier e a transformada inversa para distribuicoes tem-

peradas.

DEFINIGAO 2.3 (Transformada de Fourier em 8'(R")). Seja f € 8'(R"™). A transfor-
mada de Fourier de f é a distribuicdo temperada F(f) = f dada por

~

flp) = (@), VeedR)

e a transformada inversa de f, denotada por f, é o funcional dado por

fl) = f(p), Ve e d(R").
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TEOREMA 2.8. A transformada de Fourier A == F : §'(R") — 8'(R") € um iso-
morfismo cuja inversa € dada pela transformada inversa V. Ela € continua com inversa

continua no sentido que se fy 5, f, entao
~ S/ ~ ~ 8/ ~
fe — [ e i — [
DEMONSTRAGAO. Sejam f,g € 8'(R™) e a € C. Inicialmente vejamos que

—

f+agle) = (f+ag)(p) = f(P)+ag(®)
= flp)+agly), Ve e SR,

Como

(F) () = F(") = F((&")") = f(9), € 8(RM),

(N )= f(@) = fle), ¢8R,

temos que Vo A = AoV é a identidade no espaco das distribuicoes temperadas. Agora,
para analisarmos a continuidade, sejam {f;} uma seqiiéncia de distribui¢oes temperadas
e f € §(R") tais que f N f, ouseja, lim fr(p) = f(¢), Ve € §(R"™). Como, para
cada k € N, e

A

fe(p) = ful@), Ve SR,
temos que

lim fi(p) = f(@) = fl¢), ¥ ¢eSRM.

k—o0

Usando o mesmo argumento para a transformada inversa V, finalizamos a demonstragao.

O

DEFINIGAO 2.4. Seja & € C®°(R"™). Dizemos que ® ¢ de crescimento lento quando,

para todo o € Ny, existe uma constante C(«) e um nimero natural N(«) tais que
02| < Ca)(1+ [a*)),

para todo x € R™ com |z| suficientemente grande. Denotaremos o conjunto das fungoes

de crescimento lento por Q(R™).
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Sejam ® € Q(R™) e ¢ € §(R"). Observando que, para qualquer a € Ny, [0%(Dp)(z)|

¢ limitado superiormente por uma combinacao linear finita de termos da forma
O+ |a)N0%p(x),
concluimos que ®¢ estd no espago de Schwartz, motivando a préxima definigao.

DEFINIGAO 2.5. Sejam T € S'(R") e ® € Q(R™). Definimos a distribuicio T,

chamada de produto da distribuicao T' com a fun¢ao ®, por

OT(p) =T(Pp), Vo€ S(R").

TEOREMA 2.9. Seja f € 8'(R™). Denotando z®f o produto da fun¢io ®(x) = z® com

a distribuicao temperada f, entao

Q) (0°f) = ileef
(i) () = (=)l )"

DEMONSTRAGAO. Seja f € 8'(R™). O resultado segue observando que para cada ¢ €
S(R™)

(0 ) () = (0°F)(@) = (=1)f(0"9)

= (=)l f((=i)zog)
= i"lf(ap)
= illg f(p)

0°F) () = (=D)lf(07p) = (=1)lf(llgop)
= (=)l z"f)(2)
= (=)@ ) ).

TEOREMA 2.10. Sejam T € 8'(R™) e p € S(R™). Entdo

—

Txp=(2m)"* TP,
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onde T xp e f@ estao nas definicoes 1.10 e 2.5, respectivamente.

DEMONSTRAGAO. Este resultado segue do ftem 4 do teorema 2.1 e que ¢ —) = ¢,

pois

)
= (2m)"T(
= 2m)"*T 3(¢), V¢ e 8(R").

5. Os Espacos de Sobolev

Abordaremos nesta secio os espagos de Sobolev do tipo L*(R) de ordem s € R através

da transformada de Fourier em 8'(R).

DEFINIGAO 2.6 (Espacos de Sobolev na reta). Sendo s € R temos um subconjunto de
8'(R) chamado um espago de Sobolev, dado por

(14) H'(R) == {f € S'(R); (1 + [¢[")°] € I’(R)},

ou seja, se f € S'(R), denotando

£l = ( / T+ !£I2)S|f(€)|2d£>%,

entio f € H*(R) C S'(R) quando
/]

Hs < OQ.
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Observamos que H*(R) C H"(R) para r < s, e, usando a Iqualdade de Plancherel em
L2

Y

(15) H°(R) = L*(R).

Mais geralmente, para cada n € N, poderiamos ter definido os espagos de Sobolev
H*(R™) como subconjuntos de 8'(R") e encontrariamos estimativas similares ao caso real

apresentadas a seguir. Fizemos esta opgao porque neste trabalho necessitamos apenas dos
H*R), s € R.

TEOREMA 2.11. Para cada s € R o espago de Sobolev H*(R) € um espago de Hilbert

quando munido do produto interno
(,9s: H°(R)x H*(R) — R
(o) thge= [ Qe FOTE

TEOREMA 2.12. Sejam s,k € R, com k > 0, e f € H*(R). Entdo f® € H**(R) para

todo natural o tal que o < k.
DEMONSTRACAO. Seja a € Ny tal que o < k. Pelo teorema 2.9 segue que
[ arertiepe = [ arerteniepa
< [ eepeiora
< [ areriiepre
logo f@ € H**(R). O

TEOREMA 2.13 (Imersao de Sobolev). Se s > 1/2; entio H*(R) C C(R) e vale a
desigualdade

Hs,

1/2
1= < o ([ v eae) i

onde C(R) € a colegio das funcgoes continuas f : R — C tais que lim f(x) = 0.

|z|—o0
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Mais geralmente temos que se s > k + 1/2, onde k € Ny, entdo H*(R) € imerso

continuamente em C% (R), o espago das fung¢oes com k derivadas continuas tais que

lim f@(z)=0, Yae{0,1,...,k}

|z|—o00
munido da norma
— @1,
1o = mass £

Além disso, vale

[fllzee < Cull fll s

DEMONSTRAGAO. Seja f € H*(R). Inicialmente vejamos que f é mensurdvel. De
fato, quando s > 1/2 a integral / (14 £2)7%d¢ é finita, logo

—0o0

1l = / (14 €2) (14 €22 (6)|de

o0

< ( | a+ 52>—5d5> " < | a+ SZ)SIf(f)IQdS) "
< Ifle ( [ o +52>8d£) s

onde novamente aplicamos a desigualdade de Hélder (teorema 1.1). Portanto, usando

desigualdade anéloga ao item (2) do teorema 2.1 para a transformada inversa, segue que

e = 1) e < Al
00 1/2
< & ([ arerd) i

Agora consideremos o caso em que s > k + 1/2 para certo &k € N. O teorema 2.12
nos diz que f € H**R), Ya € {0,1,...,k}. Como s — k > 1/2, pelo que vimos

anteriormente, segue que (@ € C,(R), f € C*¥ (R) e a inclusio continua desejada.  [J

TEOREMA 2.14. Seja s € Ny. Entao f € H*(R) se, e somente se,

DI, < oo

a<s
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DEMONSTRACAO. Sendo C; e Cy constantes reais tais que

L1487 <Y ) < Cy(1+ &),
a<s
usando (2.9) e Plancherel, temos que

< (Z I P) €)|%ds

a<s

B aZ/ ine f(€) e

als ¥

= 3 IR

a<s

= A IO, de,

a<s

assim como

a<s a<ls

SO, = / (ZW) 1f(©)Pde < Cy / (1+ [€1)*1 £ (£)de.
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CAPITULO 3

Equacao Linear de Schrodinger

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades das solucoes para o problema de

Cauchy

Owu(x,t) =1 Qu(x,t), z€R, teR

(16)
u(z,0) = up(x).

Tomemos 1y em §(R). Usando a transformada de Fourier em relacdo a variavel espacial,

obtemos

Q€. 1) = i02u(E, t) = —if2a(E,t), EER, tER,
ﬂ(ﬁv O) = aO(S)v 5 € R.

A solucao desta familia de equacoes diferenciais ordinarias é dada por
(17) W(E,t) = e Mag(€), E€R.

Agora, aplicando a transformada inversa em ambos os lados de (17), usando o teorema

2.10 e o exemplo 2.1, percebemos que a solugao de (16) é da forma
o \V
u(z,t) = <e’“§g 110> (x)
e 2 \
(18) = (2n)7 Y2 ((e_’tf > * uo) (x)
= (em2/4t(4i7rt)_1/2 * uo) (x), x€eR, tekR.
Para cada f € L*(R) e t € R, definamos
eitagf — (eit§2f>v
Vemos, entdo, que a solugdo do problema linear homogéneo (16) é dada por

u(z, t) = e ug ().
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Para maior comodidade, usaremos daqui por diante a notagao

(19) S(t) = e

1. Propriedades do Grupo Livre de Schrodinger
A seguir, estabelecemos algumas propriedades da familia de operadores {S(t); t € R}.

TEOREMA 3.1. A familia de operadores {S(t); t € R} é um grupo unitdrio de opera-

dores, ou seja:

1) Para todo t € R, S(t) : L*(R) — L*(R) € uma isometria.
2) S(t)S(t ) S(t+1') com (S(t))™" = S(—t) = (S(1))".
)
)

3) 5(0) =

(
(
(
(4) Para cada f € L*(R), a fungao

o R — L*(R)

t — S(t)f

é continua, isto é, descreve uma curva continua em L*(R).

DEMONSTRAGAO. Sejam f,g € L*(R) e t,t' € R. Usando a igualdade de Plancherel,

temos que

IS@ 172 = (e F ) Nze = le ™ flize = 1172 = 1117

demonstrando que S(t) : L?*(R) — L*(R) é uma isometria. Aplicando a relacao da

transformada com sua inversa segue que
Sit+t)f = (e”'tge”'tlézf) !

V

e son)
— S(t)oS(Ht)f., ¥ feIXR).
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Empregando (12) juntamente com o fato que § = g, segue que

/ " (S()f)(@)g(@)da =

[e.9]

O item (3) diz que ®;(0) = f. De fato,

Agora verificaremos a continuidade de ®; observando que

lim [|©(t) = ®5(T)| . = Lm[IS(E)f = S(7) Sl

= lim <e*it52f — e f) !
t—T1 2

= lim||(e " — 7€ f =0, TeR,
t—T L2

onde a tultima igualdade decorre do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.

2. Propriedades Suavizantes

43
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Nesta secao apresentaremos duas propriedades globais com efeito suavizante do grupo

{S(t); t € R}, uma das quais, conhecida como estimativas de Strichartz, serd aplicada no

préximo capitulo.
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LEMA 3.1. Set #0, % + ]% =1ep €[1,2], entdo S(t) : L¥ — LP ¢ continua e

A1,

DEMONSTRAGAO. Do item 1 do teorema 3.1, temos que S(t) : L*(R) — L*(R) tem

norma igual a 1. Usando (18) e a desigualdade de Young (teorema 1.5), temos

||S(t>f||Loo || (ez‘\~|2/4t<4l~ﬂ_t)—1/2) *f”Loo
il 12 /4t

o EREX T
< CHUIAL.

IN

Portanto, temos que

S(t) fll L

NG Pp—,

20 I flle

Logo, o teorema de Riesz-Thorin (1.9) fornece que S(t) : L” (R) — LP(R), com 1—1)—1-5 =1,
¢ limitado e

SOl _ (gm0

sup ———————
20 |l
onde
1 1—-6 1 1-—
—=— 440 =——, 0€(0,1),
P 2 ’ 2 (0.1)
e dai

1S@) fllze < Ct]7/2HPZID ]| .

[\

TEOREMA 3.2 (Estimativas de Strichartz). Sejam p > 2 e — =
{S(t)}>,, satisfaz:

. O grupo

)
N —
=

(20) 1515006, < CILFN

onde C' € uma constante que depende somente de p.
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DEMONSTRAGAO. O item 2 do teorema 3.1 e a desigualdade de Hélder (teorema 1.1)

/ / g(x,t) dedt = / / f(2)S(—=t)g(x,t) dedt
- / f(@) / S0, 1) dtda

< Ifle / S(-t)g(.1) dr|

Z S(—t)g(x t)dt) ( / Z S(—t)g(x, t’)dt’) dz

nos dao

2 0

H/Z S(—t)g(-, t)dt

2 o0
= / S(— t) S(=t)g(z,t") dxdtdt’
= / g(x,t) S(t —t)g(x,t") dedtdt

(
A
Wi
/

(2,1) (/ St —#9(z, t’)dt) dtdz

/ St —t)g(-, t')dt’

IN

Lq (R; Lp )

LIR;LEY)

onde % + 1= % + i = 1. Agora, usando a desigualdade de Minkowski (teorema 1.4) e o

p
lema 3.1, temos que
00 00 p 1/p
(/ (/ w@—ﬂmujﬂﬁ>(m)
00 o] 1/p
/ ( / |S(t—t’)g(x,t')]pdx> '

H/) St —t) )ﬁ

= [ 18ttt it

[e.9]

IN

IN

< / C’\t—t’]‘1/2(1/p"1/p)|]g(-,t’)H y dt’
—00 L:c

1
- C —lg(-, )| ,dt
/_ gl
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1/1 1 1 1
ondea === —=)=3—+ Dai,quando — = -+ (1 —a) e 0 <1—a <1, isto
2\p p P ¢ q
1 2 1
—=—-+- e p>2
2 q p

do teorema 1.10 (Hardy-Littlewood-Sobolev) segue que

> 1
S(t—1t) t")dt' < ||C ot dt’
|/ sa-tc. < |lo [ p=aptot-on.,

Lk Ly
Portanto, o teorema 1.6 de dualidade juntamente com o que vimos nos fornecem

< Clgl,
IO sz, = : / | s00@) o0 dsat
g

< s ||fuL;H/ s(-
”glngng/:l —0o0 L%
1/2
< sw el (|| [ st tat e

llgll J . p =1

t T

< Clifll,

LI®;:LE)



CAP{TULO 4

Boa Colocagao para o Problema de Cauchy Associado ao

Sistema de Gross-Pitaevskii

Neste capitulo estudaremos a boa colocacao para o problema de Cauchy associado ao

sistema de Groos-Pitaevskii, isto é,

i + O%u + |[ufPu+ v =0, r,t € R,
(21) 10y + 92v — (o + alv[*)v +u = 0,
uw(z,0) = ug(x), v(z,0)=wv(x).

Denotaremos por F, = A, e F; = A, as transformadas de Fourier nas variaveis x e t,
respectivamente, e por (-) : R — R a funcao dada por (x) = 1+ |z|. Além disso, definimos

os operadores derivadas parciais D, e D; em L?(R?) por
D, = 3";12‘532@ e D;:= 3";12'7'3"“
respectivamente. Observando que (i§) = (£), denotamos

(D) = F;H{€) T

xT

Através do teorema de Plancherel, observamos que a norma || - |

2s
Sobolev H*® é equivalente a |[(D,)® - ||z2. De fato, usando que lim t€)

lg[—o0 (£2)*
D) fllzz = (€ )V IIe2 = [1(€)* Fll 2

- ( | a- lfl)QS\f(f)\2d5> 1/2

o

(/" v irrisore)”

[e.9]

= [l

47

gs No espaco de

=1, temos que

12
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Sejam b,s € R. O espaco de Hilbert HY(R; H:(R)) = H°(R; H*) é definido como o

completamento de §(R?) com a norma
(22) ||f||H§(R;H;(R)) = ||<Dt>bf||L§(R;H;(R))-

Observemos que

[e.9]

||f||§{§’(R;Hg(]R)) - ||<Dt>bf||if(R;Hg(R)) :/ ||<Dt>bf('at)|

—00

= [ [ e o
= [ e |(erien)” o
- e

= [ er [ |ersen] i e

- / / () (1) 7 (¢, 7 Pdrde,

ysdt

2
de dt

2
d¢ dt

(e ) ()] de de

2
2

S
S

onde f“ ¢ a transformada de Fourier de f em ambas as variaveis x e t, isto é,
A S A .
fren = e [ fane
—0o0

= (2n)! /_OO /_00 eI £ t)dtdr, Y (€,7) € R

Portanto, por conveniéncia, podemos definir a norma do espaco misto H?(R; H:(R))

estabelecido em (22) por
00 00 R 1/2
(23) 1 o sz my) = (/ / <§>25<T>2b|ft’z(§,7‘)|2d7'd§) .

Agora, introduzimos os espacos de funcoes X*°, onde construiremos as solucoes locais
de (21). Estes espagos foram originalmente usados por Bourgain em [2] quando estudou
a Boa Colocacao para a equagao periddica nao linear de Schrodinger, assim como para

equacao de Korteweg-de Vries.
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Sejam b, s € R. Denotaremos por X*? o espaco associado ao grupo unitério da equacao

linear de Schrodinger, definido como o completamento de §(R?) com a norma

(24) /]

Xxs,b = ”S<_t)fHH§(R,H§(R)).

Usando a norma (23) e a propriedade da transformada de Fourier vista no item 5 do

teorema 2.1, obtemos que

1712, = /_Oo 1170 ()| ar e

NGRS
e
= [ [Cermrlieer-o

(25) - / ) / TP+ e, ) Pdrde.

Nt

)2 [eit§2f'x(§’t)] () 2d7d§

[
[

2
drde

OBSERVAGAO 4.1. Parab > 1/2 e f € X% aplicando, entdo, o teorema 2.13 (Imersao

de Sobolev), observamos que

1AW e gy = IS (=0 Fll o aigy < CUSON sy = C NS N o

e que a aplicagio t — f(-,t) estd em C(R; H*(R)).

1. Resultados Principais

Enunciaremos a seguir os teoremas principais que serao provados no final deste capitulo.
Comecamos definindo 1) = ¢ (t) como sendo uma fungao par infinitamente diferencidvel e
de suporte compacto, ¢ € C§°(R), tal que 0 < ¢(t) < 1e

1, selt| <1,

P(t) =
0, selt|]>2.

Daqui por diante, denotaremos 15 a funcao ¥s(t) :=1(t/d), V4§ > 0. Alids, varias cons-

tantes serao denotadas por C.
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TEOREMA 4.1 (Boa Colocagao Local em H*(R) x H*(R), s > 0). Sejam

(ug,v0) € H*(R) x H*(R), s > 0, e b € (1/2,1). Entao existe um tempo positivo
T=T(u

s ) € uma unica solugdo (u(t),v(t)) para o PVI (21) tais que:

EN

O|HS7

(1) (Ypu,dpv) € X*0 x X
2) (u,v) € C([0,T]; H*(R) x H*(R)).

Além disso, a aplicagao dado-solu¢ao (ug,vo) —— (u(t),v(t)) € localmente Lipschitz de

H*(R) x H*(R) em C([0,T); H*(R) x H*(R)).

Com relagao a boa colocagao global, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 4.2 (Boa Colocagao Global em L? x L?). Seja (ug,vo) € L*(R) x L*(R).
Entao a inica solucao dada pelo teorema 4.1 pode ser estendida globalmente para todo

intervalo de tempo [0,T].

2. Estimativas Lineares

Apresentaremos, como o primeiro resultado desta secao, a Regra de Leibniz para

derivadas fracionais.

TEOREMA 4.3. Seja oo € (0,1) e p € (1,00). Entao

1D%(fg) = FDgllr < Cllgllze |1D ]| -

DEMONSTRAGAO. Ver teorema A.12 do apéndice de [13]. O

Os seguintes resultados nos dao propriedades suavizantes fundamentais dos espagos
X*?. As provas que desenvolveremos para estes espacos foram estabelecidas nos trabalhos
[12] e [14].
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LEMA 4.1. Sendo s € R, b€ (1/2,1) e € (0,1), entdo, para F € X*°, vale

< O Ry

xs,b —

(26) [¥sF|

xs,b°

Além disso, se a,b € (0,1/2) coma <b ed € (0,1), entio, para F' € X5, temos que

(27) s Fll ., < CO DR

xs,—a’

DEMONSTRAGAO. Observamos que para provar (26) é suficiente provar a seguinte

desigualdade:
(28) / s F) (€ TP+ € < C5 / TP, )P ) dr, VEEER,

De fato, se (28) é vélida, entao

|15 F|

2
Xx8,b

-/ e / T+ (s F) (€7 e

< o [ g [ e @ Pe ) Pardg

1-2b 2
CoBF? .

Provaremos, entao, (28). Usando a igualdade de Plancherel (teorema 2.6), observamos

que
/ (s F) " (€, 7) P = / (WsF (6, ) (1)
< [ sll2 1 (€, )12
29 00
2 < / |Eb (€, 7)2dr

<o [P P+ 6% veger,

o0
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onde usamos na tltima igualdade que 1 < 812 (0 < § < 1 e 1 —2b < 0). Empregando o

teorema 2.1-(5) e o teorema 2.3, obtemos

/ |(%F)At’z(€,f)|2lf+g|2bd7:/ (s F (&) (7 = OP|rPdr

= [ F (€, ()P

o0

(30) = / ) DY P (€,) ) (1) dt

= | DY(eEwF" (€, )12
< C||DYEEFT (€, Ybs) — € F (€, ) Db |2+

+ € P(E, )Dhwsll2s, VEEER.

Agora usamos o teorema 4.3 e novamente o teorema 2.1-(5), junto ao fato de 0 < b < 1,

para obter

DY F (€, )bs) = €€ F (&, )DMsll7: < C [[hslie DY 7 (€,)) 132
= C |7 F (&))" 12
= C | F=(&,7 - 9)l%

= ¢ [ 1P P+ Ear

o0

< C'/OO |F\t’$(§,7)]2<7—|—g)2bd7, Vg,ge R.
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Por outro lado, aplicando o lema de imersao de Sobolev (teorema 2.13) e que
%() =0 1;(5 -), temos que

e P& Dl < (€ F (& )2 1 DFsll3

< CHGif'ﬁz(ﬁa')“ig 1D¢s |72
< CIDslEy [ IEF) € nP e tar

c7/mh%iwﬂmh/mwﬁwgf—ézvfwT

= e [ iwpar [ Feen )P+ €t

= 051%/ B (e, r)2(r + €)Pdr, VEEER.

Logo, segue-se de (30) que

(31) / W F) e Pl + & Prar < a8t [ B r)Pir + EVdr, Ve EE R,

Portanto, como

(r+€)® = (L+|r+&)*
< C(1+|r+£)?),

as desigualdades obtidas em (29) e (31) nos dao que

| ey enpe it < o [ e €+

—00 [e.9]

4 [ 1wsB) € P + )

< ot / Bl (e, r) P (r + &)Pdr, VEEER,

—0o0

valendo, entdo, a estimativa (26). O]
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LEMA 4.2. Sejas € R, b€ (1/2,1) e € (0,1). Entdo, para F € HY(R; H:(R)), temos
que
< 05(1—%)/2”}7”

(32) Jos | F(Y)at

b—1 5y )
HY 7N (R HS)
HY(R;H)

(33) ‘ < CsUM2\F

s /0 F(t)dt

Y~ (R HE)
L ((0,T):H3)

DEMONSTRAGAO. Como b > 1/2, a imersao de Sobolev (teorema 2.13) mostra que

logo a inequacao (33) é obtida imediatamente de (32). Do que segue deriva a estimativa

(32). Dividimos em trés partes a integral
t t oo oo )~

Vs / F(tz)dt' = -5 / / / TN (¢ ) dedrdt
0 0 J—o0J—00

o0 e8] t
= Ly / / et ( /0 ei”dt’> F™ (&, 7)dédr

1 & o0 ,ng 6“7 - ]_ “t,x
= 31 s € TF (&, 7)dsdr

o0 o) ) )
= ¥ / / (ewfﬂ” @ g
—o0 J —o0

T 1= ) o V) B (6 ) dedy

s /0 F(t)dt

Y

<c|

s /O F(tdt

LE°((0,T);HE) HY(R;HE)

T

= o (L+1L+13),

onde

& o . 1—67“7- t,x
L = / / T () " (&, ) dEdr

T

o= [ [ e IO R e ydgar

T

b= b [ e LD ¢, myaear

l
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Comegamos fazendo

0l gy = ‘%/ / iscritr Y % bl ¢(7)ﬁ”(§,r)d5d7)

< % t’“/ / GITEFItT k=1 () tvz(€77)d€d7)

, HY(R;HE)

wk s hk

Examinando a demonstragao de (26) do lema 4.1 e observando que

/ (6, ) (6T Pdr < [ tF |2 (6, )20

—00

< (@) e N VEER, KEN,

Dbl = [ 1L

- / |70 k(o7 Pdr

(e 9]

= /_ Z ok S 6 ()P

< (@) e [ ner Rk

) s ([T wmpars [ doke)
i) o (1o i+ [ o)
(

%)2 S (14 /Oo [/ (t) t* + k ah(t) tk_1]2dt)

IA
Q

IN
Q

IN
Q

IN

HY (R;HE)



56 4. BOA COLOCACAO

chegamos em

/—OO |(¢k,5h/€)%@ (57 7—) |2 <7—>2de

IN

o ((2) 176 )M + IDkw, eI )

IN

2 oo
¢ (#5) 61‘%/00|h2°"‘(§,r)|2<f>%dr, VEER, YEEN,

valendo, entao,

1/2
stillgy = { [ 0% [ 020" 6 1) Parac
1/2
C’ 2k5k 51-2)/2 {/ / 2b|htac (€,7)] def}

= c(i’iﬁfﬂ S22 Iy VEER, VEkeN.

IN

Y
HY(R;HE)

Portanto, voltamos a [; com

k sk
1l ) < Zc e U,

[e.9]

= (O 5120/ Z kk51k)v
k=

[ e v F e

HY (R HE)
= 12’))/22(2““ ‘ (r)"(&)* ( / ) / " gt i w<7>ﬁ“<£,7>dsd7)w
—o0 W/ —eo L2(R;L2)
SR e kfj B e 1w € mydgar, -
< OO e B (e, )] e

L2(R;L?
7'( ) 5) k:].

= ||

—1 .
HO "L (myHg)
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A relagio (28) com € = 0 nos diz que (26) também vale em H?(R; H), logo

- OO ixé+itT 1_w(7-) ot
HIZHH?(R;H%) < 5(1-2b)/2 plattit TF (&,7) dédr
HY(R;HS)
_ 5(1—2b)/2 ~ eix§+it7 gt,x(g’,]_) deT
H) (R;H3)
_ (1—2b)/2
C 8 HgHHb(R;Hg%) ’
1 - e .
onde gh*(&,7) = ,—w(T)Ft’ (&,7), seguindo que
T
H H < 05(1 2b) /2” b ~t,x
2 Hb(®;HE) T g 2(R;L3)
< C 5(1-2b)/2 s biﬁw
< (&)*(r) 5) L2(R:L2)
(34) < COEE L,

(R;HS)

Para encontrarmos um limitante superior adequado para o termo I3, chegando, desta

forma, na estimativa procurada, primeiramente vemos que

1)
¥ / / P (¢, 7)drde .

< 1 - ~tiw
= sl H e ( / Lo v (g,%) ”
)

< Cov

Il = |

HE(R)
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1-9(7)

T

onde f(&) :/_ "€, 7)dr; dai

< O8Iyl
13

Il gy <

oo o 2 1/2
_ ot ( [ e [0 g rar df)

C5-20)2 ( /_ Z [ /_ Z<¢>"’<T>b%<§>3|ﬁ” (§,¢)|d7] 2 d§>
= cor e ([T [T | [T g @E i ) ”2

= oW ||

1/2

IN

b—1 :
HY (R HE)

TEOREMA 4.4. Sejas € R, be (1/2,1) e d € (0,1). Entdo

(35) |55 (t) uo
t

(36) ‘ %/ St —¢)VF(t")dt
0

< 05(1 2b) /2HU0

xs,b HS)?

< 06(17217)/2 HF
Xs:b B

xs,b—1"

DEMONSTRAGAO. Como S(t)ys = 155(t), empregando as propriedades de grupo de

S(t) vista no teorema 3.1 temos que

1065 () uollxsw = [1S(=1)1sS(t) voll g
= ||S(0)¢6U0||H5(R;H;)

= |[|¢s uOHHf(R;H;)

- (/: /Z<£2>8<72>5|$§(7)| GRS dr>l/2
— (/_Z(T)2b|5$(57)|2d7 /_Z( £y 52 (&) dg) 1/2

00 1/2
= (5w @rar)
< 06(17217)/2’ olls
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Agora, aplicando a estimativa (32), obtemos

Vs /0 CS(t— V()

_ H %/St—t VE(¢)dr

- ]w / S(—t)F(t)dt

< OO S(—t)F||

Xeo P y)

Hp(R;H)

b—1
Y (®HY)

— 05(1_2b)/2||F|

xs,b—1"

O resultado seguinte vem imediatamente da imersao de Sobolev e de (36).

COROLARIO 4.1. Seja b e (1/2,1) e § € (0,1). Entdao nds temos

t
‘w(;/ S(t—t)F(t"dt < CsU=M2| |
0

Loo((0,7);:H3)

xs,b—1"

3. Estimativas Nao Lineares

A seguir, apresentamos a prova da estimativa trilinear que sera crucial na prova do

teorema 4.1.

LEMA 4.3. Sejam uy,us € X5 com s >0 e b e (1/2,1). Entao existe uma constante
C > 0 tal que, para cada a < 0, temos que

(37) (IR

(38) [ [Pur — Juz|*us]

< C

xsa = Sb| 2|Xs,b7

<C (lwlf,, +llulf?

xs,a —

xS, b)Hul - UQHXs,b'
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DEMONSTRAGAO. E suficiente mostrar (37) em 8(R?). Para a < 0, temos que

—
Il Pusllyea =117 + §2>“(§>SIU1I2UQ||L3L§

At,x ||

< S£UP<7' + &))" (winus)

L%Lg

e (Al

Como

N ~ tx ~t.T
i (w—y) (@ ay")(y) dy
R

- / / (w0 — ) Ty — )7 (2) dz dy, ¥ w e R,
]RQ RZ

ﬂim * dlm * ﬂgx(w) =

—

e, para cada &,1,C € R,

&) < 1+E=¢l+IC+1E=nlln—¢l{) + 1€ =[S
= (1+E=C+1E=nlln—<¢l )@ +][C])
< (1+E=nl+n—=C+E=nlln—<l) )

L+ 1§ =) +[n—<]) (¢)
§—n){n— )0,

(
(
(
(
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QSCI'GVGHdO w = (577—)73/ = (y17y2)az = (Zlaz2> S RQ € {Au\j(guT) = <£>Sﬂj(£77)7 j = 1727
para s > 0 temos que

|||U1|2U2|

X5:a

IN

IN

IN

Sendo f;(&,7) =

[

J HL?LQ

2ﬂw//£ WY — ) — 2T — N eyl
gl [ [ = By —2) @) d= il

—_—
H |w1‘2w2”L3Lg

2
lfwrPesl

Ieor s P12,

9 1/2
(/7 a0 yaltoat 01,

4111/2 2(11/2
[T (S
o

[l 6,6
8Ly L3L§

(r + E2Y0,(¢,7), j=1,2, entdo

1/ / th+2w§ /\ g 7_) dng
0o oo 1818
/ / th—I—zz{ f 57 2) dde

o] ] 7— + 5 > L?Lg

Y .] = 1727
LSS

(2m)~

—
g 8

wwwl eI [ (¢ €2)ded

com 1 = 7+ £2; fazendo gnj &) = f,(&n— £?), j=1,2, aplicando Minkowski (teorema

1.4), a estimativa de Strichartz (20) com p = ¢ = 6, a desigualdade de Holder, a identidade
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de Plancherel (teoremas 1.1 e 2.6) e usando que b > 1/2, temos

[,
JNLSL

donde concluimos que

| |U1|2U2|

X5:a

IN

IN

A

IN

leme [~ et (s, ) o)
20 [ )09,y

@) [ ) SO, g,

—00

¢ [ oI, dn

) 1/2 00 1/2
o ([ a) ([ a2, )

Cllgn 5,
C il e G =12

2

i, , sl g,
ST AT

C I+ € @& T3, , I + € TalE 7

C I+ €€ @& I, L I + €17 Wle, T,
C ]

|U2|

2
xs,b xs:b°
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4. Demonstracao do teorema 4.1

Consideraremos o sistema de equacoes integrais equivalente a 21:

u(t) = S(t)uo +i [ St — ") {|ul?u(t’) + v(t') }dt',

(39) t
v(t) = S(t)vg —i [y S(t — ') {(uo + alv]*)o(t') — u(t')}dt'.

Seja Cy > \WHHb. Nés consideraremos o seguinte espaco de funcoes onde procuraremos
t
nossa solugao. Para s > 0, (ug,v9) € H*(R) x H*(R) e 1/2 <b < 1, seja

Xs,b S } Y

us- Entao Xpry € um espago métrico completo com

<M, |jv|

xsb —

Xyn = {(u,v) e Xob x Xxsb. || ul

onde M = 2Cy||u|

a norma

e N = 200”1)0‘

HS

(s ),y = Ml on 101

Seja a fun¢ao & = (Py, P,), definida por
D1 [u, v] = () S(t)uo + 13(t) /0 S(t = t)hs () {[u®)Pu(t’) + v(t)}at,

®[u, v] = (1) S(t)vo — ith(t) /0 St = t)s(t){ (1o + alv(t)*)u(t)) — u(t) }dt',

para cada (u,v) € Xpn. Sendo V' € (b, 1), de acordo com o teorema 4.4 e as relagoes (27)

e (37),
e + Cllos{|ul*u + v}

[@ofuw, olll < Colluo|

xs,b—1
v —b
< Colluollye + €8 (Nulull ,_, +lloll .,_,)
b —b
7
< Colluoly. +€5 7 (Nl +llel,..)

[@afu, o]l < Collvol

ue + Cllvs{(po + alvl*)v — u}|

xs,b—1
b —b
< Collvolls + €87 (ol ey + MePol oy + Dl )
-
< Collooll + €3 (ol es + W0, + Dl )
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seguindo que

M o

||CI)1[U,U]||XSJ) < ? —f-Ol(s 4b (]\43_'_]\7)7
N S
1Pofusolll ,, < 5+ o™ (N + N 4 M),
pois (u,v) € Xpsn. Se fizermos com que
b M N
40 6" < mi
(40) _mln{QOl(M3+N)’2(]2(N+N3+M)}’
entdo |[|®1[u,v]|| ., <M, [|[®au,v]]| ., <N e por isso
Qfu,v] € Xpn-.

Similarmente, pela estimativa (38) do lema 4.3, sendo (u,v), (u,v) € Xy, temos que

[@1fu, o] = @1 [w 0]l < Clles{lulu+ov—[ul*d - T}

xs,b—1
S (i it .
< 67 (NwPu—@Pal,, , +l-7l,,,.)
S 2 2
4 _ ~ N
< 087 |l + ) lu =l + o =5
b —b
< G ( MPu—iil ., + o -l,.,)
< 3 (lw =@l xer + [[v = 0] x=0)

0ofu, v~ 4L, Tl|_, <Cllebs{ (0 + alv]?)o — w — (o + ald]2)7 + @}

xs,b — xs,b—1
<Cs5 lo_7 . -
<6 (o=l + P = 01, .
<87 o= 4 (R, +IFIE, ) o = Tl )
- Xsb xs,b xs,b xs,b Xxs,b

b/

o —b
<Ci ™ ((No—dll,., + lu—il,.,)

<t (lu—1]

Xs,b “I'_ ||U - ;J| Xs,b)

Yt 1 1
41 6" < mi .
(4D —mm{wg M2’4C’4N2}
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Portanto, a fungao @ : Xy — Xpynv € uma contragao, possuindo, assim, pelo teorema
do ponto fixo de Banach, um tnico ponto fixo, o qual resolve (21) no intervalo de tempo

0, 6] para qualquer § satisfazendo (40) e (41).

Agora passaremos a provar a unicidade das solugoes na classe de fungoes definidas
pelas condigoes (1) e (2) no enunciado do teorema 4.1. Comegamos introduzindo, para

cada T' > 0, a norma auxiliar

11, = inf { o]

Claramente, se [ju; —usfl, =0 e [l —vofly, = 0, entdo wi(-t) = ua(,1) e
v1(+,t) = va(-,t) em H*® parat € [0,T].

s w € X*P tal que f(-,t) = w(-,t), t €[0,T], em Hs}.

xs,b)

Sejam (u1,vq) a solugdo acima e (ug,vy) uma outra solu¢do do sistema de equagdes

integral (39) com dado inicial (ug,vy). Consideremos que M, N > 0 sejam tais que

]l oo 1uall L, < M

< N.

xs,b —

o 1902

Assumiremos que T' satisfaz as condigoes (40) e (41). Para T* < T, o qual fixaremos

o1

posteriormente, nos temos
Yua(t) = (2)S(t)uo + ith(t) /ot S(t = ) () {[ua () Pus(t') + oo (1)}t
Yoa(t) = P (8)S (v — 19)(t) /0 S(t =) () (1o + alva (1) *)pova(t') — Yus(¢) }dt!

t
para t € [0,T%], pois ¥r«(t) = ¢(ﬁ) =1, quando t < T*.

Para cada 0 < € < 1, existe (w, ) € X* x X*? tais que, para todo t € [0,T*],
w(t) = u1(t) — ¥(H)ua(?t)
(42) o(t) = vi(t) — P(t)va(t)

(S

I~

[wll o < llur = duo| , +

(43) 9]

£
2
9
x8b < HUI - ¢U2||XT* + 5
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Seja (w, 5) satisfazendo

B(t) = i (0) Jy <t—t'>w () s () Pus () + 01 () — b fua Py + 00 (#)}
Bt) = — (1) [ S(t = Vg {10 + aloron — s — 0l(p0 + alval?)en — us]}(t') dt'

Como (u1,v1) e (ug,vy) sao solugoes de (39) e vale (42), temos que

Ot) = w(t) = ur(t) — Pus(t) e o) = () = vi(t) — p(t)va(t), Vit e [0, 7.
De acordo com a estimativa (36) do teorema 4.4, (27) do lema 4.1 ¢ o lema 4.3,

lur = sl < @l

_ Hw 80 =0 Al + 6+ vl ~ ol ¢) de
0

< O vnd

Xs:b
u1|2w +o+ (¢U2 - U1)|ul‘2 + ul‘u1’2 - ¢u2|1/1UQ|2)H xs,b—1

b —b

4b
CT* H\u1]2w+¢—w\u1]2—|—u1]u1|2—wu2|wu2\2H "
ol

IN

b’
4b

< " [l + (Il + 0wl ) 1,..]
o b
* 4bv’

< 1" M2 (6l + el )

< 1 (Iwllxes + Nlollxss),
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b —b

quando (T%) ¥ < G e

o — sl < 190,
_ Hw | 8= 000 {00 —w +alluPor = puaPoe)} ) i
0

< C [ {pod —w+alforfPor = ool *doa)}||

b —b

Xs:b

< " (10l s+l + onPor = [Py, )
< " (U6l n + Il + (l0rl2,, + el ) N ..)
b’i—/b
< Gt N (Il + ol )
< (el + lell,.),
1 e, f 11 i
quando (7%) * < TeNER Logo, se (1*) * < ;min {W, W} , entao

[ = Yuslly,, + llve =¥ vally,. <5 (lwllxe + 1@l xe0),
e dai, por (43),
s — sl + llow = vl <

Isto prova que u; = up e v; = vy em [0,7*]. Repetindo, assim, esse procedimento um

nimero finito de vezes, obteremos a unicidade em todo intervalo de tempo [0, T7.

A regularidade adicional
u,v € C([0,T]; H?)

segue da observacao 4.1. Assim, completamos a demonstracao da boa colocacao local do
problema de Cauchy para o sistema de Gross-Pitaevskii.
5. Demonstracao do teorema 4.2

Nesta segao provaremos o teorema 4.2 de boa colocagao global para o sistema (21).

Para provar este resultado, primeiramente obteremos uma lei de conservacao em L? x L?
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que serd a nossa ferramenta fundamental. Do sistema (21) temos que
iU O+ udu + |u|* +aw = 0,
00w + T 020 — (po + alv]?)|v]? +vu =0,
e, somando estas duas equacoes,
i(TWOu + 0 0w) + (WIu +0920) + |u|* — (1o + alv|?)|v]* + 2Re(va) = 0.
Integrando ambos os lados na variavel x e tomando a parte imaginéria, obtemos

Im z/ (H@m%—ﬁ@w)dx%—lm/ {@Iu+0020) + [ul* — (ko + alv]?)|v|* + 2Re(va) } dz = 0.

o0
/

v~

A(t)
Agora, observamos que

/ (Q2uu + O2vv)dr = (Oyu T+ Opv E)’OO - / (0,u0,T + 0,v0,V)dx

—0o0 o0

— _/ (|0,ul?® + [0,v)*)dr € R.

oo

Logo A(t) é real e conseqiientemente Im i / (Oput + 0wT) dx = 0, donde segue-se que

10, (Jul D + oG 0lE;) = 3 [ dfum+ o) da
= %/ (&uﬂ—i—@wﬁ—i—@tuﬂ#—@tvﬁ) dx

= Re/ (Oput + Opv0) dx

= Im @/ (Oput + OpvT) dx = 0.

Portanto
(44) lu(-, )|z + Jo( )2 = lluollzz + llvollz2, V¥t € [0,T].

A lei do conservacao (44) permite que apliquemos o teorema 4.1 tantas vezes desejar-
mos, preservando o comprimento do intervalo do tempo, construindo, assim, uma solucao

global.



CAPITULO 5

Ma Colocacao para o Problema de Cauchy Associado ao

Sistema de Gross-Pitaevskii

Estudaremos neste capitulo a instabilidade do fluxo associado ao sistema de Gross-
Pitaevskii
10 + O%u + |ufPu + v =0, r,t €R,
(45) 10w + 0%v — (o + alv/*)v +u =0,
u(z,0) = f(z), v(z,0) = g(x),

quando um dos dados iniciais encontra-se num espago de Sobolev com pouca regularidade.

Precisamente, provaremos o seguinte resultado de ma colocacao:

TEOREMA 5.1. O sistema (45) é localmente mal posto quando
-1/2<k<0 e —1/2<{,

ou

—-1/2<l<0 e —1/2<k,

no sentido que a aplicagio dado-solugdo (ug,vo) —— (u(t),v(t)) nao € localmente uni-

formemente continua de H*(R) x HY(R) em C([0,T]; H*(R) x H*(R)).

A prova deste teorema sera realizada usando técnicas similares as empregadas por
Kening, Ponce e Vega em [15] e por Corcho em [5], para obter resultados de méa-colocagao
para a equagao cubica de Schrodinger no caso focusing e para o sistema de Benney,
respectivamente.

69
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1. Ondas Solitarias

Nesta secao obteremos solugoes de tipo ondas solitarias para o Problema de Cauchy

associado ao sistema de Gross-Pitaevskii (45).

Trabalharemos com as solugoes na forma:
(46) u(z,t) =™ flx —ct) e v(z,t) =e"g(x —ct),

onde w > 0, ¢ > 0e f e g sao fungoes que decrescem rapidamente para zero no infinito;

sendo mais preciso,

f,9 € 8(R).

Substituindo (46) em (45) obtemos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

fr—icf' —wf+[fI’f +9=0,

(47)
g" —icg — (po+w)g —alglPg+ f =0.

Vamos supor que g = Af, com A # 1. Entao segue de (47) que

, A1+ po +w) — (w+ 1 aX® +1
f”—ZCf/—l- ( H 1_)}\ ( )f“‘ T |f’2f:()

Dai, fazendo f(z) = 'S h(z), onde h é uma fungao real, chegamos a seguinte expressao:

A1 =)+ 41+ po +w) — 4(w + 1) a3 +1

438 n h h* = 0.

(48) * =N T

A equagao (48) tem solugoes positivas, pares , suaves e exponencialmente decrescente se
A1 =)+ 41+ o +w) — 4w+ 1) a3 +1

49 <0 > 0.

(49) 41—\ “ 1o

Em [4] e [21] podemos encontrar a demonstracao desta afirmativa, assim como que a

solugao neste caso é dada por

2uo
(50) h(z) = i o sech(oz),
onde
2(1 =) Al =N+ A1+ po+w) —4(w+1)
1 et _— g
GO w=\Tws1 ¢ ° \/ Ah—1)
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e que se as condigdes (49) nao sado satisfeitas, entdo nao existe solu¢ao nao trivial em

H'(R) para (48). Temos, entdo, as seguintes expressoes para a ondas solitarias:

; C2 cT
Uew(7,1) = =T o sech(o(z — ct)),

(52)
Ve (T, 1) = Nuew(2,t).

2. Demonstracao do Teorema 5.1

A idéia da prova é a seguinte: tomaremos duas ondas solitarias com os dados iniciais
e veremos que, com certas hipéteses sobre os parametros destas, teremos que elas per-
manecem proximas no instante inicial. Entao, em seguida, estudaremos a evolucao no

tempo destas ondas para obter o resultado procurado.

Dados c,w € R, com ¢ = sech, as transformadas de Fourier na variavel espacial de

Uep € Veyy S0 Tepresentadas por

el ) = = / (2, F)e 7€

+C2w)u0g0(a(x —ct))e " dx

m/ e

_ g \/% / e p(o(x — ct))dx
_ uei — 71(y+ct 575)@(y)dy
(53) - ueit(w—c%(ff), v (€1) € R?

e Tow(&,t) = Miew(£,1), V (6,1) € RZ

Daqui em diante, para N > 1, faremos
(54) c=2N.

Sejam N; > 1, j = 1,2, com N; < Ny e N; = N, isto é, existem constantes positivas
aj, B, 7 =1,2, tais que

(55) ijN < Nj < ﬁjN, j = 1,2
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Para que as condigoes em (49) sejam satisfeitas, quando a < 0, escolheremos A = —1,
N+l — 11 2
para que al _+>\ = a;— > 5 >0 e w> CZ — % — 1, ou seja, por (54),
2 Ho
(56) w>N—<7+1>.

Segue-se de (51) que
9 N2(1—=A) + A1+ po+w) —w—1

7= A1
2N —(I+pp+w) —w—1
B -2
= w1+ N2

2
Para w; = N7 + 0% — (1 + p10/2), j = 1,2, temos que w; satisfaz (56) e

ajz\/wj+1—NJ2+uo/2:a, j=1,2.

A+
No caso em que a > 0, faremos A = 1/2, onde AN > 2 > 0, e daf para que valha (49),
escolheremos
(57) w > N+ g — 1.

Dai, segue que 02 = w + 1 — g — N2. Para que, neste caso, oj=o0, j=12,¢equea

condi¢ao (57) seja satisfeita, tomaremos w; = Nj2 +ol+pu—1, j=1,2.

Usando (52), sendo

isto é,
(58)  wy(w,t) = NN oo (o (z — 2Nt)), V (x.t) €R? 5 =1,2,

por (53) e pelo teorema do valor intermediario, temos que

[ (£,0) — aa(£,0)2 = |uf? @(f_Nl)—@(g_M)

g g

= | [ (BN (R My

o g

_ 2 1 _ _ 2
B (B
0

g

2
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Portanto
e 0) = w2, = [ (14 6l 0) = e 0P
smﬁﬂ—&!/<+m>/*%“wﬁ§M‘MUﬁw
< Nl NQ‘// (1+ €] ’@‘ (5 NﬁZsz Nl))fdgdt, keR.

Sendo w = N~ + N? — (1 + p0/2) para que valha (56) quando a < 0, e w = N~ +
N? — 1+ pp quando a > 0, para que valha (57), temos nos dois casos que

(59) o=N"?

Faremos a restricao

(60) kE>—1/2,

objetivando que

(61) oc=N2<N.

Como Ny < Ny, parat € [0,1] e £ € B,(tN1 + (1 — t)Ns), segue-se que
Ni—o<tNi+(1—t)Nyg —0 <& <tNy+ (1 —t)Ny+0 < Ny + 0,

(g —1)N <N, —N<E<Ny+N<(fa+1)N

Podemos considerar que a; —1 > 0. Entao £ ~ N e

(g —1)°N? < 1+ €] < N2 + (B + 1)2N2

Usaremos repetidas vezes nesta demonstragao que a fungoes ¢ = sech e (1 + | - |*)kQ

estao em S(R), assim como @ estd concentrada em (—1,1).

Sendo (> 0 tal que
[e'e) 1
/(LHWV@@&@SB (1+ P13 () Pdy,

entao

|mcm—wcw&<

2 n74k NN §— N2+t(N2
< |uPINy = NoPN*5 | (1 + 1P| (=2 temn) P e
tN-

1+ 1 t NQ—O'
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Portanto, quando —1/2 < k < 0, temos que

[l (- 0) = ua (-, 0)]2,

tN1+ 1 tN2+U 2
< |M|2|N1 N2|2N4kﬁ QkNQk// S0/<§—J\12+t(z\/2—1\71)>‘dgdt
- 1+(1 tN2 o 7
= HPIN = Mo NG (o) — 1) N%o / / @ (y) Pyt

< Blag — 1) |p)* [Ny — NoP N1 &'|17,,
Analogamente, chegamos, para k > 0, que
[ur (-, 0) = ua (-, 0) [, < B[L+ (B2 + 1)°]* || Ny — NaPNH¥(| 12,
inferindo que
(62) s (-, 0) = ua(-, 0)[%, S [Ny = NoPN, s > —1/2.

Sendo (j,n; >0, j = 1,2, tais que

o0

o [ PPy < [ ) B0y

o0

[ aspripwra < [ Pyl

o) -1

consideremos as solugdes u;(z,t), j = 1,2, no tempo ¢t = T, onde
00 \ /&= N\ |2
i (- DIE = s (O = / A+ gy InP|p(>==)| de
N;
o)
o

Observemos que, usando (55), (61) e o teorema de mudancas de variaveis (ver [16]), para
s >0,

Nj+o
< JuPn / (1+ ¢

Nj—o

Nj+U

A

g

s (D = Nl (0 < IMI%(2+2@+Q§)5N2S/

Njfcr

1
= P2+ 28, + B N0 / B(y) Py
-1

< |uPni(2+28; + ) N*0||@]72, 5=1,2,
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assim como
i (- DE = ug (5 0)12 < ulPni(@f — a;)*N¥a||§l7., s <0, j=1,2.

Para cada s € R, seja ((s) um ntiimero positivo tal que (s)(1+[£|*) < (1+[¢]?)*, V€ € R.
Novamente por (55), (61) e o teorema de mudangas de variaveis, temos, para s < 0, que
2

oD = IO = I [+ [p (S50 ag
Nj+o — N 2
> gl [ avig)|p (S50 ae
Nj+o VAN
> gl v+ 0w [ o (SN

Nj—a
1
=GP + 28+ N0 [ 18Py
-1
> GluPC(s)(87 +26; + 1)°N*00| 37, j=1,2,
-1 _~ 2
onde ¥ < M, e, para s > 0, que
[ELR
i (- DNE = s (L 0)E = Glel*¢(s)(af + 205) N*0d||Bll7, j=1,2.
Logo, usando a igualdade de Plancherel (2.6), segue-se que
(63) lui (Dl = lu (5 0)ls = N*ollellz., s €R.
Se s =k, entdo (63) nos dé a expressdo seguinte:

(64) e (5 02 =l (DI, = lleollZ-

A relagao (53) nos informa que 4y e Uy estdo concentrados em B,(Ny) U B,(Na),
portanto existem (,n > 0 tais que, para todos Ny e Ny,
No+o

¢ (1 + 1€ i (-, T) = a(-, T)[*d8 < Jlur( T) = uz(-,T)

I2,
Ni—0o

No+o
lur (5 T) = ua (-, T2, < 77/ (L+ 1€ i (-, T) — (-, T)|*dS.

HE —
Ni—o
Dai, quando —1/2 < k < 0 (lembremos que estamos trabalhando com k > —1/2),
No+o

(2B + 1) + BN / i3 (- T) = its (-, T)PdE < [l (-, T) = sl T2,

Ni—0o
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No+o
o, T) = wa I, < ned = @ NP [ (D) — - TP,

H
Ni—o

e para k > 0 temos que

cla —a N [ ) i TP < o T) ~ IR,
1o
Na+o
lur (- T) = w2 (- TP < (2082 + 1) + 35) N> /Nl_a i1 (-, T) — o+, T)|*d,
Portanto, usando novamente (2.6),
(65) lur (- T) = ua (S D = Nl (- T) = ua (e, T)[72-

Examinemos (58) para concluir que, para cada 7' > 0, u;(-,T") estd concentrada em
B,-1(2T'Nj), e que

[ee]

| /00 uy (2, T)ug(z, T)dz| < 02/ o(o(x —2N1T))p(o(x — 2TNy)).

—00

Dado uma constante C', para que

‘/Z w (@, T)uz(w, T)dx

basta que encontremos N; e Ny tais que

<C,

(2T Ny — o) — (2T N, +071) > 0,
ou seja, que
(66) TN, — No| > 07! = N,

portanto usando (63) com s = 0,

[e.e]

lus (- T) = uz( D)z = Nl DZe + llua, T2 — 2/ ur (2, T)us(z, T)dx
(67) = lua(, T)IIZ2 + uz(- Tz = 0
Combinando (65) com (67 ), obtemos
(68) lur (1) = uz(- T2, 2 eN*o =,

para uma certa constante € > 0. Fazendo

(69) Ny=N e No=N+06N"2*  com § >0,
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obtemos de (62)

(70) lus(,0) = ua (-, 0)[2 < 6%
Da nossa escolha feita em (69), desde que

(71) k<0,

dados 9,7 > 0, nos podemos tomar N tao grande que

1
TNy — No| = TON2F > N* & N~ > 75

valendo (66),(67) e (68).
Vendo a solugao (52) do sistema de Gross-Pitaevskii (45), temos que
(72) Uj(',()) S Bc(O) = ’Uj(‘,O) S BC<O)7 V; = )\Uj, Jg =12,

onde A = 1/2 quando o parametro a de (45) for maior do que zero, e A = —1 quando

a < 0. As escolhas em (69) também implicam

(73) lvi(-,0) = w2, 0)[2, < 0%,

Neste momento, de (60),(64),(68),(70),(71), (72) e (73), concluimos que, para
(74) (k,0) € (=5,0) x (=3, 00),

dados T > 0 e uma bola B C H* x H*, existe ¢ > 0 tal que, para todo § > 0, existem
(u1(+,0),v1(+,0)), (ua(+,0),v2(-,0)) € B tais que

H(ul("0)7U1('aO))_(uz('vO)’v2<'70))“Hkae = H(ul('7O)_UQ(.7O)7U1<.7O)_/UZ(.?O))HHkae <0

sup H(ul('7t)7vl('>t)) - (UQ('at)>U2<'>t))|’Hka£ 2 €,
te(0,7)

ou seja, concluimos que aplica¢ao dado solugao (f,g) — (u(t),v(t)) associado ao prob-
lema de Cauchy (45) nao é localmente Lipschitz em H* x H® quando —1/2 < k <0 e
¢ > —1/2. A inversao dos papéis de u; e v;, j = 1,2, em nossas contas a partir de (52) nos
mostra a mé colocagao de (45) também em H* x H® quando k > —1/2 ¢ —1/2 < { <0,

terminando assim esta demonstracao.
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