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1. (1,0) Seja n ∈ N \ {0}. Se Rn ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . são não vazios e A1 é limitado então

∞⋂
j=1

Aj 6= ∅.

2. Sejam a, b ∈ R (tais que a < b), n ∈ N \ {0} e f : [a, b]→ Rn um caminho de classe C2.

(a) (1,0) Mostre que, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que se 0 < |h| < δ então

|f(t+ h)− f(t)− hf ′(t)| < ε|h|, ∀t, t+ h ∈ [a, b].

(b) (1,0) Mostre que, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que se 0 < |h| < δ então

|f(t+ h)− f(t)− hf ′(t)− h2

2
f ′′(t)| < εh2, ∀t, t+ h ∈ [a, b].

3. (2,0) Sejam n ∈ N \ {0} e U ⊂ Rn um conjunto aberto. Se f : U → R é uma função tal
que as funções ∂f

∂xi
: U → R estão bem definidas e são limitadas (para cada i ∈ {1, . . . , n})

então f é contínua?

4. (1,5) Sejam, p,m, n ∈ N \ {0}, U ⊂ Rp aberto e A : U → L(Rm,Rn) diferenciável.
Definindo

f : U × Rm → Rn

(x, v) 7→ f(x, v) = A(x) · v

mostre que f é diferenciável e f ′(x, v) · (h, k) = (A′(x) · h) · v + A(x) · k.

5. (2,0) Sejam n, d ∈ N \ {0}, com d > n, e U ⊂ Rd um conjunto aberto. Mostre que,
se f : U → Rn é de classe Ck e c ∈ Rn é valor regular de f então M = f−1{c} é uma
superfície de classe Ck. Mais ainda, mostre que TpM = ker f ′(p) (para cada p ∈M).

6. (1,5) Seja n ∈ N \ {0}, A ⊂ Rn um bloco n−dimensional e f : A → R. Mostre que f é
integrável se e somente se, para cada ε > 0 existem partições P e Q de A tais que

S(f, P )− s(f,Q) < ε.
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