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1. Sejam f1, f2 : I → Rm caminhos diferenciáveis e φ : Rm × Rm → Rn uma aplicação bilinear.
Prove que o caminho g : I → Rn definido por g(t) = φ(f1(t), f2(t)) é diferenciável e vale g′(t) =
φ(f ′

1(t), f2(t)) + φ(f1(t), f
′
2(t)) para todo t ∈ I.

2. Dados a1, . . . , ak em Rn, determine o ponto em que a função f : Rn → R, dada por

f(x) =

k∑
i=1

|x− ai|2,

assume seu valor mı́nimo.

3. Seja f : U → R uma função de classe C1, definida em um aberto U ⊂ Rn e a ∈ U tal que
gradf(a) ̸= 0. Mostre que

(a) O gradiente aponta para uma direção segundo a qual a função é crescente;

(b) Dentre todas as direções ao longo das quais f cresce, a direção do gradiente é a de crescimento
mais rápido;

(c) O gradiente de f no ponto a é ortogonal ao conjunto de ńıvel de f que passa por a.

4. Determine os pontos cŕıticos da função f : R2n → R dada por f(x, y) = ⟨x, y⟩, restrita à esfera
unitária |x|2 + |y|2 = 1 e conclua dáı a desigualdade de Schwarz.

5. Seja f : U → Rn diferenciável no aberto U ⊂ Rm, com f(x) ̸= 0 para todo x ∈ U.

(a) Defina φ : U → R pondo φ(x) =
1

|f(x)|
(norma euclidiana). Para todo x ∈ U e todo v ∈ Rm,

determine φ′(x) · v;

(b) Seja g : U → Rk diferenciável. Defina ξ : U → Rk pondo ξ(x) =
g(x)

|f(x)|
. Calcule ξ′(x) · v para

todo x ∈ U e todo v ∈ Rm.

6. Seja f : A → R uma função limitada no bloco n-dimensional A ⊂ Rn com f(x) ≥ 0 para todo
x ∈ A. Defina C(f) = {(x, y);x ∈ A, 0 ≤ y ≤ f(x)}. Prove que:

(a) Para toda partição P de A tem-se

s(f ;P ) ≤ vol.int.C(f) ≤ vol.ext.C(f) ≤ S(f ;P );

(b) Conclua que, se f é integrável então C(f) é J-mensurável e vale

volC(f) =

∫
A
f(x)dx.


