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1. Seja f : R2n → R dada por f(x, y) = 〈x, y〉.

(a) Encontre os pontos cŕıticos de f restrita à esfera unitária |x|2 + |y|2 = 1.
(b) Use o item acima para demonstrar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em Rn.

2. Seja O(Rn) o grupo ortogonal formado pelas matrizes x ∈M(n× n) tais que x · xT = In.

(a) Prove que O(Rn) é um subconjunto compacto de Rn2 .
(b) Prove que O(Rn) é uma superf́ıcie de classe C∞ e dimensão n(n− 1)/2 em Rn2 .
(c) Prove que o espaço vetorial tangente a O(Rn) no ponto x = In é o conjunto das matrizes

n× n anti-simétricas (sT = −s).

Dica: Se x ∈ O(Rn) e s ∈M(n× n) com sT = s, então v = xs/2 satisfaz vxT + xvT = s.

3. Sejam ϕ : U → Rn de classe C1 no aberto U ⊂ Rn e c ∈ [0, 1) tais que |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ c|x−y|
para quaisquer x, y ∈ U .

(a) Prove que f : U → Rn, dada por f(x) = x + ϕ(x), é um difeomorfismo de U sobre sua
imagem.

(b) Se U = Rn, prove que f(U) = Rn.

4. Sejam A1 e A2 blocos fechados de Rm e Rn, respectivamente. Suponha que f : A1×A2 → R é
uma função integrável. Prove que existe um conjunto de medida m-dimensional nula X ⊂ A1
tal que fx : A2 → R é integrável para todo x ∈ A1 −X.
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