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RESUMO

Este trabalho estende o Teorema de Mendes [25] para dimensões superiores e para o caso de
variedades Riemannianas com bordo. Inicialmente, demonstramos uma desigualdade análoga
à obtida por Mendes para o volume de hipersuperfícies fechadas localmente conformemente
planas que minimizam o volume em variedades Riemannianas de dimensão 7 com curvatura
escalar positiva e curvatura de Ricci não negativa. Além disso, provamos que, no caso de
igualdade, a hipersuperfície é isométrica à esfera de dimensão 6, enquanto a variedade ambiente
é isométrica a um produto do tipo (−ε, ε)×S6. Adicionalmente, estendemos esses resultados para
hipersuperfícies com bordo livre e totalmente geodésico, imersas em variedades de dimensão 5
ou 7 com bordo não vazio e curvatura média não negativa. Nesses casos, obtemos desigualdades
análogas e mostramos que, no caso de igualdade, a hipersuperfície é isométrica ao hemisfério de
dimensão 4 ou 6, enquanto a variedade ambiente é isométrica a um produto do tipo (−ε, ε)× S4

+

ou (−ε, ε)× S6
+.

Palavras-chave: Curvatura escalar. Hipersuperfícies de dimensão quatro e seis. Hipersuperfícies
com bordo livre e totalmente geodésico. Hipersuperfícies que minimizam o volume. Invariante
de Yamabe. Teorema de Gauss-Bonnet-Chern.



ABSTRACT

This work extends Mendes’ Theorem [25] to higher dimensions and to the setting of Riemannian
manifolds with boundary. First, we establish an inequality analogous to Mendes’ result for the
volume of closed locally conformally flat hypersurfaces that minimize volume in 7-dimensional
Riemannian manifolds with positive scalar curvature and nonnegative Ricci curvature. Moreover,
we prove that in the equality case, the hypersurface is isometric to the 6-dimensional sphere,
while the ambient manifold is isometric to a product of the form (−ε, ε) × S6. Additionally,
we extend these results to free-boundary, totally geodesic hypersurfaces immersed in 5- or
7-dimensional manifolds with nonempty boundary and nonnegative mean curvature on the
boundary. In these cases, we obtain analogous inequalities and show that, in the equality case,
the hypersurface is isometric to the 4- or 6-dimensional hemisphere, while the ambient manifold
is isometric to a product of the form (−ε, ε)× S4

+ or (−ε, ε)× S6
+.

Keywords: Scalar curvature. Four- and six-dimensional hypersurfaces. Hypersurfaces with free
boundary and totally geodesic boundary. Volume-minimizing hypersurfaces. Yamabe invariant.
Gauss-Bonnet-Chern theorem.
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1 INTRODUÇÃO

Uma questão fundamental em geometria Riemanniana é compreender as relações entre

a curvatura escalar de uma variedade Riemanniana e seus demais invariantes geométricos. Em

particular, investiga-se a rigidez dos espaços modelo, ou seja, situações em que é impossível

aumentar a curvatura escalar de uma dada variedade sem modificar determinados invariantes

geométricos. Problemas de rigidez envolvendo a curvatura escalar são amplamente estudados,

pois possuem conexões com a teoria das superfícies mínimas e foram motivados, em grande

parte, pela teoria da relatividade geral.

Nesse contexto, Schoen e Yau [34] analisaram variedades Riemannianas tridimensionais

(M3, g) com curvatura escalar positiva e estabeleceram relações entre essa curvatura e a topologia

das superfícies mínimas estáveis em M . Utilizando a segunda variação da área, a equação de

Gauss e o Teorema de Gauss-Bonnet, eles demonstraram resultados fundamentais que serviram

de base para o desenvolvimento de diversos teoremas de rigidez aplicados a superfícies fechadas

que minimizam a área em 3-variedades.

Motivados por questões relacionadas à topologia dos buracos negros, Cai e Galloway [9]

provaram o seguinte resultado

Teorema 1.1 (Cai e Galloway, 1998) Se uma 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar

não negativa contém um toro bidimensional mergulhado, dois lados e que minimiza localmente

a área, então a métrica é plana em alguma vizinhança do toro.

Entre os avanços nessa área, destaca-se um resultado de Cai [8], que mostrou uma

decomposição local de uma variedade n-dimensional, n > 3, com curvatura escalar não negativa

contendo uma hipersuperfície de dois lados que minimiza o volume localmente e não admite

uma métrica de curvatura escalar positiva.

Nos últimos anos, resultados semelhantes foram estabelecidos para superfícies fechadas,

sob diferentes hipóteses sobre a curvatura escalar. Bray, Brendle e Neves [5] estudaram esferas

que minimizam a área em uma variedade compacta:

Teorema 1.2 (Bray, Brendle e Neves, 2010) Seja (M3, g) uma variedade Riemannina tridi-

mensional com curvatura escalar Rg ≥ 2. Se Σ2 é uma esfera mergulhada que minimiza

localmente a área, então a área de Σ é menor ou igual a 4π. Além disso, se a igualdade ocorre,

então Σ, com a métrica induzida, possui curvatura de Gauss constante igual a 1 e existe uma

vizinhança de Σ em M que é isométrica a (−ϵ, ϵ)× Σ, ϵ > 0, com a métrica produto dt2 + gΣ.
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Em dimensão n ≥ 3, não é difícil construir variedades Mn com curvatura escalar

RM ≥ λn > 0, para alguma constante λn dependendo apenas de n, e volume arbitrariamente

grande. Veja os exemplos a seguir

Exemplo 1.1 Seja Mn
r = Sn−1 × S1(r), onde Sn−1 ⊂ Rn é a esfera unitária canônica e

S1(r) ⊂ R2 é o círculo de raio r > 0. Claramente, temosRMr = (n−1)(n−2) e Vol(Mr) → ∞

quando r → ∞. No entanto, essas variedades não são difeomorfas a Sn.

Exemplo 1.2 No caso esférico, Gromov e Lawson [19] desenvolveram um método que permite

construir métricas emMn = Sn com curvatura escalarRM ≥ n(n−1) e volume arbitrariamente

grande, se n ≥ 3.

Esses exemplos mostram que uma desigualdade análoga à de Bray, Brendle e Neves em

[5], em geral, não é verdadeira para n ≥ 3. O trabalho de Nunes [29] estende o resultado de Bray,

Brendle e Neves para o contexto de superfícies Σ fechadas, com gênero g(Σ) ≥ 2, mergulhadas

em uma variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

negativa.

Teorema 1.3 (Nunes, 2013) Seja (M3, g) uma variedade tridimensional com curvatura escalar

Rg ≥ −2. Se Σ2 é uma superfície compacta, mergulhada, de dois lados, com gênero g(Σ) ≥ 2

e que minimiza localmente a área, então a área de Σ é maior ou igual a 4π(g(Σ)− 1). Além

disso, se a igualdade ocorre, então Σ, com a métrica induzida gΣ, possui curvatura de Gauss

constante igual a −1 e existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a (−ϵ, ϵ)× Σ, ϵ > 0,

com a métrica produto dt2 + gΣ.

Moraru [27] estendeu o teorema de Nunes para o caso de hipersuperfícies Σ fechadas

de dimensão n ≥ 3. Antes disso, Moraru e Micallef [26], forneceram uma prova unificada dos

resultados de [5], [9] e [29]. Os autores Chodosh et al. [12] mostraram que uma 3-variedade

Riemanniana com curvatura escalar não negativa é plana se contém um cilindro minimizante de

área.

Ainda nesse contexto, Mendes [25] demonstrou o seguinte resultado

Teorema 1.4 (Mendes, 2019) Seja (M5, g) uma variedade Riemannina com curvatura escalar

R satisfazendo infM R > 0 e curvatura de Ricci não negativa, RicM ≥ 0. Suponha que (Σ4, gΣ)

é uma hipersuperfície fechada, com dois lados, imersa em M tal que Σ minimiza o volume
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localmente. Então, o volume de Σ satisfaz

|Σ|
(
infM R

12

)2

≤ |S4|+ 1

12

∫
Σ

||E||2dσ (1)

onde E é o tensor de Ricci sem traço de Σ e |Σ| representa o volume da hipersuperfície Σ. Além

disso, se a igualdade ocorre, então (Σ4, gΣ) é isométrica a (S4, gcan) e em uma vizinhança de Σ,

(M, g) é isométrica a ((−ε, ε)× S4, dt2 + gcan), a menos de uma mudança de escala.

O teorema acima estende o resultado de Barros et al. [4], onde Σ4 é uma hipersuperfície

Einstein. Nesse caso, a desigualdade (1) aparece sem o último termo. Em 2021, H. Deng [13]

analisou o caso n > 4 com Σ4 sendo Einstein.

Nesta tese, estendemos o resultado obtido por Mendes para variedades Riemannianas

(M, g) de dimensão sete. Inspirados na abordagem desenvolvida por Mendes, empregamos a

desigualdade de Hölder e o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern, assumindo que Σ seja localmente

conformemente plana. Adicionalmente, aplicamos o Teorema 2.3 de Gursky para estabelecer

uma desigualdade análoga àquela apresentada em (1). No caso de igualdade, recorremos a uma

técnica introduzida por Raulot [32], que nos permite demonstrar que Σ é isométrica à esfera

canônica de dimensão seis. Com base nesses desenvolvimentos, no Capítulo 3 apresentamos o

seguinte resultado principal:

Teorema 1.5 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar infM R > 0,

RicM ≥ 0 e seja (Σ6, gΣ) uma hipersuperfície localmente conformemente plana, com dois lados,

compacta imersa em M , que é localmente minimizante de volume. Então

|Σ|
(
infM R

30

)3

≤ |S6|+ 1

302

∫
Σ

RΣ||E||2dσ, (2)

onde E = Ric − R
6
g, representa o tensor de Ricci sem traço. Além disso, se a igualdade

ocorre, então (Σ6, gΣ) é isométrica a (S6, gcan) e em uma vizinhança de Σ, (M, g) é isométrica

a ((−ε, ε)× S6, dt2 + gcan), a menos de uma escala.

Quando o volume de Σ atinge a igualdade no teorema acima, é possível construir, nas

proximidades de Σ, uma folheação de M por hipersuperfícies de curvatura média constante.

Essa abordagem tem sido amplamente utilizada por diversos autores, incluindo G. Huisken e

Shing-Tung Yau [21], e Hubert Bray [6]. A construção é realizada por meio do teorema da

função implícita, seguido da demonstração de que as folhas dessa folheação possuem volume

menor ou igual ao de Σ. Como Σ é minimizante de volume, conclui-se que cada folha também é

minimizante e que seu volume satisfaz a igualdade do teorema.
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No Capítulo 2, apresentamos definições e resultados fundamentais para o desenvolvi-

mento deste trabalho, além de estabelecer as notações utilizadas, garantindo maior clareza e preci-

são na exposição. Entre esses resultados, destacamos uma consequência da Proposição de Obata

[30] para o caso de hemisférios (Sn
+, gcan). Em particular, demonstramos que, se (M, g) é uma

variedade Riemanniana com bordo totalmente geodésico, satisfazendo Y(M, [g]) = Y(Sn
+, [gcan])

e possuindo curvatura escalar constante, então (Mn, g) é isométrica ao hemisfério (Sn
+, gcan), a

menos de uma mudança de escala.

Além disso, ainda no Capítulo 2, estabelecemos um Lema essencial para nossas demons-

trações. Em resumo, mostramos que, se Σn−1, com n ≥ 3, é uma hipersuperfície localmente

minimizante de volume, com bordo livre e totalmente geodésico, com dois lados e imersa em

uma variedade Riemanniana (Mn, g) de curvatura escalar positiva e curvatura média do bordo

não negativa, então a curvatura escalar de Σ, em uma métrica conforme à métrica induzida, é

positiva, e a curvatura média do bordo de Σ é não negativa nessa métrica conforme.

No Capítulo 4, investigamos a rigidez de hipersuperfícies com bordo. Como um primeiro

exemplo dentro desse contexto, citamos um resultado de Ambrozio [1], que estabeleceu a

seguinte propriedade para uma superfície com bordo livre que minimiza a área em uma variedade

tridimensional.

Teorema 1.6 (Ambrozio, 2015) SejaM uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo

médio convexo ∂M e curvatura escalar RM limitada inferiormente. Se Σ ⊂M é uma superfície

com bordo livre, propriamente mergulhada, com dois lados e minimizante de área, então

1

2
inf RM |Σ|+ infH∂M |∂Σ| ≤ 2πχ(Σ),

onde |Σ| e |∂Σ| denotam, respectivamente, a área e o comprimento do bordo de Σ na métrica

induzida e H∂M denota a curvatura média de ∂M .

Assuma que a igualdade vale e que uma das seguintes hipóteses ocorre:

(i) Cada componente de ∂Σ é localmente minimizante de comprimento em ∂M ou;

(ii) infH∂M = 0.

Então, existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ϵ, ϵ)× Σ, dt2 + g), onde (Σ, g)

tem curvatura de Gauss constante igual a 1
2
inf RM e ∂Σ tem curvatura geodésica constante

igual a infM H∂M em Σ.

Em 2020, A. Barros e C. Cruz [3] estudaram o contexto de hipersuperfícies compactas

com bordo livre em variedades Riemannianas com bordo. A seguir Y(Σ, ∂Σ) denota o invariante
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de Yamabe para variedades com bordo. Para mais detalhes, consulte o Capítulo 2, seção 2.3

sobre o Problema de Yamabe.

Teorema 1.7 (Barros e Cruz, 2020) Seja Mn uma variedade Riemanniana (n ≥ 4) com bordo

médio convexo ∂M tal que a curvatura escalar RM é limitada inferiormente. Seja Σn−1 uma

hipersuperfície com bordo livre, compacta, com dois lados, propriamente mergulhada e que

minimiza localmente o volume.

(I) Se inf RM < 0 e Y(Σ, ∂Σ) < 0, então

|Σ| ≥
(
Y(Σ, ∂Σ)

inf RM

)n−1
2

. (3)

Além disso, se a igualdade é atingida, então uma vizinhança de Σ é isométrica ao produto

(−ε, ε)× Σ para algum ε > 0, com a métrica dt2 + g, onde g é a métrica induzida em Σ,

que é Einstein e tem curvatura escalar negativa (igual a inf RM ). Além disso, ∂Σ é uma

superfície mínima com respeito à métrica induzida.

(II) Se RM ≥ 0 e Y(Σ, ∂Σ) ≤ 0, então uma vizinhança de Σ é isométrica à métrica produto

dt2 + g em (−ε, ε) × Σ para algum ε > 0, onde g é a métrica induzida em Σ, que é

Ricci-plana, e ∂Σ é uma hipersuperfície mínima com respeito à métrica induzida.

A construção acima consiste na obtenção de uma família a um parâmetro de hipersuperfí-

cies com curvatura média constante e bordo livre, propriamente mergulhadas. Essa abordagem,

aliada à existência da solução do problema de Yamabe para variedades compactas com bordo,

garante que cada hipersuperfície nessa folheação possui o mesmo volume. Para esse fim, os

autores adaptaram uma técnica desenvolvida por Moraru [27].

Motivados por essa construção e com o objetivo de estender o resultado de Mendes para

o contexto com bordo, investigamos o caso em que (M, g) é uma variedade Riemanniana com

bordo não vazio e a hipersuperfície (Σ, gΣ) possui bordo livre. Nosso objetivo é estabelecer

uma nova desigualdade geométrica sob hipóteses adequadas, fornecendo um critério de rigidez

para essas hipersuperfícies. Mais precisamente, mostramos que, sob certas condições, vale uma

desigualdade análoga a (1) e, no caso de igualdade, provamos que a hipersuperfície (Σ, gΣ) é

isométrica ao hemisfério (S4
+, gcan).

Teorema 1.8 Seja (M5, g) uma variedade Riemanniana com bordo, com Ric M ≥ 0, curvatura

escalar positiva e curvatura média do bordo não negativa. Seja Σ4 uma hipersuperfície com
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bordo livre e totalmente geodésico, cuja característica de Euler satisfaça χ(Σ) ≤ 1, com dois

lados e imersa emM5, que minimiza localmente o volume. Então, temos a seguinte desigualdade:

|Σ|
(
infM R

12

)2

≤ |S4
+|+

1

12

∫
Σ

||E||2dσ.

Além disso, se a igualdade é atingida, então (Σ4, gΣ) é isométrica a (S4
+, gcan) e, em uma

vizinhança de Σ, a variedade (M, g) é isométrica a ((−ε, ε)× S4
+, dt

2 + gcan), a menos de um

escalonamento.

Dando continuidade ao nosso estudo, buscamos estender esse resultado para variedades

de dimensão superior. Em particular, investigamos o caso em que (M, g) é uma variedade

Riemanniana de dimensão sete e Σ é uma hipersuperfície com bordo livre. Mantendo as mesmas

hipóteses do teorema anterior, provamos uma desigualdade semelhante a (2).

Teorema 1.9 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com bordo, com RicM ≥ 0, infM R >

0 e H∂M ≥ 0. Seja Σ6 uma hipersuperfície com bordo livre e totalmente geodésico, cuja

característica de Euler satisfaça χ(Σ) ≤ 1, localmente conformemente plana, com dois lados,

imersa em M7, que minimiza localmente o volume. Então, temos a seguinte desigualdade:

|Σ|
(
infM R

30

)3

≤ |S6
+|+

1

302

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ +
1

303

∫
∂Σ

β2 ds,

onde B2 =
75

2

(
∂||E||2

∂N
+

4

5
E(N,∇R)

)
.

Além disso, se a igualdade é atingida, então (Σ6, gΣ) é isométrica a (S6
+, gcan) e, em uma

vizinhança de Σ, a variedade (M, g) é isométrica ao produto ((−ε, ε)×S6
+, dt

2+gcan), a menos

de um escalonamento.

Esses resultados não apenas estendem teoremas prévios para o caso com bordo, mas

também evidenciam a rigidez geométrica imposta por tais hipóteses. Além disso, demonstram

que, sob condições adequadas, a estrutura da hipersuperfície minimizante de volume é fortemente

restringida, levando à sua isometria com um hemisfério padrão.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentamos as definições fundamentais e fixamos as notações e termi-

nologias que serão utilizadas ao longo do texto. Em seguida, discutimos as hipersuperfícies com

bordo livre, introduzindo conceitos essenciais para os resultados desenvolvidos posteriormente.

Abordamos o problema de Yamabe para variedades Riemannianas (com ou sem bordo), ressal-

tando os aspectos centrais necessários para nosso estudo. Algumas provas são omitidas, mas

fornecemos as referências apropriadas para consulta.

Dedicamos uma seção ao Teorema de Gauss-Bonnet-Chern nas dimensões 4 e 6, des-

tacando sua relevância no contexto das variedades consideradas. Finalizamos com um Lema

sobre a curvatura escalar de métricas conformes, que desempenha um papel crucial em nossas

demonstrações.

2.1 CONCEITOS E NOTAÇÕES

O objetivo desta seção é fixar as notações e apresentar aos leitores alguns fatos básicos

sobre a geometria Riemanniana. Ao longo do texto (M, g) representa uma variedade Riemannina

de dimensão n. Para melhor compreensão das definições a seguir, consulte os livros de Petersen

[31] e do Carmo [14]. Nesta seção, admitimos que o bordo da variedade M, representado por

∂M, é vazio.

Seja X (M) o espaço dos campos vetoriais suaves em M e D(M) o anel das funções reais

de classe C∞ definidas em M.

Definição 2.1 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação ∇ :

X (M)×X (M) → X (M) indicada por (X,Y) → ∇XY e que satisfaz as propriedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ.

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY+∇XZ.

3. ∇X(fY) = f∇XY+X(f)Y, onde X,Y,Z ∈ X (M) e f, g ∈ D(M).

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana e temos uma conexão que satisfaz

1. ∇ é uma conexão afim simétrica, isto é,

∇XY −∇YX = [X,Y],

para todo X,Y ∈ X (M) e
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2. ∇Z g(X,Y) = g(∇ZX,Y) + g(X,∇ZY), onde g a métrica canônica em M n,

então dizemos que ∇ é uma conexão Riemanniana. A conexão Riemannina é unicamente

determinada pela métrica.

Teorema 2.1 Em uma variedade Riemannina (M, g) existe uma, e somente uma, conexão Rie-

manniana.

A conexão Riemanniana dada pelo Teorema acima também é chamada de conexão de Levi-Civita.

Para mais detalhes, vejas os livros citados no início desta seção. A conexão é incrivelmente

útil na generalização de muitos dos conceitos mais conhecidos, como Hessiano, Laplaciano e

Divergência.

Definição 2.2 O tensor de curvatura Riemanniana de M, denotado por R, é definido como

R(X,Y)Z = ∇X∇Y Z−∇Y∇XZ−∇[X,Y ]Z,

em que X,Y e Z são campos de vetores em X (M), ∇ é a conexão de Levi-Civita de M e [ , ] é o

colchete de Lie.

Usando a métrica g, podemos escrever o tensor de curvatura Riemannina como: R(X,Y,Z,W) =

g(R(X,Y)Z,W).

Definição 2.3 Se e1, . . . , en ∈ TpM é uma base ortonormal, a curvatura de Ricci é um traço de

R,

Ric (v, w) =
n∑

i=1

g(R(ei, v)w, ei) =
n∑

i=1

g(R(v, ei)ei, w).

Assim, Ric é uma forma bilinear simétrica. Também pode ser definida como um tensor simétrico:

o tensor de Ricci em um ponto p ∈ M na direção de v ∈ TpM, |v| = 1, é dado por

Ric p(v, v) =
n−1∑
i=1

R(v, ei, v, ei),

onde {v, e1, . . . , en−1} ⊂ TpM é uma base ortonormal. Se todos os autovalores de Ric (v) forem

maiores ou iguais a um certo k (ou ≤ k), podemos dizer que Ric (v) ≥ k (ou ≤ k). Se (M, g)

satisfaz Ric (v) = k · v, ou equivalentemente Ric (v, w) = k · g(v, w) então (M, g) é chamada

de variedade Einstein.

Definição 2.4 A curvatura escalar é definida como o traço do tensor de Ricci, isto é, a curvatura

escalar de M em p é definida por

RM =
n∑

i=1

Ric (ei, ei),
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onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM .

A seguir, seja Σn−1 ⊂ Mn uma hipersuperfície. A segunda forma fundamental A de Σ é dada

por

Ap(X,Y) = (∇XY)
⊥,

onde (.)⊥ representa a componente ortogonal ao espaço tangente a Σ com respeito a métrica g e

X,Y ∈ TpΣ. Ao longo do texto denotamos o volume de Σ na métrica induzida gΣ por |Σ|.

Definição 2.5 A curvatura média de Σ, HΣ, em um ponto p ∈ Σ com respeito a N, um campo

normal unitário ao longo de Σ, é dada por

HΣ(p) = −⟨
−→
HΣ(p),N(p)⟩,

onde
−→
HΣ(p) é o vetor curvatura média de Σ,

−→
HΣ(p) =

∑n−1
i=1 A(ei, ei), {e1, . . . , en−1} repre-

senta uma base ortonormal de TpΣ com respeito a métrica induzida e g = ⟨, ⟩.

Relacionamos a curvatura do ambiente M e da sua hipersuperfície Σ através da seguinte expressão

R(X,Y,Z,W) = RΣ(X,Y,Z,W)− ⟨A(X,W),A(Y,Z)⟩ − ⟨A(X,Z),A(Y,W)⟩,

onde X,Y,Z e W são campos vetoriais em Σ e RΣ representa a curvatura reimanniana de Σ.

Tomando sucessivos traços da relação acima, obtemos a equação de Gauss (contraída),

Ric M(N,N) =
1

2
(RM − RΣ +H2

Σ − ||A||2), (4)

em que RΣ é a curvatura escalar de Σ na métrica induzida por M.

Dizemos que uma hipersuperfície é mínima quando sua curvatura média é nula, isto

é, HΣ ≡ 0. Hipersuperfícies mínimas em uma variedade Riemanniana são pontos críticos do

problema variacional de miminização de volume.

Uma métrica g é localmente conformemente plana se, em torno de cada ponto, existe um

sistema de coordenadas no qual a métrica g é conforme à métrica Euclidiana. Isso é equivalente

a exigir que o tensor de Weyl W é identicamente zero, isto é, W = 0.

2.2 HIPERSUPERFÍCIES COM BORDO LIVRE

Nesta seção, seguimos a estrutura utilizada por Barros e Cruz [3] para apresentar as

definições e resultados principais, com eventuais ajustes de notação para compatibilidade com

o restante do trabalho. Seja (Mn, g) uma n-variedade Riemanniana com bordo ∂M não vazio e
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(Σn−1, gΣ) uma hipersuperfície compacta. A hipersuperfície Σ é dita propriamente imersa em M

quando existe uma imersão suave f : Σ → M, tal que, f(Σ)∩∂M = f(∂Σ). As hipersuperfícies

consideradas neste trabalho são propriamente imersas, portanto diremos apenas que Σ é uma

hipersuperfície em M.

A hipersuperfície Σ tem bordo livre se Σ intersecta o ∂M ortogonalmente ao longo de

∂Σ. A hipersuperfície Σ tem dois lados, se admite um campo vetorial normal unitário e suave N

definido globalmente em Σ.

Seja t → Σt, t ∈ (−ε, ε), uma variação de Σ em M. Mais precisamente, Σt é dada

por Σt = {f̃(t, x) : x ∈ Σ}, onde f̃ : (−ε, ε) × Σ → M é uma aplicação diferenciável para

t ∈ (−ε, ε) com velocidade inicial

X =
∂

∂t
f̃(t, x)

∣∣∣
t=0

e f̃(t, ·) : Σ → M é uma imersão, para todo t ∈ (−ε, ε), tal que f̃((−ε, ε)× ∂Σ) está contido

em ∂M e f̃(0, ·) = f .

A fórmula da primeira variação do volume é dada por

δΣ(φ) =
d

dt

∣∣∣
t=0

|Σt| =
∫
Σ

Hφdσ +

∫
∂Σ

⟨X, ν⟩dσ∂Σ, (5)

onde X é o campo variacional, φ = ⟨X,N⟩, ν é o conormal de ∂Σ que aponta para fora de Σ e

dσ e dσ∂Σ são o elemento de volume e de área de Σ e ∂Σ, respectivamente.

Por (5), Σ é o ponto crítico do funcional volume se, e somente se, Σ é mínima e tem

bordo livre. O operador

L = ∆Σ + Ric M(N,N) + ||A||2 (6)

é chamado de operador de Jacobi, ou operador de estabilidade e ∆Σ é o operador de Laplace-

Beltrami de (Σ, g) ou simplesmente o Laplaciano.

A fórmula da segunda variação do volume, veja [3], é dada por

δ2Σ(φ, φ) =
d2

dt2
|Σt|

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

φLφdσ +

∫
∂Σ

(
∂φ

∂ν
− Π(N,N)φ

)
φdσ∂Σ, (7)

ou ainda,

δ2Σ(φ, φ) =

∫
Σ

[||∇Σφ||2 − (Ric M(N,N) + ||A||2)φ2]dσ −
∫
∂Σ

Π(N,N)φ2dσ∂Σ.

A partir da equação (7) podemos determinar a estabilidade de Σ.

Definição 2.6 Seja Σn−1 uma hipersuperfície mínima com dois lados. Dizemos que Σ é estável

se, e somente se,

δ2Σ(φ, φ) ≥ 0, (8)
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para todo φ ∈ C∞(Σ).

Uma hipersuperfície Σ compacta é minimizante de volume se ela possui o menor volume

entre todas as hipersuperfícies homotópicas a ela (ou ainda, tiver o menor volume entre todas as

hipersuperfícies propriamente imersas em uma vizinhança de Σ). Desta maneira, dizer que uma

hipersuperfície Σ é minimizante de volume implica dizer que Σ é mínima e estável.

2.3 O PROBLEMA DE YAMABE

O problema de Yamabe consiste em mostrar que qualquer métrica Riemanniana em uma

variedade fechada é conforme a uma métrica de curvatura escalar constante. Em 1960, Yamabe

[36] formulou a conjectura de que esse problema sempre teria solução. Posteriormente, em 1968,

Trudinger [35] confirmou a validade do resultado para o caso em que a curvatura escalar é não

positiva. Em 1976, Aubin [2] avançou no estudo do problema ao demonstrar sua solução para

variedades (Mn, g) com n ≥ 6, desde que não sejam conformemente planas. Finalmente, em

1984, Richard Schoen [33] resolveu o problema de Yamabe para os casos restantes.

Teorema 2.2 (Trudinger, Aubin, Schoen) Qualquer variedade Riemanniana compacta (Mn, g)

tem uma métrica conforme ḡ = u4/(n−2)g, u > 0, de curvatura escalar constante.

Vamos apresentar algumas definições relevantes. Seja (Mn, g) uma variedade suave

fechada (compacta sem bordo). O funcional de Hilbert-Einstein E atribui a cada métrica Rieman-

niana g em M um número real da seguinte forma:

E(g) =
∫
M
RgdVg(∫

M
dVg

)n−2
n

,

onde Rg é a curvatura escalar de (M, g).

Definição 2.7 O invariante de Yamabe de (M, g) é o invariante conforme:

Y(M, [g]) = inf
ḡ∈[g]

E(ḡ),

onde [g] = {e2fg : f ∈ C∞(M)}.

A solução clássica do problema de Yamabe afirma que toda classe conforme [g] contém

métricas ḡ, as métricas de Yamabe, que realizam o mínimo, isto é

E(ḡ) = Y(M, [g]),
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e que possuem curvatura escalar constante

Rḡ = Y(M, [g])Vol (M, ḡ)−
2
n .

No caso bidimensional, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que Y(M, [g]) = 4πχ(M),

onde χ(M) é a característica de Euler de M. Em [22], Kobayashi afirma que Y(M, [g]) > 0 se, e

somente se, M admite uma métrica de curvatura escalar positiva. Além disso, sempre ocorre a

seguinte desigualdade

Lema 2.1 (Aubin, 1976) Se M é uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3, então

Y(M, [g]) ≤ Y(Sn, [gcan]). (9)

A igualdade em (9) ocorre se, e somente se, (M, g) é conformemente difeomorfa à esfera

(Sn, [gcan]), para detalhes sobre o Lema 2.1 veja [2], [23] e [25]. Ainda sobre a solução do

problema de Yamabe, em uma classe conforme ḡ, Gursky [20] provou o seguinte resultado

Teorema 2.3 (Gursky, 1994) Seja M uma variedade 4- ou 6-dimensional compacta que admite

uma métrica g localmente conformemente plana de curvatura escalar não negativa. Então

χ(M) ≤ 2. Além disso, χ(M) = 2 se, e somente se, (M, g) é conformemente equivalente a esfera

com sua métrica canônica, e χ(M) = 1 se, e somente se, (M, g) é conformemente equivalente

ao plano projetivo com sua métrica canônica.

Se ḡ = u
4

n−2 g é uma métrica conforme a métrica g, então a relação entre a curvatura

escalar da métrica g, Rg, e a curvatura escalar da métrica ḡ, Rḡ, é dada por

Rḡu
n+2
n−2 = Rgu−

4(n− 1)

n− 2
∆gu (10)

onde ∆g é o Laplaciono calculado com respeito a métrica g.

Apresentamos a seguir a Proposição de Obata [30], que será relevante para os desenvolvi-

mentos subsequentes:

Proposição 2.1 (Obata, 1971) Seja (Sn, g) uma n-esfera Euclidiana de raio 1, e ḡ outra métrica

Riemanniana em Sn conforme a g. Então ḡ tem curvatura escalar constante igual a n(n− 1) se,

e somente se, tem curvatura seccional constante igual a 1.

A demonstração do resultado acima decorre do fato de que (Sn, ḡ) é uma variedade

Einstein e localmente conformemente plana. Como consequência, a métrica ḡ possui curvatura

seccional constante. Para os detalhes da demonstração consulte [30]. Como consequência da

Proposição 2.1, destacamos as seguintes afirmações:
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• Se o invariante de Yamabe Y(Mn, [g]) coincide com o invariante de Yamabe da esfera

padrão, ou seja,

Y(Mn, [g]) = Y(Sn, [gcan]),

então a métrica g pertence à mesma classe conforme que a métrica canônica gcan. Portanto

(M, g) é conformemente equivalente a esfera padrão (Sn, gcan).

• Se a métrica g possui curvatura escalar constante, então, pela Proposição 2.1, g também

possui curvatura seccional constante.

• As únicas métricas de curvatura seccional constante na esfera Sn são aquelas conforme-

mente equivalentes à métrica canônica da esfera, a menos de um escalonamento.

• Consequentemente, a variedade Riemanniana (Mn, g) é isométrica à esfera padrão (Sn, gcan),

a menos de um escalonamento. Reunimos as afirmações na Proposição a seguir:

Proposição 2.2 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo, de dimensão

n, tal que o invariante de Yamabe satisfaz

Y(M, [g]) = Y(Sn, [gcan])

e a métrica g tem curvatura escalar constante. Então, (Mn, g) é isométrica à esfera (Sn, gcan), a

menos de um escalonamento.

Quando (Mn, g) é uma variedade Riemanniana com bordo ∂M não vazio, n ≥ 3, J. F.

Escobar encontrou uma solução afirmativa para quase todos os casos do problema de Yamabe.

Existem duas maneiras naturais de estender o problema de Yamabe para variedades com bordo:

(i) Encontrar uma métrica ḡ na classe conforme de g tal que Rg é constante e H∂M = 0.

(ii) Encontrar uma métrica ḡ na classe conforme de g tal que Rg = 0 e H∂M é constante.

Neste trabalho, focamos no problema (i). Os dois problemas foram estudados por Escobar em

[17], [16] e [18], e em seguida por outros autores, como por exemplo Marques [24] para o

problema (ii) e Brendle e Chen [7] para o problema (i).

A solução do problema (i) é equivalente à existência de um ponto crítico do funcional de

Yamabe, que definimos a seguir, com base em [3]. Para (a, b) ∈ R× R− {(0, 0)},

Qa,b
g (u) =

∫
M

(
4(n−1)
n−2

|∇u|2g +Rgu
2
)
dσ + 2

∫
∂M

H∂Mu
2dσ∂M(

a
(∫

M
u

2(n−2)
n−3 dσ

)
+ b

(∫
∂M
u

2(n−2)
n−3 dσ∂M

)n−1
n−2

)n−3
n−1

, (11)
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Aqui, Rg denota a curvatura escalar de g, H∂M denota a curvatura média do bordo ∂M e u é uma

função suave positiva em M satisfazendo o problema abaixo:
∆gu−

n− 3

4(n− 2)
Rgu+

n− 3

4(n− 2)
Cu

n+1
n−3 = 0 em M,

∂u

∂η
+

n− 3

2(n− 2)
H∂Mu = 0 em ∂M,

onde η é o vetor normal que aponta para fora de ∂M.

A constante de Yamabe é definida por

Qa,b
g (M, ∂M) = inf

u∈C∞(M,R+)
Qa,b

g (u),

para (a, b) ∈ {(0, 1), (1, 0)}, que é invariante sob mudança conforme da métrica g para (a, b) ∈

{(0, 1), (1, 0)}, veja Escobar [17] e [18], e satisfaz

−∞ ≤ Q1,0
g (M, ∂M) ≤ Q1,0

g (Sn
+, ∂Sn

+),

onde Q1,0
g (Sn

+, ∂Sn
+) denota o invariante de Yamabe do hemisfério Sn

+ munido com a métrica

canônica, e

−∞ ≤ Q0,1
g (M, ∂M) ≤ Q0,1

g (Bn, ∂Bn),

onde Bn é a bola unitária em Rn munida com a métrica usual.

Denote por [g] e C(M) a classe conforme de g e o espaço de todas as classes conformes

em M, respectivamente. Podemos então definir o invariante de Yamabe de uma variedade

compacta M com bordo ∂M tomando o supremo das constantes de Yamabe sobre todas as classes

conformes

Ya,b(M, ∂M) = sup
[g]∈C(M)

inf
u>0

Qa,b
g (u). (12)

Ao longo do texto, utilizamos o invariante de Yamabe Y1,0(M, ∂M), que, para fins de

simplicidade, denotaremos por Y(M, ∂M) neste trabalho.

Seja ḡ = u
4

n−2 g uma métrica conforme a métrica g. A relação entre a curvatura média do

bordo de M, ∂M, com respeito a métrica g e a métrica ḡ, é dada pela equação

Hḡu
n

n−2 = H∂Mu+
2

n− 2

∂u

∂η
(13)

onde
∂

∂η
é a derivada normal externa calculada em relação a métrica g.

A Proposição 2.2 estabelece que uma variedade compacta sem bordo, com curvatura

escalar constante e invariante de Yamabe igual ao da esfera padrão, deve ser isométrica a esta
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última, a menos de um escalonamento. Essa ideia pode ser estendida para o caso em que a

variedade possui bordo totalmente geodésico.

Nesse contexto, a Proposição 2.2 pode ser reformulada considerando o hemisfério Sn
+.

Na verdade, essa afirmação decorre da combinação de dois teoremas de Escobar [15].

Teorema 2.4 (Escobar, 1990) Seja (M̃n, g0) uma variedade de Einstein e suponha que ∂M̃ seja

totalmente geodésico. Se g é uma métrica conforme a g0, com curvatura escalar constante e

bordo mínimo, então g é uma métrica Einstein.

Teorema 2.5 (Escobar, 1990) Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo.

Suponha que exista uma função não constante ϕ satisfazendo
ϕij + kϕ(g0)ij = 0, on M,

∂ϕ

∂η
= 0, on ∂M.

onde k =
Rg

n(n− 1)
> 0. Então, (Mn, g) é isométrica a (Sn

+(
√
k), gcan).

Para mais detalhes veja os Teoremas 4.1 e 4.2 de [15]. Agora, apresentamos a seguinte

Proposição, que adapta o caso da Proposição 2.2 para o contexto do hemisfério

Proposição 2.3 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n, com bordo

totalmente geodésico, e suponha que o invariante de Yamabe satisfaz

Y(M, [g]) = Y(Sn
+, [gcan]).

Se, além disso, a métrica g possui curvatura escalar constante igual a n(n− 1), então (Mn, g)

é isométrica ao hemisfério (Sn
+, gcan), a menos de um escalonamento.

Demonstração: O hemisfério (Sn
+, gcan) é uma variedade Einstein com bordo totalmente geodé-

sico. Além disso, qualquer métrica conforme à métrica canônica gcan, que tenha curvatura escalar

constante e bordo mínimo, também é uma métrica Einstein. Portanto, (M, g), conforme definido

na Proposição 2.3, é uma variedade Einstein. Esse resultado segue diretamente do Teorema 2.4,

considerando que (M̃n, g0) = (Sn
+, gcan).

De fato, como o invariante de Yamabe satisfaz Y(M, [g]) = Y(Sn
+, [gcan]), concluímos

que g é conforme a gcan, isto é, a métrica g pode ser escrita como g = u
4

n−2 gcan. Além disso,

(M, g) possui bordo mínimo, pois seu bordo é totalmente geodésico por hipótese.
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Seja {e1, . . . , en} um referencial ortonormal, tal que en = η é o campo vetorial normal

unitário exterior em ∂M . Seja X = ∇v = Xiei, onde v = u−
2

(n−2) . De acordo com a demonstra-

ção do Teorema 2.4 (Teorema 4.1 de [15]), no caso em que as curvaturas escalares Rg e Rgcan são

positivas e as métricas g e gcan são métricas Einstein, existe uma função ϕ = divX que satisfaz
ϕij + kϕ(gcan)ij = 0, on M,

∂ϕ

∂η
= 0, on ∂M.

onde k =
n(n− 1)

n(n− 1)
= 1. Portanto, o resultado segue pelo Teorema 2.5, assim (Mn, g) é

isométrica a (Sn
+, gcan)

Q.E.D.

2.4 O TEOREMA DE GAUSS-BONNET-CHERN

O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern estende o clássico Teorema de Gauss-Bonnet para

variedades Riemannianas de dimensões superiores, conforme demonstrado por Shiing-Shen

Chern (veja [10] e [11]). Esse resultado estabelece uma conexão fundamental entre as proprieda-

des topológicas de uma variedade e sua curvatura. Neste trabalho, concentramos nossa atenção

nos casos de dimensão par, mais especificamente nas dimensões quatro e seis.

O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para a característica de Euler χ(M), quando (Mn, g)

é uma variedade Riemanniana com o bordo ∂M não vazio, é a seguinte:

(i) quando n = 4,

192π2χ(M) = 6

∫
M

||W||2dVg +

∫
M

R2dVg − 12

∫
M

||E||2dVg + 48

∫
∂M

Bds, (14)

onde

B = 3RH− 6Ric M(N,N)H− 6RmγαγβΠ
αβ + 2H3 − 6H||Π||2 + 4tr (Π3),

E é o tensor de Ricci sem traço, Rm é o tensor de curvatura de Riemann de M, W

representa o tensor de Weyl e Π é a segunda forma fundamental de ∂M. O termo tr (Π3) é

definido por ΠαβΠβγΠγα.

(ii) quando n = 6 e M é localmente conformemente plana com bordo totalmente geodésico,

384π3χ(M) =
2

75

∫
M

R3dVg +
3

2

∫
M

Tr(E3)dVg −
3

5

∫
M

R||E||2dVg. (15)
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O bordo de ∂M é chamado de umbílico se Παβ = µ(x)gαβ . Chamamos ∂M de totalmente

geodésico quando sua segunda forma fundamental é identicamente nula. Evidentemente, se ∂M

é totalmente geodésico, então ele também é totalmente umbílico e mínimo. Além disso, nesse

caso, o termo da integral de B sobre o bordo de M se anula, uma vez que a segunda forma

fundamental é zero e o bordo é mínimo.

Podemos reformular (15) com base no seguinte Lema, estabelecido por Gursky (Lema

1.3, [20])

Lema 2.2 (Gursky, 1994) Seja (M, g) uma variedade n-dimensional (n ≥ 3) localmente con-

formemente plana. SeEij representa as componentes do tensor de Ricci sem traço em um sistema

de coordenadas locais, então

∆Eij = −1

2

(
n− 2

n− 1

)
∇i∇jR− 1

2n

(
n− 2

n− 1

)
(∆R)gij

+
1

n− 2
||E||2gij −

n

n− 2
EiαEjβg

αβ − 1

n− 1
REij.

(16)

Agora, com o objetivo de obter uma expressão para o termo
∫
M

Tr(E3), multiplicamos

ambos os lados da equação (16) por gikgjlEkl e integramos sobre M:

∫
M

gikgjlEkl∆Eijdv = −
∫
M

gikgjlEkl

(
1

2

(
n− 2

n− 1

)
∇i∇jR

)
dv

−
∫
M

gikgjlEkl

(
1

2n

(
n− 2

n− 1

)
(∆R)gij

)
dv

+

∫
M

gikgjlEkl

(
1

n− 2
||E||2gij

)
dv

−
∫
M

gikgjlEkl

(
n

n− 2
EiαEjβg

αβ

)
dv

−
∫
M

gikgjlEkl

(
1

n− 1
REij

)
dv. (17)

Primeiro, vamos calcular

I1 =

∫
M

gikgjlEkl∇i∇jRdv.

Reescrevendo com índices elevados,

I1 =

∫
M

Eij∇i∇jRdv.

Aplicamos a integração por partes, usando a identidade∫
M

Apq∇p∇qB dv = −
∫
M

(∇pA
pq)∇qB dv +

∫
∂M

Apq∇qBNp ds, (18)
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No nosso caso, ao tomarmos Apq = Eij e B = R, obtemos

I1 = −
∫
M

∇iEij∇jRdv +

∫
∂M

Eij∇jRNi ds.

Pela identidade de Bianchi∇iEij =
n−2
2n

∇jR, substituindo essa identidade na equação anterior,

I1 = −
∫
M

(
n− 2

2n
∇jR

)
∇jRdv +

∫
∂M

Eij∇jRNi ds,

ou seja, ∫
M

Eij∇i∇jRdv = −n− 2

2n

∫
M

||∇R||2 dv +
∫
∂M

E(N,∇R) ds.

Multiplicando pelo fator −1
2

(
n−2
n−1

)
, obtemos

−1

2

(
n− 2

n− 1

)∫
M

gikgjlEkl∇i∇jRdv =
(n− 2)2

4n(n− 1)

∫
M

||∇R||2dv

− 1

2

(
n− 2

n− 1

)∫
∂M

E(N,∇R)ds. (19)

Agora desejamos calcular

I2 =

∫
M

gikgjlEkl∆Eij dv.

Usamos a definição do Laplaciano

∆Eij = gpq∇p∇qEij,

substituindo isso na integral,

I2 =

∫
M

gikgjlEklg
pq∇p∇qEij dv.

Aplicamos integração por partes no termo Ekl∇p∇qEij . Para isso, usamos a identidade (18),

tomando Apq = gikgjlEkl e B = Eij , temos

I2 = −
∫
M

gikgjl(∇pEkl)(∇pEij) dv +

∫
∂M

gikgjlEkl∇pEijNp ds.

O primeiro termo pode ser escrito como −
∫
M
||∇E||2dv, onde ||∇E||2 = gikgjl(∇pEkl)(∇pEij).

Para o termo de bordo, observe que

∂||E||2

∂N
= 2gikgjlEkl∇pEijNp.

Assim, podemos reescrever o termo de bordo como∫
∂M

gikgjlEkl∇pEijNp ds =
1

2

∫
∂M

∂||E||2

∂N
ds.
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Portanto, ∫
M

gikgjlEkl∆Eij dv = −
∫
M

||∇E||2 dv + 1

2

∫
∂M

∂||E||2

∂N
ds. (20)

Em seguida, seja

I3 =

∫
M

gikgjlEklREij dv.

Podemos escrever

Eij =

(
Rij −

1

n
Rgij

)
.

Substituindo essa expressão para Eij e Ekl, temos

I3 =

∫
M

gikgjl
(
Rkl −

1

n
Rgkl

)
R

(
Rij −

1

n
Rgij

)
dv.

Expandindo o produto no integrando

I3 =

∫
M

(
RijRij −

1

n
RgijRij −

1

n
RRijgij +

1

n2
R2gijgij

)
dv,

usando gijgij = n, obtemos

I3 =

∫
M

(
RijRij −

2

n
RRijgij +

1

n
R2

)
Rdv.

Agora, como a norma ao quadrado do tensor E é dada por

||E||2 = gikgjlEijEkl = EijEij

e sabemos que

EijEij =

(
RijRij −

2

n
RRijgij +

1

n
R2

)
,

multiplicando por R, obtemos∫
M

gikgjlEklREijdv =

∫
M

R||E||2dv.

Assim,

− 1

n− 1

∫
M

gikgjlEklREijdv = − 1

n− 1

∫
M

R||E||2dv. (21)

Agora, vamos analisar o termo

I4 =

∫
M

gikgjlEkl

(
n

n− 2
EiαEjβg

αβ

)
dv.

Distribuímos os fatores dentro da integral

I4 =
n

n− 2

∫
M

gikgjlgαβEklEiαEjβdv.
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Assim,

I4 =
n

n− 2

∫
M

tr(E3)dv.

Logo ∫
M

gikgjlEkl

(
n

n− 2
EiαEjβg

αβ

)
dv =

n

n− 2

∫
M

tr(E3)dv. (22)

Seja agora

I5 =

∫
M

gikgjlEkl

(
1

2n

(
n− 2

n− 1

)
(∆R)gij

)
dv,

fatorando,
1

2n

(
n− 2

n− 1

)∫
M

gikgjlEkl(∆Rgij)dv,

como gjlgij = δli, podemos simplificar

1

2n

(
n− 2

n− 1

)∫
M

Ei
i(∆R)dv = 0,

pois Ei
i = 0. De fato, E é o tensor de Ricci sem traço, ou seja, ele satisfaz

Ei
i = gijEij = R− 1

n
Rgijgij = R−R = 0.

Portanto, o termo I5 desaparece. Agora seja

I6 =

∫
M

gikgjlEkl

(
1

n− 2
||E||2gij

)
dv.

Reescrevendo
1

n− 2

∫
M

gikgjlEkl||E||2gijdv.

Novamente, usando gjlgij = δli, obtemos

1

n− 2

∫
M

Ei
i||E||2dv = 0,

pois, como já vimos, Ei
i = 0, então o termo I6 também desaparece. Agora, unindo os resultados,

(19), (20), (21) e (22), obtemos de (17) a seguinte igualdade

n

n− 2

∫
M

Tr(E3)dv =

∫
M

||∇E||2 dv + (n− 2)2

4n(n− 1)

∫
M

||∇R||2dv − 1

n− 1

∫
M

R||E||2dv

− 1

2

∫
∂M

∂||E||2

∂N
ds− 1

2

(
n− 2

n− 1

)∫
∂M

E(N,∇R)ds

Portanto,∫
M

Tr(E3)dv =
n− 2

n

∫
M

||∇E||2 dv + (n− 2)3

4n2(n− 1)

∫
M

||∇R||2dv − n− 2

n(n− 1)

∫
M

R||E||2dv

− n− 2

2n

(∫
∂M

∂||E||2

∂N
ds+

(n− 2)

(n− 1)

∫
∂M

E(N,∇R)ds
)
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Para n = 6, temos∫
M

Tr(E3)dv =
2

3

∫
M

||∇E||2 dv + 4

45

∫
M

||∇R||2dv − 2

15

∫
M

R||E||2dv

− 1

3

(∫
∂M

∂||E||2

∂N
ds+

4

5

∫
∂M

E(N,∇R)ds
)
. (23)

Além disso, pela identidade de Bianchi contraída, a divergência do tensor de Ricci é dada por

∇iRij =
1

2
∇jR,

e podemos escrever a divergência de Eij

∇iEij = ∇iRij −
1

6
∇jR =

1

3
∇jR.

Por definição de norma e substituindo o que encontramos, temos

||∇E||2 = gij(∇iEij)(∇jEij) = gij
(
1

3
∇iR

)(
1

3
∇jR

)
=

1

9
gij∇iR∇jR =

1

9
||∇R||2

logo,

||∇E||2 = 1

9
||∇R||2. (24)

Substituindo (24) em (23), obtemos∫
M

Tr(E3) =
22

135

∫
M

||∇R||2dVg−
2

15

∫
M

R||E||2dVg−
1

3

(∫
∂M

∂||E||2

∂N
+

4

5
E(N,∇R)

)
ds,

Dessa maneira, (15) é igual a

384π3χ(M) =
2

75

∫
M

R3dVg +
11

45

∫
M

||∇R||2dVg −
4

5

∫
M

R||E||2dVg

− 1

2

(∫
∂M

∂||E||2

∂N
+

4

5
E(N,∇R)

)
ds (25)

Se a curvatura escalar de M é constante, Raulot [32] provou o seguinte lema:

Lema 2.3 (S. Raulot, 2012) Se (M6, g) é uma variedade localmente conformemente plana com

curvatura escalar constante e bordo totalmente geodésico, a fórmula de Chern-Gauss-Bonnet é

dada por:

384π3χ(M) =
2

75
R3Vol(M, g)− 4R

5

∫
M

||E||2dVg.

Seja (M, g) uma variedade fechada (isto é, compacta sem bordo) de dimensão n ≥ 3. O

Teorema de Gauss-Bonnet-Chern ou a fórmula de Gauss-Bonnet-Chern para a característica de

Euler χ(M) é a seguinte:
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(i) quando n = 4,

192π2χ(M) = 6

∫
M

||W||2dVg +

∫
M

R2dVg − 12

∫
M

||E||2dVg, (26)

onde W representa o tensor de Weyl, E := Ric − R
4
g representa o tensor de Ricci sem

traço e R é a curvatura escalar de M na métrica g;

(ii) quando n = 6 e M é localmente conformemente plana (i. é, W ≡ 0),

256π3χ(M) =
4

225

∫
M

R3dVg +

∫
M

Tr(E3)dVg −
2

5

∫
M

R||E||2dVg. (27)

Podemos escrever (27) de outra forma, utilizando o Lema 2.2. Tomando n = 6, multiplicando

ambos os lados de (16) por gikgjlEkl e integrando, obtemos (o mesmo resultado do caso anterior,

sem os termos de integral sobre o bordo)∫
M

Tr(E3)dv =
2

3

∫
M

||∇E||2 dv + 4

45

∫
M

||∇R||2dv − 2

15

∫
M

R||E||2dv. (28)

Dessa maneira, utilizando (24) em (28), e em seguida substituindo o resultado em (27), obtemos

384π3χ(M) =
2

75

∫
M

R3dVg +
11

45

∫
M

||∇R||2dVg −
4

5

∫
M

R||E||2dVg (29)

2.5 LEMA DA CURVATURA ESCALAR CONFORME

Apresentamos a seguir um Lema de fundamental importância para as demonstrações dos

próximos capítulos. Em essência, ele estabelece que, se Σn−1, com n ≥ 3, é uma hipersuperfície

localmente minimizante de volume, com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados e imersa

em uma variedade Riemanniana (Mn, g) de curvatura escalar positiva, Ric M não negativo e

bordo mínimo, então, em uma métrica conforme à métrica induzida, a curvatura escalar de Σ é

positiva e a curvatura média do bordo de Σ é nula.

No caso em que a hipersuperfície não possui bordo, o lema afirma que, se a curvatura

escalar da variedade M munida da métrica g é positiva e Ric M é não negativo, então a curvatura

escalar de qualquer hipersuperfície localmente minimizante de volume em M, quando munida

de uma métrica conforme à métrica induzida por g, também é positiva. A seguir, detalhamos

essas afirmações

Lema 2.4 Seja (Σn−1, gΣ), n ≥ 3, uma hipersuperfície com bordo livre e totalmente geodésico,

dois lados, imersa em uma variedade Riemannina (Mn, g) com curvatura escalar positiva,

RM > 0, Ric M ≥ 0 e bordo mínimo, tal que Σ é localmente minimizante de volume. Defina

ḡ = u
4

n−2 gΣ, onde u ∈ C∞(Σ). Então a curvatura escalar de (Σ, ḡ) é positiva, Rḡ > 0 e a

curvatura média de (∂Σ, ḡ) é nula, Hḡ = 0.
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Demonstração: A hipersuperfície Σ é por hipótese localmente minimizante de volume, então Σ

é estável e mínima. A segunda derivada do funcional volume (7) é dada por

δ2Σ(f, f) = −
∫
Σ

fLf dσ +

∫
∂Σ

(
∂f

∂ν
− Π(N,N)f

)
f dσ∂Σ,

onde Π é a segunda forma fundamental de ∂M em relação ao vetor normal unitário que aponta

para o interior de Σ. Pela condição de estabilidade, ver (8), para qualquer f ∈ C∞(Σ), temos∫
Σ

(Ric M(N,N) + ||A||2)f 2dσ +

∫
∂Σ

Π(N,N)f 2 dσ∂Σ ≤
∫
Σ

|∇f |2dσ. (30)

Por hipótese, Σ tem bordo livre, logo

Π(N,N) +H∂Σ = H∂M .

A hipersuperfície Σ tem bordo totalmente geodésico, então H∂Σ = 0. Além disso H∂M = 0,

pois ∂M é mínimo. Portanto, Π(N,N) = 0. Dessa forma, tomando f = 1 em (30), obtemos∫
Σ

(Ric M(N,N) + ||A||2)dσ ≤ 0.

Assim, como Ric M(N,N) ≥ 0 e ||A||2 ≥ 0, segue que Ric M(N,N) = 0 e ||A|| = 0 ao longo

de Σ. Concluímos, pela equação de Gauss (4)

Ric M(N,N) =
1

2
(RM − RΣ +H2

Σ − ||A||2),

que as curvaturas escalares de RgΣ e RM possuem o mesmo valor ao longo de Σ, isto é,

RgΣ = RM ao longo de Σ.

Considere o seguinte problema de fronteiraLu+ λu = 0 em Σ
∂u

∂ν
= 0 em ∂Σ,

(31)

onde λ é o primeiro autovalor e u ∈ C∞(Σ), u > 0, é a primeira autofunção do operador de

Jacobi

Lu = ∆gu+ Ric M(N,N)u+ ||A||2u, (32)

que, pela equação de Gauss (4), pode ser reescrito como

Lu = ∆gu+
1

2
(RM −RgΣ + ||A||2)u. (33)
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Assim, substituindo em (33) que RgΣ = RM , ||A||2 = 0 e Lu = −λu por (31), obtemos

∆gu = −λu. Por Yamabe [36], conforme indicado em (10), as curvaturas escalares de ḡ e gΣ

estão relacionadas por

Rḡu
n+2
n−2 = RgΣu−

4(n− 1)

n− 2
∆gu. (34)

Segue que

Rḡu
n+2
n−2 = RgΣu+

4(n− 1)

n− 2
λu > 0,

pois n ≥ 3, u > 0, λ ≥ 0 (pois Σ é estável), RgΣ = RM > 0. Portanto, Rḡ > 0.

E a relação entre as curvaturas médias do bordo de Σ com respeito as métricas ḡ e gΣ,

conforme indicado em (13), estão relacionadas por

Hḡu
n

n−2 = H∂Σu+
2

n− 2

∂u

∂ν
. (35)

Por outro lado, temos por (31) que
∂u

∂ν
= 0, logo

Hḡu
n

n−2 = H∂Σu = 0, (36)

pois a hipersuperfície Σ tem bordo totalmente geodésico. Assim,

Hḡ = 0.

Q.E.D.

Para o caso em que a hipersuperfície é fechada, escrevemos o lema da seguinte forma

Lema 2.5 Seja Σn−1, n ≥ 3, uma hipersuperfície fechada, dois lados, imersa em uma variedade

Riemannina (Mn, g) de curvatura escalar RM > 0 e RicM ≥ 0, tal que Σ é localmente

minimizante de volume. Seja gΣ a métrica Riemanniana em Σ induzida por M e defina uma

nova métrica ḡ = u
n−2
n+2 gΣ, onde u ∈ C∞(Σ). Então a curvatura escalar de (Σn−1, ḡ) é positiva,

isto é, Rḡ > 0.

Demonstração: A hipersuperfície é estável e mínima, pois é localmente minimizante de volume.

A condição de estabilidade nos garante que∫
Σ

(Ric M(N,N) + ||A||2)f 2 ≤
∫
Σ

|∇f |2.

Tomando f = 1 na expressão anterior, obtemos∫
Σ

(Ric M(N,N) + ||A||2) ≤ 0,
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e como Ric M ≥ 0, segue que Ric M(N,N) = 0 e ||A|| = 0 ao longo de Σ.

Fazendo as substituições ||A|| = 0 e Ric M(N,N) = 0 na equação de Gauss (4), dada

por

Ric M(N,N) =
1

2
(RM −RgΣ − ||A||2),

obtemos,

RgΣ = RM ao longo Σ.

As curvaturas escalares de gΣ e ḡ estão relacionadas por (34). Seja u ∈ C∞(Σ), u > 0, a

primeira autofunção do operador de estabilidade (32), associada ao primeiro autovalor λ. Ou

seja, u satisfaz a equação Lu+ λu = 0, onde L é o operador de Jacobi. Substituindo RgΣ = RM ,

||A||2 = 0 e Lu = −λu em (33), obtemos ∆gu = −λu. Portanto, utilizando a relação (34),

concluímos que

Rḡu
n+2
n−2 = RgΣ +

4(n− 1)

n− 2
λu > 0,

pois λ ≥ 0 (Σ é estável), n ≥ 3, u > 0 e RgΣ = RM > 0. Logo, Rḡ > 0.

Q.E.D.
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3 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFÍCIES FECHADAS

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão sete com curvatura escalar positiva

e curvatura de Ricci não negativa. Neste capítulo, mostramos que se Σ é uma hipersuperfície

localmente minimizante de volume, fechada, dois lados e imersa em M, então encontramos

uma desigualdade semelhante à de Mendes [25], veja (1). Além disso, no caso de igualdade,

mostramos que Σ é isométrica à esfera canônica de dimensão seis.

3.1 RESULTADOS

Seja M7 uma variedade Riemanniana com curvatura escalar positiva e curvatura de Ricci

não negativa. Sob as hipóteses do teorema a seguir, provamos que a curvatura escalar da hipersu-

perfície Σ coincide com a curvartura escalar de M ao longo de Σ, isto é, RM = RgΣ ao longo de Σ.

A partir dessa relação, utilizando a desigualdade de Hölder, o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern

e o Teorema de Gursky, obtemos a desigualdade principal.

No caso de igualdade, todas as desigualdades utilizadas na demonstração tornam-se igual-

dades, permitindo-nos derivar uma série de conclusões relevantes. Em particular, empregando o

lema da curvatura escalar conforme, Lema 2.5, a definição do invariante de Yamabe, o Teorema

de Gauss-Bonnet-Chern e a Proposição (2.2), chegamos a conclusão de que Σ é isométrica a S6.

A seguir, detalhamos essas ideias.

Teorema 3.1 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar positiva, Ric M ≥

0 e (Σ6, gΣ) uma hipersuperfície localmente conformemente plana, dois lados, compacta imersa

em M , que é localmente minimizante de volume. Então

|Σ|
(
infM R

30

)3

≤ |S6|+ 1

302

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ,

onde E = Ric − R
6
g, representa o tensor de Ricci sem traço. Além disso, se a igualdade

ocorre, então (Σ6, gΣ) é isométrica a (S6, gcan) e em uma vizinhança de Σ, (M, g) é isométrica

a ((−ε, ε)× S6, dt2 + gcan), a menos de uma mudança de escala.

Demonstração: A condição de estabilidade e a hipótese de que Ric M ≥ 0 nos garante que

Ric M(N,N) = 0 e ||A|| = 0 ao longo de Σ.

Logo, Σ é uma hipersuperfície totalmente geodésica. Pela equação de Gauss (4), concluímos que

RgΣ = RM ao longo Σ,
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para mais detalhes dessa afirmaçao, veja a seção 2.5, o início da demonstração do Lema 2.5.

A partir da desigualdade de Hölder

|Σ|(inf
M
R) ≤

∫
Σ

RgΣdσ ≤ |Σ|
2
3

(∫
Σ

R3
gΣ
dσ

) 1
3

,

deduzimos a relação

|Σ|(inf
M
R)3 ≤

∫
Σ

R3
gΣ
dσ. (37)

Assim, usando o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para 6-variedades localmente conformemente

planas (29), temos∫
Σ

R3
Σdσ = 263252π3χ(Σ) + 30

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ − 55

6

∫
Σ

||∇RgΣ||2dσ

≤ 263252π3χ(Σ) + 30

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ. (38)

Portanto, unindo (37) e (38), obtemos

|Σ|(inf
M
R)3 ≤ 263252π3χ(Σ) + 30

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ.

Como Σ é localmente conformemente plana e RgΣ > 0, então pelo Teorema 2.3, temos que

χ(Σ) ≤ 2, e portanto

|Σ|
(
infM R

30

)3

≤ 273252

303
π3 +

30

303

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ

= |S6|+ 1

302

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ, (39)

porque |S6| = 16

15
π3.

Se ocorre a igualdade em (39), a característica de Euler é igual a dois, o ínfimo da

curvatura escalar de M e a curvatura escalar de M são iguais ao longo de Σ, RM = infM R > 0 e

||∇RgΣ|| = 0, logo RgΣ é positiva e constante. Pelo Lema 2.5, como Σ possui curvatura escalar

positiva na métrica induzida gΣ então, Rḡ > 0, onde ḡ é uma métrica na classe conforme de gΣ.

Assim como Rḡ > 0 então Y[gΣ](Σ) > 0 (veja a seção 2.3).

Queremos provar que (Σ6, gΣ) é isométrica a (S6, gcan), a menos de um escalonamento.

Suponhamos que a igualdade ocorra em (39) e que (Σ6, gΣ) não seja conformemente isométrica

a (S6, gcan), por (9) temos que Y[gΣ](Σ
6) < Y[gcan](S6). Logo, o invariante de Yamabe de (Σ6, gΣ)

satisfaz:

0 < Y[gΣ](Σ) < Y[gcan](S6) = 30(16π3/15)
1
3 . (40)

Existe uma métrica g̃ conforme a gΣ tal que |Σ|g̃ = 1, então por definição do invariante de

Yamabe Rg̃ = Y[gΣ](Σ) e Rg̃ é constante.



41

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 6-variedades localmente conformemente

planas (29), temos que

384π3χ(Σ) =
2

75

∫
Σ

R3
g̃dσ − 4

5

∫
Σ

Rg̃||E||2dσ +
2

15

∫
Σ

||∇Rg̃||2dσ

=
2R3

g̃

75
Vol (Σ, g̃)− 4Rg̃

5

∫
Σ

||E||2dσ.

Logo,

384π3χ(Σ) ≤ 2

75
R3

Σ. (41)

Se (Σ6, gΣ) não é isométrica a (S6, gcan), então obtemos uma contradição de (40) e (41), pois

como χ(Σ) = 2, segue que

768π3 ≤ 2

75
Y[gΣ](Σ)

3 <
2

75
Y[gcan](S6)3 =

2

75
303(16π3/15) = 768π3.

Portanto, Y[gΣ](Σ
6) = Y[gcan](S6) e RgΣ é constante. Logo, pela Proposição 2.2, (Σ6, gΣ) é

isométrica a esfera (S6, gcan), a menos de um escalonamento.

Q.E.D.

3.2 RIGIDEZ LOCAL

Nas hipóteses do Teorema 3.1, no caso de igualdade em (39), desejamos mostrar que

em uma vizinhança de Σ, (M, g) é isométrica a ((−ε, ε) × S6, dt2 + gcan), a menos de um

escalonamento.

A prova da divisão local é realizada construindo uma folheação de M em torno de Σ por

hipersuperfícies com curvatura média constante. Esta técnica, que descrevemos a seguir para

completude da prova, foi utilizada por diversos autores, veja [4], [5], [25], [26] e [29].

Proposição 3.1 Se Σ atinge a igualdade em (39), então em uma vizinhança de Σ, (M, g) é

isométrica a ((−ε, ε)× Sn, dt2 + gcan), a menos de um escalonamento.

Demonstração: Nas hipóteses do nosso teorema, Σ é localmente minimizante de volume, o que

implica que H(0) = 0. Além disso, mostramos que Σ é isométrica à esfera padrão S6, a menos

de um escalonamento.

Considere a função suave w : (−ε, ε) × Σ → R, ε > 0, satisfazendo as seguintes

propriedades:

1. Para cada ponto x ∈ Σ, temos w(0, x) = 0,
∂w

∂t
(t, x)

∣∣∣
t=0

= 1 e
∫
Σ
(w(t, ·) − t)dσ =

0, ∀ x ∈ Σ e t ∈ (−ε, ε).
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2. Para cada t ∈ (−ε, ε), Σt = {expx(w(t, x)N(x)) ∈ M : x ∈ Σ} é uma hipersuperfície

fechada e imersa em M com curvatura média nula.

As condições Ric (N,N) = 0 e ∥A∥2 = 0 implicam que o operador de Jacobi associado a Σ é

igual a L = ∆Σ. A existência da função w é garantida pelo Teorema da Função Implícita, para

mais detalhes veja [29].

A função w(t, x) descreve a deformação da hipersuperfície Σ ao longo da direção normal

N(x) para gerar as hipersuperfícies Σt. A condição w(0, x) = 0, garante que, no instante

inicial (t = 0), a hipersuperfície Σt coincide com Σ. A condição ∂w
∂t
(t, x)

∣∣
t=0

= 1 garante

que a “velocidade” inicial da deformação ao longo do campo normal N(x) seja unitária e∫
Σ
(w(t, ·) − t)dσ = 0 garante que a deformação preserva o centro de massa de Σ, ou seja, a

deformação não desloca a hipersuperfície como um todo.

Vamos mostrar que |Σ0| = |Σt|, para cada t ∈ (−ε, ε), ε > 0, suficientemente pequeno.

Denote por H(t) a curvatura média de Σt. A função lapso ρt, definida por ρt = ⟨ ∂
∂t
, Nt⟩, satisfaz

a equação de Jacobi

H ′(t) = −∆tρt − (Ric (Nt, Nt) + ∥|At∥|2)ρt,

onde H ′(t) = ∂H
∂t

. Podemos assumir, diminuindo ε se necessário, que ρt > 0, ∀ t ∈ (−ε, ε),

pois ρ0 = 1 e Σ é compacta. Multiplicando a equação de Jacobi por 1
ρt

, integrando sobre Σt,

pelo teorema da divergência e como Ric ≥ 0 e ||A||2 ≥ 0, ∀ t ∈ (−ε, ε), obtemos

H ′(t)

∫
Σt

1

ρt
dσt ≤ −

∫
Σt

|∇tρt|2

ρ2t
dσt ≤ 0, (42)

Assim, como ρt > 0, H ′(t) ≤ 0, ∀ t ∈ (−ε, ε). A hipersuperfície Σ é mínima, então H(0) = 0,

logo H(t) ≤ 0 ≤ H(−t) ∀ [0, ε).

A fórmula da primeira variação do volume é, onde ρt > 0,

d

dt
|Σt| =

∫
Σt

H(t)ρtdσt.

Como H(0) = 0 e H(t) ≤ 0 ≤ H(−t), ∀ [0, ε), segue que da fórmula da primeira variação

que |Σt| ≤ |Σ0|, ∀t ∈ (−ε, ε). Por outro lado, como Σ é localmente minimizante de volume,

|Σt| ≥ |Σ0|, ∀t ∈ (−ε, ε). Portanto |Σt| = |Σ0|, ∀t ∈ (−ε, ε). Como consequência,
d

dt
|Σt| = 0

e H(t) = 0 para todo t ∈ (−ε, ε). Usando que H ′(t) = 0 em (42), concluímos que ρt é constante

em Σt e Σt é totalmente geodésica em M para cada t ∈ (−ε, ε).

Para mostrar que M tem estrutura de produto local em uma vizinhança de Σ, considere

o campo normal unitário Nt(x) ao longo da curva t 7→ G(t, x) = expx(w(t, x)N(x)). Usando
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coordenadas locais (x1, . . . , x6) em Σ, verificamos que

⟨∇∂tGNt, ∂iG⟩ = −⟨Nt, ∂t∂iG⟩ = −∂i⟨Nt, ∂tG⟩+ ⟨∇∂iGNt, ∂tG⟩ = −∂iρt = 0,

onde ∂i representa ∂
∂xi

e ∂t representa ∂
∂t

. Acima, usamos que ∇∂tGNt = 0, pois Σ é totalmente

geodésica e ⟨∇∂tGNt, Nt⟩ = 1
2
∂t⟨Nt, Nt⟩ = 0. Isso implica que Nt é paralelo ao longo da curva

t 7→ G(t, x).

Finalmente, a condição
∫
Σ
(w(t, ·) − t)dσ = 0 e o fato que ρt = ⟨∂tG,Nt⟩ = ∂tw é

constante em Σt, implicam

0 =
d

dt

∫
Σ

(w(t, ·)− t)dσ =

∫
Σ

(∂tw − 1)dσ = (∂tw − 1)|Σ|,

portanto, ∂tw(t, x) = 1 para todo (t, x) ∈ (−ε, ε) × Σ. Portanto, w(t, x) = t e a aplicação

G(t, x) = expx(tN(x)) define uma isometria entre (−ε, ε)× Σ e uma vizinhança de Σ em M .

Q.E.D.

Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.1, no caso de igualdade em (39), provamos que

o recobrimento Riemanniano de (M, g) é isométrico a (R × S6, dt2 + gcan), a menos de um

escalonamento.

A prova rigidez global, que escrevemos a seguir, é essencialmente a prova descrita por

Mendes [25], seguindo as ideias de [5].

Proposição 3.2 O mapa G : R×Σ →M definido por G(t, x) = expx(tN(x)) é uma isometria

local e um mapa de cobertura.

Demonstração: No caso de igualdade em (39) do Teorema 3.1, afirmamos que o mapa G :

R×Σ → M definido porG(t, x) = expx(tN(x)), é uma isometria local e um mapa de cobertura.

Vamos provar esta afirmação.

Seja I = {t ∈ R+ : G|(0,t)×Σ} uma isometria local. Pelos resultados anteriores I ̸= ∅ e Σ

é isometrica a S6, a menos de um escalonamento. Precisamos mostrar que I é fechado e aberto

em (0,∞). Primeiro, afirmamos que I é aberto. De fato, dado t ∈ I , Gt = G(t,Σ) é homotópico

a Σ em M , |Σt| = |Σ| e |E| = 0, pois G : {t} ×Σ → Σt é uma isometria local e Σt minimiza o

volume em sua classe de homotopia e atinge a igualdade em (39). Logo, existe δ > 0 tal que

G|(0,t+δ)×Σ é uma isometria local e I é aberto em (0,∞). Agora, vamos mostrar que I é fechado

em (0,∞). Suponha que tk ∈ I converge para t ∈ (0,∞), se t ≤ tk para algum k então t ∈ I

porque (0, t)×Σ ⊂ (0, tk)×Σ e G|(0,tk)×Σ é uma isometria. Por outro lado, se tk < t para todo
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k então ∪k(0, tk)× Σ = (0, t)× Σ, isto é, t ∈ I , porque G|(0,tk)×Σ é uma isometria local para

k. Portanto, I = (0,∞) e G|(0,∞)×Σ é uma isometria local. Da mesma maneira, mostra-se que

G|(−∞,0)×Σ é uma isometria local. Logo, G é uma isometria local e um mapa de cobertura.

Q.E.D.
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4 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFÍCIES COM BORDO LIVRE

Neste capítulo, apresentamos os resultados sobre hipersuperfícies com bordo livre. Assim

como no capítulo anterior, utilizamos a estabilidade da hipersuperfície, a equação de Gauss e o

Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para variedades com bordo de dimensão quatro e seis.

Com base no Teorema 4.1 de Escobar [17] e no Lema 2.3, Raulot [32] mostrou que se

(Mn, g) é uma variedade Riemanniana orientada compacta com bordo de dimensão n = 6 ou 4,

localmente conformalmente plana com bordo totalmente umbílico, χ(M) = 1 e Y [g](M) > 0,

então a variedade (Mn, g) é conformemente isométrica ao hemisfério (Sn
+, gcan). Seguindo

algumas das ideias de Raulot, mostramos a rigidez dos principais teoremas deste capítulo: o

Teorema 4.1 e o Teorema 4.2. Em todos os casos, supomos que a hipersuperfície possui o bordo

totalmente geodésico e usamos o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para este cenário, conforme

discutido em (14) e (25).

4.1 RESULTADOS

Os dois principais resultados desta seção estendem o Teorema 3.1 para o caso em

que a variedade Mn, n = 5 ou 7, possui bordo não vazio e curvatura média do bordo não

negativa. Além disso, assumimos que a hipersuperfície (Σ, gΣ) possui bordo livre e totalmente

geodésico. Encontramos uma desigualdade análoga ao caso fechado e, na ocorrência de igualdade,

concluímos que (Σ, gΣ) é isométrica ao hemisfério (S4
+, gcan), quando sua dimensão é 4, ou ao

hemisfério (S6
+, gcan), quando sua dimensão é 6.

Teorema 4.1 Seja (M5, g) uma variedade Riemannina com bordo, Ric M ≥ 0, com curvatura

escalar infM R > 0 e curvatura média do bordo não negativa, isto é, H∂M ≥ 0. Seja Σ4 uma

hipersuperfície com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados, imersa em M5, que minimiza

o volume locamente, tal que χ(Σ) ≤ 1. Então

|Σ|
(
infM R

12

)2

≤ |S4
+|+

1

12

∫
Σ

||E||2dσ.

Além disso, se a igualdade se mantem, então (Σ4, gΣ) é isométrica a (S4
+, gcan) e em uma

vizinhança de Σ, (M, g) é isométrica a ((−ε, ε)×S4
+, dt

2+ gcan), a menos de um escalonamento.

Demonstração: Sob nossas hipóteses, mostramos no início da demonstração do Lema 2.4 que

a curvatura escalar de Σ, denotada por RgΣ , coincide com a curvatura escalar de M , ou seja,

RgΣ = RM .
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De fato, como Σ tem bordo livre e totalmente geodésico e H∂M ≥ 0, então Π(N,N) ≥ 0.

Assim, a condição de estabilidade (8) se reduz à seguinte desigualdade∫
Σ

(Ric (N,N) + ||A||2)f 2dσ ≤
∫
Σ

|∇f |2dσ. (43)

Dessa forma, tomando f = 1 em (43), obtemos Ric (N,N) = 0 e ||A|| = 0 ao longo de Σ, pois

por hipótese Ric M ≥ 0. Pela equação de Gauss (4), segue que as curvaturas escalares de RgΣ e

RM possuem o mesmo valor ao longo de Σ. Para mais detalhes dessa afirmação, veja a primeira

parte da demonstração do Lema 2.4.

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para 4-variedades com bordo, veja (14),∫
Σ

R2dσ = 192π2χ(Σ)− 6

∫
Σ

||W ||2dσ + 12

∫
Σ

||E||2dσ − 48

∫
∂Σ

B dσ∂Σ, (44)

onde

B = 3RH− 6Ric M(N,N)H− 6RmγαγβΠ
αβ + 2H3 − 6H||Π||2 + 4tr (Π3),

e a desigualdade de Hölder,

|Σ|(inf
M
R)2 ≤

∫
Σ

R2
gΣ
dσ,

como Σ tem bordo totalmente geodésico e ||W ||2 ≥ 0, obtemos

|Σ|(inf
M
R)2 ≤ 192π2χ(Σ) + 12

∫
Σ

||E||2dσ.

Por hipótese, a característica de Euler satisfaz χ(Σ) ≤ 1. Substituindo essa condição na desi-

gualdade anterior, concluímos que

|Σ|
(
inf R

12

)2

≤ |S4
+|+

1

12

∫
Σ

||E||2dσ, (45)

pois, |S4
+| = 4

3
π2.

No caso em que ocorre a igualdade em (45), observe que todas as desigualdades conside-

radas tornam-se igualdades, logo χ(Σ) = 1 e ||W || = 0, assim Σ é localmente conformemente

plana. Além disso, pelo Lema (2.4), como RgΣ = RM = infM R > 0, temos que Rḡ > 0 e na

igualdade, Π(N,N) = 0, assim por (36), (Σ, ḡ) tem bordo mínimo, i. é, Hḡ = 0, onde ḡ é uma

métrica conforme a gΣ. Como a curvatura escalar Rḡ > 0 e a curvatura média Hḡ = 0 então

Y[gΣ](Σ, ∂Σ) > 0.

Suponhamos que ocorra a igualdade em (45) e que (Σ4, gΣ) não seja conformemente

isométrica a (S4
+, gcan), por [17] temos que Y[gΣ](Σ

4) < Y[gcan](S4
+), e o invariante de Yamabe de

(Σ4, gΣ) satisfaz:

0 < Y[gΣ](Σ) < Y[gcan](S4
+) = 12(4π2/3)

1
2 . (46)



47

Existe uma métrica g̃ conforme a gΣ tal que |Σ|g̃ = 1, então por definição do invariante de

Yamabe Rg̃ = Y[gΣ](Σ) > 0 e Rg̃ é constante.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 4-variedades localmente conformemente

planas com bordo, como a curvatura escalar é constante e Σ tem bordo totalmente geodésico,

temos

192π2χ(Σ) = R2
g̃|Σ|g̃ − 12

∫
Σ

||E||2dσ

e portanto,

192π2χ(Σ) ≤ R2
g̃.

Desse modo, como χ(Σ) = 1, obtemos por (46)

192π2 ≤ Y[gΣ](Σ)
2 < Y[gcan](S4

+)
2 = 122(4π2/3) = 192π2,

o que nos leva a uma contradição. Portanto, Y[gΣ](Σ
4) = Y[gcan](S4

+) e RgΣ é constante. Como

consequência da Proposição 2.3, (Σ4, gΣ) é isométrica ao hemisfério (S4
+, gcan).

Q.E.D.

Seguindo argumentos semelhantes ao caso anterior, agora consideramos a situação em

que a variedade ambiente M tem dimensão 7 e a hipersuperfície Σ tem dimensão 6. Mantemos hi-

póteses análogas às do Teorema 4.1, garantindo a estrutura necessária para estender os resultados

ao caso de dimensão superior. Com essa abordagem, obtemos o seguinte teorema

Teorema 4.2 Seja (M7, g) uma variedade Riemannina com bordo, Ric M ≥ 0, H∂M ≥ 0 e

curvatura escalar positiva. Seja Σ6 uma hipersuperfície com bordo livre e totalmente geodésico,

localmente conformemente plana, dois lados, imersa em M7, que minimiza o volume locamente,

tal que χ(Σ) ≤ 1. Então

|Σ|
(
infM R

30

)3

≤ |S6
+|+

1

302

∫
Σ

RgΣ||E||2dσ +
1

303

∫
∂Σ

B2 ds,

onde B2 =
75

2

(
∂||E||2

∂N
+

4

5
E(N,∇R)

)
.

Além disso, se a igualdade se mantem, então (Σ6, gΣ) é isométrica a (S6
+, gcan) e em uma

vizinhança de Σ, (M, g) é isométrica a ((−ε, ε)×S6
+, dt

2+gcan), a menos de um escalonamento.

Demonstração: As curvaturas escalares de (Σ, gΣ) e (M, g), possuem valores iguais ao longo

de Σ, isto é, RgΣ = RM ao longo de Σ (veja o início da demonstração do Lema 2.4).
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Usando a desigualdade de Hölder (37),

|Σ|(inf
M

R) ≤
∫
Σ

RΣ dσ ≤ |Σ|
2
3

(∫
Σ

R3
Σ dσ

) 1
3

,

isto é,

|Σ|(inf
M

R)3 ≤
∫
Σ

R3
Σ dσ, (47)

Em razão do Teorema de Gauss-Bonnet-Chern (25), temos∫
M

R3dVg = 263252π3χ(M)− 55

6

∫
M

||∇R||2dVg + 30

∫
M

R||E||2dVg +
∫
∂M

B2ds.

onde B2 =
75

2

(
∂||E||2

∂N
+

4

5
E(N,∇R)

)
, logo

|Σ|(inf
M
R)3 ≤ 263252π3χ(Σ)− 55

6

∫
Σ

||∇R||2dVg + 30

∫
Σ

R||E||2dVg +

∫
∂Σ

B2ds

≤ 263252π3χ(Σ) + 30

∫
Σ

R||E||2dVg +

∫
∂Σ

B2ds.

(48)

pois ||∇R||2 ≥ 0. Por hipótese, χ(Σ) ≤ 1, substituindo em (48), encontramos o resultado

desejado

|Σ|
(
inf R

30

)3

≤ |S6
+|+

1

302

∫
Σ

RΣ||E||2 +
1

303

∫
∂Σ

B2ds, (49)

visto que |S6
+| = 8

15
π3.

No caso em que ocorre a igualdade em (49), afirmamos que (Σ6, g) é isométrica a (S6
+, g).

Vamos provar esta afirmação por contradição. Em razão da igualdade em (47), RgΣ = RM =

infM R > 0 e RΣ é constante. Devido ao Lema (2.4), temos que Rḡ > 0 e Π(N,N) = 0 (na

igualdade) por (36), (Σ, ḡ) tem bordo mínimo, i. é, Hḡ = 0, onde ḡ é uma métrica conforme a

gΣ. Como a curvatura escalar Rḡ > 0 e a curvatura média Hḡ = 0 então Y[gΣ](Σ, ∂Σ) > 0.

Suponhamos que ocorra a igualdade em (49) e que (Σ6, gΣ) não seja conformemente

isométrica a (S6
+, gcan), por [17] temos que Y[gΣ](Σ

6) < Y[gcan](S6
+), e o invariante de Yamabe de

(Σ6, gΣ) satisfaz:

0 < Y[gΣ](Σ) < Y[gcan](S6
+) = 30(8π3/15)

1
3 . (50)

Existe uma métrica g̃ conforme a gΣ tal que |Σ|g̃ = 1, então por definição do invariante de

Yamabe Rg̃ = Y[gΣ](Σ) > 0 e Rg̃ é constante.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 6-variedades localmente conformemente

planas com bordo, como a curvatura escalar é constante e Σ tem bordo totalmente geodésico,

veja o Lema 2.3, temos

384π3χ(Σ) =
2

75
R3

g̃|Σ|g̃ −
4R

5

∫
Σ

||E||2dσ
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e portanto,

384π3χ(Σ) ≤ 2

75
R3

g̃.

Desse modo, como χ(Σ) = 1, obtemos por (50)

384π3 ≤ 2

75
Y[gΣ](Σ)

3 <
2

75
Y[gcan](S6

+)
3 =

2

75
303(8π3/15) = 384π3,

o que nos leva a uma contradição. Portanto, Y[gΣ](Σ
6) = Y[gcan](S6

+) e RgΣ é constante. Como

consequência da Proposição 2.3, (Σ6, gΣ) é isométrica ao hemisfério (S6
+, gcan).

Q.E.D.

4.2 RIGIDEZ LOCAL

Sob as mesmas hipóteses do Teorema 4.1, mostramos a seguir que, quando a igualdade

em (45) ocorre, em uma vizinhança de Σ4, (M5, g) é isométrica a ((−ε, ε)× S4
+, dt

2 + gcan), a

menos de um escalonamento. A demonstração sob as hipóteses do Teorema 4.2 é análoga.

Seguimos as ideias de Ambrozio [1] e Barros e Cruz [3]. Estes autores demonstraram

um resultado análogo para uma variedade Riemanniana M de dimensão n com bordo não vazio,

assumindo a existência de uma hipersuperfície com bordo livre propriamente mergulhada, sob as

condições de que H∂M e RM são limitados inferiormente.

Observe que, nas nossas hipóteses (Σ, gΣ) é isométrica a (S4
+, gcan) e em particular Σ é

Einstein. Uma hipersuperfície Σ com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados, Einstein na

métrica induzida, propriamente imersa em M , com RM = inf RM , Ric (N,N) se anula ao longo

de Σ, H∂M = infH∂M , ∀p ∈ ∂M , é chamada de hipersuperfície infinitesimalmente rígida.

Um exemplo de hipersuperfícies infinitesimalmente rígidas são faixas horizontais {r}×Σ

em uma variedade Riemanniana R× Σ munida da métrica produto, onde Σ é uma variedade de

Einstein com curvatura escalar constante e o bordo sendo uma hipersuperfície com curvatura

média constante.

Proposição 4.1 Se Σ atinge a igualdade em (45), então em uma vizinhança de Σ, (M, g) é

isométrica a ((−ε, ε)× S4
+, dt

2,+gcan), a menos de um escalonamento.

Demonstração: Nas hipóteses do Teorema 4.1, Σ é infinitesimalmente rígida, vamos provar que

existe um número real positivo ε e uma função suave w : (−ε, ε) × Σ → R, satisfazendo as

seguintes propriedades:

• Para cada ponto x ∈ Σ, temos w(0, x) = 0,
∂w

∂t
(t, x)

∣∣∣
t=0

= 1 e
∫
Σ
(w(t, ·) − t)dσ =

0, ∀ x ∈ Σ e t ∈ (−ε, ε).
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• Para cada t ∈ (−ε, ε), Σt = {φ(w(t, x), x) : x ∈ Σ} é uma hipersuperfície com bordo

livre e curvatura média constante.

Primeiro, seja Y um campo vetorial normal unitário em ∂M que coincide com o conormal

exterior ν de ∂Σ. Considere En = {u ∈ Cn,α(Σ);
∫
Σ
u dσ = 0} o espaço de Banach com

expoente de Hölder α ∈ (0, 1). Seja Z um campo vetorial em M que coincide com N em Σ

e Z(p) é tangente a ∂M para todo p ∈ ∂M. Seja φ = φ(t, x) o fluxo do campo Z. Escolha

β > 0, δ > 0 e u uma função real em uma bola aberta Bδ(0) = {u ∈ C2,α(Σ); ||u||2,α < δ} tal

que Σu = {φ(u(x), x), t);x ∈ Σ} define uma hipersuperfície propriamente mergulhada, para

todo (u, t) ∈ Bδ(0)× (−β, β).

A partir daqui, usamos o subscrito u para indicar as quantidade associadas a Σu, logo

Hu denotará a curvatura média de Σu, Nu denotará o campo vetorial normal unitário de Σu e Yu

denotará a restrição de Y a ∂Σu. Observe que Σ0 = Σ, H0 = 0, pois Σ é totalmente geodésica e

⟨N0, X0⟩ = 0, pois Σ tem bordo livre.

Dados β > 0 e δ > 0 pequenos, definimos o mapa Φ : (Bδ(0) ∩ E2) × (−β, β) →

E0 × C1,α(∂Σ) dado por

Φ(u, t) =

(
Hu+t −

1

|Σ|

∫
Σ

Hu+tdσ, ⟨Nu+t, Yu+t⟩
)
.

O mapa Φ está bem definido e Φ(0, 0) = (0, 0) porque Σ0 = Σ é mínimo e tem bordo

livre. Note que DΦ(0, 0) é um isomorfismo quando restrito a 0× E, pois, para cada v ∈ E2, o

mapa f : (−β, β)× Σ → M tal que f(·, t) = φ(tv(·), ·) ∈ M nos dá uma variação cujo vetor

variacional é
∂f

∂t

∣∣∣
t=0

= vZ = vN em Σ. Como Σ é infinitesimalmente rígida obtemos

DΦ(0,0)(0, v) =
dΦ

dt

∣∣∣
t=0

(0, tv) =

(
−∆Σv +

1

|Σ|

∫
∂Σ

∂v

∂ν
d∂Σ,−∂v

∂ν

)
.

Escolhendo ψ ∈ E0 e z ∈ C1,α(∂Σ) encontramos o seguinte∫
Σ

(
ψ +

1

|Σ|

∫
∂Σ

zd∂Σ

)
dσ =

∫
∂Σ

zd∂Σ,

isto implica que existe uma única função θ ∈ E2 que resolve o seguinte problema de fronteira de

Neumann ∆Σθ = ψ + 1
|Σ|

∫
∂Σ
z d∂Σ em Σ

∂θ

∂t
= −z em ∂Σ

para mais detalhes veja o Teorema 2.1 de Nardi [28]. Logo,DΦ(0,0)(0, θ) = (ψ, z), assimDΦ(0,0)

é um isomorfismo quando restrito a 0× E2.
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Portanto, pelo Teorema da Função Implícita, para algum ε pequeno, existe uma função

u(·, t) ∈ Bδ(0) ∩ E2, para t ∈ (−ε, ε) tal que u(x, 0) = 0 e Φ(u(t, x), t) = Φ(0, 0) =

(0, 0),∀t ∈ (−ε, ε). Assim, definindo w(x, t) = u(x, t) + t, para (x, t) ∈ Σ × (−ε, ε), temos

que todas as hipersuperfícies Σt+u(t) = {φ(t + u(x, t), x);x ∈ Σ} são hipersuperfícies com

bordo livre e curvatura constante. Por definição, w(x, 0) = u(x, 0) = 0 para todo x ∈ Σ e

w(·, t)− t = u(t) pertence a Bδ(0) ∩ E2 para todo t ∈ (−ε, ε).

Podemos construir uma variação G(x, t) = φ(x,w(x, t)) ∈M cujo vetor velocidade em

Σ é igual a (
∂w

∂t

∣∣∣
t=0

)
N.

Uma vez que para cada t temos(
Hw(·,t) −

1

|Σ|

∫
Σ

Hw(·,t)dσ, ⟨Nw(·,t), Yw(·,t)⟩
)

= Φ(t, u(t)) = (0, 0),

tomando a derivada em t = 0 concluímos que ∂w
∂t
|t=0 satisfaz o problema de Neumann homo-

gêneo. Além disso,
∫
Σ
(w(x, t) − t)dσ =

∫
Σ
u(t, x)dσ = 0 para todo t, tomando novamente a

derivada em t = 0, obtemos ∫
Σ

∂w

∂t
|t=0dσ = |Σ|.

Portanto, ∂w
∂t
|t=0 = 1.

Observe que G0(x) = φ(x, 0) = x,

∂G

∂t
(x, 0) =

∂w

∂t
|t=0N0(x) = N0(x), ∀x ∈ Σ0.

Assim, tomando um ε menor, se necessário, G parametriza uma folheação de M em torno de Σ0.

A partir daqui, usaremos o subscrito t para denotar as quantidades associadas a Σt =

Gt(Σ0). Queremos mostrar que |Σ| = |Σt|, para cada t ∈ (−ε, ε), ε > 0 suficientemente

pequeno.

A função lapso ρt dada por ⟨∂G
∂t
, Nt⟩, para cada t ∈ (−ε, ε), satisfaz

H ′(t) = −∆tρt − (Ric (Nt, Nt) + |At|2)ρt, em Σ (51)
∂ρt
∂νt

= Π(Nt, Nt)ρt no ∂Σ (52)

veja Ambrozio ([1], proposição 18) e Barros e Cruz ([3], Lema 1), onde H ′(t) = ∂H/∂t.

Como ρ0 = 1, ∂G
∂t
(x, 0) = N0(x) para todo x ∈ Σ. Podemos assumir que ρt > 0,

∀ t ∈ (−ε, ε). Multiplicando (51) por
1

ρt
e integrando sobre Σt

H ′(t)

∫
Σt

1

ρt
dσt = −

∫
Σt

∆tρt
ρt

dσt −
∫
Σt

(Ric (Nt, Nt) + |At|2)ρtdσt.
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Usando o teorema da divergência e (52)∫
Σt

∆tρt
ρt

dσt =

∫
Σt

|∇tρt|2

ρ2t
dσt +

∫
∂Σt

Π(Nt, Nt)dγt.

Dessa maneira, como Ric ≥ 0, Π ≥ 0

H ′(t)

∫
Σt

1

ρt
dσt = −

∫
Σt

∆tρt
ρt

dσt −
∫
Σt

(Ric (Nt, Nt) + |At|2)ρtdσt

≤ −
∫
Σt

|∇tρt|2

ρ2t
dσt −

∫
∂Σt

Π(Nt, Nt)d∂Σt

≤ 0,

Assim, H ′(t) ≤ 0, ∀t ∈ [0, ε), pois ρt > 0. Portanto, H(t) ≤ 0 ≤ H(−t) ∀ [0, ε). Por outro

lado, como cada Σt tem bordo livre, pela fórmula da primeira variação do volume (5),

d

dt
|Σt| =

∫
Σt

H(t)ρtdσt

e pelo fato de Σ ser localmente minimizante de volume, temos |Σt| = |Σ|, ∀t ∈ (−ε, ε). Dessa

forma, cada Σt é infinitesimalmente rígida.

Uma vez que a função de lapso satisfaz o problema de Neumann homogêneo, ela é

constante (como função de t) em cada t. A função u(t, x) = 0 enquanto o campo vetorial Nt

é paralelo para todo (t, x) ∈ (−ε, ε) × Σ e seu fluxo é dado pelo mapa exponencial, ou seja,

G(t, x) = expx(tN(x)),∀x ∈ Σ, que define uma isometria para cada t ∈ (−ε, ε). Portanto, a

métrica de (M, g) em uma vizinhaça de Σ pode ser escrita como a métrica produto d2t + gcan.

Q.E.D.
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5 Considerações Finais

Os resultados obtidos neste trabalho contribuem para uma melhor compreensão da rigidez

geométrica de hipersuperfícies que minimizam o volume em variedades Riemannianas com

restrições de curvatura, abrangendo tanto o caso fechado quanto o caso com bordo. O estudo da

rigidez dessas hipersuperfícies, sejam elas com ou sem bordo, evidencia a profunda interrelação

entre geometria diferencial, análise variacional e topologia. Além de sua importância teórica,

essas estruturas geométricas possuem conexões diretas com problemas fundamentais em física

matemática, como aqueles associados à relatividade geral, e surgem naturalmente como soluções

de problemas variacionais. Os resultados aqui apresentados podem motivar novas investigações,

incluindo generalizações para outras dimensões, extensões para variedades com diferentes

condições geométricas. Além disso, as ferramentas analíticas e geométricas utilizadas ao longo

deste estudo podem ser aplicadas a uma ampla gama de problemas, promovendo avanços tanto

na teoria quanto em aplicações matemáticas e físicas.
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