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RESUMO

Este trabalho estende o Teorema de Mendes [25] para dimensdes superiores e para o caso de
variedades Riemannianas com bordo. Inicialmente, demonstramos uma desigualdade andloga
a obtida por Mendes para o volume de hipersuperficies fechadas localmente conformemente
planas que minimizam o volume em variedades Riemannianas de dimensao 7 com curvatura
escalar positiva e curvatura de Ricci ndo negativa. Além disso, provamos que, no caso de
igualdade, a hipersuperficie é isométrica a esfera de dimensdo 6, enquanto a variedade ambiente
¢ isométrica a um produto do tipo (—¢, €) x S®. Adicionalmente, estendemos esses resultados para
hipersuperficies com bordo livre e totalmente geodésico, imersas em variedades de dimensao 5
ou 7 com bordo ndo vazio e curvatura média ndo negativa. Nesses casos, obtemos desigualdades
andlogas e mostramos que, no caso de igualdade, a hipersuperficie € isométrica ao hemisfério de
dimensdo 4 ou 6, enquanto a variedade ambiente é isométrica a um produto do tipo (—¢,£) x S%
ou (—¢,e) x St.

Palavras-chave: Curvatura escalar. Hipersuperficies de dimensao quatro e seis. Hipersuperficies
com bordo livre e totalmente geodésico. Hipersuperficies que minimizam o volume. Invariante
de Yamabe. Teorema de Gauss-Bonnet-Chern.



ABSTRACT

This work extends Mendes’ Theorem [25] to higher dimensions and to the setting of Riemannian
manifolds with boundary. First, we establish an inequality analogous to Mendes’ result for the
volume of closed locally conformally flat hypersurfaces that minimize volume in 7-dimensional
Riemannian manifolds with positive scalar curvature and nonnegative Ricci curvature. Moreover,
we prove that in the equality case, the hypersurface is isometric to the 6-dimensional sphere,
while the ambient manifold is isometric to a product of the form (—¢,¢) x S°. Additionally,
we extend these results to free-boundary, totally geodesic hypersurfaces immersed in 5- or
7-dimensional manifolds with nonempty boundary and nonnegative mean curvature on the
boundary. In these cases, we obtain analogous inequalities and show that, in the equality case,
the hypersurface is isometric to the 4- or 6-dimensional hemisphere, while the ambient manifold
is isometric to a product of the form (—¢, ) x S or (—¢,¢) x SE.

Keywords: Scalar curvature. Four- and six-dimensional hypersurfaces. Hypersurfaces with free
boundary and totally geodesic boundary. Volume-minimizing hypersurfaces. Yamabe invariant.
Gauss-Bonnet-Chern theorem.



1
2
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
3
3.1
3.2
4
4.1
4.2
5

SUMARIO

INTRODUCAO . . . vttt et e e ettt e e et e eeee 14
PRELIMINARES . ... .. i ittt it et e 20
Conceitos € NOtACOLS . . .« v v v v i e e e e e e 20
Hipersuperficies com bordo livre . . . . . . .. ... ... ... 22
O Problemade Yamabe . . . .. .. ... ... ... ... L. 24
O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern . . . . . . . ... ... ... ...... 29
Lema da curvatura escalar conforme . . . . .. ... ... ... ... ... 35
RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES FECHADAS . . ... ....... 39
Resultados . . . . . . . . . .. 39
Rigidezlocal . . . . . . . . . .. L 41
RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES COM BORDO LIVRE . . . ... 45
Resultados . . . . . . . . . . 45
Rigidezlocal . . . . . . . . . .. L 49
CONSIDERACOESFINAIS . ... ...ttt i iinnnnnnnn 53

REFERENCIAS . . o i ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s s, 54



14
1 INTRODUCAO

Uma questdo fundamental em geometria Riemanniana € compreender as relagdes entre
a curvatura escalar de uma variedade Riemanniana e seus demais invariantes geométricos. Em
particular, investiga-se a rigidez dos espagos modelo, ou seja, situacdes em que € impossivel
aumentar a curvatura escalar de uma dada variedade sem modificar determinados invariantes
geométricos. Problemas de rigidez envolvendo a curvatura escalar sdo amplamente estudados,
pois possuem conexdes com a teoria das superficies minimas e foram motivados, em grande
parte, pela teoria da relatividade geral.

Nesse contexto, Schoen e Yau [34] analisaram variedades Riemannianas tridimensionais
(M3, g) com curvatura escalar positiva e estabeleceram relagdes entre essa curvatura e a topologia
das superficies minimas estaveis em ). Utilizando a segunda variagdo da area, a equacao de
Gauss e o Teorema de Gauss-Bonnet, eles demonstraram resultados fundamentais que serviram
de base para o desenvolvimento de diversos teoremas de rigidez aplicados a superficies fechadas
que minimizam a drea em 3-variedades.

Motivados por questdes relacionadas a topologia dos buracos negros, Cai e Galloway [9]

provaram o seguinte resultado

Teorema 1.1 (Cai e Galloway, 1998) Se uma 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar
ndo negativa contém um toro bidimensional mergulhado, dois lados e que minimiza localmente

a drea, entdo a métrica é plana em alguma vizinhanga do toro.

Entre os avancos nessa drea, destaca-se um resultado de Cai [8], que mostrou uma
decomposicao local de uma variedade n-dimensional, n. > 3, com curvatura escalar nao negativa
contendo uma hipersuperficie de dois lados que minimiza o volume localmente e ndo admite
uma métrica de curvatura escalar positiva.

Nos ultimos anos, resultados semelhantes foram estabelecidos para superficies fechadas,
sob diferentes hipdteses sobre a curvatura escalar. Bray, Brendle e Neves [5] estudaram esferas

que minimizam a drea em uma variedade compacta:

Teorema 1.2 (Bray, Brendle e Neves, 2010) Seja (M3, g) uma variedade Riemannina tridi-
mensional com curvatura escalar R, > 2. Se ¥* é uma esfera mergulhada que minimiza
localmente a drea, entdo a drea de Y. é menor ou igual a 4. Além disso, se a igualdade ocorre,
entdo %, com a métrica induzida, possui curvatura de Gauss constante igual a 1 e existe uma

vizinhanca de 3> em M que é isométrica a (—e¢, €) X ¥, € > 0, com a métrica produto dt* + gs.
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Em dimensdo n > 3, ndo € dificil construir variedades M"™ com curvatura escalar
Ry > A, > 0, para alguma constante \,, dependendo apenas de n, e volume arbitrariamente

grande. Veja os exemplos a seguir

Exemplo 1.1 Seja M = S"' x SY(r), onde S"™' C R" é a esfera unitdria canénica e
St(r) € R? é o circulo de raio r > 0. Claramente, temos Ry, = (n—1)(n—2) e Vol(M,) — oo

quando r — oco. No entanto, essas variedades ndo sdo difeomorfas a S™.

Exemplo 1.2 No caso esférico, Gromov e Lawson [19] desenvolveram um método que permite
construir métricas em M™ = S™ com curvatura escalar Ry; > n(n—1) e volume arbitrariamente

grande, se n > 3.

Esses exemplos mostram que uma desigualdade andloga a de Bray, Brendle e Neves em
[5], em geral, ndo € verdadeira para n > 3. O trabalho de Nunes [29] estende o resultado de Bray,
Brendle e Neves para o contexto de superficies Y fechadas, com género g(X) > 2, mergulhadas
em uma variedade Riemanniana com curvatura escalar limitada inferiormente por uma constante

negativa.

Teorema 1.3 (Nunes, 2013) Seja (M?3, g) uma variedade tridimensional com curvatura escalar
R, > —2. Se X* é uma superficie compacta, mergulhada, de dois lados, com género g(X) > 2
e que minimiza localmente a drea, entdo a drea de Y. é maior ou igual a 47(g(¥) — 1). Além
disso, se a igualdade ocorre, entdo Y., com a métrica induzida gy, possui curvatura de Gauss
constante igual a —1 e existe uma vizinhangca de ¥ em M que é isométrica a (—e,€) x X, € > 0,

com a métrica produto dt* + gs..

Moraru [27] estendeu o teorema de Nunes para o caso de hipersuperficies > fechadas
de dimensdo n > 3. Antes disso, Moraru e Micallef [26], forneceram uma prova unificada dos
resultados de [5], [9] e [29]. Os autores Chodosh et al. [12] mostraram que uma 3-variedade
Riemanniana com curvatura escalar ndo negativa € plana se contém um cilindro minimizante de
area.

Ainda nesse contexto, Mendes [25] demonstrou o seguinte resultado

Teorema 1.4 (Mendes, 2019) Seja (M?, g) uma variedade Riemannina com curvatura escalar
R satisfazendo inf y; R > 0 e curvatura de Ricci ndo negativa, Ricyr > 0. Suponha que (34, gs))

€ uma hipersuperficie fechada, com dois lados, imersa em M tal que . minimiza o volume
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localmente. Entdo, o volume de Y. satisfaz

inf 2 1
=) (mMR) <18+ 15 [ IEIdo 0
12 Js

12

onde E ¢ o tensor de Ricci sem traco de 3 e | Y| representa o volume da hipersuperficie Y. Além
disso, se a igualdade ocorre, entdo (X4, gs) é isométrica a (S*, g.an) € em uma vizinhanga de ¥,

(M, g) é isométrica a ((—¢,) X S*, dt? + ean), a menos de uma mudanga de escala.

O teorema acima estende o resultado de Barros et al. [4], onde X* é uma hipersuperficie
Einstein. Nesse caso, a desigualdade (1) aparece sem o dltimo termo. Em 2021, H. Deng [13]
analisou o caso n > 4 com X* sendo Einstein.

Nesta tese, estendemos o resultado obtido por Mendes para variedades Riemannianas
(M, g) de dimensio sete. Inspirados na abordagem desenvolvida por Mendes, empregamos a
desigualdade de Holder e o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern, assumindo que X seja localmente
conformemente plana. Adicionalmente, aplicamos o Teorema 2.3 de Gursky para estabelecer
uma desigualdade andloga aquela apresentada em (1). No caso de igualdade, recorremos a uma
técnica introduzida por Raulot [32], que nos permite demonstrar que X € isométrica a esfera
canOnica de dimensao seis. Com base nesses desenvolvimentos, no Capitulo 3 apresentamos o

seguinte resultado principal:

Teorema 1.5 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar infy; R > 0,
Ricys > 0 e seja (X, gs) uma hipersuperficie localmente conformemente plana, com dois lados,
compacta imersa em M, que é localmente minimizante de volume. Entdo

infy R\? 1/ )
by <IS — | Ryl||E||*d 2
1 (M) <8+ g5 [ RsllP, @

onde E = Ric — %g, representa o tensor de Ricci sem traco. Além disso, se a igualdade
ocorre, entdo (X%, gs,) é isométrica a (S°, gean) € em uma vizinhanga de S, (M, g) € isométrica

a((—¢,e) x S® dt? + gean), @ menos de uma escala.

Quando o volume de 3. atinge a igualdade no teorema acima, é possivel construir, nas
proximidades de 3., uma folheacdo de M por hipersuperficies de curvatura média constante.
Essa abordagem tem sido amplamente utilizada por diversos autores, incluindo G. Huisken e
Shing-Tung Yau [21], e Hubert Bray [6]. A construgdo € realizada por meio do teorema da
fun¢do implicita, seguido da demonstracdo de que as folhas dessa folheacao possuem volume
menor ou igual ao de Y. Como X € minimizante de volume, conclui-se que cada folha também é

minimizante e que seu volume satisfaz a igualdade do teorema.
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No Capitulo 2, apresentamos defini¢des e resultados fundamentais para o desenvolvi-
mento deste trabalho, além de estabelecer as nota¢des utilizadas, garantindo maior clareza e preci-
sd0 na exposi¢do. Entre esses resultados, destacamos uma consequéncia da Proposi¢ao de Obata
[30] para o caso de hemisférios (S, gcan). Em particular, demonstramos que, se (M, g) é uma
variedade Riemanniana com bordo totalmente geodésico, satisfazendo Y (M, [g]) = V(S7, [gean])
e possuindo curvatura escalar constante, entdo (M", g) é isométrica ao hemisfério (S, gean ), a
menos de uma mudanca de escala.

Além disso, ainda no Capitulo 2, estabelecemos um Lema essencial para nossas demons-
tracdes. Em resumo, mostramos que, se ¥" !, com n > 3, é uma hipersuperficie localmente
minimizante de volume, com bordo livre e totalmente geodésico, com dois lados e imersa em
uma variedade Riemanniana (M™, g) de curvatura escalar positiva e curvatura média do bordo
ndo negativa, entio a curvatura escalar de >, em uma métrica conforme a métrica induzida, é
positiva, e a curvatura média do bordo de > € ndo negativa nessa métrica conforme.

No Capitulo 4, investigamos a rigidez de hipersuperficies com bordo. Como um primeiro
exemplo dentro desse contexto, citamos um resultado de Ambrozio [1], que estabeleceu a
seguinte propriedade para uma superficie com bordo livre que minimiza a drea em uma variedade

tridimensional.

Teorema 1.6 (Ambrozio, 2015) Seja M uma variedade Riemanniana tridimensional com bordo
médio convexo OM e curvatura escalar Ry limitada inferiormente. Se ¥ C M é uma superficie

com bordo livre, propriamente mergulhada, com dois lados e minimizante de drea, entdo
1
5 inf Ry |E| + inf Hyp |0X] < 27x(2),

onde || e |0X| denotam, respectivamente, a drea e o comprimento do bordo de Y. na métrica
induzida e Hy); denota a curvatura média de OM.

Assuma que a igualdade vale e que uma das seguintes hipoteses ocorre:
(i) Cada componente de 0% é localmente minimizante de comprimento em OM ou;
(ii) inf Hypr = 0.

Entdo, existe uma vizinhanca de . em M que é isométrica a ((—e, €) X 3, dt* + g), onde (3, g)
tem curvatura de Gauss constante igual a % inf Ry, e 0¥ tem curvatura geodésica constante

igual a infy; Hyyy em Y.

Em 2020, A. Barros e C. Cruz [3] estudaram o contexto de hipersuperficies compactas

com bordo livre em variedades Riemannianas com bordo. A seguir Y(3, %) denota o invariante
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de Yamabe para variedades com bordo. Para mais detalhes, consulte o Capitulo 2, secdo 2.3

sobre o Problema de Yamabe.

Teorema 1.7 (Barros e Cruz, 2020) Seja M"™ uma variedade Riemanniana (n > 4) com bordo
médio convexo OM tal que a curvatura escalar Ry é limitada inferiormente. Seja X' uma
hipersuperficie com bordo livre, compacta, com dois lados, propriamente mergulhada e que

minimiza localmente o volume.

(I) Seinf Ry < 0e Y(X,0%) <0, entdo

V(2,08)\ T
12| > (m) : 3)

Além disso, se a igualdade é atingida, entdo uma vizinhanga de 3. é isométrica ao produto
(—&,€) x X para algum £ > 0, com a métrica dt* + g, onde g é a métrica induzida em Y,
que ¢ Einstein e tem curvatura escalar negativa (igual a inf Ry;). Além disso, 0% é uma

superficie minima com respeito a métrica induzida.

(Il) Se Ry > 0e Y(X,0%) <0, entdo uma vizinhanca de 3. € isométrica a métrica produto
dt? + g em (—¢,¢) x X para algum € > 0, onde g é a métrica induzida em Y, que é

Ricci-plana, e 0% é uma hipersuperficie minima com respeito a métrica induzida.

A construcdo acima consiste na obtencdo de uma familia a um parametro de hipersuperfi-
cies com curvatura média constante e bordo livre, propriamente mergulhadas. Essa abordagem,
aliada a existéncia da solu¢@o do problema de Yamabe para variedades compactas com bordo,
garante que cada hipersuperficie nessa folheagdo possui 0 mesmo volume. Para esse fim, os
autores adaptaram uma técnica desenvolvida por Moraru [27].

Motivados por essa construg¢do e com o objetivo de estender o resultado de Mendes para
o contexto com bordo, investigamos o caso em que (), g) é uma variedade Riemanniana com
bordo ndo vazio e a hipersuperficie (X, gs;) possui bordo livre. Nosso objetivo é estabelecer
uma nova desigualdade geométrica sob hipéteses adequadas, fornecendo um critério de rigidez
para essas hipersuperficies. Mais precisamente, mostramos que, sob certas condi¢des, vale uma
desigualdade anéloga a (1) e, no caso de igualdade, provamos que a hipersuperficie (3, g5;) é

isométrica ao hemisfério (S%, gean)-

Teorema 1.8 Seja (M 5, g) uma variedade Riemanniana com bordo, com Ric y; > 0, curvatura

escalar positiva e curvatura média do bordo ndo negativa. Seja ¥* uma hipersuperficie com



19

bordo livre e totalmente geodésico, cuja caracteristica de Euler satisfaca x(X) < 1, com dois

lados e imersa em M?, que minimiza localmente o volume. Entdo, temos a seguinte desigualdade:

IIlfMR
o1 (20 <+ [ eI

Além disso, se a igualdade ¢é atingida, entdo (X*, gs) € isométrica a (S, gean) € em uma
vizinhanga de Y, a variedade (M, g) é isométrica a ((—¢,¢) x S1,dt? + gean), a menos de um

escalonamento.

Dando continuidade ao nosso estudo, buscamos estender esse resultado para variedades
de dimensdo superior. Em particular, investigamos o caso em que (), g) é uma variedade
Riemanniana de dimensao sete e > € uma hipersuperficie com bordo livre. Mantendo as mesmas

hipéteses do teorema anterior, provamos uma desigualdade semelhante a (2).

Teorema 1.9 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com bordo, com Ricy; > 0, infyr R >
0 e Hppyy > 0. Seja X° uma hipersuperficie com bordo livre e totalmente geodésico, cuja
caracteristica de Euler satisfaca x(X) < 1, localmente conformemente plana, com dois lados,

imersa em M7, que minimiza localmente o volume. Entdo, temos a seguinte desigualdade:

lllfMR 1 2
1 (PB8) < ) gk [ Rl + gk [ s

o||E]”
de By = E(N,VR
onde = 5 (Y- + 5BV 9R)).
Além disso, se a igualdade ¢é atingida, entdo (3°, gs) é isométrica a (S%., gean) €, em uma
vizinhanga de %, a variedade (M, g) é isométrica ao produto ((—¢,€) x S%., dt* + gean), a menos

de um escalonamento.

Esses resultados nao apenas estendem teoremas prévios para o caso com bordo, mas
também evidenciam a rigidez geométrica imposta por tais hipéteses. Além disso, demonstram
que, sob condi¢des adequadas, a estrutura da hipersuperficie minimizante de volume é fortemente

restringida, levando a sua isometria com um hemisfério padrdo.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos as definicdes fundamentais e fixamos as notacdes e termi-
nologias que serdo utilizadas ao longo do texto. Em seguida, discutimos as hipersuperficies com
bordo livre, introduzindo conceitos essenciais para os resultados desenvolvidos posteriormente.
Abordamos o problema de Yamabe para variedades Riemannianas (com ou sem bordo), ressal-
tando os aspectos centrais necessarios para nosso estudo. Algumas provas sdo omitidas, mas
fornecemos as referéncias apropriadas para consulta.

Dedicamos uma secio ao Teorema de Gauss-Bonnet-Chern nas dimensdes 4 e 6, des-
tacando sua relevancia no contexto das variedades consideradas. Finalizamos com um Lema
sobre a curvatura escalar de métricas conformes, que desempenha um papel crucial em nossas

demonstracoes.

2.1 CONCEITOS E NOTACOES

O objetivo desta secdo € fixar as notagdes e apresentar aos leitores alguns fatos basicos
sobre a geometria Riemanniana. Ao longo do texto (M, g) representa uma variedade Riemannina
de dimensdo n. Para melhor compreensdo das defini¢des a seguir, consulte os livros de Petersen
[31] e do Carmo [14]. Nesta secdao, admitimos que o bordo da variedade M, representado por
OM, € vazio.

Seja X' (M) o espago dos campos vetoriais suaves em M e D(M) o anel das fungdes reais

de classe C'*° definidas em M.

Definicao 2.1 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagcdo V :

X (M) x X(M) — X(M) indicada por (X,Y) — VxY e que satisfaz as propriedades:
1. VixygvZ = fVxZ + gVy Z.
2. Vx(Y+7Z) =VxY + VxZ.
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
Se (M, ¢g) é uma variedade Riemanniana e temos uma conexao que satisfaz
1. V € uma conexdo afim simétrica, isto €,
VxY - VyX = [X, Y],

paratodo X, Y € X(M) e
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2. Vz9(X)Y) =9(VzX,Y) + g(X,VzY), onde g a métrica canénica em M ",

entdo dizemos que V € uma conexdo Riemanniana. A conexdo Riemannina € unicamente

determinada pela métrica.

Teorema 2.1 Em uma variedade Riemannina (M, g) existe uma, e somente uma, conexdo Rie-

manniana.

A conexdo Riemanniana dada pelo Teorema acima também é chamada de conexdo de Levi-Civita.
Para mais detalhes, vejas os livros citados no inicio desta se¢do. A conexdo € incrivelmente
util na generalizacdo de muitos dos conceitos mais conhecidos, como Hessiano, Laplaciano e

Divergéncia.
Definicao 2.2 O tensor de curvatura Riemanniana de M, denotado por R, é definido como
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ— VixvZ,

em que X,Y e Z sdo campos de vetores em X (M), V é a conexdo de Levi-Civitade M e | || é 0

colchete de Lie.

Usando a métrica g, podemos escrever o tensor de curvatura Riemannina como: R(X,Y,Z, W) =

g(R(X,Y)Z, W).

Definicdo 2.3 Seey,...,e, € T,M é uma base ortonormal, a curvatura de Ricci é um trago de

R,

RlC vw Zg 61, wez Zg Uez €, W )

Assim, Ric € uma forma bilinear simétrica. Também pode ser definida como um tensor simétrico:

o tensor de Ricci em um ponto p € M na dire¢do de v € T,M, |v| = 1, é dado por

Ric,, ZR v, €4, 0, €;),

onde {v,ey,...,e,-1} C T,M € uma base ortonormal. Se todos os autovalores de Ric (v) forem
maiores ou iguais a um certo k (ou < k), podemos dizer que Ric (v) > k (ou < k). Se (M, g)
satisfaz Ric (v) = k - v, ou equivalentemente Ric (v, w) = k - g(v, w) entdo (M, g) é chamada

de variedade Einstein.

Definicao 2.4 A curvatura escalar é definida como o trago do tensor de Ricci, isto é, a curvatura

escalar de M em p é definida por

Ry = ZRic (e;,€;),

=1
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onde {ey, ..., e,} é uma base ortonormal de T,M.

A seguir, seja X"~ C M" uma hipersuperficie. A segunda forma fundamental A de 3 é dada
por

Ap(X,Y) = (VxY)™,

onde (.)* representa a componente ortogonal ao espago tangente a Y. com respeito a métrica g e

X,Y € T,%. Ao longo do texto denotamos o volume de ¥ na métrica induzida gy, por |X|.

Definicao 2.5 A curvatura média de Y., Hy,, em um ponto p € 3. com respeito a N, um campo

normal unitdrio ao longo de Y., é dada por

Hy(p) = —(Hx(p), N(p)),

onde ﬁg(p) é o vetor curvatura média de 3, ﬁg(p) =S Ales, ), {er, ..., en 1} repre-

senta uma base ortonormal de T\, com respeito a métrica induzida e g = ().

Relacionamos a curvatura do ambiente M e da sua hipersuperficie > através da seguinte expressao
R(X,Y,Z,W) =Rx(X,Y,Z,W) — (A(X,W),A(Y,Z)) — (A(X,Z),A(Y,W)),

onde X, Y,Z e W sdo campos vetoriais em Y e Ry representa a curvatura reimanniana de ..

Tomando sucessivos tragos da relagdo acima, obtemos a equagdo de Gauss (contraida),
) 1
Ric (N, N) = E(RM—RZH{; — ||A]]%), 4)

em que Ry € a curvatura escalar de > na métrica induzida por M.

Dizemos que uma hipersuperficie € minima quando sua curvatura média € nula, isto
é, Hy, = 0. Hipersuperficies minimas em uma variedade Riemanniana sdo pontos criticos do
problema variacional de miminiza¢ao de volume.

Uma métrica g € localmente conformemente plana se, em torno de cada ponto, existe um
sistema de coordenadas no qual a métrica g € conforme a métrica Euclidiana. Isso € equivalente

a exigir que o tensor de Weyl W € identicamente zero, isto €, W = 0.

2.2 HIPERSUPERFICIES COM BORDO LIVRE

Nesta secao, seguimos a estrutura utilizada por Barros e Cruz [3] para apresentar as
definicdes e resultados principais, com eventuais ajustes de notacdo para compatibilidade com

o restante do trabalho. Seja (M", g) uma n-variedade Riemanniana com bordo OM nio vazio e
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(X! gs) uma hipersuperficie compacta. A hipersuperficie 3 € dita propriamente imersa em M
quando existe uma imersdo suave f : ¥ — M, tal que, f(X)NOM = f(9X). As hipersuperficies
consideradas neste trabalho sdo propriamente imersas, portanto diremos apenas que > € uma
hipersuperficie em M.

A hipersuperficie 3 tem bordo livre se ¥ intersecta o0 OM ortogonalmente ao longo de
0. A hipersuperficie X tem dois lados, se admite um campo vetorial normal unitério e suave N
definido globalmente em 3.

Sejat — ¥;,t € (—¢,¢), uma variagdo de 3 em M. Mais precisamente, ¥; é dada
por ¥, = {f(t,x) : x € £}, onde f : (—e,e) x ¥ — M é uma aplicacdo diferencidvel para

t € (—¢,¢) com velocidade inicial

0 ~

t=0
e f(t, -) : ¥ — M é uma imersdo, para todo t € (—¢,¢), tal que f((—e, ) x 9%) esta contido
emdMe f(0,-) = f.

A formula da primeira variagdo do volume € dada por

d
2(6) = | B = [ Hedo+ [ (Xo)dous, s
dt lt=0 D) ED

onde X é o campo variacional, ¢ = (X, N), v € o conormal de 0% que aponta para fora de 3 e
do e dogy, sdo o elemento de volume e de drea de X e 0%, respectivamente.

Por (5), > é o ponto critico do funcional volume se, e somente se, > € minima e tem
bordo livre. O operador

L = Ay + Ric (N, N) + [|A]]? (6)

€ chamado de operador de Jacobi, ou operador de estabilidade e Ay, é o operador de Laplace-
Beltrami de (X, g) ou simplesmente o Laplaciano.

A formula da segunda variacdo do volume, veja [3], € dada por

0
= — / wLpdo +/ (—SO - H(N,N)gp) wdops,, (7
t=0 » o 81/

2

d
2 _
0*X(p, ) = @Etl

ou ainda,

53 (p, ) / V]2 = (Ric a1 (N, N) + [|A|P)o?]do — / (N, N)@*doss.
> >

A partir da equagdo (7) podemos determinar a estabilidade de ..

Definicdo 2.6 Seja X"~ uma hipersuperficie minima com dois lados. Dizemos que Y. é estdvel

se, e somente se,

3% (i, ) > 0, (8)
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para todo ¢ € C>(X).

Uma hipersuperficie > compacta € minimizante de volume se ela possui o menor volume
entre todas as hipersuperficies homotdpicas a ela (ou ainda, tiver o menor volume entre todas as
hipersuperficies propriamente imersas em uma vizinhanga de X.). Desta maneira, dizer que uma

hipersuperficie > € minimizante de volume implica dizer que Y € minima e estavel.

2.3 O PROBLEMA DE YAMABE

O problema de Yamabe consiste em mostrar que qualquer métrica Riemanniana em uma
variedade fechada é conforme a uma métrica de curvatura escalar constante. Em 1960, Yamabe
[36] formulou a conjectura de que esse problema sempre teria solucdo. Posteriormente, em 1968,
Trudinger [35] confirmou a validade do resultado para o caso em que a curvatura escalar € nao
positiva. Em 1976, Aubin [2] avancou no estudo do problema ao demonstrar sua solu¢ao para
variedades (M", g) com n > 6, desde que ndo sejam conformemente planas. Finalmente, em

1984, Richard Schoen [33] resolveu o problema de Yamabe para os casos restantes.

Teorema 2.2 (Trudinger, Aubin, Schoen) Qualquer variedade Riemanniana compacta (M", g)

tem uma métrica conforme g = u*' "= g, u > 0, de curvatura escalar constante.

Vamos apresentar algumas defini¢cdes relevantes. Seja (M", g) uma variedade suave
fechada (compacta sem bordo). O funcional de Hilbert-Einstein £ atribui a cada métrica Rieman-

niana g em M um nimero real da seguinte forma:
R,dV
E(g) = fM—gé
Sy @Ve)

onde R, € a curvatura escalar de (M, g).

Definicdo 2.7 O invariante de Yamabe de (M, g) é o invariante conforme:

Y(M, [g]) = inf £(7),

gelgl

onde [g] = {e¥ g : f € C®°(M)}.

A solugio cléssica do problema de Yamabe afirma que toda classe conforme [g] contém

métricas g, as métricas de Yamabe, que realizam o minimo, isto é
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€ que possuem curvatura escalar constante
N—2
Rg = Y(M, [g]) Vol (M, g) .

No caso bidimensional, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que V(M, [¢]) = 47 x (M),
onde x (M) é a caracteristica de Euler de M. Em [22], Kobayashi afirma que V(M [g]) > O se, e
somente se, M admite uma métrica de curvatura escalar positiva. Além disso, sempre ocorre a

seguinte desigualdade

Lema 2.1 (Aubin, 1976) Se M é uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 3, entdo
Y(M, [g]) < V(S", [gean))- 9)

A igualdade em (9) ocorre se, e somente se, (M, ¢g) é conformemente difeomorfa a esfera
(S™, [gean])» para detalhes sobre o Lema 2.1 veja [2], [23] e [25]. Ainda sobre a solugdo do

problema de Yamabe, em uma classe conforme g, Gursky [20] provou o seguinte resultado

Teorema 2.3 (Gursky, 1994) Seja M uma variedade 4- ou 6-dimensional compacta que admite
uma métrica g localmente conformemente plana de curvatura escalar ndo negativa. Entdo
X(M) < 2. Além disso, x(M) = 2 se, e somente se, (M, g) é conformemente equivalente a esfera
com sua métrica canonica, e x(M) = 1 se, e somente se, (M, g) é conformemente equivalente

ao plano projetivo com sua métrica canonica.

4, L e - -
Se g = un—2¢g € uma métrica conforme a métrica g, entdo a relagdo entre a curvatura
escalar da métrica g, R, e a curvatura escalar da métrica g, Ry, € dada por

4(n—1)

Ryun? =R
—'u/n72 f— u —
g g n—2

Agu (10)

onde A, é o Laplaciono calculado com respeito a métrica g.
Apresentamos a seguir a Proposi¢do de Obata [30], que serd relevante para os desenvolvi-

mentos subsequentes:

Proposicao 2.1 (Obata, 1971) Seja (S™, g) uma n-esfera Euclidiana de raio 1, e g outra métrica
Riemanniana em S™ conforme a g. Entdo g tem curvatura escalar constante igual a n(n — 1) se,

e somente se, tem curvatura seccional constante igual a 1.

A demonstrac¢do do resultado acima decorre do fato de que (S", g) é uma variedade
Einstein e localmente conformemente plana. Como consequéncia, a métrica g possui curvatura
seccional constante. Para os detalhes da demonstracdo consulte [30]. Como consequéncia da

Proposicao 2.1, destacamos as seguintes afirmacoes:



26

* Se o invariante de Yamabe ) (M", [g]) coincide com o invariante de Yamabe da esfera
padrdo, ou seja,

y(an [g]) = y(Snv [gcanDu

entdo a métrica g pertence a mesma classe conforme que a métrica candnica g.,,. Portanto

(M, g) é conformemente equivalente a esfera padrao (S", gcan)-

* Se a métrica g possui curvatura escalar constante, entdo, pela Proposi¢do 2.1, g também

possui curvatura seccional constante.

* As unicas métricas de curvatura seccional constante na esfera S sdo aquelas conforme-

mente equivalentes a métrica candnica da esfera, a menos de um escalonamento.

 Consequentemente, a variedade Riemanniana (M", g) é isométrica a esfera padrdo (S™, gean),

a menos de um escalonamento. Reunimos as afirmagdes na Proposicao a seguir:

Proposicdo 2.2 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta sem bordo, de dimensdo

n, tal que o invariante de Yamabe satisfaz

y(M7 [g]) = y(Sn7 [gcan])

e a métrica g tem curvatura escalar constante. Entdo, (M", g) é isométrica a esfera (S", gean), @

menos de um escalonamento.

Quando (M", g) é uma variedade Riemanniana com bordo OM n@o vazio, n > 3, J. F.
Escobar encontrou uma solucio afirmativa para quase todos os casos do problema de Yamabe.

Existem duas maneiras naturais de estender o problema de Yamabe para variedades com bordo:
(i) Encontrar uma métrica g na classe conforme de g tal que R, € constante e Hoy = 0.
(ii) Encontrar uma métrica g na classe conforme de g tal que R, = 0 € Hpw\ € constante.

Neste trabalho, focamos no problema (i). Os dois problemas foram estudados por Escobar em
[17], [16] e [18], e em seguida por outros autores, como por exemplo Marques [24] para o
problema (ii) e Brendle e Chen [7] para o problema (i).

A solugao do problema (i) é equivalente a existéncia de um ponto critico do funcional de

Yamabe, que definimos a seguir, com base em [3]. Para (a,b) € R x R — {(0,0)},

b Ju <%|V“|§ - RQUQ) do +2 [ Homudoon
Q" (u) = e (1)

(a (fM u's da) o (faM uns dUaM> H) -
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Aqui, R, denota a curvatura escalar de g, [y denota a curvatura média do bordo OM e u € uma

funcdo suave positiva em M satisfazendo o problema abaixo:

n—3 n—3 ntl
Aju — —Ru+ —~Curs =0 M
gU i(n—2) gu—|—4(n_2) un-3 em M,
ou n—3

o TS =0 emdM
on "o —g)tomu =1 em AL,

onde 7 € o vetor normal que aponta para fora de OM.
A constante de Yamabe € definida por

Q' (M,0M) = inf  Q¢(u),

ueC=(MR+) Y

para (a,b) € {(0,1),(1,0)}, que é invariante sob mudanca conforme da métrica g para (a, b) €

{(0,1),(1,0)}, veja Escobar [17] e [18], e satisfaz
—o00 < Q' (M, 0M) < Q,°(S},08%),

onde Q;’O(Srfr, 0S?) denota o invariante de Yamabe do hemisfério S! munido com a métrica
canOnica, e

—o0 < Q' (M, 0M) < Qy'(B",0B"),

7z

onde B™ € a bola unitdria em R™ munida com a métrica usual.

Denote por [g] e C'(M) a classe conforme de g e o espaco de todas as classes conformes
em M, respectivamente. Podemos entdo definir o invariante de Yamabe de uma variedade
compacta M com bordo OM tomando o supremo das constantes de Yamabe sobre todas as classes
conformes

Y*(M,0M) = sup inf Q4"(u). (12)
[gleC (M) u>0

Ao longo do texto, utilizamos o invariante de Yamabe )/1’0(1\/[, OM), que, para fins de
simplicidade, denotaremos por (M, OM) neste trabalho.
. 4 " _ - o
Seja § = un-2 g uma métrica conforme a métrica g. A relacdo entre a curvatura média do

bordo de M, OM, com respeito a métrica g e a métrica g, é dada pela equacdo

2 Ou

H.umz =H il
gt 8Mu+n—287]

(13)

J : 3 _
onde — € a derivada normal externa calculada em relacdo a métrica g.

an
A Proposi¢ado 2.2 estabelece que uma variedade compacta sem bordo, com curvatura

escalar constante e invariante de Yamabe igual ao da esfera padrdo, deve ser isométrica a esta
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ultima, a menos de um escalonamento. Essa ideia pode ser estendida para o caso em que a
variedade possui bordo totalmente geodésico.
Nesse contexto, a Proposi¢@o 2.2 pode ser reformulada considerando o hemisfério S} .

Na verdade, essa afirmacao decorre da combinacgado de dois teoremas de Escobar [15].

Teorema 2.4 (Escobar, 1990) Seja (1\71”, go) uma variedade de Einstein e suponha que OM seja
totalmente geodésico. Se g é uma métrica conforme a gg, com curvatura escalar constante e

bordo minimo, entdo g é uma métrica Einstein.

Teorema 2.5 (Escobar, 1990) Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo.

Suponha que exista uma funcdo ndo constante ¢ satisfazendo

¢ij + kqb(go)zj = O, on M,

% =0, ondM.
on
Ry - S
onde k = ——2— > 0. Entdo, (M", g) é isométrica a (S"(V'k), Gean)-

n(n —1)
Para mais detalhes veja os Teoremas 4.1 e 4.2 de [15]. Agora, apresentamos a seguinte

Proposi¢do, que adapta o caso da Proposi¢cdo 2.2 para o contexto do hemisfério

Proposicao 2.3 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n, com bordo

totalmente geodésico, e suponha que o invariante de Yamabe satisfaz

Se, além disso, a métrica g possui curvatura escalar constante igual an(n — 1), entdo (M", g)

é isométrica ao hemisfério (S}, Gean), a menos de um escalonamento.

Demonstracio: O hemisfério (S, gean) € uma variedade Einstein com bordo totalmente geodé-
sico. Além disso, qualquer métrica conforme a métrica candnica g.,,, que tenha curvatura escalar
constante e bordo minimo, também é uma métrica Einstein. Portanto, (M, ¢), conforme definido
na Proposicao 2.3, é uma variedade Einstein. Esse resultado segue diretamente do Teorema 2.4,
considerando que (M", gy) = (S%, gean)-

De fato, como o invariante de Yamabe satisfaz Y (M, [g]) = V(S", [gcan)), concluimos

que g é conforme a gea,, isto €, a métrica g pode ser escrita como g = u»-2 g, Além disso,

(M, g) possui bordo minimo, pois seu bordo é totalmente geodésico por hipétese.
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Seja {eq, ..., e,} um referencial ortonormal, tal que e,, = 17 é o campo vetorial normal

2
unitario exterior em M. Seja X = Vv = Xe;, onde v = u~ =2 . De acordo com a demonstra-
¢do do Teorema 2.4 (Teorema 4.1 de [15]), no caso em que as curvaturas escalares 17, e R, sdo

positivas e as métricas g € g.., sao métricas Einstein, existe uma funcdo ¢ = div X que satisfaz

bij + kd(gean)ij = 0, on M,

0
_qb =0, ondM.
on
n(n —1) . c
onde k = ﬁ = 1. Portanto, o resultado segue pelo Teorema 2.5, assim (M", g) é
n(n —

isométrica a (S, gean)

Q.E.D.

24 O TEOREMA DE GAUSS-BONNET-CHERN

O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern estende o cldssico Teorema de Gauss-Bonnet para
variedades Riemannianas de dimensdes superiores, conforme demonstrado por Shiing-Shen
Chern (veja [10] e [11]). Esse resultado estabelece uma conexdo fundamental entre as proprieda-
des topoldgicas de uma variedade e sua curvatura. Neste trabalho, concentramos nossa atencao
nos casos de dimensao par, mais especificamente nas dimensdes quatro e seis.

O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para a caracteristica de Euler x (M), quando (M", g)

€ uma variedade Riemanniana com o bordo 0 M nao vazio, € a seguinte:

(i) quando n = 4,
1927r2X(M)=6/ ||W||2d\/g+/ R2dvg—12/ ||E|]2dVg+48/ Bds, (14)
M M M oM

onde
B = 3RH — 6Ric 5/ (N, N)H — 6Rm.o,511*" + 2H* — 6H||TT||> + 4tr (TI%),

E ¢ o tensor de Ricci sem traco, Rm € o tensor de curvatura de Riemann de M, W
representa o tensor de Weyl e IT € a segunda forma fundamental de OM. O termo tr (IT?) é

definido por 11,311, I1

yor
(i) quando n = 6 e M € localmente conformemente plana com bordo totalmente geodésico,

2 3 3
38473y (M) = 7—5/MR3dVg+§/MTr(E3)dVg—E/MR||E||2dVg. (15)
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O bordo de OM é chamado de umbilico se 11,5 = j1(x)gqp. Chamamos OM de fotalmente
geodésico quando sua segunda forma fundamental € identicamente nula. Evidentemente, se OM
¢ totalmente geodésico, entdo ele também € totalmente umbilico e minimo. Além disso, nesse
caso, o termo da integral de B sobre o bordo de M se anula, uma vez que a segunda forma
fundamental € zero e o bordo € minimo.

Podemos reformular (15) com base no seguinte Lema, estabelecido por Gursky (Lema

3, [20])

Lema 2.2 (Gursky, 1994) Seja (M, g) uma variedade n-dimensional (n > 3) localmente con-
formemente plana. Se E;; representa as componentes do tensor de Ricci sem trago em um sistema
de coordenadas locais, entdo
1 /n 1 /n—2
AFE;; = —— ViV,R— — AR)g;
7 2<n—1> 2n(n—1)< )9i
o 1
El&E]IBg B _ mRE”

] (16)

n
—||E||?g;; — ——
+ B gy — ——
Agora, com o objetivo de obter uma expressao para o termo fM Tr(E®), multiplicamos

ambos os lados da equacio (16) por ¢**¢/' E}; e integramos sobre M:

. 1 -2
/ ik ﬂEklAEUdU / nggﬂEkl (5 <Z — 1> V1V3R> dv
1 (n—2
zk lekl <2 (n_l) (AR)gz]>d

1
9% ¢ Ey n—||E|| gw) dv

gzk‘ JlEkl < n )dU
n —

1
g g By RE”) (17)

+

:\:\:\:\

n —

Primeiro, vamos calcular

L= [ ¢%¢"EyV;V,;Rdv.

i\

Reescrevendo com indices elevados,
Il = / EZ]VZVJR dv.
M
Aplicamos a integracao por partes, usando a identidade

/ APV B dv = — / (V,AP)V, B dv + / AP, B N, ds, (18)
M M oM
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No nosso caso, ao tomarmos AP? = £ e B = R, obtemos

I = —/ viE“ijdw/ EYV;RN;ds.
M oM

Pela identidade de BianchiV'E;; = %2V R, substituindo essa identidade na equagéo anterior,
-2
I 1= — / (n
M\ 2n

iy -2
/E”ViVdev——n—/ HVR||2dv+/ E(N,VR)ds.
M 2n Sy oM

Multiplicando pelo fator —% (2=2), obtemos

1 -2 o
— = n / g”fg”EleiVdev = (TL / ||VR|| dv
2\n—-1/ Ju 4n(n—1)

4
1 /n—2
§(n_1)/aME(N,VR)ds. (19)

I, = / §* ¢ By AE;; dv.
M

)Vdev—i—/ EYV;RN;ds,

oM

ou seja,

Agora desejamos calcular

Usamos a defini¢ao do Laplaciano
AE;; = gV, V  Eyj,
substituindo isso na integral,
I, = /M ik ]lEklgqu V,Eij;dv.

Aplicamos integragdo por partes no termo £V, V F;;. Para isso, usamos a identidade (18),

tomando AP = ¢**¢''Ey, e B = E,

ij> temos

I=— / * g (VyEu)(VPEy) dv + / "¢ EyVPE; N, ds.
8M
O primeiro termo pode ser escrito como — [, [|VE||*dv, onde ||V E||* = g* ¢/'(V, E) (VP Ej ).

Para o termo de bordo, observe que

ol E|*

N 2¢" ¢ Ey VP E;jN,.

Assim, podemos reescrever o termo de bordo como

L[ oEl?
ik JlE VPE;; N ds = / ds.
/aM My 2 Jour ON



Portanto,

ol B

ik 5l 2
g g E AE,LdU——/ VE dU+—/ ———ds.
/]\/[ . ! MH H 2 oM ON

Em seguida, seja

13 = / ngg]lEklRE” dv.
M

1

Substituindo essa expressdo para I;; e Ey;, temos

o 1 1
I3 = / g% g (Rk:l - —ngz) R (sz - _Rgij) dv.
Y n n

Expandindo o produto no integrando

Podemos escrever

13 = / (RURZ']' — —Rg”Rij — —RRngij + —2329”9@‘) dU,
M n n n

usando g g;; = n, obtemos
ij 2 - pij Lo
[3 = RJRZ'J' — —RRJQZ']' + —R Rdv.
M n n
Agora, como a norma ao quadrado do tensor F € dada por
|E||* = ¢*¢"' E;j By = EVEy;
e sabemos que
g g 2 . 1
EYE; = (R”sz — —RRYg;; + —R2) :
n n
multiplicando por 1, obtemos

/gikgﬂEklREijdv:/ R||E||*dv.
M M

Assim,

1
n—1

o 1
/ g’kg]lEklREijdv: ——/ R||EH2dv.
M n—1Ju

Agora, vamos analisar o termo

o n
Iy = / 9" 9" En (—Ez‘anﬁgaﬁ) dv.
M n—2

Distribuimos os fatores dentro da integral

Iy =

*g'9°° By B Ejpdv.
TL—Q/]\‘/[ggg klzajﬁv

32

(20)

21
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Assim,

I, = n / tr(E*)dv.

n—2 )y
Logo
/ ]lEkl (—E E > dv = i / tl”(Eg)d’U. (22)
M 2 n—2Ju

Seja agora

. 1 (n—2

= [ ¢%¢"En | — AR dv
5 /Mg g kl<2n (n—l)( )gzg>

fatorando,

— ikl (ARG
o (n_l)/Mg 9" Eu(ARgi;)dv,

como ¢’'g;; = 6!, podemos simplificar

1 (n—2 .
il Ei(A -
o (n—l)/M (AR)dv =0,

pois E%, = 0. De fato, F € o tensor de Ricci sem trago, ou seja, ele satisfaz

. . 1 .
EZZ- = gl]Eij =R — —Rg”gij =R—-R=0.
n

Portanto, o termo /5 desaparece. Agora seja
L= [ s (58l ) o

1
— | 4" BulElFgdv

Novamente, usando ¢/'g;; = 4., obtemos

Reescrevendo

1 )
— [ ELlE[Pdv =0,
n—2Ju

pois, como ja vimos, Eii = 0, entdo o termo /g também desaparece. Agora, unindo os resultados,

(19), (20), (21) e (22), obtemos de (17) a seguinte igualdade

”2/ (B dv—/ VB o+ =2 / IVE| dv——/ RI|B|[2dv

n— (
1 O||E||? 1 /
- ds — =~ (L=< N, VR)ds
2/6M oN T2 n—l DA VE)

vt 1)/ IVR|2dv — ( )/ RI|E|Pdv
"2;2 (LM%CZH%/&ME(N VR)d)

Portanto,

/M Tr(E*)dv
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Para n = 6, temos
2
/Tr(E3 /||VE||2dv+ /||VR||2dv—— R||E||*dv
y 15y

1 a|E|?
. (/M o ds +5/8ME(N,VR)ds). (23)

Além disso, pela identidade de Bianchi contraida, a divergéncia do tensor de Ricci é dada por
; 1
V'R;; = ijR’

e podemos escrever a divergéncia de F;

i i 1 1
Por defini¢do de norma e substituindo o que encontramos, temos

IVE" = g"(V'E;)(V'Ey) = g7 | gVilt ) | 5ViR
L 1 2

logo,
1
IVE[]* = SIVEIP. (24)

Substituindo (24) em (23), obtemos

OEIP
3 2 = -
/MTrE 135/ IVR|[2dV, /R||E|| v, (/aM N 5E(N VR) | ds,

Dessa maneira, (15) € igual a

3841y (M) = R3dv +—/ |IVR]|?dV, ——/ R||E|[*dV,

75
1 NEIP 4
-3 (/dM g 5E(N VR)> ds (25)

Se a curvatura escalar de M é constante, Raulot [32] provou o seguinte lema:

Lema 2.3 (S. Raulot, 2012) Se (M, g) é uma variedade localmente conformemente plana com
curvatura escalar constante e bordo totalmente geodésico, a formula de Chern-Gauss-Bonnet é
dada por:

; IR
334y (M) = - RVol(M, g) — / B2V,
M

75
Seja (M, ¢g) uma variedade fechada (isto é, compacta sem bordo) de dimenséo n > 3. O
Teorema de Gauss-Bonnet-Chern ou a formula de Gauss-Bonnet-Chern para a caracteristica de

Euler y (M) € a seguinte:
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(i) quando n = 4,
19277y (M) :6/ HWszVng/ R*dV, — 12/ [|E[|*dV,, (26)
M

onde W representa o tensor de Weyl, E := Ric — & g representa o tensor de Ricci sem

traco e R € a curvatura escalar de M na métrica g;

(i1) quando n = 6 e M € localmente conformemente plana (i. ¢, W = 0),
4 2
2562y (M) = / R3dV, + / Tr(E*)dV, — = / R||E||*dV,. (7)
225 M Y

Podemos escrever (27) de outra forma, utilizando o Lema 2.2. Tomando n = 6, multiplicando
ambos os lados de (16) por g** ¢! £, e integrando, obtemos (o mesmo resultado do caso anterior,

sem os termos de integral sobre o bordo)

/Tr (E%)d /||VEH2dv+—/ VR dv——/ RI|E|Pdv. (28)
M

Dessa maneira, utilizando (24) em (28), e em seguida substituindo o resultado em (27), obtemos

2 11 4
38473y (M) = / R3dV, + — ||VR||2dVg——/ R||E|[*dV, (29)
75 45 5 v

2.5 LEMA DA CURVATURA ESCALAR CONFORME

Apresentamos a seguir um Lema de fundamental importancia para as demonstragdes dos
préximos capitulos. Em esséncia, ele estabelece que, se Y"1, com n > 3, € uma hipersuperficie
localmente minimizante de volume, com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados e imersa
em uma variedade Riemanniana (M", g) de curvatura escalar positiva, Ric 5, ndo negativo e
bordo minimo, entdo, em uma meétrica conforme a métrica induzida, a curvatura escalar de X €
positiva e a curvatura média do bordo de . € nula.

No caso em que a hipersuperficie ndo possui bordo, o lema afirma que, se a curvatura
escalar da variedade M munida da métrica g € positiva e Ric 5, € ndo negativo, entdo a curvatura
escalar de qualquer hipersuperficie localmente minimizante de volume em M, quando munida
de uma métrica conforme a métrica induzida por g, também é positiva. A seguir, detalhamos

essas afirmacoes

Lema 2.4 Seja (X771, gs), n > 3, uma hipersuperficie com bordo livre e totalmente geodésico,
dois lados, imersa em uma variedade Riemannina (M™,g) com curvatura escalar positiva,
Ry > 0, Ric pr > 0 e bordo minimo, tal que Y. é localmente minimizante de volume. Defina
G = unrgs, onde u € C>(X). Entdo a curvatura escalar de (¥, g) € positiva, R; > 0 e a

curvatura média de (0%, g) é nula, Hy = 0.
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Demonstracao: A hipersuperficie 2 € por hipétese localmente minimizante de volume, entdo >

¢ estdvel e minima. A segunda derivada do funcional volume (7) é dada por

#3(1.5) == [ susaos [ (G -nnNr) faoas

onde II € a segunda forma fundamental de 9M em relagdo ao vetor normal unitario que aponta

para o interior de X. Pela condicdo de estabilidade, ver (8), para qualquer f € C*°(X), temos
/Z(RicM(N, N) + ||A||?) f2do + /8Z II(N,N)f2doss, < /E |V f|*do. (30)
Por hipétese, X tem bordo livre, logo
II(N,N) + Hygs = Hapy-

A hipersuperficie > tem bordo totalmente geodésico, entdo Hyy, = 0. Além disso Hyy, = 0,

pois M é minimo. Portanto, II(N, N) = 0. Dessa forma, tomando f = 1 em (30), obtemos
/(RicM(N, N) + [JA|P)do < 0.
s

Assim, como Ric p7(N, N) > 0 e ||A||? > 0, segue que Ric y/(N, N) = 0 e [|A|| = 0 ao longo

de .. Concluimos, pela equagao de Gauss (4)
) 1
Ric (N, N) = 5(Ras — Ry + HS, — [|A|]%),

que as curvaturas escalares de R, e R possuem o mesmo valor ao longo de 3, isto €,
Ry, = Ry ao longo de .

Considere o seguinte problema de fronteira

Lu+Xu=0em X

(31)
@ =0 em 0%,
ov

onde \ é o primeiro autovalor e u € C°(X),u > 0, é a primeira autofun¢do do operador de

Jacobi
Lu = Ayu + Ric y (N, N)u + || A||*«, (32)
que, pela equacao de Gauss (4), pode ser reescrito como

1
Lu= Aju+ 5(RM — Ry, + || A]]P)u. (33)
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Assim, substituindo em (33) que R,, = Ry, ||Al|> = 0 e Lu = —)u por (31), obtemos
Agyu = —Au. Por Yamabe [36], conforme indicado em (10), as curvaturas escalares de g e g5,

estdo relacionadas por

n+2 4(71 — 1)
RgU”_Q = Rgzu — W

Agu. (34)

Segue que

4(n—1)

Ryun—? = Ryyu +
g2 = Rgs U n—o

Au > 0,

pois n > 3, u > 0, A > 0 (pois X € estavel), Ry, = Ry > 0. Portanto, Rz > 0.
E a relacdo entre as curvaturas médias do bordo de > com respeito as métricas g e gs,

conforme indicado em (13), estdo relacionadas por

2 Ou

Hu»2 =H = 35
gun 82u+n—28y (35)
ou
Por outro lado, temos por (31) que o 0, logo
1%
Hyu—2 = Hpzu = 0, (36)

pois a hipersuperficie > tem bordo totalmente geodésico. Assim,

Para o caso em que a hipersuperficie € fechada, escrevemos o lema da seguinte forma

Lema 2.5 Seja X%, n > 3, uma hipersuperficie fechada, dois lados, imersa em uma variedade
Riemannina (M™, g) de curvatura escalar Ry; > 0 e Ricy > 0, tal que X é localmente
minimizante de volume. Seja gs, a métrica Riemanniana em Y induzida por M e defina uma
nova métrica g = u%ggg, onde uw € C™(X). Entdo a curvatura escalar de (X", g) € positiva,

isto é, Rg > 0.

Demonstracio: A hipersuperficie € estdvel e minima, pois é localmente minimizante de volume.

A condic¢do de estabilidade nos garante que

/ (Ric (I, V) + || A]P) /2 < / VP
> >

Tomando f = 1 na expressdo anterior, obtemos

/E (Ric 1/ (N, N) + || A]>) < 0,
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e como Ric »; > 0, segue que Ric 5, (N, N) =0¢e||A|| = 0 ao longo de .
Fazendo as substitui¢des || A|| = 0 e Ric ,/(N, N) = 0 na equagdo de Gauss (4), dada
por

) 1
Ric (N, N) = §(RM — Ry, — 1A]%),

obtemos,

R, = Ry aolongo X

As curvaturas escalares de gy, e g estdo relacionadas por (34). Sejau € C*(X),u > 0, a
primeira autofun¢do do operador de estabilidade (32), associada ao primeiro autovalor A. Ou
seja, u satisfaz a equagdo Lu + Au = 0, onde L € o operador de Jacobi. Substituindo R, = Ry,
|A]]> = 0 e Lu = —\u em (33), obtemos A,u = —\u. Portanto, utilizando a relagdo (34),

concluimos que
4(n —1)
n—2

pois A > 0 (X é estavel), n > 3,u > 0e Ry, = Ry > 0. Logo, R > 0.

Rgu%g = Ry, + Au >0,

Q.E.D.
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3 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES FECHADAS

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensado sete com curvatura escalar positiva
e curvatura de Ricci ndo negativa. Neste capitulo, mostramos que se > € uma hipersuperficie
localmente minimizante de volume, fechada, dois lados e imersa em M, entdo encontramos
uma desigualdade semelhante a de Mendes [25], veja (1). Além disso, no caso de igualdade,

mostramos que Y é isométrica a esfera canonica de dimensao seis.

3.1 RESULTADOS

Seja M” uma variedade Riemanniana com curvatura escalar positiva e curvatura de Ricci
ndo negativa. Sob as hipdteses do teorema a seguir, provamos que a curvatura escalar da hipersu-
perficie X coincide com a curvartura escalar de M ao longo de 3., isto €, Ry = Ry, ao longo de ..
A partir dessa relacdo, utilizando a desigualdade de Holder, o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern
e o Teorema de Gursky, obtemos a desigualdade principal.

No caso de igualdade, todas as desigualdades utilizadas na demonstracio tornam-se igual-
dades, permitindo-nos derivar uma série de conclusdes relevantes. Em particular, empregando o
lema da curvatura escalar conforme, Lema 2.5, a defini¢do do invariante de Yamabe, o Teorema
de Gauss-Bonnet-Chern e a Proposi¢do (2.2), chegamos a conclusio de que ¥ € isométrica a S°.

A seguir, detalhamos essas ideias.

Teorema 3.1 Seja (M7, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar positiva, Ric y; >
0 e (X°, g=) uma hipersuperficie localmente conformemente plana, dois lados, compacta imersa

em M, que é localmente minimizante de volume. Entdo

infy, R\° 1
|z|( M ) <189+ 557 [ ResllEPae

30 302

onde E = Ric — %g, representa o tensor de Ricci sem trago. Além disso, se a igualdade
ocorre, entdo (X%, gs,) é isométrica a (S°, gean) € em uma vizinhanga de S, (M, g) € isométrica

a((—¢,e) x S® dt* + gean), @ menos de uma mudanga de escala.

Demonstracao: A condi¢c@o de estabilidade e a hipétese de que Ric 5, > 0 nos garante que
Ric (N, N) =0 e ||A|| = 0 ao longo de ..
Logo, > é uma hipersuperficie totalmente geodésica. Pela equacdo de Gauss (4), concluimos que

R, = Ry aolongo X,
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para mais detalhes dessa afirmacao, veja a se¢do 2.5, o inicio da demonstracdo do Lema 2.5.

A partir da desigualdade de Holder

2 3
\E|(i]r\}[fR) < /z;RgEdU <|X|3 </2 Rf;zda) ,

deduzimos a relagdo
- 3 3
|| (1]\1}; R)° < /E R, do. 37)
Assim, usando o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para 6-variedades localmente conformemente
planas (29), temos

95

/ER%da = 2632527r3x(2)+30/2R92||E||2d0—E/E||VR92||2da

< PEPEN) +30 [ Ryl|E|Pdo 39)
%
Portanto, unindo (37) e (38), obtemos

| %] (inf R)? < 203252713y (20) + 30/ R, ||E|*do.
)
Como Y € localmente conformemente plana e 17, > 0, entdo pelo Teorema 2.3, temos que
x(2) < 2, e portanto

infy; R\* 273252 30
» < 3.2 | R.||E|2d
S (M) = Tt g [ RelElPa

1
— 18°1+ 357 | RusllEIFo, (39)

porque |S%| = 1—2#3.

Se ocorre a igualdade em (39), a caracteristica de Euler € igual a dois, o infimo da
curvatura escalar de M e a curvatura escalar de M sdo iguais ao longo de ¥, Ry, = inf); R > 0e
|VR,.|| =0, logo R, é positiva e constante. Pelo Lema 2.5, como ¥ possui curvatura escalar
positiva na métrica induzida gx, entdo, R; > 0, onde g € uma métrica na classe conforme de gs.
Assim como Rz > 0 entdo Vg, (2) > 0 (veja a sec¢do 2.3).

Queremos provar que (X9, gs) € isométrica a (S°, geun ), @ menos de um escalonamento.
Suponhamos que a igualdade ocorra em (39) e que (3%, gx) ndo seja conformemente isométrica
a (S°, gean), por (9) temos que V4.1 (X°%) < Vi) (S°). Logo, o invariante de Yamabe de (2°, gs))

satisfaz:

0 < Vigs) () < Viguu] (S%) = 30(167° /15)3. (40)

Existe uma métrica § conforme a gy, tal que |X|; = 1, entdo por defini¢cdo do invariante de

Yamabe R; = Vj,.,(X) e R é constante.
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Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 6-variedades localmente conformemente

planas (29), temos que

384713y (8) = 725 Rido ;l/R ||E||2da+—/ IV R;||*do
= 2R3V01 ——/ |E|[*do.
75
Logo,
38473y (X) < %Ri” 41)

Se (25, gx) ndo é isométrica a (S°, g..,), entdo obtemos uma contradigdo de (40) e (41), pois

como x(X) = 2, segue que

2 2 2
7687 < %ym](z)?’ < 7—5y[gm} (S%)3 = 7—5303(167r3/15) = 7687°.

Portanto, Vi, (2°) = V4..1(S°) e Ry, é constante. Logo, pela Proposicdo 2.2, (X9, g5) €

isométrica a esfera (S°, g..,), a menos de um escalonamento.

Q.E.D.

3.2 RIGIDEZ LOCAL

Nas hipéteses do Teorema 3.1, no caso de igualdade em (39), desejamos mostrar que
em uma vizinhanga de %, (M, g) é isométrica a ((—e,e) X S® dt* + gean), @ menos de um
escalonamento.

A prova da divisao local € realizada construindo uma folheagdo de M em torno de > por
hipersuperficies com curvatura média constante. Esta técnica, que descrevemos a seguir para

completude da prova, foi utilizada por diversos autores, veja [4], [5], [25], [26] e [29].

Proposicao 3.1 Se X atinge a igualdade em (39), entdo em uma vizinhanca de %, (M, g) é

isométrica a ((—e,e) X S, dt* + Gean), @ menos de um escalonamento.

Demonstracao: Nas hipdteses do nosso teorema, . € localmente minimizante de volume, o que
implica que H(0) = 0. Além disso, mostramos que ¥ é isométrica 2 esfera padrio S°®, a menos
de um escalonamento.

Considere a fungdo suave w : (—¢,¢) x ¥ — R, ¢ > 0, satisfazendo as seguintes

propriedades:

1. Para cada ponto x € X, temos w(0,z) = 0, —

0,VxeXet e (—¢e).

=1le [(w(t,-) —t)do =
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2. Paracadat € (—¢,¢), Xy = {exp,(w(t,z)N(z)) € M : x € X} é uma hipersuperficie

fechada e imersa em M com curvatura média nula.

As condigdes Ric (N, N) = 0 e ||A||* = 0 implicam que o operador de Jacobi associado a 3 é
igual a L. = Ay. A existéncia da func¢io w € garantida pelo Teorema da Fun¢do Implicita, para
mais detalhes veja [29].

A fungdo w(t, z) descreve a deformagao da hipersuperficie ¥ ao longo da dire¢do normal
N(x) para gerar as hipersuperficies ;. A condi¢do w(0,x) = 0, garante que, no instante

inicial (f = 0), a hipersuperficie ¥; coincide com X. A condlgao , = 1 garante

7).
que a “velocidade” inicial da deformac¢do ao longo do campo normal N (x) seja unitaria e
fE t)do = 0 garante que a deformagdo preserva o centro de massa de ¥, ou seja, a
deformagao nao desloca a hipersuperficie como um todo.

(—¢,¢), e > 0, suficientemente pequeno.

Vamos mostrar que || = 3],

Denote por H (t) a curvatura média de ;. A func@o lapso p;, definida por p; = N,), satisfaz

(5

a equacdo de Jacobi
H'(t) = =Aspy — (Ric (N, Np) + [ AI[%) e,

onde H'(t) = %L. Podemos assumir, diminuindo € se necessdrio, que p; > 0,V ¢ € (—¢,¢),
pois po = 1 e X é compacta. Multiplicando a equagao de Jacobi por plt, integrando sobre Y,

pelo teorema da divergéncia e como Ric > 0 e ||A|[* > 0,V t € (—¢, ), obtemos

1
H'(t) ﬂmg—/|tm
P pt o pt

Assim, como p; > 0, H'(t) < 0,V t € (—¢,¢). A hipersuperficie ¥ é minima, entdo H(0) = 0,
logo H(t) <0< H(—t) YV [0,¢).

| 2

doy <0, (42)

A férmula da primeira variacao do volume é, onde p; > 0,
i|Zt| = [ H(t)pdoy.
dt s,
Como H(0) =0e H(t) <0 < H(—t), V [0,¢), segue que da formula da primeira variacao
que |2 < |Xo|, Vt € (—¢,¢€). Por outro lado, como 3 é localmente minimizante de volume,
|5 > 20|, Vt € (—¢,€). Portanto || = ||, Vt € (—¢,¢). Como consequéncia, %|Et| =0
e H(t) = O paratodot € (—¢,¢). Usando que H'(t) = 0 em (42), concluimos que p, é constante
em X, e 3, é totalmente geodésica em M para cada t € (—¢,¢).
Para mostrar que M tem estrutura de produto local em uma vizinhanca de X2, considere

o campo normal unitdrio Ny(x) ao longo da curva t — G(t,z) = exp,(w(t,z)N(x)). Usando
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coordenadas locais (21, ..., xs) em X, verificamos que
<vatGNtJaiG> = _<Nt,ataz'G> - _ai<Nt;atG> + <v8¢GNtaatG> = —0ipr = 0,

onde 0; representa % e 0, representa %. Acima, usamos que Vy,oN; = 0, pois 2 € totalmente
geodésica e (Vg Ny, Ny) = %&(Nt, N;) = 0. Isso implica que V; é paralelo ao longo da curva
t— G(t,z).

Finalmente, a condigdo [i.(w(t,-) — t)do = 0 e o fato que p, = (9,G, Ny) = dyw é

constante em >J;, implicam

d

0=—
dt Js,

(w(t, ) —t)do = /(atw —1)do = (Qw — 1)|%],

2
portanto, dyw(t,z) = 1 para todo (t,z) € (—e,e) x X. Portanto, w(t,z) = t e a aplicagdo

G(t,z) = exp,(tN(z)) define uma isometria entre (—¢, <) X ¥ e uma vizinhanga de > em M.
QED.

Nas mesmas hipoteses do Teorema 3.1, no caso de igualdade em (39), provamos que
o recobrimento Riemanniano de (M, g) é isométrico a (R x S°, dt? + gean), a menos de um
escalonamento.

A prova rigidez global, que escrevemos a seguir, € essencialmente a prova descrita por

Mendes [25], seguindo as ideias de [5].

Proposicao 3.2 O mapa G : R x X — M definido por G(t,x) = exp,(tN(x)) é uma isometria

local e um mapa de cobertura.

Demonstracao: No caso de igualdade em (39) do Teorema 3.1, afirmamos que o mapa G :
R x ¥ — M definido por G(t, z) = exp, (tN(z)), é uma isometria local e um mapa de cobertura.
Vamos provar esta afirmagao.

Sejal ={t e R, : G|(07t)><2} uma isometria local. Pelos resultados anteriores [ # () e X2
¢ isometrica a S®, a menos de um escalonamento. Precisamos mostrar que / é fechado e aberto
em (0, co). Primeiro, afirmamos que / € aberto. De fato, dado t € I, G; = G(t, ) é homotdpico
aXem M, %] =|X|e|E| =0,pois G : {t} x ¥ — ¥; é uma isometria local e >; minimiza o
volume em sua classe de homotopia e atinge a igualdade em (39). Logo, existe 6 > 0 tal que
G|(0,t+5)xx € uma isometria local e I € aberto em (0, 00). Agora, vamos mostrar que / é fechado
em (0, 00). Suponha que ¢, € I converge parat € (0,00), se t < t; para algum k entdo ¢t € [

porque (0,%) x ¥ C (0,x) x X e G|(0,,)xx € uma isometria. Por outro lado, se ¢, < ¢ para todo
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k entdo Uk (0,t;) x ¥ = (0,t) x X, isto é, t € I, porque G|(0,ty)xx € uma isometria local para
k. Portanto, I = (0,00) e G 1(0,00)x= € uma isometria local. Da mesma maneira, mostra-se que

G|(—0,0)xx; € uma isometria local. Logo, G' € uma isometria local e um mapa de cobertura.

Q.ED.
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4 RIGIDEZ DE HIPERSUPERFICIES COM BORDO LIVRE

Neste capitulo, apresentamos os resultados sobre hipersuperficies com bordo livre. Assim
como no capitulo anterior, utilizamos a estabilidade da hipersuperficie, a equacdo de Gauss e o
Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para variedades com bordo de dimensao quatro e seis.

Com base no Teorema 4.1 de Escobar [17] e no Lema 2.3, Raulot [32] mostrou que se
(M", g) é uma variedade Riemanniana orientada compacta com bordo de dimenséo n = 6 ou 4,
localmente conformalmente plana com bordo totalmente umbilico, x (M) = 1 e YV[g|(M) > 0,
entdo a variedade (M",g) é conformemente isométrica ao hemisfério (S”, gcan). Seguindo
algumas das ideias de Raulot, mostramos a rigidez dos principais teoremas deste capitulo: o
Teorema 4.1 e o Teorema 4.2. Em todos os casos, supomos que a hipersuperficie possui o bordo
totalmente geodésico e usamos o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para este cendrio, conforme

discutido em (14) e (25).

4.1 RESULTADOS

Os dois principais resultados desta se¢do estendem o Teorema 3.1 para o caso em
que a variedade M", n = 5 ou 7, possui bordo ndo vazio e curvatura média do bordo nao
negativa. Além disso, assumimos que a hipersuperficie (X, gs;) possui bordo livre e totalmente
geodésico. Encontramos uma desigualdade andloga ao caso fechado e, na ocorréncia de igualdade,
concluimos que (X, gs;) € isométrica ao hemisfério (S%, gean), quando sua dimenséo ¢ 4, ou ao

hemisfério (S, gean), quando sua dimensao é 6.

Teorema 4.1 Seja (M5, g) uma variedade Riemannina com bordo, Ric y; > 0, com curvatura
escalar infy; R > 0 e curvatura média do bordo ndo negativa, isto é, Hyyr > 0. Seja X* uma
hipersuperficie com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados, imersa em M®, que minimiza

o volume locamente, tal que x(¥) < 1. Entdo

infy R\ 1
) (2t s|Si|+—/||E||2do.
12 12 /s

Além disso, se a igualdade se mantem, entdo (X%, gs) é isométrica a (S, goun) € em uma
9 +

vizinhanga de S, (M, g) é isométrica a ((—¢, &) X S, dt* + Gean), a menos de um escalonamento.

Demonstracao: Sob nossas hipdteses, mostramos no inicio da demonstra¢do do Lema 2.4 que
a curvatura escalar de Y, denotada por R, coincide com a curvatura escalar de M, ou seja,

}%gE - RM
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De fato, como ¥ tem bordo livre e totalmente geodésico e Hyy > 0, entdo II(N, N) > 0.

Assim, a condi¢do de estabilidade (8) se reduz a seguinte desigualdade

/ (Ric (N, V) + || A|) f2do < / IV fPdo. 43)
> >

Dessa forma, tomando f = 1 em (43), obtemos Ric (IV, N) = 0 e |[|A|| = 0 ao longo de X, pois
por hipétese Ric p; > 0. Pela equagdo de Gauss (4), segue que as curvaturas escalares de R, e
R); possuem o mesmo valor ao longo de X.. Para mais detalhes dessa afirmagdo, veja a primeira
parte da demonstracdo do Lema 2.4.

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet-Chern para 4-variedades com bordo, veja (14),
/ R?do = 1927y (X)) — 6/ [|W||2do + 12/ |E||*do — 48/ Bdoss, — (44)
b )y by o%
onde
B = 3RH — 6Ric p/(N, N)H — 6Rm.0511% + 2H® — 6H||TT||* + 4tr (IT%),

e a desigualdade de Holder,
]Z](i}r\l; R)* < /E R’ do,
como ¥ tem bordo totalmente geodésico e |[W||? > 0, obtemos

2] (inf R)?* <1927%x (%) + 12/ |E||*do.
%

Por hipétese, a caracteristica de Euler satisfaz y(X) < 1. Substituindo essa condi¢@o na desi-

gualdade anterior, concluimos que

inf R\ * 1
) <|S*|+ — E||%d 45
=B ) <isti+ 5 [ IeiPa, @)

pois, |S | = 372

No caso em que ocorre a igualdade em (45), observe que todas as desigualdades conside-
radas tornam-se igualdades, logo x(3) = 1 e ||IW|| = 0, assim X é localmente conformemente
plana. Além disso, pelo Lema (2.4), como R,, = Ry = infy; R > 0, temos que [7; > 0 e na
igualdade, II(N, N) = 0, assim por (36), (¥, g) tem bordo minimo, i. é, H; = 0, onde g é uma
métrica conforme a gs;. Como a curvatura escalar Z; > 0 e a curvatura média /{; = 0 entdo
Vg1 (2, 0%) > 0.

Suponhamos que ocorra a igualdade em (45) e que (X%, gs) ndo seja conformemente
isométrica a (S%, gean), por [17] temos que V4 (X?) < Vg (S2), € 0 invariante de Yamabe de
(X4, gx) satisfaz:

0 < Vigs] (£) < Vigoul (S1) = 12(47°/3)2. (46)
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Existe uma métrica § conforme a gy, tal que |X|; = 1, entdo por defini¢cdo do invariante de
Yamabe R; = V4, (X) > 0 e R; é constante.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 4-variedades localmente conformemente
planas com bordo, como a curvatura escalar € constante e > tem bordo totalmente geodésico,

temos
1927°x(2) = R2|%|; — 12/ |E||*do
b
€ portanto,
1927%x(3) < R,

Desse modo, como x (%) = 1, obtemos por (46)
19277 < Vo] (3)? < Vi) (S2)? = 12%(47/3) = 19272,

0 que nos leva a uma contradigdo. Portanto, V4. (X*) = V.. (S1) e Ry, € constante. Como

consequéncia da Proposi¢do 2.3, (X*, gx) € isométrica ao hemisfério (S%, gean)-
QED.

Seguindo argumentos semelhantes ao caso anterior, agora consideramos a situagdo em
que a variedade ambiente M tem dimensdo 7 e a hipersuperficie 2 tem dimensao 6. Mantemos hi-
poteses andlogas as do Teorema 4.1, garantindo a estrutura necessdria para estender os resultados

ao caso de dimensao superior. Com essa abordagem, obtemos o seguinte teorema

Teorema 4.2 Seja (M v g) uma variedade Riemannina com bordo, Ric ,; > 0, Hopy > 0 e
curvatura escalar positiva. Seja ¥.° uma hipersuperficie com bordo livre e totalmente geodésico,
localmente conformemente plana, dois lados, imersa em M, que minimiza o volume locamente,

tal que x(X) < 1. Entdo

infy R\° 1 1
¥ <IS%|+— | R,.||E|Pdo+— | Byd
1 (M) <1884 g [ RaliEdo g [ s

2
onde By = % (mgiNH + ZELE(N, VR)).

Além disso, se a igualdade se mantem, entdo (X°, gs)) € isométrica a (S, gean) € em uma

vizinhanga de ¥, (M, g) € isométrica a ((—e, &) X S, dt* + gean), a menos de um escalonamento.

Demonstraciao: As curvaturas escalares de (X, gx) e (M, g), possuem valores iguais ao longo

de X, isto €, IRy, = R)s ao longo de X (veja o inicio da demonstracdo do Lema 2.4).
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Usando a desigualdade de Holder (37),
%

]Z](i}\r}[fR)ngg do < |S|3 (/ R2 da) ,
b ¥

isto €,
15 (inf R)* < / RE do, @7
>

Em razdo do Teorema de Gauss-Bonnet-Chern (25), temos

55
/ R3dVg:2632527r3X(M)——/ ||VR||2dVg+3O/ R||E||2dV9+/ Byds.
M 6 M M oM

E 2
Ondegz_E(M

4
5 + —E(N, VR)), logo

ON 5

13|(inf R)? < 26325273y (%) — §/ |IVR]|?dV, +30/ R||E[|?dV, +/ Byds
M 6 Js b )
(48)
< 2032527y (%) —|—30/ R||E[|*dV, +/ Bayds.
> 0%
pois ||[VR||> > 0. Por hipétese, x(X) < 1, substituindo em (48), encontramos o resultado

desejado

s (R ey /R IEIP+ — [ By (49)
— — S
30 ) — T T30 303 Joy 0

visto que |5 | = Em?.

No caso em que ocorre a igualdade em (49), afirmamos que (X%, g) é isométrica a (S%., g).
Vamos provar esta afirmagao por contradi¢do. Em razdo da igualdade em (47), Ry, = Ry =
inf); R > 0 e Ry, € constante. Devido ao Lema (2.4), temos que R; > 0 e II(N, N) = 0 (na
igualdade) por (36), (X, g) tem bordo minimo, i. é, H g = 0, onde g € uma métrica conforme a
gs.. Como a curvatura escalar R; > 0 e a curvatura média Hy = 0 entdo Vj,,,(2,0%) > 0.

Suponhamos que ocorra a igualdade em (49) e que (X, gs) ndo seja conformemente
isométrica a (S, gean), por [17] temos que V4 (X°%) < Vg (S5 ), € 0 invariante de Yamabe de
(36, gx) satisfaz:

0 < Vg (5) < Vi) () = 30(87°/15)5. (50)
Existe uma métrica § conforme a gy, tal que |X|; = 1, entdo por defini¢cdo do invariante de
Yamabe R; = V4, (X) > 0 e R; é constante.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet Chern para 6-variedades localmente conformemente

planas com bordo, como a curvatura escalar € constante e > tem bordo totalmente geodésico,

veja o Lema 2.3, temos

2 4R
3847°X(2) = = RIJ%l; - ?/ | B|[2do
b
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e portanto,
2
3843y (X)) < —=R3.
Desse modo, como x(X) = 1, obtemos por (50)

2 2 2
38470 < Y (B)° < 2= Vg (89)° = -30°(87°/15) = 384,

o que nos leva a uma contradi¢do. Portanto, YV, (X°%) = V4. ](S) e Ry, é constante. Como

consequéncia da Proposi¢do 2.3, (X9, g5;) é isométrica ao hemisfério (S%, gean)-

Q.ED.

4.2 RIGIDEZ LOCAL

Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.1, mostramos a seguir que, quando a igualdade
em (45) ocorre, em uma vizinhanga de $4, (M?, g) é isométrica a ((—¢,£) X S%, dt? + gean), @
menos de um escalonamento. A demonstracdo sob as hipéteses do Teorema 4.2 € andloga.

Seguimos as ideias de Ambrozio [1] e Barros e Cruz [3]. Estes autores demonstraram
um resultado anédlogo para uma variedade Riemanniana M de dimensdo n com bordo ndo vazio,
assumindo a existéncia de uma hipersuperficie com bordo livre propriamente mergulhada, sob as
condig¢des de que Hy); e R); sdo limitados inferiormente.

Observe que, nas nossas hipéteses (3, gs;) € isométrica a (S%, gean) € em particular X é
Einstein. Uma hipersuperficie > com bordo livre e totalmente geodésico, dois lados, Einstein na
métrica induzida, propriamente imersa em M, com R, = inf R, Ric (N, N) se anula ao longo
de X, Hypy = inf Hyyy, Vp € OM, é chamada de hipersuperficie infinitesimalmente rigida.

Um exemplo de hipersuperficies infinitesimalmente rigidas sdo faixas horizontais {r} x 3
em uma variedade Riemanniana R x Y munida da métrica produto, onde > é uma variedade de
Einstein com curvatura escalar constante e o bordo sendo uma hipersuperficie com curvatura

média constante.

Proposicdo 4.1 Se X atinge a igualdade em (45), entdo em uma vizinhanca de %, (M, g) é

isométrica a ((—e,€) x Si, dt*, +Gean), a menos de um escalonamento.

Demonstracao: Nas hipoteses do Teorema 4.1, > € infinitesimalmente rigida, vamos provar que
existe um niimero real positivo € e uma fungdo suave w : (—¢,¢) x ¥ — R, satisfazendo as

seguintes propriedades:

ow

E(tv l’)

* Para cada ponto = € X, temos w(0,z) = 0,

0,VxeXet e (—¢e).

= le [((w(t,-) —t)do =

t=
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e Paracadat € (—¢,¢), ¥y = {p(w(t,z),z) : * € ¥} é uma hipersuperficie com bordo

livre e curvatura média constante.

Primeiro, seja Y um campo vetorial normal unitdrio em OM que coincide com o conormal
exterior v de 0%. Considere E,, = {u € C™*(X); [yu do = 0} o espago de Banach com
expoente de Holder « € (0, 1). Seja Z um campo vetorial em M que coincide com N em %
e Z(p) é tangente a OM para todo p € OM. Seja ¢ = ¢(t,z) o fluxo do campo Z. Escolha
S > 0,8 > 0 e uuma fungdo real em uma bola aberta Bs(0) = {u € C**(X);||ul|2.o < 0} tal
que X, = {p(u(z),z),t); x € ¥} define uma hipersuperficie propriamente mergulhada, para
todo (u,t) € Bs(0) x (=8, B).

A partir daqui, usamos o subscrito u para indicar as quantidade associadas a X, logo
H, denotard a curvatura média de ,,, /V,, denotard o campo vetorial normal unitario de >, e Y,
denotara a restricdo de Y a 0%,.. Observe que >y = X, Hy = 0, pois X € totalmente geodésica e
(No, Xo) = 0, pois X tem bordo livre.

Dados # > 0 e d > 0 pequenos, definimos o mapa ¢ : (Bs(0) N Ey) x (—=f,5) —
Ey x C1*(9%) dado por

1
P(u,t) = (Hu+t - E / Hy1do, <Nu+t7Yu+t>) :
by

O mapa  estd bem definido e ¢(0,0) = (0, 0) porque ¥y = ¥ é minimo e tem bordo
livre. Note que D®(0, 0) é um isomorfismo quando restrito a 0 x FE, pois, para cada v € Es, 0
mapa [ : (—3,0) x ¥ — M tal que f(-,t) = ¢(tv(-),-) € M nos dd uma variagdo cujo vetor

. 0 NS .
variacional é —f =vZ = vN em Y. Como Y é infinitesimalmente rigida obtemos

t=0
1 ov ov
— (ot — [ Lo, -2,
t:O(O,tv) ( U+ ’Z’ /(9; ayd@ , ay)

Escolhendo ¢ € Ey e z € C*(9Y) encontramos o seguinte

/ (@D + 1 zdaE) do = / 2d0Y%,
5 2] Jos ox

isto implica que existe uma unica funcio 6 € E5 que resolve o seguinte problema de fronteira de

dd
DCD(O,O) (0, U) == E

Neumann

A29=¢+r;|fazzdaz em Y

%:—z em 02

para mais detalhes veja o Teorema 2.1 de Nardi [28]. Logo, D® 9 0)(0,6) = (¢, 2), assim D® g

€ um isomorfismo quando restrito a 0 x FEs.
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Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, para algum ¢ pequeno, existe uma funcao
u(+,t) € Bs(0) N Ey, parat € (—e,¢) tal que u(z,0) = 0 e P(u(t,z),t) = ¢(0,0) =
(0,0),Vt € (—¢,¢). Assim, definindo w(z,t) = u(z,t) + t, para (z,t) € X X (—¢,¢), temos
que todas as hipersuperficies ;) = {¢(t + u(x,t),x);x € X} sdo hipersuperficies com
bordo livre e curvatura constante. Por defini¢do, w(z,0) = u(z,0) = 0 paratodo xz € ¥ e
w(-,t) —t = u(t) pertence a Bs(0) N Ey paratodo t € (—¢,¢).

Podemos construir uma variagdo G(x,t) = ¢(x,w(z,t)) € M cujo vetor velocidade em

ow
(E ) N

1
(Hw(_,t) - /E Ho.1ydo. (Nw(.7t),Yw(.,t))) — B(t,u(t)) = (0,0),

> éigual a

Uma vez que para cada t temos

tomando a derivada em ¢ = 0 concluimos que % |i=o satisfaz o problema de Neumann homo-
géneo. Além disso, [i,(w(x,t) —t)do = [ u(t,z)do = 0 para todo ¢, tomando novamente a

derivada em ¢t = 0, obtemos

ow
—|y—odo = |X].
[ leada = 5

Portanto, %—’f\tzo =1.
Observe que Go(x) = p(z,0) = z,

oG

ow
E(ZE,O) = E‘t:ONO(x) = No(.’lf), YV € 20.

Assim, tomando um € menor, se necessario, G parametriza uma folheacdo de M em torno de X.
A partir daqui, usaremos o subscrito ¢ para denotar as quantidades associadas a >; =

G(X0). Queremos mostrar que |X| = ||, para cada t € (—¢,¢), ¢ > 0 suficientemente

pequeno.

oG

A fungdo lapso p; dada por (%,

Ny), paracadat € (—¢,¢), satisfaz

H'(t) = —Auyp; — (Ric (N, V) + |Ad*)py, em 8 (51)
9Pt (N, Ny no 05 (52)
6Vt

veja Ambrozio ([1], proposi¢do 18) e Barros e Cruz ([3], Lema 1), onde H'(t) = 0H /0t.

ac

Como py = 1, pn

(x,0) = No(x) para todo = € 3. Podemos assumir que p; > 0,

1
YVt € (—&,¢). Multiplicando (51) por — e integrando sobre >},
Pt

1 A
H'(t) | —do, = — / Pt oy — / (Ric (Ny, Ny) + |Ad)?) prdo.
Et IOt Et pt Zt
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Usando o teorema da divergéncia e (52)

A Vel
/ Pt o, = | t?' do—t+/ TIL(N;, Ny)dy;.
Yt Pt 3t Pt 0%+

Dessa maneira, como Ric > 0,II > 0

1 A
) [ Ltdo, = - / Pt g, — / (Ric (N, Ny) + |4, *)pudo
v Pt v Pt b
2
< - Wft’ dat—/ TI(N,, N,)do%,
o pt 0
< 0,

Assim, H'(t) < 0, Vt € [0,¢), pois p; > 0. Portanto, H(t) < 0 < H(—t) V [0,¢). Por outro
lado, como cada Y, tem bordo livre, pela formula da primeira variagdo do volume (5),

S8 = [ H(t)pdo,

dt s,
e pelo fato de 3 ser localmente minimizante de volume, temos |3;| = |X|, V¢ € (—¢, ). Dessa
forma, cada X.; € infinitesimalmente rigida.

Uma vez que a funcdo de lapso satisfaz o problema de Neumann homogéneo, ela é
constante (como fungdo de t) em cada t. A fungdo u(¢, x) = 0 enquanto o campo vetorial IV,
¢ paralelo para todo (t,x) € (—¢,e) x X e seu fluxo é dado pelo mapa exponencial, ou seja,
G(t,z) = exp,(tN(z)),Vx € 3, que define uma isometria para cada t € (—¢,¢). Portanto, a

métrica de (M, g) em uma vizinhaga de ¥ pode ser escrita como a métrica produto d? + gean-

Q.ED.
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5 Consideracoes Finais

Os resultados obtidos neste trabalho contribuem para uma melhor compreensao da rigidez
geométrica de hipersuperficies que minimizam o volume em variedades Riemannianas com
restri¢des de curvatura, abrangendo tanto o caso fechado quanto o caso com bordo. O estudo da
rigidez dessas hipersuperficies, sejam elas com ou sem bordo, evidencia a profunda interrelagdo
entre geometria diferencial, andlise variacional e topologia. Além de sua importancia tedrica,
essas estruturas geométricas possuem conexdes diretas com problemas fundamentais em fisica
matemadtica, como aqueles associados a relatividade geral, e surgem naturalmente como solucdes
de problemas variacionais. Os resultados aqui apresentados podem motivar novas investigacdes,
incluindo generalizagdes para outras dimensdes, extensOes para variedades com diferentes
condicdes geométricas. Além disso, as ferramentas analiticas e geométricas utilizadas ao longo
deste estudo podem ser aplicadas a uma ampla gama de problemas, promovendo avangos tanto

na teoria quanto em aplicagdes matematicas e fisicas.



(1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

54
REFERENCIAS

Ambrozio, L. C. Rigidity of area-minimizing free boundary surfaces in mean convex

three-manifolds. The Journal of Geometric Analysis 25 (2015), 1001-1017.

Aubin, T. Equations différentielles non linéaires et probleme de Yamabe concernant la

courbure scalaire. J. Math. Pures Appl.(9) 55 (1976), 269-296.

Barros, A., and Cruz, C. Free boundary hypersurfaces with non-positive Yamabe invariant

in mean convex manifolds. J. Geom. Anal. 30, 4 (2020), 3542-3562.

Barros, A., Cruz, C., Batista, R., and Sousa, P. Rigidity in dimension four of area-
minimising Einstein manifolds. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 158, 2 (2015),
355-363.

Bray, H., Brendle, S., and Neves, A. Rigidity of area-minimizing two-spheres in three-

manifolds. Comm. Anal. Geom. 18, 4 (2010), 821-830.

Bray, H. L. The Penrose inequality in general relativity and volume comparison theorems

involving scalar curvature. stanford university, 1997.

Brendle, S., and Chen, S.-Y. S. An existence theorem for the Yamabe problem on manifolds

with boundary. Journal of the European Mathematical Society 16,5 (2014), 991-1016.

Cai, M. Volume minimizing hypersurfaces in manifolds of nonnegative scalar curvature.
In Minimal surfaces, geometric analysis and symplectic geometry (Baltimore, MD, 1999),

vol. 34 of Adv. Stud. Pure Math. Math. Soc. Japan, Tokyo, 2002, pp. 1-7.

Cai, M., and Galloway, G. Rigidity of area minimizing tori in 3-manifolds of nonnegative

scalar curvature. arXiv preprint math/9804096 (1998).

Chern, S.-s. A simple intrinsic proof of the gauss-bonnet formula for closed riemannian

manifolds. Annals of mathematics 45, 4 (1944), 747-752.

Chern, S.-s. On the curvatura integra in a riemannian manifold. Annals of Mathematics 46,

4 (1945), 674-684.

Chodosh, O., Eichmair, M., and Moraru, V. A splitting theorem for scalar curvature. Comm.

Pure Appl. Math. 72, 6 (2019), 1231-1242.



55

[13] Deng, H. A bray-brendle-neves type inequality for a riemannian manifold. Acta Mathema-

tica Scientia 41 (2021), 487-492.

[14] Do Carmo, M. P. Geometria riemanniana, quinta ed. Instituto Nacional de Matemadtica

Pura e Aplicada, 2015.

[15] Escobar, J. F. Uniqueness theorems on conformal deformation of metrics, Sobolev inequa-

lities, and an eigenvalue estimate. Comm. Pure Appl. Math. 43,7 (1990), 857—-883.

[16] Escobar, J. F. Conformal deformation of a riemannian metric to a scalar flat metric with

constant mean curvature on the boundary. Annals of Mathematics 136, 1 (1992), 1-50.

[17] Escobar, J. F. The Yamabe problem on manifolds with boundary. Journal of Differential
Geometry 35, 1 (1992), 21-84.

[18] Escobar, J. F. Conformal metrics with prescribed mean curvature on the boundary. Calculus

of Variations and Partial Differential Equations 4, 6 (1996), 559-592.

[19] Gromov, M., and Lawson, H. B. The classification of simply connected manifolds of

positive scalar curvature. Annals of Mathematics 111, 3 (1980), 423—-434.

[20] Gursky, M. J. Locally conformally flat four- and six-manifolds of positive scalar curvature

and positive Euler characteristic. Indiana Univ. Math. J. 43,3 (1994), 747-774.

[21] Huisken, G., and Yau, S.-T. Definition of center of mass for isolated physical systems and
unique foliations by stable spheres with constant mean curvature. Inventiones mathematicae

124, 1-3 (1996), 281-311.

[22] Kobayashi, O. Scalar curvature of a metric with unit volume. Math. Ann. 279, 2 (1987),
253-265.

[23] Lee, J. M., and Parker, T. H. The Yamabe problem. Bulletin of the American Mathematical
Society 17,1 (1987), 37-91.

[24] Marques, F. C. Existence results for the Yamabe problem on manifolds with boundary.

Indiana University mathematics journal (2005), 1599-1620.

[25] Mendes, A. a. Rigidity of volume-minimising hypersurfaces in Riemannian 5-manifolds.

Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 167, 2 (2019), 345-353.



56

[26] Micallef, M., and Moraru, V. Splitting of 3-manifolds and rigidity of area-minimising
surfaces. Proc. Amer. Math. Soc. 143,77 (2015), 2865-2872.

[27] Moraru, V. On area comparison and rigidity involving the scalar curvature. The Journal of

Geometric Analysis 26, 1 (2016), 294-312.

[28] Nardi, G. Schauder estimate for solutions of poisson’s equation with neumann boundary

condition. L’enseignement Mathématique 60, 3 (2015), 421-435.

[29] Nunes, I. Rigidity of area-minimizing hyperbolic surfaces in three-manifolds. Journal of

Geometric Analysis 23 (2013), 1290-1302.

[30] Obata, M. The conjectures on conformal transformations of Riemannian manifolds. J.

Differential Geometry 6 (1971/72), 247-258.
[31] Petersen, P. Riemannian geometry. Graduate Texts in Mathematics/Springer-Verlag (2006).
[32] Raulot, S. Rigidité conforme des hémispheres Si et S?r. Math. Z. 271, 3-4 (2012), 707-714.

[33] Schoen, R. Conformal deformation of a riemannian metric to constant scalar curvature.

Journal of Differential Geometry 20, 2 (1984), 479—-495.

[34] Schoen, R., and Yau, S.-T. Existence of incompressible minimal surfaces and the topology
of three dimensional manifolds with non-negative scalar curvature. Annals of Mathematics

110, 1 (1979), 127-142.

[35] Trudinger, N. S. Remarks concerning the conformal deformation of riemannian structures

on compact manifolds. Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa-Scienze Fisiche e

Matematiche 22, 2 (1968), 265-274.

[36] Yamabe, H. On a deformation of riemannian structures on compact manifolds. Osaka

Math. J. (1960).



	9063206a1f41b4d610788055e5f25d266a2c71107f1d62352b1f3a64a69e8cbf.pdf
	248f73cf0cd33af08cb6962ac3b356a337d52c014e0d10a8e269da49673870c6.pdf
	Folha de Rosto

	Microsoft Word - Fichacat17038-2025-DAYLANNE F.RIBEIRO-Curvatura escalar positiva. Hipersuperfícies. Rigidez de superfícies. Invariante de Yamabe. Teorema de Gauss-Bonnet-Chern

	9063206a1f41b4d610788055e5f25d266a2c71107f1d62352b1f3a64a69e8cbf.pdf
	Folha de Aprovação

	9063206a1f41b4d610788055e5f25d266a2c71107f1d62352b1f3a64a69e8cbf.pdf
	248f73cf0cd33af08cb6962ac3b356a337d52c014e0d10a8e269da49673870c6.pdf
	Dedicatória
	Epígrafe
	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Conceitos e notações
	Hipersuperfícies com bordo livre
	O Problema de Yamabe
	O Teorema de Gauss-Bonnet-Chern
	Lema da curvatura escalar conforme

	RIGIDEZ DE HIPERSUPERFÍCIES FECHADAS
	Resultados
	Rigidez local

	RIGIDEZ DE HIPERSUPERFÍCIES COM BORDO LIVRE
	Resultados
	Rigidez local

	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS



